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81 Permutationsgruppen

a. Operationen auf Mengen. Sei  eine (endliche) Menge. Sq = S(Q2) bezeichne die Menge
aller Permutationen (= bijektiven Selbstabbildungen) von €. Wir schreiben fiir ¢ € Sq und
a € Q oa:= o(a). Fir eine Permutation o € S nennen wir die von o ‘bewegten’ Elemente in

Q den Trdager von o:
Tro={ae€Q|oa#a}.

Offenbar gilt Tro = Tro~! (denn oa # a <= a # o 'a) und 0 'Tro = Tro (denn
a € Tro & <= oca#a < oa#o(oa) & oa€ Tro < a € o 'Tro). Durch
Anwendung von o folgt auch Tro = o'Tro.

(1.1) Proposition: Es sei {2 eine (endliche) Mengen und o, p € Sq elementfremde Permu-
tationen, d. h. ihre Tréiger seien disjunkt: Tro NTr p = (). Dann gilt:
a) o und p sind vertauschbar: 0 o p =poo.
b) (cop)f=idg <= of =idg = pF.
¢) Die Ordnung von o o p ist das kleinste gemeinsame Vielfache der einzelnen Ordnungen:

ordo o p =kgV(ordo,ordp).

Beweis: a) Fiir a € Tro UTrp gilt ca = a = pa, also o o p(a) = poo(a).

Ist a € Tro, so auch oa € Tro und wegen der Elementfremdheit a,ca ¢ Tr p, also pa = a und
p(ca) = oa und daher oo p(a) = ca = poo(a).

Genauso schliefit man fiir a € Tr p. Insgesamt gilt poo =g o p.

b) Wegen der Vertauschbarkeit oo p = poo gilt (60 p)* = o 0 p¥ und damit folgt <= von b).
— : Ist a € Tro, so folgt 0”a € Tro und daher o”a ¢ Trp, also p(c”a) = o¥a. Daraus ergibt
sich dann induktiv (o o p)*a = o¥a, also o¥a = a. Fiir a ¢ Tro gilt diese Gleichung erst recht,
also folgt 0% = idg. Fiir p argumentiert man genauso. O

Sind I > 2 und ay,...,a; € Q verschieden, so versteht man unter dem Zyklus (a1, ..., a;)
die Permutation o, die diese Elemente zyklisch vertauscht, d. h.

o(a;) =a;+1 (1<i<l), o(a))=ar, o(b)=>bsonst.

Man nennt [ die Léinge des Zyklus (a1, ..., a;). Transpositionen sind Zyklen der Linge 2.

(1.2) Proposition: Seien Q2 und Sq wie oben.

a) Jede Permutation o € Sq besitzt eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutige Darstellung als
Produkt elementfremder Zyklen (die sog. Zyklenzerlegung von o).
b) Ist 0 = o1 - ... 0, ein Produkt elementfremder Zyklen o; der Léingen Iy > 1y > ... > 1, > 2,
so nennen wir (ly, . ..,l,.) den Zyklentyp von o. Der Zyklentyp (l1,...,l,) eines o € Sq bestimmt
die folgenden Invarianten von o:

e das Signum sign(o) = (—1)22:1(“71),

e die Ordnung ord(c) = kgV(ly,...,1,),

e die Konjugationsklasse C(o) in Sq:

C(o):={r"tor | 7€ 8q}={p€ Sq|p hat Zyklentyp (I1,...,1,) vono}.

Beweis: a) Existenz: Die Identitét ist das leere Produkt von Zyklen. Sei also o nicht die
Identitidt. Dann wéihlt man a; € Tr o # ) beliebig, definiert dann rekursiv a; 1 = oa; sowie [ > 2
minimal mit der Eigenschaft ;41 = a;. Dann operiert o auf der Menge {aq,...,a;} genauso
wie der Zyklus o1 = (ay,...,a;). Also bleiben diese Elemente unter ¢/ = ;' o o fest, so dass
Tro’STro. Induktiv (iiber die Méchtigkeit des Tréigers) erhélt man die Existenzaussage von a).

Eindeutigkeit: Ist nun o = o1 -. . ..o, irgendeine Zerlegung in elementfremde Zyklen, so muss
einer der Zyklen den Punkt a; bewegen. Da die Zyklen wegen der Elementfremdheit vertauschbar
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sind, kann o. E. angenommen werden, dass dies o7 ist. Dann folgt, dass o1 mit o auf {aq,...,a;}

tibereinstimmt, der oben zuerst konstruierte Zyklus sein muss. Man schlief3t nun induktiv weiter.
b) Jeder Zyklus der Lénge [ ist Produkt von [ — 1 Transpositionen, genauer: (ay,...,qa;) =

(a1,a;)(ar,a;_1)...(a1,az). Also ist das Signum eines Zyklus der Linge [ gerade (—1)'~!. Da

das Signum multiplikativ ist, folgt die erste Behauptung von b).

Wegen (1.1) c¢) geniigt es zu zeigen, dass die Ordnung eines Zyklus gleich seiner Lénge ist. Sei

also 0 = (ay,...,a;). Dann gilt 0*a; = a4k mod 1, also

ofa; = a; (nur) fiir ein i = ||k <= oF =id.
Damit ist [ = ord (aq, ..., ).
Fiir die dritte Behauptung rechnet man zunéchst nach, dass das Konjugierte eines Zyklus wieder
ein Zyklus ist, genauer
7o (ay,...,aq) o1 = (1ay,...,7a;).

Dies tibertriigt sich sofort auf Produkte von Zyklen gleichen Typs:
To(an,...,alll) o (agl,...,CLQZZ) O...O’Z'i1 = (b117"'7b1l1) o (bgl,...,bQZZ) o...

mit b;; = 7a;;. Damit ist die Inklusion C gezeigt: Konjugierte Elemente haben denselben Zy-
klentyp.
Aber auch die Umkehrung folgt damit, denn wenn zwei Zyklenzerlegungen gleichen Typs ge-

geben sind, definiert man 7 € Sq einfach wie oben gefordert: 7a;; := b;;. Diese Definition ist

moglich und injektiv, da die a;; und b;; jeweils untereinander verschieden sind, ihre Anzahlen

aber einander entsprechen (da die Zyklentypen identisch sind). O
Nachtrag

Korollar: a) Die symmetrische Gruppe S,, wird erzeugt von allen Transpositionen (= Zy-
klen der Lénge 2): S, = ((ab) | a # b).
b) Die alternierende Gruppe A,, wird erzeugt von allen 3-Zyklen: A,, = ((abc) | a, b, ¢ verschieden),
bzw. von allen Produkten von zwei Transpositionen A4,, = ((ab)(cd) | a # b, c # d).

Beweis: a) Wie im Beweis von (1.2) gezeigt ist jede Permutation Produkt von Transposi-
tionen, letztere erzeugen also S,,.
b) A,, besteht aus allen geraden Permutationen und diese sind genau die Produkte einer geraden
Anzahl von Transpositionen. Damit erzeugen alle Produkte von 2 Transpositionen (sie gehoren
zu A,) ganz A,,.
Hieraus folgt auch, dass A,, von allen 3-Zyklen erzeugt wird, denn alle 3-Zyklen sind gerade und
jedes Produkt aus 2 Transpositionen ist als Produkt von 3-Zyklen darstellbar:

id falls {a, b} = {c,d},
(ab) o (cd) = < (abd) falls #{a,b,c,d} =3, 0.E. b = ¢,
(acb) o (acd) falls #{a,b,c,d} = 4.

Satz: Fiir n > 5 ist die alternierende Gruppe A,, eine einfache Gruppe.

Beweis: Es sei N # (1) ein nichttrivialer Normalteiler von A,: N < A,,. Wir wollen zeigen,
dass dieser fiir n > 5 bereits ganz A,, sein muss. Dazu geniigt es zu zeigen, dass N einen 3-Zyklus
enthalt:

(afy) e Na A, = N=A,.

Beweis: Sei (abc) ein beliebiger 3-Zyklus. Dann existiert ein o € S,, mit ca = a, o8 = b
und oy = ¢. Da n > 5 ist, existieren d # e verschieden von a,b, ¢ und die Permutation ¢’ =
(de) o o hat ebenfalls die Eigenschaften o’'a = a, 6’3 = b, 0’y = ¢. Nun haben ¢ und o’
unterschiedliches Vorzeichen, so dass eine der beiden zu A, gehort; o.E. sei dies o. Dann gilt
wegen der Normalteilereigenschaft von N

(abe) =0 o(afBy)oo tEN.
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N enthélt also jeden 3-Zyklus und ist damit gleich A,,.
Zum Beweis des Satzes konstruieren wir nun wenigstens einen 3-Zyklus in V. Dazu wahlen
wir zunéichst ein 0 € N, o # 1, dessen Triger Tr 0 minimale Mé#chtigkeit k& hat:

k=#Tro < #Trpfirallepe N, p#1.

k ist der sog. Minimalgrad von N. ¢ ist Produkt von Zyklen der Léngen I; und es gilt

k=#Tro=Y I; mith>l>...>1,>2.

i=1

Da N keine Transposition enthalten kann, ist £ > 3, und wir wollen zeigen k = 3.

1. Fall k = 4: Dann folgt I; = 4, » = 1 und o ist ein (ungerader) 4-Zyklus (Widerspruch) oder
Iy =1y =2,r =2 und o ist ein Produkt von 2 elementfremden Transpositionen: o = (ab)o(cd) €
N.Dan >5ist, gibt esein 1 < e <n mit e # a,b, c,d. Da N Normalteiler in A, ist, folgt

N 3> (cde) o (ab) o (cd) o (cde) ™ = (ab) o (de) = (ab) o (cd) o (ab) o (de) = (cde) € N,

im Widerspruch zur Minimalitiat von k = 4.
2. Fall: £ > 5: Dann gilt

L>4 VvV 1=31>2VI1=21l=21=2.

Also
(abed .. .)o. .. Fall (I),

N3>o=4 (abc)o(de...)o...  Fall (II),
(ab) o (ed) o (ef)o... Fall (III),

wobei die genannten Zahlen a, b, ¢, d, e, f untereinander verschieden sind. Fiir die Machtigkeit
des Tragers von o bedeutet dies in den entsprechenden Féllen

>4, Fall (I), da k > 5 vorausgesetzt,
k=#Tr(o)g >5, Fall(II),dak=5 = o = (abc)(de) & A,,
> 6, Fall (IID).
Aufgrund der Konjugationsformel fiir Zyklen po(aBy...)ou™t = (u(a), u(B), u(7),...) erhalten
wir fiir g = (bed) € Ay

(acdb...)o... Fall (I),
N3oy:=pocou* =1 (acd)o(be...)o... Fall (II),
(ac) o (db) o (ef)o... Fall (III).

Damit unterscheiden sich ¢ und o7 nur an wenigen Stellen:

{a,b,d} Fall (1) ,
o(z)=o01(x) firzgT:=< {a,b,c,d,o1(d)} Fall (II),
{a,b, c,d} Fall (I11),
Also gilt fiir g =0 1 o0, € N:
3<k (I),
Trog CT und #T =4 5<k (II),
A<k (I00).

Man beachte, dass im Falle (II) £ = 5 nicht moglich ist, da sonst o = (abc)(de) ungerade wire
im Widerspruch zu o € A,,. In jedem Falle ergibt sich ein Widerspruch zur Minimalitdt von k.
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Korollar: Fiir n > 5 ist A,, der einzige nicht-triviale Normalteiler von S,,.

Beweis: Sei N <« S, ein Normalteiler in 5,,, also N N A4,, < A, und folglich wegen der
Einfachheit von A,, fiir n > 5:

NNnA,=(1) Vv NnA,=A4,.

Im Fall NN A, = A, gilt N D A, und daher (wegen (S, : A,) =2) N =5, oder N = A,,.
Bleibt der Fall NNA,, = (1). Damit sind alle geraden Permutationen von N trivial. Da Produkte
ungerader Permutationen gerade sind, kann N dann hochstens ein Element # 1 enthalten, denn

1,72 € N\ {1} = Tf,TngeNgerade = 712:127172 = 71 =Ty.

Also N = {1} oder N = {1,7} mit 72 = 1. Da N Normalteiler in S, ist, liegen auch alle
Konjugierten von 7 in N, stimmen also mit 7 {iberein bzw. 7 € Zentr(S,,). Fiir n > 3 ist aber
das Zentrum von S, trivial:

id#7€S, = \/7(a)#a,n>3 = \[c#a,7(a) = [(ac)oTo(ac)|(c) = 7(a) # 7(c).

Folglich ist 7 nicht mit (ac) vertauschbar. Wid.

Wir erhalten somit N = {1} ist trivial. Insgesamt gibt es fir N nur die 3 Fille N = {1},
N=A,, N=S5,. O
Ende des Nachtrags

Wir definieren nun die Objekte, die wir untersuchen wollen:

(1.3) Definition: a) Eine Permutationsgruppe G auf einer endlichen Menge 2 ist eine
Untergruppe der vollen symmetrischen Gruppe Sg, tiber €.
b) Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge (2 ist eine Abbildung G xQ — Q, (0,a) — ca
mit den Eigenschaften

lga=a(a€Q), o(ra)=(o7)a(a€Q, 0,7 €qG).

c) Eine Permutationsdarstellung einer Gruppe G ist ein Homomorphismus P : G — Sq von G
in die volle symmetrische Gruppe tiber einer Menge €.
d) Zwei Operationen heilen dquivalent, wenn existieren
ein Gruppenisomorphismus ¢ : G = G’ und
eine Bijektion v : Q = Q/
so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

G X Q e Q

el Lo 1Y
G x Q@ —

Es sei angemerkt, dass b) und c¢) zwei véllig dquivalente Begriffsbildungen beschreiben,
wéhrend a) im wesentlichen die treuen (=injektiven) Permutationsdarstellungen erfasst. In a)
bzw. ¢) nennt man # den Grad der Permutationsgruppe bzw. -darstellung.

(1.4) Beispiele: Sei G eine Gruppe.
a) Die Gruppe G operiert auf sich selbst durch Linksmultiplikation: (o, a) — o-a (Multiplikation
in G).
b) Die Gruppe G operiert auf sich selbst (von rechts) durch Konjugation: (a, o) +— a° = o~ tao.
c) Sei U eine Untergruppe von G und G/U = {oU | 0 € G} die Menge der Rechtsnebenklassen
von U. G operiert durch Multiplikation von links auf Q = G/U: (o, pU) — opU.
d) Die allgemeine lineare Gruppe GL, (K) operiert durch Matrixmultiplikation von links (und
auch von rechts) auf dem Vektorraum V' = K™. Da 0 € V dabei festbleibt, operiert GL,,(K)
auch auf V# := vV \ {0}.



Dies gilt insbesondere fiir endliche Kérper K = IF}; und die (endliche) allgemeine lineare Gruppe
GL, (p') := GL,,(F ). Man erhélt so eine Operation auf der endlichen Menge V = 7, bzw. V#

vom Grad p'™ bzw. p!™ — 1.

e) Noch spezieller: GL,,(2) hat eine (natiirliche) Permutationsdarstellung vom Grade 2™ — 1. Die
einfachsten Spezialfille sind die Gruppe GL2(2) ~ S3 und GL3(2) C S7. GL3(2) erweist sich als
die einfache Gruppe der Ordnung 168.

(1.5) Definition: Die Gruppe G operiere auf der endlichen Menge €2 und es sei a € Q.
Dann definieren wir:
a) die Bahn (oder auch Orbit) von a unter G:

G.a={oa|oeG}.

b) die Fizgruppe von a in G:
Gy, ={0c€eG|oa=a},

c) die Fizmenge von G in )
Q¢ ={aecQ|oa=afiralleceG}.

(1.6) Beispiele: A) Bahnen kénnen tatséichlich wie Bahnkurven aussehen, etwa im fol-
genden Beispiel: Liisst man die multiplikative Gruppe € auf € durch Multiplikation operieren
und betrachtet die Untergruppen G = R, R*, S = {z € C | |z| = 1} sowie ganz €™, so erhélt
man fiir a = 0 € € immer die Bahn {0} (0 ist Fixpunkt). Fiir a # 0 erhilt man die Bahnen

Strahl von 0 durch a (ohne 0) G = R4,
Ga — ) Gerade durch 0 und a (ohne 0) G = R>,
Kreis um 0 durch a G =91,
cx G=0C".
Die Fixgruppe ist die gesamte Gruppe (G, = G fiir a = 0) oder trivial (G, = {1¢} fiir a # 0).
B) Fiir die in (1.4) gegebenen Beispiele erhilt man:

a) Linksmultiplikation: Diese Operation hat nur eine Bahn, ganz G. Die Fixgruppe G, eines
jeden a € G ist trivial: G, = {1}. Die Fixmenge bestimmt sich wie folgt:

Q  falls G trivial ,

QG:{aGG\Ja:aﬁiralleaeG}:{@ sonst

b) Konjugation: Die Bahnen dieser Operation sind die Konjugationsklassen von Elementen:
Cla) ={a’ | 0 € G}.
Die Fixgruppen G, bzgl. dieser Operation sind die Zentralisatoren
Zentrg(a) ={oc € G|oa=ac}.

Die Fixmenge unter der Konjugation ist das Zentrum von G: {a € G | oa = ao fiir alle o0 € G}.
c) Nebenklassenmengen: Ganz 2 = G/U bildet eine Bahn unter der Operation von G. Die
Fixgruppen sind die Konjugierten von U; genauer: Ist a = pU € §, so ist G, = G,u = pUp™*,
denn o - pU = pU <= p~top € U. Insbesondere ist U die Fixgruppe von a = 1-U € .

d) Matrixmultiplikation: Die Operation von GL,, (K) auf K™ hat zwei Bahnen: {0} und K™\ {0}.
0 ist der einzige Fixpunkt der Operation. Die Fixgruppe eines v € K™, v # 0, ist die Menge der
Matrizen A, die den Eigenwert 1 haben und v als einen Eigenvektor zu diesem Eigenwert.

(1.7) Proposition: Eine endliche Gruppe G operiere auf einer endlichen Menge ) und es
sei a € ().
a) Die Fixgruppen sind tatséchlich Untergruppen und es gilt

0G0t =Gy,
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Damit sind die Fixgruppen zu Punkten a,b in derselben Bahn (also b = oa fiir ein 0 € G) in G
konjugiert, insbesondere von gleicher Ordnung.
b) Es gilt die elementare, aber wichtige Beziehung:

(G:G,) =#G.a.

Bahnlédngen sind also Gruppenindizes und damit Teiler der Ordnung #G von G.
¢) Man hat die Bahnzerlegung

0=090 |J Ga
a€R
mit einem geeigneten Repréisentantensystem R C ) der nicht-einelementigen Bahnen.

Beweis: Bei a) iiberpriift man leicht die Inklusion 0G0 ™1 C G4q4. Genauso gilt 071G ye0 C
G, woraus die umgekehrte Inklusion G, C 0G40~ folgt.
b) ergibt sich aus der Bijektion

G/G, =~ Ga, 0G,+— oa.

Dabei ist die Surjektivitdt durch die Definition der Bahn Ga gegeben, wahrend sich die Injekti-
vitét aus der Definition der Fixgruppe G, ergibt:

ca=T.0 < T lca=a < T 0 €Gy = 0G, =7GC,.
Also ist die Bahnlénge von Ga gleich der Zahl der Nebenklassen von G, in G.
c) ist klar, denn die Bahnen sind die Aquivalenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation a ~ b <=
b = oa fiir ein o € G. Die Fixmenge Q¢ ist die Vereinigung der einelementigen Bahnen. 0O
Als Beispiel fiir eine gruppentheoretische Anwendung zeigen wir

(1.8) Satz: Operiert eine p-Gruppe G (eine Gruppe von Primzahlpotenzordnung p") auf
einer Menge 2, so gilt:
#Q = #0% mod p.

Beweis: In einer p-Gruppe sind alle Gruppenindizes (G : G,), die > 2 sind, notwendig durch p
teilbar, also ist in der obigen Bahnengleichung die gesamte Summe durch p teilbar, also # —
#QC ein Vielfaches von p, wie behauptet.
Hieraus ergibt sich die folgende fiir die Theorie der p-Gruppen fundamentale Tatsache.

(1.9) Korollar: a) Eine nicht-triviale p-Gruppe G hat ein nicht-triviales Zentrum.
b) p-Gruppen sind auflésbar.

Zum Beweis betrachten wir die Operation von G auf sich selbst (2 = G) durch Konjugation.
Dann ist Q¢ = Zentr(G) und gemif} (1.8) gilt

#G = #Zentr(G) mod p.

Mit #G ist also auch #Zentr(G) durch p teilbar, also #Zentr(G) > p. Damit ist a) bewiesen.
b) Sei G eine nicht-triviale p-Gruppe. Gemé$ a) existiert in G ein Normalteiler Z(G) < G mit
einer Faktorgruppe G/Z(G), die von kleinerer Prinzahlpotenzordnung ist. Da Z(G) abelsch,
insbesondere also auflosbar ist, muss man nur die Auflgsbarkeit von G/Z(G) zeigen; diese folgt
per Induktion.
Nachtrag
Anwendungsbeispiel: Die Sylowsétze. Wir untersuchen die Umkehrung des Satzes von
Lagrange: Gibt es zu einem Teiler d der Ordnung einer endlichen Gruppe G eine Untergruppe
H von G mit #H = d? Betrachtet man spezielle Gruppen, so kann man positive Antworten
finden; z. B.
Proposition: In endlichen zyklischen Gruppen gibt es zu jedem Teiler d der Gruppenordnung
genau eine Untergruppe der Ordnung d. Genauer: Ist G = (a) zyklisch von der Ordnung n und
d ein Teiler von n, so ist <a”/d> die einzige Untergruppe von G mit der Ordnung d.
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Beweis: Sei k = n/d. Es ist ord(a) = n, also a’ =1 <= n | i. Daraus folgt
(@")i=1 <= n|k-i <= k-d|k-i < d]i.

Damit ist d = ord(a”), also (a*) eine (zyklische) Untergruppe der Ordnung d.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei H eine Untergruppe von G mit der Ordnung d. Da G zyklisch,
insbesondere also abelsch ist, ist H ein Normalteiler und wir kénnen die Faktorgruppe G/H
betrachten. Diese hat die Ordnung (G : H) = #G/#H = n/d = k. Also gilt nach dem Satz von
Lagrange a* = 1 fiir a = aH € G/H. Dies bedeutet

a* =a"H=H, bzw. o* € H.

Damit liegt a* in H, also (a*) C H. Wegen gleicher Ordnung stimmen die beiden Gruppen
iiberein, womit die Eindeutigkeit gezeigt ist.

Diese Proposition gibt fiir spezielle Gruppen eine positive Antwort auf die Frage nach der
Umkehrung des Satzes von Lagrange. Die Sylowsitze hingegen geben eine positive Antwort
fiir spezielle Teiler d, namlich fiir Primzahlpotenzen d = p°®. Die fundamentale Bedeutung der
Sylowsétze liegt nun darin, dass sie fiir beliebige Gruppen gelten. Sie spielen daher eine nicht zu
iiberschitzende Rolle bei der Strukturaufkldrung beliebiger Gruppen.

Sei nun G eine Gruppe der Ordnung n, p eine Primzahl und es gelte p® | n. Dann ist
#G =n =p"-m mit p fm und r > s. Um eine Untergruppe H von G mit der gewiinschten

Ordnung p® zu finden, betrachten wir zunéchst sdmtliche Teilmengen von G mit der Méchtigkeit
S.

Qz(fs):{TcG\#T:ps}.

Darauf operiert G durch Linksmultiplikation. Fiir ein 7' € € ist dann die Fixgruppe Gr = {0 €
G | oT = T} eine Untergruppe von G. Diese operiert nun ihrerseits auf den Elementen von T
durch Linksmultiplikation und man erhélt so (bei Wahl eines beliebigen a € T') eine injektive
Abbildung

0o :Gpr =T, 00— oca.

Insbesondere folgt also fiir jedes T' € Q: #Gr < #T = p°.
Wir suchen nun unter diesen Fixgruppen H = Gr eine mit der maximalen Ordnung p°.
Nun gilt fir H = Gp:

#H=p° <— ¢p,:H>»T <— T =Ha.

Andererseits gilt wegen #H < p°

G T
SH = p s pS\#H:(GfH):(é’:% — (G H) | P m

— p" M Y(G:H)=(G:Gr) = #GT.

Dabei ist GT = {oT | 0 € G} C Q die Bahn von T € Q. Fasst man beide Aussagen zusammen,
so erhdlt man fir 7' C G

TeQAp T J#(GT) <= TeQA\/ T=Gra <= \/ \/ T=Ha. (1)

a€G acG H<G
#H=p®

Bei der zweiten Aquivalenz gilt ‘<=, weil aus T = Ha folgt: #T = #H = p® und Gy = H.
Insbesondere erhalten wir aus (1)

\/ #H=p" < \/ p" " J#(GT). (2)

H<G TeQ
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Wir wollen nun zeigen, dass es derartige T' € € und folglich Untergruppen der gesuchten Art
gibt. Dazu betrachten wir die Menge

Q’:{Temp“sﬂy#(GT)}(i {Ha|H<G, #H =p*, a € G}

und miissen zeigen, dass sie nicht leer ist. ' besteht aus allen Nebenklassen aller Untergruppen
der Ordnung p®. Nun sind Nebenklassen von verschiedenen Untergruppen notwendig verschieden
(siehe oben: T'= Ha = H = G7r), also gilt

Q= U {Ha|a € G} = U H\G.
H<G H<G
#H=p® #H=p*

Da alle H\G dieselbe Méchtigkeit

#G n _
G- H=—-—=—=9p"m
haben, folgt
#Q =p" " m-#{H <G| #H=p°} = p"°m-ha(p®). (3)

(he(p®) bezeichnet also die Anzahl der Untergruppen H von G mit #H = p®, die wir ja studieren
wollen.) Weiter gilt bekanntlich

-1 -1
uo=(")=L (" e _ (4)

ps ps ps _ 1 ps _ 1
Andererseits besteht © \ ' nach Definition von €’ gerade aus allen T €  mit p" 5+ | #GT,
also zerfiillt Q\ Q' in lauter Bahnen, deren Miichtigkeit durch p"=**! teilbar ist. Das bedeutet

P #(Q\ Q) = #Q - #Q', bzw. #Q=Q mod p" T, (5)

Aus (3) — (5) folgt

Da p kein Teiler von m ist, gilt nun

pl- (1 71) = hat)) = o1 (171) = heto),
und daher
) mod p. (6)

<n_1>51modp. (7)

Dies kann man rein zahlentheoretisch fiir p* | n beweisen. Man kann es aber auch gruppentheo-
retisch aus (6) folgern. Dazu benutzt man, dass in (6) die rechte Seite nicht von G, sondern nur

Wir zeigen nun
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von #G = n abhingig ist! Und fiir G = C,, zyklisch von der Ordnung n ist die linke Seite von
(6) geméf (2.8) gleich 1. Also

n—1

1=hc,(p°) = (

p3—1> mod p,

womit (7) bewiesen ist. (6) und (7) zusammen ergeben fiir jede Gruppe G der Ordnung n und
Primzahlpotenzen p® | n:
ha(p®) =1 modp. (8)

Insbesondere kann die Zahl der Untergruppen der Ordnung p* nicht 0 sein! Damit ist der folgende
Satz bewiesen:

Erster Sylowsatz: Sei G eine endliche Gruppe.
a) Dann gibt es zu jeder Primzahlpotenz p®, die die Gruppenordnung #G teilt, eine Untergruppe
H von G mit #H = p°.
b) Fiir die Anzahl h¢(p®) solcher Untergruppen gilt genauer:

ha(p®) =1mod p.

Unter den p-Untergruppen von G spielen die von grofitmoglicher Ordnung eine besondere
Rolle. Dies sind die sog. p-Sylow(unter)gruppen von G. Ist #G = p"m mit einer Primzahl p,
p Jm, so definiert man:

P p-Sylowuntergruppe von G ;<= P < G und #P =p"
<= P p-Gruppe und p J (G : P).

Nach dem vorangehenden Satz besitzt jede Gruppe fiir jede Primzahl eine p-Sylowuntergruppe.
Eine Ubersicht iiber alle p-Sylowuntergruppen gibt unter anderem der folgende Satz.

Zweiter Sylowsatz: Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl, P eine p-Sylowunter-
gruppe und H eine beliebige p-Untergruppe von G. Dann existiert ein o € G mit

HCo 'Po=P7.
Folglich:

a) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowuntergruppe von G enthalten.
b) p-Sylowuntergruppen von G sind genau die (bzgl. Inklusion) maximalen p-Untergruppen von

G.

¢) Samtliche p-Sylowuntergruppen von G sind in G untereinander konjugiert:

P, P’ p-Sylowuntergruppen von G = \/ P =P°.
ceG

d) Ist s, die Anzahl der p-Sylowuntergruppen von G und #G = p"m mit p J/'m, so gilt:
sp|m und s, =1modp.

Beweis: Die p-Untergruppe H C G operiert durch Linksmultiplikation auf den Rechtsne-
benklassen 2 = G/P = {aP | a € G} von P. Dann gilt nach (2.6)

#0 = #0% mod p.
Ist G = p"m mit p Jm, so ist #Q = (G : P) = m nicht durch p teilbar, also
#OH = #Q £ 0 mod p.
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Insbesondere ist #Q £ 0, also existiert in  ein Fixelement aP unter der Operation von H:

/\ haP =aP, baw.a *ha € P.
heH

Damit gilt a ' Ha C P bzw. H C aPa™!, womit die Behauptung bewiesen ist.

Nun zu den Folgerungen. a) Mit P ist auch P? eine p-Sylowuntergruppe.
b) p-Sylowuntergruppen sind natiirlich maximale p-Untergruppen, da gréfiere p-Potenzen nicht
mehr #G teilen. Sei nun umgekehrt H eine (bzgl. Inklusion) maximale p-Untergruppe. Wie
gezeigt, liegt H in einer p-Sylowuntergruppe, muss also wegen der Maximalitét mit dieser iiber-
einstimmen. Also ist H selbst p-Sylowuntergruppe.
c¢) Sind P, P’ p-Sylowuntergruppen, so existiert ein ¢ € G mit P’ C P?. Da P’ und P? als
p-Sylowuntergruppen gleichmiichtig sind, folgt P’ = P°.
d) Die Gruppe G operiert durch Konjugation auf den Untergruppen. Ist P eine p-Sylowun-
tergruppe, so ist die Bahn von P unter dieser Operation (nach c)) gerade die Menge aller
p-Sylowuntergruppen. Nun sind Bahnléingen aber Indizes von Fixgruppen. In diesem Falle ist
diese Fixgruppe gerade

Fixg(P) ={oc € G| P? = P} =: Ng(P),
der sog. Normalisator von P in G. Also gilt nach (2.5) ¢)
sp = #{P | P p-Sylowuntergruppe von G } = #{P? |0 € G} = (G : Ng(P)) .

Diese Uberlegungen zeigen allgemein: Die Anzahl der Konjugierten einer Untergruppe ist der
Index des Normalisators in der Gruppe.
Nun ist der Normalisator nach Definition die grofite Untergruppe von G, in der P ein
Normalteiler ist:
Ne(P)={c€G|o 'Po =P},

also Ng(P) D P und daher gilt s, = (G : Ng(P)) | (G : P) = m. Damit ist auch d) bewiesen,
denn die Kongruenz modulo p wurde bereits im ersten Sylowsatz gezeigt.
Ende des Nachtrags

b. Transitive Permutationsdarstellungen.

(1.10) Definition: Eine Gruppenoperation heifit transitiv, wenn sie nur eine Bahn hat, wenn
also jedes Element iiberall hin abgebildet wird:

G operiert transitiv auf Q <= /\ \/ ca=".
a,beQ oeC

GeméB (1.7) b) ist der Grad einer transitiven Permutationsdarstellung (dies ist #2) ein Teiler
der Gruppenordnung.

Beispiele: a) GL,,(p') operiert transitiv auf V# (V = ng); p!™ — 1 teilt #GL, (p!).
b) Zerlegt man o € S,, in elementfremde Zyklen, so bilden die in den jeweiligen Zyklen auftre-
tenden Elemente die mehrelementigen Bahnen der zyklischen Gruppe (o); die iibrigen Bahnen
sind einelementig, ihre Elemente sind genau die Fixpunkte von (o).

Die nachfolgende Proposition gibt eine gruppentheoretische Ubersicht iiber alle transitiven
Permutationsdarstellungen einer Gruppe G.

(1.11) Proposition: Sei G eine Gruppe.
a) Jede Untergruppe U von G bestimmt eine transitive Permutationsdarstellung von G durch
Linksmultiplikation auf den Nebenklassen von U :

GxG/U—G/U, (o,7U)— o1U.

10
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Der Grad dieser Darstellung ist der Gruppenindex (G : U) und U ist die Fixgruppe der Neben-
klasse 14U
b) Umgekehrt: Jede transitive Permutationsdarstellung von G auf einer Menge ) ist dquivalent
zu einer der in a) konstruierten. Dabei ist U wéhlbar als Fixgruppe G, eines Punktes a € 2 und
es gilt (G : U) = #Q.
c¢) Zwei Darstellungen geméf a) zu Untergruppen U und U’ sind genau dann &quivalent zuein-
ander, wenn U und U’ in G konjugiert sind: U' = UP = p~'Up.
d) Die Zuordnungen von a) und b) liefern also eine Bijektion zwischen

e den Klassen dquivalenter transitiver Permutationsdarstellungen von G vom Grade n
und

e den Konjugationsklassen von Untergruppen U C G vom Index n.

Beweis: a) ergibt sich unmittelbar aus den Gruppenaxiomen.

b) Wir wéhlen a € Q. Wegen der Transitivitidt gilt Q = Ga und der Beweis von (1.7) b)
liefert die Bijektion v : G/G, = Ga = Q, 0G, — oa. Zusammen mit ¢ = idg ergibt sich nun
das in Definition (1.3) d) geforderte kommutative Diagramm

G x G/G, — G/G,
I Ly w1y
G x Q — Q
Damit ist die gegebene transitive Permutationsdarstellung dquivalent zu der geméfl a) durch die
Untergruppe U = G, gegebenen.

c) Ist U’ = UP, so liefern die Konjugation mit p einen Gruppenautomorphismus von G (dies
sei ) und die Multiplikation mit p~! eine Bijektion G/U ~ G/U’ (dies sei die Bijektion 1)),
die zusammen eine Aquivalenz zwischen den beiden Permutationsdarstellungen zu U und U’
herstellen.
Sind umgekehrt diese beiden Darstellungen dquivalent, so ist U (die Fixgruppe von 1¢U) zugleich
Fixgruppe einer Nebenklasse pU’ = 9(1gU) bzgl. der zweiten Darstellung. Letztere ist aber
gerade die Untergruppe pU’p~! konjugiert zu U’.

d) ist die Zusammenfassung der vorangehenden Teile. 0O

(1.12) Folgerung: a) Ist U eine Untergruppe vom Index n in G, so ist N = () .o U’ =
Noec 0 'Uo ein Normalteiler in G vom Index < n!.
b) Hat eine einfache Gruppe G eine Untergruppe vom Index n, so ist #G < nl.

Beweis: U bestimmt eine transitive Permutationsdarstellung Py : G — S,,. Deren Kern ist
der Durchschnitt aller Fixgruppen G,; dies sind genau die Konjugierten von U, also

Ke Py = ﬂ U’ =N.
ceG

Damit erhélt man einen injektiven Homomorphismus G/N < S,,, also #G/N = (G : N) < nl.
b) Nach a) wissen wir: Gibt es in einer Gruppe eine Untergruppe U vom Index n, so enthilt
diese einen (echten) Normalteiler vom Index < n!. Daraus folgt sofort b), denn einfache Gruppen
haben nur N = {1} als echten Normalteiler, also n! > (G : N) = #G.

Anwendungsbeispiel: Die Ordnungen echter Untergruppen der alternierenden Gruppe
Aj sind 2,3,4,5,6,10,12.

Begriindung: Geméf (1.12) enthilt die einfache Gruppe As keine echte Untergruppe vom
Index < 4. Die Index echter Untergruppen ist also > 5, die Ordnung also < 12. Untergrup-
pen der kleinen Ordnungen 2,3,4,5 konnen explizit angegeben werden (((12)(34)), ((123)),
Vi = ((12)(34), (13)(24)), ((12345))). Die Operation der As auf 5 = {1,2,3,4,5} ist transi-
tiv (5-er Zyklus), also ist die Fixgruppe einer Ziffer eine Untergruppe vom Index 5, von der
Ordnung 12 (~ Ay).

Untergruppen der Ordnungen 6 und 10 erhilt man ebenfalls durch geeignete Operationen.
Ordnung 6: As operiert nicht nur auf den 5 Ziffern 5, sondern auch auf den 2-elementigen
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Teilmengen darin Po(5). Diese Operation ist transitiv: Seien M = {a,b} und M’ = {d’,V'}
zwei beliebige 2-elementige Teilmengen. Dann ldsst sich die Zuordnung a +— a’, b — b zu
einer Permutation o € S5 erweitern. Es gilt also oM = M’. Im Falle 0 € As ist man fer-
tig. Im Falle 0 ¢ As; wihlen wir die Transposition 7 = (a,b) und erhalten o1 = o0 o7 € Aj
mit o1a = ob = V', o4b = oca = a, auf jeden Fall also o1 M = M': As operiert transitiv
auf 0 = Py(5). Die Méchtigkeit dieser Menge ist (g) = 10, die Fixgruppen dieser Operation
sind also (konjugierte) Untergruppen der A; vom Index 10 bzw. von der Ordnung 6. (Explizit
Gray = ((3,4,5), (1,2)(3,4)) = {id, (12)(34), (12)(35), (12)(45), (345), (354)}.)
Ordnung 10: Die Diedergruppen als Symmetriegruppe der regelméfligen n-Ecke.
Es sei E,, das regelmifige n-Eck (mit den Ecken auf dem Einheitskreis). Dann bilden die or-
thogonalen Transformationen, die F,, in sich {iberfiihren eine Permutationsgruppe vom Grade
n:

Dy, ={0c € Oz(R)|0cE, =E,}.

Sie besteht aus den Drehungen um Vielfache von 27/n und Spiegelungen. Sie wird erzeugt
von der Drehung um 27 /n (diese erzeugt einen Normalteiler der Ordnung n in ihr) und einer
Spiegelung (von der Ordnung 2) und hat daher die Ordnung 2n. (Daher die Notation, die
aber nicht einheitlich ist; es wird auch D,, statt Do, geschrieben.) Numeriert man die Ecken

zyklisch mit den Ziffern 1,...,n, so erhdlt man die folgende Erzeugung Ds,, = (o, 7) mit dem
n-Zyklus o = (1,...,n) und einer Spiegelung 7. Diese kann gewéhlt werden als Produkt von [%]
Transpositionen
n n
4 3
4 2
5 -— 2 -—
6 1 5 1

Im Falle n = 5 (und allgemein fiir n = 1 mod 4) ist die Diedergruppe Ds,, eine Untergruppe der
alternierenden Gruppe A,, denn fiir ungerades n ist der n-Zyklus o eine gerade Permutation
und fiir n =1 mod 4 ist [2] = 5% gerade und damit auch 7 € 4,,.

c. Der Permutationscharakter. Eine wichtige Invariante von Permutationsgruppen ist
ihr Permutationscharakter.

(1.13) Definition: Der Permutationscharakter einer Permutationsdarstellung P : G — Sq
ist die Funktion

x:G— N, x(0)=#{acQ|oa=a} =#Q,
die jedem Gruppenelement die Anzahl seiner Fixpunkte zuordnet.

Dieser Permutationscharakter besitzt eine matrizentheoretische Beschreibung.

(1.14) Bemerkung: a) Die symmetrische Gruppe S,, besitzt eine Einbettung in die all-
gemeine lineare Gruppe GL, (C'), indem man jede Permutation o € S, als Permutation der
kanonischen Basis interpretiert und dann linear fortsetzt. In Matrizen ausgedriickt ergibt dies:

Sn — GLA(C), 0 (8i.0())ij -
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b) Jede Permutationsdarstellung P : G — S,, induziert auf diese Weise eine Matrizdarstellung
(d. i. ein Gruppenhomomorphismus) Mp : G — GL,,(€') und der Permutationscharakter erweist
sich als die Spur dieser Matrixdarstellung:

Spur(Mp (o Zaz oi = #{i | i=0i} = x(0).

Die Spur einer Matrixdarstellung nennt man ihren Charakter. Er legt die Matrixdarstellung 4/7.11.
bis auf Isomorphie fest. Dies ist eines der fundamentalen Resultate der sog. Darstellungstheorie,
einer Teildisziplin der Gruppentheorie.

Der Permutationscharakter enthilt ebenfalls sehr viel Information {iber die Permutations-
darstellung, legt sie jedoch nicht bis auf Isomorphie fest. (Der Isomorphiebegriff ist enger!) Wir
wollen nun zwei erste Beispiele dafiir geben, welche Information aus dem Permutationscharakter
zu entnehmen ist.

(1.15) Satz: Die Gruppe G operiere auf der endlichen Menge € und es sei x ihr Permuta-
tionscharakter. Dann gilt:

a) x bestimmt den Zyklentyp aller Elemente von G.
b) Aus der Kenntnis von x ist die Transitivitédt der Operation ablesbar:

G operiert transitiv auf ) <= Z x(o) = #G.
oG

Allgemein gilt: Die Anzahl der Bahnen von G auf §Q ist der Mittelwert des Permutationscharak-

ters:
76 X

ceG

Beweis: a) Wir betrachten die Zyklendarstellung von o und sortieren diese nach den Lingen
I der auftretenden Zyklen:
n T
g = H H Jlj

1=1j=1

wobei 0, elementfremde Zyklen der Lange [ sind; dabei ist r; > 0 ist die Zahl der Zyklen der
Lange [. In diese Darstellung sind auch die Zyklen der Lénge 1 aufgenommen: o1; = (a;) = id
fiir jeden Fixpunkt a; von ¢ (j = 1,...,71). Daher ist n = #Q = ' | r; die Summe aller
Zyklenldngen und r1 = x(o) die Zahl der Fixpunkte.

Nun gilt fiir die Potenz eines Zyklus der Lange | (I > 1):

fixpunktfrei furl})s

S

(a1,...,a1) {:id fiir 1] s auf {ay,...,a;}.

Denn wegen (a1, ..., a;)*(a;) = @j+s mod 1 gibt es einen Fixpunkt a; nur fiir j = j+s mod [, d. h.

| s. In dem Falle ist aber (ay, ..., a;)® = id. Die Fixpunktzahl von (a1, ...,a;)* auf {a1,...,a;}
ist also [ fiir [ | s und 0 sonst.

Wegen der Elementfremdheit der Zyklen kann man nun die Anzahl der Fixpunkte von
o® = [I,I1; oj; bestimmen als Summe der Fixpunktanzahlen der einzelnen Zyklenpotenzen o7

ZZZ—ZW

z|1]1 11

Diese Formel ist bei Kenntnis aller x(c®) eine Rekursionsformel fiir die r;, womit der Zyklentyp
von o durch den Permutationscharakter x | (o) Destimmt ist.
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- S
b) Es sei s die Anzahl der Bahnen von G und Q = ;=1 die Bahnzerlegung von Q. Wir

berechnen
S

D oxlo)=3 > 1=3 ) 1= #CGu=) ) #Cu.

ceG cEG acf a€) o€G a€e) =1 a€);

ca=a ca=a

GeméB der Bahnengleichung (siehe (1.7) b) gilt fiir jedes ¢ und a € Q; #Q; = #Ga = (G :

G,) = %, also ist

#Ga 20

unabhéngig von a € §2;. Dies ergibt

S #G S #G S
dox@) =) > m:;#ﬂi-m:;%:s-#e,

ceG i=1 a€Q;

wie behauptet. O

§2 Mehrfache Transitivitidt, Primitivitét

a. Mehrfache Transitivitét. In naheliegender Verallgemeinerung der Transitivitéat definieren
wir

(2.1) Definition: Eine Gruppe G operiert r-transitiv auf , wenn 1 < r < #Q ist und
fir je zwei r-Tupel (a1,...,a,), (a},...,al) von verschiedenen Elementen in Q (d.h. a; # aj,
a; # aj, fiir i # j) ein 0 € G existiert mit o(a;) = a; firi =1,...,7.

Existiert jeweils genau ein solches o, so nennt man die Operation scharf r-transitiv.

Operiert eine Gruppe G auf einer Menge (2, so operiert G in natiirlicher Weise auch auf
der Menge aller r-Tupel Q" (r € IN) (komponentenweise) sowie auf der Potenzmenge IP(£2)
(elementweise). Letztere spaltet sich auf in die Mengen (?) aller r-elementigen Teilmengen von
), auf denen G ebenfalls operiert.

Notation: Anders als bei einzelnen Elementen a € Q miissen wir fiir Mengen A C €2 unter-
scheiden zwischen der Fizgruppe

Fixg(A):={o € G |o|, =1ida},
die A elementweise festliasst, und dem Stabilisator
Ga = Stabg(A) = {J eG ‘ oA = A},

der A als Ganzes in sich tiberfithrt. Der Stabilisator Ga = Stabg(A) von A operiert nicht nur
auf ganz Q, sondern in natiirlicher Weise auch auf A, ndmlich durch Restriktion:

resp : Ga — S(A), o — 0|, -

(2.2) Proposition: Die Gruppe G operiere auf 2 und es sei 2 < r < #Q. Dann sind
dquivalent:
(i) G operiert (scharf) r-transitiv auf (2,
(ii) a) G operiert transitiv auf der Menge (?) aller r-elementigen Teilmengen von € und
b) fiir eine/jede r-elementige Teilmenge A von Q ist die Restriktion resp : Ga — S(A)
surjektiv (bijektiv),
(iii) a) G operiert transitiv auf Q und
b) fiir ein/jedes a € Q operiert G, (scharf) (r — 1)-transitiv auf Q \ {a}.
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iv) Fiir ein/jedes a € Q gilt:
a) G, # G und
b) G, operiert (scharf) (r — 1)-transitiv auf Q \ {a}.
Sind die dquivalenten Bedingungen (i) — (iv) erfiillt und ist n = #Q, so gilt:

nn—1)(Mn-=2)-...-(n—r+1) teilt #G,

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn die Gruppe scharf r-transitiv operiert.

Beweis: i) = 1ii): Seien A; A’ C Q r-elementige Teilmengen von 2. Wihle beliebige

Abzéhlungen A = {ay,...,a,} und A’ = {a},...,a}. Dann existiert nach i) ein ¢ € G mit
oa; = a; fur i = 1,...,r. Insbesondere gilt also cA = A’ womit gezeigt ist, dass G transitiv
auf (?) operiert.

ad ii) b): Sei A = {ay,...,a,} eine beliebige r-elementige Teilmenge von 2 und 7 € Sa eine
beliebige Permutation auf A. Zu a} := 7(a;) existiert dann geméf a) (genau) ein ¢ € G mit

der Eigenschaft ca; = a, = 7(a;) fiir alle i. Also cA = 7(A) = A, d.h. 0 € Ga und fiir alle
a€ A oca=r7(a),dh o|y =7. Damit ist die Restriktionsabbildung surjektiv (bzw. bijektiv
bei scharfer r-Transitivitét).

ii) = 1): Sei A = {by1,...,b,} eine r-elementige Teilmenge mit der Eigenschaft ii) b). Wir

/

wollen die (scharfe) r-Transitivitdt von G nachweisen; also seien (aq,...,a,), (af,..., ) zwei

r-Tupel von verschiedenen Elementen in 2. Dann gibt es geméif ii) a) Elemente o, 7 € G mit
o{ai,...,a,} =A und 7{d},...,a} =A.

Damit ist durch oa; — 7a) eine Permutation in Sa gegeben. Gemé8 ii) b) existiert dazu (genau)
ein p € G mit poa; = 7a; (i =1,...,r). Dann hat a = 7~ !'po € G die gewiinschte Eigenschaft
aa; =a; (i=1,...,r).

i) = iii): a) ist eine Abschwéchung von i), da man jedes Element als erstes Glied eines
r-Tupels verschiedener Elemente ansehen kann (im Falle r < #Q).

Sei nun a € Q beliebig. Weiter seien (ay, ...,a,-1), (a},...,a,._;) zwei r — 1-Tupel verschiedener
Elemente in 2\ {a}. Dann bilden (a4, ...,a,-1,a) und (a},...,al._;,a) zwei r-Tupel verschiede-
ner Elemente in Q. Zu diesen existiert geméf i) (genau) ein 0 € G mit oa; = a; (i =1,...,7—1)
und ca = a. Damit ist o € G, mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden: ii) b) ist gezeigt.

iii) = 1): Sei a ein Element mit der Eigenschaft iii) b). Seien nun (aq, ..., a,), (a},...,a.)
zwei r-Tupel verschiedener Elemente in Q. Gem#$ iii) a) existieren 0,7 € G mit ca, = a und
Tal = a. Wegen oa; # oa, = a (i = 1,...,7 — 1) bildet (cay,...,0a,_1) ein r — 1-Tupel von
verschiedenen Elementen in Q \ {a}. Ebenso (7d},...,7a,._;). Gemé$ iii) b) existiert (genau)
ein p € G, mit poa; = 7a} (i =1,...,r —1). Wegen p € G, folgt auch poa, = pa = a = Tal.
Insgesamt ergibt sich so fiir « = 77'po € G die gewiinschte Eigenschaft aa; = a} fiir alle
t=1,...,r.

iii) = 1iv): Ist G transitiv auf 2, so gibt es wegen 2 < #Q ein 0 € G mit oa # a, also
ist G # G,. Gilt iii) b) fiir ein a € €, so folgt wegen Transitivitit iii) a) die Aussage iii)b) fiir
jedes b € ).

iv) = iii): Sei a €  mit den Eigenschaften von iv). Wir miissen lediglich iii) a), die

Transitivitit von G auf ) zeigen. Seien also b, ¢ € €2, o. E. verschieden.
1. Fall: b, ¢ sind beide von a verschieden. Dann gibt es geméfl iv) b) ein 0 € G, C G mit ob = c.
2. Fall: Ist b = a, so existiert geméB iv) a) ein 7 € G mit 7b = 7a # a. GeméB 1. Fall existiert
nun ein ¢ € G, C G mit o7a = ¢. Damit ist p = o7 € G gefunden mit pb = c.

Beweis des Zusatzes: Seien aq, ..., a, verschiedene Elemente in 2. Wir definieren rekursiv

Es gilt dann nach dem Satz von Lagrange

#G = (G:Ga,) (Gay : Gayay) - (Gay,..any 2 Gay



Wegen der rekursiven Beschreibung der r-Transitivitét iii) sind die Gruppenindizes gleich den
entsprechenden Bahnldngen und man erhilt mit n = #Q

#G=n-(n—1)-...-(n—r+1)-#Ga,.. a, -

Im Falle scharfer r-Transitivitit besteht die Gruppe G, ..., = {0 € G | 0a; = a;} gemiB ii)
b) nur aus der Identitét. Damit ist der Zusatz vollstdndig bewiesen.

(2.3) Beispiele: a) S, ist scharf n-transitiv und fiir n > 3 ist A,, scharf (n — 2)-transitiv.
b) Dy, ist nicht 2-transitiv fiir n > 3, denn n(n — 1) | #Ds, = 2n <= n < 3. Alternatives
Argument: Benachbarte Ecken bleiben unter der Operation von Ds,, benachbart, und fiir n > 3
gibt es benachbarte und nicht benachbarte Eckenpaare.
c¢) GL4(2) operiert 2-transitiv auf = 4 \ {0}, denn je zwei verschiedene Vektoren # 0 sind
linear unabhéngig (Grundkérper IFo!), also zu Basen ergénzbar, und auf den geordneten Basen
operiert GL4(2) (scharf) transitiv.
Die Operation auf €2 ist jedoch nicht 3-transitiv, denn (g) zerfillt unter der Operation von
GL4(2) in zwei Bahnen, nédmlich die linear abhéngigen Tripel einerseits und die linear unabhéngi-
gen andererseits.
d) Wir betrachten die projektive Gerade iiber einem Kérper K:

Q=P"(K)=KU{oc} = (K*\{0})/ ~

(Dabei bezeichnet ~ die Aquivalenzrelation (a,b) ~ (a/,b') <= (d',V’) = a - (a,b) fiir ein
o € K* mit den Aquivalenzklassen (a : b) = (a,b)/ ~= K*(a,b).) Darauf operiert die projektive
lineare Gruppe

PGLy(K) = GLy(K)/K*Es .

Fir K = C ist  die Riemannsche Zahlenkugel und PGL2 (') die Gruppe der gebrochen linearen
oder auch Mdobius-Transformationen

az+b
cz+d

PGLy(€) = { | ad —be # 0} .

Wir benutzen diese letzte Beschreibung von PGLy auch fiir beliebige Kérper und zeigen:
(2.4) Proposition: PGLy(K) operiert scharf 3-transitiv auf IP*(K). Fiir endliche Kérper
K gilt
#PGLy(K) = (#K + 1)#K(#K —1).

Beweis: Zunichst kann oo € P*(K) durch % auf 0 abgebildet werden, also gilt G # G .
Die Fixgruppe G, von oo ist gerade die Gruppe der linearen Transformationen

G ={az+blac K", be K}.

Diese operiert auf Q \ {oo} = K transitiv, denn 0 kann durch z + a auf jedes a € K abgebildet
werden. Die Fixgruppe der 0 darin ist

G0 =(Gx)o={az|ae K*},

und diese operiert scharf transitiv auf Q\ {0, c0} = K*. Damit ist gem&8 Proposition (2.2) iv)
die Behauptung bewiesen.
Der Zusatz fiir endliche Kérper K ergibt sich ebenfalls aus (2.2) unter Beachtung von #Q =
#(K U {oo}) =#K + 1.

(2.5) Proposition: Operiert G transitiv auf 0 und ist x der Permutationscharakter, so
gilt:

G 2-transitiv auf Q <~ Z (o) =2-#G.
oeG
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Es gilt allgemeiner: Ist fiir irgendein a € 0 s die Anzahl der Bahnen von G, auf Q (!) (also
einschliefflich der ‘trivialen’ Bahn {a}), so gilt:

#ZXQ(U):S-

ceG

Beweis: Wegen der vorausgesetzten Transitivitdt ist s von a unabhéngig!

Es gilt nun
Y X(0) = x(o)-#{acQ|oa=a}
ceG ceG
=3 D> xlo)=> > xlo)
oeG :GE:QG acs) ;aejl
=> > x(o)
a€QoeG,
iy g #Oa =8 #RHCe 2 G

In der letzten Gleichung und bei der Unabhéngigkeit der Zahl s von a wurde die Transitivitéit
von G bendtigt.

b. Primitivitét. Eine wichtige Begriffsbildung zwischen einfacher und mehrfacher Transi-
tivitét ist die sog. Primitivitdt von Permutationsdarstellungen:
(2.6) Definition: Die Gruppe G operiere auf der Menge (.
a) Eine Teilmenge B C Q heifit Block unter der Operation von G auf Q (kurz G-Block), wenn
gilt:
cB=B V cBNB={ firalleoedG.

Offenbar sind €, () und die einpunktigen Mengen {a} (a € Q) Blocke bzgl. jeder Operation auf
Q. Dies sind die sog. trivialen Blocke.

b) Die Operation von G heifit primitiv auf Q, wenn sie transitiv ist und nur die trivialen Blécke
besitzt.

(2.7) Bemerkung: Operiert eine Gruppe G 2-transitiv, so auch primitiv.

Beweis: Sei B C  ein GG-Block mit mindestens 2 Elementen, etwa a,b € B, a # b. Da G
2-fach transitiv operiert, existiert zu jedem ¢ € 2,¢ # a ein ¢ € G mit ca = a und b = ¢. Da
B ein Block ist, und a € B N B gilt, muss ¢ B = B sein, und folglich gilt ¢ € 0B = B. Dies
heifit, dass ganz  in B liegt; G operiert damit definitionsgemifl primitiv. O

(2.8) Beispiel: Sei (2 eine endliche Menge, zerlegt in k disjunkte Mengen B; (j =1,...,k)
von gleicher Méchtigkeit b, also #Q = k-b. Wir betrachten nun die Gruppe S(Bj]|...|By) aller

Permutationen der symmetrischen Gruppe S, die diese Partition (Bj) von ) ‘respektieren’,
d.h.

S(By|...|By):={o € Sq | /\\/JBi = B;}.

Diese Permutationsgruppe G = S(Bi] .. .|By) ist transitiv auf 2. Die Mengen B; sind G-Blocke
der Lange b, so dass G fiir 1 < b < #€) imprimitiv ist.

Die Elemente von G permutieren definitionsgemé8 die k& Blocke Bj, also hat man eine natiirliche
Permutationsdarstellung p: G — S}, gegeben durch

p ist offenbar surjektiv und der Kern dieser Darstellung p

Kep: {0‘ € SQ ‘ O'Bj :B] fir allej}
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ist offensichtlich isomorph zur Gruppe

(Sb)k:be...be,

k—mal

da man auf jedem Block B; unabhiingig beliebige Permutationen o; € S, ~ Sp; vorschreiben
kann. Damit ist S(By|...|Bx) eine Gruppenerweiterung des Normalteilers (Sp)* mit Sy und hat
die Ordnung

#S(By|...|By) = #Kep - #Imp = (b)) - k!.
Diese Gruppe S(B]|...|By) ist das Kranzprodukt S, Sy im Sinne der nachfolgenden Definition:

(2.9) Definition: Sei G eine (abstrakte) Gruppe und H eine Gruppe mit einer fixierten
Permutationsdarstellung p : H — Sj. Dann definiert man das Kranzprodukt (angelséchsisch
‘wreath product’, wreath = Kranz, Gewinde) als

GVH:=G* - H={((o1,...,01),7)|0s €G, 7€ H}
mit der Multiplikation

(o1, y08),7) (01, 01), 7)) = ((01, oy oR)(Ohy, o cyobp), TT) .

Einschub: Semidirekte Produkte. Dieses Kranzprodukt ist ein semidirektes Produkt
von G* mit H, wobei H auf G* durch Permutation der Faktoren gemi8 p operiert.

Wir erinnern zunéchst an das (dufiere) direkte Produkt zweier Gruppen N und H. Dies ist
das kartesische Produkt G = N x H mit komponentenweiser Multiplikation. Dieses hat folgende
Eigenschaften:

1. Beide Faktoren sind (isomorph zu) Untergruppen in G:

N—G, o (01), H—G, 77— (1,71),

2.G=NH mit NG, H<Gund NN H = {1}, so dass die Darstellung p = o7 mit 0 € N,
7 € H eindeutig ist.
3. Die Elemente von N und H sind vertauschbar: o7 = 70.
Man nennt nun eine Gruppe G das direkte Produkt von Untergruppen N und H, wenn 2. und
3. erfiillt sind (und daher G ~ N x H ist).

Verzichtet man auf 3. so erhélt man den Begriff des semidirekten Produktes:

N<G, H<G, G=NHmit NnH = {1}.

Durch diese Forderungen ist das semidirekte Produkt G noch nicht eindeutig festgelegt. Zwar
ist jedes Element p € G eindeutig als Produkt p = o7 (0 € N, 7 € H) darstellbar, also ist G
mengenmdjsig gleich dem kartesischen Produkt von N und H, aber die Gruppenstruktur liegt
erst fest, wenn die Multiplikation in G bestimmt ist. Wir betrachten also ein beliebiges Produkt

p-p =(or)-(o'7)=0o(ra't™) 77’ (%) .

Da N ein Normalteiler ist, ist 70’771 € N und jedes 7 € H bestimmt eine Gruppenoperation
auf N: o/ — 70’771, Umgekehrt bestimmt diese Gruppenoperation die Struktur von G, denn
durch () ist die Multiplikation in G zuriickgefiihrt auf die Multiplikationen in N und in H sowie
die Kenntnis der Operation von H auf N.

Beispiele: a) Das oben definierte Kranzprodukt ist das semidirekte Produkt des Nor-
malteilers G* mit der Gruppe H, wobei die Operation von H auf G* durch Permutation der
Komponenten erfolgt:

T€H — Sk:(01,...,08) = (0r1y...,07k) -
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b) Die Diedergruppe Ds,, wird erzeugt von dem n-Zyklus o = (1,...,n) und dem Element der
Ordnung 2 7 = (1,n)0(2,n—1)0(3,n—2) ... Damit ist N = (o) eine Untergruppe der Ordnung
n, also vom Index 2 und folglich Normalteiler in Dy, wihrend H := () eine Untergruppe der
Ordnung 2 ist. Wegen 7 ¢ N ist N N H = {1} und daher D, = N H semidirektes Produkt von
N ~ (), und H ~ (5. Die Operation von H auf N ist gegeben durch

Toaonl:ToaoT:(1,n,n—1,...,2)2071.

Damit operiert 7 € H auf o und damit auf allen Potenzen ¢! durch Inversenbildung! Wir erhalten
so eine andere, strukturelle Definition der Diedergruppen Ds,:

Die Diedergruppe der Ordnung 2n ist das semidirekte Produkt der zyklischen Gruppe C,, der
Ordnung n mit der zyklischen Gruppe Cs der Ordnung 2, wobei die Operation von Cs auf C,
die Inversenbildung in C,, ist.

Nachtrag 3

Die Gruppen der Ordnung 2p: Ist G eine Gruppe der Ordnung 2p, p eine Primzahl, so
gilt o) G ist zyklisch,
oder #) p =2 und G ~ V} ist die Kleinsche Vierergruppe,
oder v) p # 2 und G =~ Do, ist die Diedergruppe.

Beweis: Nach dem ersten Sylowsatz gibt es zu jedem Primteiler der Gruppenordnung auch
eine Untergruppe dieser Ordnung. Als Gruppe von Primzahlordnung ist diese dann zyklisch, also
gibt es auch stets ein Element von Primzahlordnung. In G existiert also ein ¢ mit ordo = p.
Damit ist H := (o) eine Untergruppe von G von der Ordnung p und dem Index 2, insbesondere
also Normalteiler in G.

1. Fall p # 2: Wir wihlen wieder geméfl dem Sylowsatz ein Element 7 in G mit ord 7 = 2.
Wegen 2 Jp = #H gilt 7 ¢ H und wegen (G : H) = 2 folgt G = (o, 7), genauer

G=HUTH={r¢"|i=0,1,0<k<p}.
Die Struktur von G liegt daher fest, wenn die Multiplikationstafel bekannt ist:
riob il = 71K
Da die Ordnungen von o, 7T gegeben sind, geniigt es die Vertauschungsregel o - 7 = 70" zu
kennen. Wegen 7 € H ist p # 0, also = 1. Die Struktur der Gruppe G liegt also fest, wenn die

Zahl v bestimmt ist mit
oc-T=T10".

Wir definieren nun v und bestimmen alle M6glichkeiten. Da H Normalteiler in G ist, folgt
rlor e H, also 7 lor =0o”.

Dabei ist ¥ modulo p = ord o eindeutig bestimmt. Wegen 72 = 1 folgt
o=1"2012=71"o"r = ).

Daraus folgt aber

v»=1modp <= p| (1 -1)=w+1)(v—1) <= p|lv+1Vp|lrv—1 < v=+lmodp.

(Oder anders formuliert: Im Korper IF'), hat X% —1 nur die beiden Wurzeln +1.) Es gibt (modulo
p) also nur zwei Moglichkeiten fiir v, und das heifit nur zwei mogliche Vertauschungsregeln

oT = 710” mit v = +1.
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Fall (I) v = 1: Dann gilt o7 = 70, G ist abelsch. Wegen p # 2 ist G sogar zyklisch; wir zeigen
némlich, dass 7o die Ordnung 2p hat:

ord (10) =2p = #G .
Beweis: Wegen der Vertauschbarkeit und ord 7 = 2, ord 0 = p mit p ungerade gilt
(t0)* =1, (t0)* =02 #1, (to)P =7 =17 #1.

Die Ordnung von 7o teilt also 2p, ist aber weder Teiler von 2 noch von p, also gleich 2p; G ist
zyklisch.

Fall (I) v = —1: Dann ist G = (7,0) mit ord7 = 2, ordo = p und o7 = 70~ L. Dies ist aber
genau die oben gegebene Beschreibung der Diedergruppe (durch Erzeugende und Relationen)
als semidirektes Produkt.

2. Fall: p = 2: In diesem Fall ist H = {1, 0} von der Ordnung 2 und G von der Ordnung 4.
Wir wéhlen nun 7 € G, 7 ¢ H, so dass wieder G = (o, 7) ist. Die Faktorgruppe G/H hat die
Ordnung 2, ist daher zyklisch und wird erzeugt von 7 = 7H, also 72 = 1 bzw. 72 € H = {1,0}.
Damit ergeben sich wieder zwei Fille, nimlich 72 = 1 oder 72 = 0.

Fall (I) 72 = 1: Dann kénnen wir wie oben schlieBen o7 = 70¥, wobei hier ¥ = 1 sein muss
(denn v = 0 = o = 1). Damit ist G = (0, 7) mit 02 = 72 = 1 und o7 = 70: G ist also die
(abelsche) Kleinsche Vierergruppe Vj.

Fall (II) 72 = o: In diesem Fall hat 72 = o die Ordnung 2, also 7 die Ordnung 4. Damit erzeugt
7 ganz G: G ist zyklisch. 0O
Ende Nachtrag 3

Wir kommen nun wieder zuriick zur Untersuchung der Blécke in transitiven Permutations-
darstellungen.

(2.10) Proposition: Es sei P: G — Sq, eine transitive Permutationsdarstellung. B C Q sei
ein nicht-leerer G-Block und H := Gg = {0 € G | 0B = B} die Stabilisatorgruppe des Blockes
B. Dann gilt fiir a € B:

a) G, C Gp und die Gruppe Gp operiert transitiv auf B. Die Bilder 0B (o0 € G) des Blockes
B sind ebenfalls G-Blocke und bilden eine Klasseneinteilung von ). G operiert transitiv auf der
Menge B = {oB | 0 € G} dieser Blicke.

b) Sind G und Q2 endlich, so gilt:

Blocklinge b:=#B = (H :G,),
Anzahl der Blécke k:=#B=(G:H),
Grad n:=#Q=0b-k

¢) Sind unter den Voraussetzungen von b) By, ..., By die verschiedenen unter den Blécken o B
(0 € G), so bildet die Permutationsdarstellung P: G — Sq die Gruppe G in das Kranzprodukt
S(Bi]...|Bk) ab:

Beweis: a) Sei o € G, und angenommen cB # B. Da B ein Block ist, folgt cBN B = 0,
im Widerspruch zu ca =a € s BN B.
Zum Nachweis der Transitivitit sei b € B beliebig. Da G transitiv ist, gibt es zunéchst ein 0 € G
mit ca = b. Wir zeigen, dass o bereits in G g liegt, womit dann die Transitivitdt von Gg auf B
gezeigt wire. Wegen a,b € B folgt b = 0a € BN o B, also 6 BN B # (). Gemif} Blockeigenschaft
von B folgt dann aber cB = B, d.h. 0 € Gp.
Gemifl Blockeigenschaft sind die verschiedenen o B disjunkt, und wegen der Transitivitdt von
Gist Q=,cqoB.
Definitionsgemif ist B = G.B die Bahn von B unter der Operation von G, also ist die Operation
transitiv.
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b) H = Gp operiert transitiv auf B, also B = Ha. Gemé8 der Bahngleichung folgt b =
#B = #(Ha) = (H : H,). Nun gilt aber geméf a) G, C Gp = H, also H, = G, N H = G,.
Wieder verwenden wir die Bahngleichung, diesmal fiir die Operation von G auf B. Dies ergibt
k=#B=#G.B=(G:Gp)=(G: H).

Die dritte Behauptung n = b - k ergibt sich aus der disjunkten Zerlegung von €2 durch die o B,
die alle die gleiche M&chtigkeit b haben.

c) Sei 0 € G und B; = pB einer der Blocke. Dann ist 0B; = opB € B, also 0B; = B;.
Also respektiert die Permutation P(o) die Zerlegung Q = |J B;, gehort also zum Kranzprodukt
S(Bi]...|Bk).

(2.11) Korollar: Operiert eine Gruppe G auf einer Menge ), deren Michtigkeit eine
Primzahl ist, so ist die Operation primitiv.

Eine Ubersicht iiber die méglichen Blocke einer Permutationsgruppe gibt der folgende

(2.12) Satz: Es operiere G transitiv auf Q und es sei G,, die Fixgruppe einer Ziffer a € Q.
Dann gilt:
a) Die Zuordnungen

G, <H<Gw~ B:=H.a und a€ B Block — H := Stabg(B)

sind zueinander inverse, inklusionstreue Bijektionen zwischen den Obergruppen von G, und den
G-Bliécken B, die a enthalten.

Dabei gilt #B = (H : G).

Die verschiedenen Zerlegungen von ) in G-Blécke geméB (2.10), a) entsprechen daher bijektiv
den Obergruppen H von G,.

b) Genau dann operiert G primitiv auf ), wenn die Fixgruppe G, einer beliebigen Ziffer a € §)
eine maximale Untergruppe in G ist.

Beweis: a) rechnet man leicht nach. Geméf} a) gibt es Blocke B mit 1 < #B < #£) genau
dann, wenn es Untergruppen H gibt mit G, < H < GG, wenn also G, nicht maximal ist in G.

(2.13) Proposition: Operiert G transitiv auf Q und ist N ein Normalteiler in G, so bilden
die N-Bahnen Blocke bzgl. GG. Insbesondere sind Normalteiler N # 1 in primitiven Permutati-
onsgruppen G < Sq stets transitiv auf €.

Beweis: Ist a € Q und Na die Bahn von a unter N, so ist fiir alle o € G offenbar c Na =
oNo~!-0a = Noa wieder eine Bahn unter N, also disjunkt zu Na oder damit identisch. Die
N-Bahnen sind also G-Blécke und der erste Teil der Behauptung folgt.

Waire nun in einer primitiven Permutationsgruppe G < Sq ein Normalteiler N nicht transi-
tiv, so wiren die N-Bahnen Na # €2, also als Blocke der primitiven Gruppe G einpunktig. Also
wéren alle a € 2 Fixpunkte unter N. Wegen N C S(Q2) folgte N = 1.

c. Die Sitze von Jordan. Aus der Definition der 2-Transitivitat folgt unmittelbar: Enthalt
eine 2-transitive Permutationsgruppe G C S(2) eine Transposition, so enthélt sie alle Transpo-
sitionen (siehe (1.4), Formel iii) im Beweis von b)), ist also ganz S(£2). Wir wollen nun zeigen,
dass fiir diesen Schluss schon die Primitivitit ausreicht, und verwandte Resultate beweisen.

Eine beweistechnisch wichtige Eigenschaft primitiver Permutationsgruppen ist das folgende

(2.14) Lemma: Operiert G primitiv auf einer endlichen Menge Q und ist ASQ) eine echte
Teilmenge, so gilt: Sind a,b € A und a # b, so gibt es eine Permutation o € G mit

a€dgA, bgoA.

Beweis: Wir setzen
A= [] oA

oeG
acoA

und zeigen, dass A, ein Block ist. Wegen der Primitivitit von G und A # Q muss dann A, = {a}
sein und (2.14) ist bewiesen.
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Sei also nun 7 € G und ¢ € A, N T7A,. Dann exisitiert ein p € G mit pa = ¢, also
aeN,Np A Np ITA,. (1)

Wir zeigen nun allgemein fiir beliebiges 7 € G

a € A, NTA, = Ay =TA,. (2)
Begriindung: a € TA, = () 70A heifit nichts anderes als
cA>3a
/\aEJA=>a€TJA (3)
oeG
und daher
TA, = ﬂTUAD ﬂ TUA:ﬂpA:Aa. (4)
a€oA aEToA a€EpA

da geméf (3) die Durchschnittsbildung ﬂ weniger umfassend ist als ﬂ . Da A, und 7A,
a€ocA a€EToA
gleichméchtig sind, folgt aus (4) die Behauptung A, = 7A, von (2). Mit (2) folgt dann aber
aus (1) p7 1A, = A, = p~17A, bzw. TA, = A,, womit Lemma (2.14) bewiesen ist.
Als weitere Vorbereitungen fiir die nachfolgenden Beweise zeigen wir zundchst das folgende
niitzliche Primitivitatskriterium

(2.15) Proposition: G operiere auf Q. Es seien Uy, Uy < G Untergruppen mit G = (Uy, Us)
und Q; C Q (i =1,2) U;-Bahnen mit 2 = Q Uy. Dann gilt:
a) G operiert transitiv auf Q <= QN Qs # 0.
b) Sind die Bedingungen von a) erfiillt und operieren zusétzlich U; primitiv auf Q; (i=1,2), so
ist G primitiv auf €.
Beweis: a) Ist Q1 N Qo # 0, etwa ¢ € Q1 N Qy, so gilt U;e = Q;, also Ge D QU Qs = Q.
Damit ist Ge = Q eine Bahn unter G, G operiert transitiv.
Ist umgekehrt 9y NQy = 0, so ist ; nicht nur stabil unter Uy, sondern wegen Q0 = Q\ Q5 auch
unter Uy, also unter G = (U, Us). Damit ist 2 eine Bahn unter G und G ist nicht transitiv, da
die Bahn Q5 # () und somit Q; = Q\ Q # Q ist.
b) Da Q = Q; U Qs eine nicht-disjunkte Vereinigung ist, muss eine der beiden Mengen ; die
Bedingung #Q; > #Q/2 erfiillen, und die Behauptung b) ergibt sich aus dem nachfolgenden
(2.16) Hilfssatz: G operiere transitiv auf Q). Es sei U < G eine Untergruppe und A C Q
ein U-Orbit, auf dem U primitiv operiert. Ist dann #A > #Q/2, so operiert G primitiv auf ).
Beweis: Es sei B ein Block fiir G mit 1 < #B < #€. Dann ist D := BN A ein Block fiir U
in A: Sei némlich 7 € U und D N 7D # (). Dann gilt erst recht BN 7B # () und damit B = 7B.

Also erhilt man
TD=7(BNA)=7BNTA=BNA=D.

Damit ist D = AN B ein U-Block in A, also gilt nach Voraussetzung entweder D = A oder
#D < 1. Im ersten Falle folgt A C B und damit

#0/2 < #A < 4B < #Q,

im Widerspruch zu #B | #.
Also ist fiir alle Blocke 0B der Schnitt o B N A hochstens einpunktig. Seien By, ..., B, die
verschiedenen Bilder von B, also
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Daraus folgt nun
HBHA < #B-r=#Q <2#A = #B <2,

also ist B einpunktig, G ist primitiv.

Wie man mehrfache Transitivitiit rekursiv iiber die Fixgruppen einzelner Ziffern beschreiben 10/19.12.
kann, so definiert man die sog. mehrfach primitiven Permutationsgruppen rekursiv durch:

1-fach primitiv bedeutet dasselbe wie primitiv, und fiir n > 2 heiit G n-fach primitiv, wenn

G transitiv und die Fixgruppe G, irgendeiner Ziffer a (n — 1)-fach primitiv ist.
Aus Bemerkung (2.7) entnimmt man die Implikationen

(k 4 1)-fach transitiv = k-fach primitiv = k-fach transitiv.

(2.17) Satz: (Jordan) Es sei G < Sq primitiv und Q = Q; U Q9 eine Zerlegung von ) mit
2 < #Q1 und 1 < #8s. Dann gilt:
a) Ist Fixg(Qs) transitiv auf Qq, so ist G ist 2-transitiv auf Q.
b) Ist Fixg(Q2) primitiv auf 4, so ist G 2-fach primitiv.
Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber #£s. Im Fall #5 = 1 ist aufgrund der rekursiven
Beschreibung mehrfacher Transitivitidt (Prop. (2.2)) bzw. der Definition mehrfacher Primitivitét

nichts zu zeigen. Sei also nun #€5 > 2.
1. Fall: #Q9 < #Q/2, also #Q; > #8/2. Dann folgt

/\0910917&@. (1)

ceG

Wegen der Transitivitdt von Fixg(Q2) auf 1, und daher der von oFixg(Q2)0 ! = Fixg(cQ2)
auf 0y, folgt aus (1) fir alle 0 € G

H := (Fixg (), oFixg(Q2)o ™) operiert transitiv auf Q) := Q; UoQ; . (2)

Da andererseits H trivial auf Qo N oy = O\ Q] =: Qf operiert, also H < Fixg(Q5) gilt, folgt
erst recht
Fixg(Q5) operiert transitiv auf Q) = Q\ Q5. (3)

Weiter gilt offensichtlich
240 und #0 < 0, (4)

Wir wollen nun o € G so wihlen, dass
1 < #05 < #Qo (5)

gilt und die Induktionsvoraussetzung fiir Q = Q) U Q% angewendet werden kann.

Dazu wenden wir Lemma (2.14) auf A = Q5 und zwei verschiedene Elemente a, b € {25 an.
(Es ist #Q9 > 2!) Fiir ein 0 € G mit den Eigenschaften aus Lemma (2.14) gilt dann (5), denn
a€Qyund be N\ Q.

Ad a): Gemé$ (3) operiert Fixg(€) transitiv auf ©), so dass geméB (4) und (5) die Vor-
aussetzungen von (2.17) fiir die Zerlegung Q = Q) U Q erfiillt sind. Wegen #% < #Q, folgt
nach Induktionsvoraussetzung die Behauptung.

Ad b): Hier schlieBen wir genauso, nachdem wir gezeigt haben:

H := (Fixg(Q), oFixg(Q2)0 1) operiert primitiv auf Q) := Q; U o€, . (6)

Aus der Voraussetzung von b) folgt aber genau dies mit Proposition (2.15) angewendet auf die
transitive Permutationsgruppe (siehe (2)) H \Q,l .

Wir kommen nun zum 2. Fall: #Q < 2#Qs, also 240, < #.
Wir wenden nun Lemma (2.14) an auf A = ©; und zwei verschiedene Elemente a,b € Q. (Hier
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wird die Voraussetzung #2; > 2 von Satz (2.17) benutzt.) Sei also o € G mit a € ¢€; und
b & 0. Dann folgt a € Q; N oQq # 0, so dass wieder gilt:

H := (Fixg(Q), 0Fixg(Qs)o 1) operiert transitiv auf Q) := Q; Uo€; . (7)
Aus Q1 N oy # O folgt

Wegen b € Q; und b ¢ oy gilt 0Q,5Q, also #Q1 = #o < #Q) baw. #Qy > #05,.
Zusammen mit (8) also

so dass man wie im ersten Fall weiterschlief3t.

(2.18) Satz: (Jordan) Sei G eine primitive Permutationsgruppe auf 2 und € eine Teil-
menge mit 1 < #Q7 = m < n := #QO. Operiert nun Fixg(Q \ Q1) primitiv auf Q, so operiert
G sogar (n —m + 1)-fach primitiv auf ).

Beweis: Wir schliefen induktiv iiber #(Q\ Q1) =n —m.

Nach (2.17), b) folgt aus den Voraussetzungen in jedem Falle: G ist 2-fach primitiv. Fiir n—m =1
ist daher nichts mehr zu zeigen.

Sei nun n —m > 2 und a € Qy = Q\ Q;. Wie schon erwidhnt operiert G, primitiv auf
= Q\ {a}. AuBerdem operiert die Untergruppe Fixg(€2) von G, primitiv auf Q; C Q.
Wegen #Q' — #Q1 = n—1—m < n — m folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass G,
(n—1) —m+1 = (n—m)-fach primitiv auf €, also G (n —m + 1)-fach primitiv auf Q operiert.

(2.19) Korollar: G operiere primitiv auf n Objekten und enthalte einen p-Zyklus fiir eine
Primzahl p. Dann ist G (n — p + 1)-fach primitiv.

Speziell: Ist p = 2, so ist G die volle symmetrische Gruppe: G = S,,.
Ist p = 3, so umfasst G die alternierende Gruppe: G O A,,.

Beweis: Sei 0 € G ein p-Zyklus und §2; seine Bahn, also #£2; = p. o operiert transitiv, nach
(2.11) also primitiv auf ;. Wegen o |, o, = id, also o € Fixg(2\ ;) sind die Voraussetzungen
von (2.18) erfiillt, und die Behauptung folgt.

Der erste Zusatz ist ebenfalls klar, denn fiir p = 2 ist G (n — 1)-fach transitiv. Bei Operation
auf n Objekten muss G dann aber n-fach transitiv und damit S,, sein. Sei nun p = 3, also G
(n — 2)-fach transitiv auf n Elementen und folglich n!/2 ein Teiler von #G (Proposition (2.2)).
Ist n > 5, so ist G 3-fach transitiv, so dass mit dem 3-Zyklus o sdmtliche 3-Zyklen in G liegen.
Da diese die alternierende Gruppe A,, erzeugen, ist die Behauptung gezeigt. Es bleibt nun nur
noch der Fall n = 4 zu untersuchen. Wére Ay, ¢ G, also N := G N A4GA4, so hitte N die
Ordnung 6 und wire Normalteiler in Sy (denn wegen (Sy: G) < 2 gilt G < Sy). Wir betrachten
nun eine 3-Sylowuntergruppe Us von N. Wegen (N : U) = 2 ist U Normalteiler von N, also
die einzige 3-Sylowgruppe von N (Sylowsitze). Dann muss U aber auch Normalteiler von Sy
sein, denn: Ist o € 94, dann ist die Konjugation (...)? ein Automorphismus von N, bildet die
3-Sylowuntergruppe U auf eine Untergruppe der Ordnung 3 von N ab, U? wére also ebenfalls
3-Sylowgruppe von N und damit gleich U: U? = U. Dies kann aber nicht sein, da S, mehrere
3-Sylowgruppen enthilt. Die Annahme A, ¢ G ist also zum Widerspruch gefiihrt.

Wir folgern nun aus diesem Resultat von Jordan den folgenden interessanten

(2.20) Satz: (Bochert) Ist G < S,, eine primitive Permutationsgruppe und der Index
(Sn: G) < [(n+1)/2]!, so umfasst G bereits die alternierende Gruppe A,.

Beweis: Wir wihlen A € Q = {1,...,n} mit der Eigenschaft
S(A)NG ={1}. (1)

Ein solches A gibt es (etwa A einpunktig), und wir wihlen A nun so, dass k = #A maximal ist
mit dieser Eigenschaft (1). Aufgrund der Voraussetzung muss gelten

#A=k< 3, 2)
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denn aus (1) folgt

so dass nach Voraussetzung [(n + 1)/2]! > k! gilt. Dies bedeutet aber gerade k < n/2.
Aus (2) folgt nun #(Q2\ A) > & > #A = k, so dass man gemif der Wahl von k ein

ceSQ\A)NG, o #1
wahlen kann. Also existiert eine Ziffer ¢ mit
1€ Aund o1 #i. (3)
Wir setzen nun A’ = AU {i}. Wieder folgt aus #A’ =k + 1 > k die Existenz eines
TeSAYNG, T#1.

Wire 7i = i, so folgte 7 € S(A) NG, was (1) widerspricht. Also folgt auch 7i # i. Da o ganz A,
7 hingegen das Komplement von A’ = AU {i} elementweise festlisst, ist ¢ die einzige Ziffer mit

oi £ i TP (4)

Wir wollen nun zeigen, dass die primitive Gruppe G einen 2- oder 3-Zyklus enthélt, und
zwar den Kommutator v := 070~ '7~! € G. Dazu definieren wir zunichst j, k durch

oj=1=rk.
Wir behaupten nun, dass der Triger von v in {4, j, k} liegt, oder dquivalent formuliert:
orl =70l firallel & {i,j,k}. (5)

Begriindung: Da [ # 4 ist und nur ¢ die Eigenschaft (4) hat, muss ol = [ oder 71 = [ sein. Wegen
der Symmetrie der Behauptung (5) kann man o. E. annehmen ol = . Ist nun auch 71 = [, so
ist (5) natiirlich erfiillt. Wenn jedoch 71 # [ ist, also 7(7l) # 71, so folgern wir daraus wegen
Tl # 7k = i, dass o(7l) = 7l gelten muss (Einzigkeit von ¢ mit (4)). Damit ist dann aber
wiederum (5) erfiillt.
Wir zeigen nun, dass dieser Kommutator ~ nicht-trivial, wegen Tr(vy) C {i, j, k} also ein 2-
oder 3-Zyklus ist. Dazu beweisen wir
oTi # TOU . (6)

Zum Beweis von (6) gehen wir aus von oi # i, also o(01) # oi. Wieder folgt wegen der Eindeu-
tigkeit von ¢ mit (4), dass 707 = oi ist. Genauso folgert man o7i = 7i. Wére nun aber oi = 74,
so folgte aus o(0i) # oi = 7i # 7(7i) wegen der Eindeutigkeit von i:

oL =TI =1

im Widerspruch zu (4).

Mit diesem Widerspruch ist gezeigt, dass v € G ein 2- oder 3-Zyklus ist, die primitive
Gruppe G also A,, umfassen muss (nach (2.19)). Damit ist der Satz von Bochert vollstéindig
bewiesen.

d. Abschlielende Bemerkungen ohne Beweise. Aufgrund der Klassifikation der end-
lichen einfachen Gruppen sind auch die 2-transitiven Gruppen klassifiziert (siehe P. J. Cameron:
Finite permutation groups and finite simple groups. Bull. London Math. Soc. 13 (1981) 1-22).
Die umfangreiche Liste ist nicht ganz einfach anzugeben. Einpriagsamer ist die folgende Kon-
sequenz (siehe dazu auch den Ubersichtsartikel C. E. Praeger: Finite primitive permutation
groups: A survey. in: Proc. Int. Conf. Group Theory (Canberra 1989)):
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Satz: Die einzigen mindestens 4-fach transitiven Gruppen vom Grade n, die nicht die

alternierende Gruppe A, umfassen, sind die folgenden vier Mathieugruppen:

Moy: 5-fach transitiv vom Grad 24; Ordnung 24 - 23 - 22 - 21 - 20 - 48 = 244823040,

Mis: scharf 5-fach transitiv vom Grad 12; Ordnung 12 -11-10-9 -8 = 95040,

und darin die jeweiligen Fixgruppen einer Ziffer:

Mos: 4-fach transitiv vom Grad 23; Ordnung 23 - 22 - 21 - 20 - 48 = 10200960,

My : scharf 4-fach transitiv vom Grad 11; Ordnung 11-10-9 -8 = 7920.

Insbesondere ist eine mindestens 6-fach transitive Permutationsgruppe die alternierende oder
symmetrische Gruppe.

Neben den erwdhnten 4 Mathieugruppen gibt es noch die 3-transitive Mathieugruppe Maso,
Fixgruppe einer Ziffer in der Ms3. Die 5 Mathieugruppen wurden 1861 von E. Mathieu entdeckt.
Sie sind einfache nicht-abelsche Gruppen, die in keine der {iblichen Serien passen. Eine mogliche
Beschreibung der Mo, ist die folgende (E. Witt: Die 5-fach transitiven Gruppen von Mathieu.
Abh. Math. Sem. Hamb. Univ. 12 (1938) 256-264 und E. Witt: Uber Steinersche Systeme. Abh.
Math. Sem. Hamb. Univ. 12 (1938) 265-275):

Ein Steiner-System S(5, 8, 24) ist ein System von 8-elementigen Teilmengen einer 24-elementigen
Menge (etwa von 24 = {1,...,24}), derart dass jede 5-elementige Menge M in genau einer Menge
S € 8(5,8,24) enthalten ist:

S(5,8,24) C (%) und A \/ McS.

MC24,#M=5 S€S(5,8,24)

Witt zeigte, dass es im wesentlichen nur ein solches Steinersystem S(5, 8,24) gibt und dass
die Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sa4, die ein solches Steinersystem in sich tiberfiihrt,
gerade die Mathieugruppe My ist: Die My ist ‘Automorphismengruppe’ des Steinersystems
S5(5,8,24). Analog kann man die M, als Automorphismengruppe des einzigen Steinersystems
S(5, 6, 12) beschreiben.

Solche Steinersysteme sind komplizierte kombinatorische Objekte. Ihre Existenz ist eng mit
hoher-transitiven Gruppen verkniipft: Wir gehen aus von einer [-transitiven Permutationsgruppe
G C S, und der Fixgruppe H = G, ; von [ Ziffern. Ist nun U C H eine Untergruppe, die
m > | Punkte fixiert und zu der keine andere Untergruppe von H isomorph ist, so bilden die
G-Konjugierten der Fixmenge M von U ein Steinersystem S(I, m, n), welches von G stabilisiert
wird.

Witt konstruiert die Moy (und damit dann das Steinersystem S(5,8,24)) als geeignete 5-
transitive Erweiterung der Gruppe PSL3(4) = PSL3(FFy), die 2-transitiv auf den 21 Punkten
der projektiven Ebene IP%(IFy) = IF3\ {0}/IF operiert.
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83 Bestimmung von Galoisgruppen

In diesem Abschnitt sollen die Begriffsbildungen und Resultate der Permutationsgruppen
angewendet werden, um Galoisgruppen zu bestimmen.

a. Die Galoisgruppe eines Polynoms.

(3.1) Definition: Sei k ein Korper, f € k[X] ein Polynom vom Grade n und k die alge-
braisch abgeschlossene Hiille von k. Wir bezeichnen mit W die Menge aller Wurzeln von f in
k. Wir setzen voraus, dass das Polynom separabel ist, d. h. die Zahl der verschiedenen Wurzeln
in k ist gleich dem Grad n des Polynoms. Es sei Wy = {ou,...,a,} eine feste Abzidhlung der
Wurzeln von f.

a) Eine k-Relation von f ist ein Polynom r € k[T1, ..., T,] in n Unbestimmten mit r(ayq, . . ., o) =
0.

b) Die Galoisgruppe Gi(f) des (separablen) Polynoms f iiber dem Grundkérper k ist die Gruppe
(!) aller Permutationen o € Sy, der Wurzeln von f, die die k-Relationen von f respektieren:

o€ Gr(f) <= /\ (r(al,...,an):() = r(aal,...,am):()).
T'Ek[Tl ..... Tn]

Anmerkungen: 1) G (f) ist multiplikativ abgeschlossene Teilmenge in der symmetrischen
Gruppe Sw, und somit selbst eine Gruppe (Endlichkeit von Sy, !).

2) Daher gilt fiir 0 € G1(f) und alle r € k[T, ..., T,] die Aquivalenz
r(ar,...,0p) =0 <= 1(061,...,06,) =0.

3) Der Relationenbegriff setzt eine feste Abzéhlung von Wy voraus. Die Definition von G (f) C
Sw, ist von der gewéhlten Abzéhlung von Wy unabhéingig.
4) Die Galoisgruppe misst die Abhéngigkeiten zwischen den Wurzeln von f: Je mehr Relationen
zwischen den Wurzeln bestehen, desto kleiner ist G(f).
5) Die Galoisgruppe wird relativ zum vorgegebenen Grundkorper gebildet und ist von diesem
abhingig.

Wir wollen nun diese (historisch #ltere) Definition der Galoisgruppe mit der {iiblichen
korpertheoretischen in Verbindung bringen. Es gilt der

(3.2) Satz: Sei k ein Korper, f € k[X] ein separables Polynom vom Grad n. Es sei Ny =
k(Wy) der Zerfallungskorper von f iiber k. Dann ist die Restriktionsabbildung

G(Nylk) = Gr(f), o= oly,

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis: N¢|k ist galoissch, da Ny Zerféllungskorper (also normal) eines separablen Poly-
noms (also separabel algebraisch) ist.

Fir o € G(Ny|k) gilt f(ca) = 0f(a), da o den Korper k und damit die Koeffizienten von
f festlésst. Ist also a eine Wurzel von f: f(a) = 0, so folgt f(oa) =0, also oWy C Wy. Da Wy
endlich und o injektiv ist, liegt ¢’ = o \Wf in Sw,. Da o ein k-Monomorphismus ist, werden
die k-Relalionen zwischen den Wurzeln von f respektiert und o’ € Gg(f). Damit ist die obige
Abbildung wohldefiniert.

Da ein k-Automorphismus o, der die Wurzeln von f festlésst, bereits auf ganz Ny = k(Wy)
die Identitét ist, ist die in (3.2) gegebene Abbildung injektiv.

Zum Beweis der Surjektivitét fixieren wir eine Abzéhlung oy, ..., a, von Wy und geben
eine Permutation p € S,, vor mit

r(ar,...,0n) =0 <= 1(0p1,...,0p,) (rek[T,....T,]).
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Zu zeigen: p ist die Einschrédnkung eines k-Automorphismus o von Ny auf W;. Da die «; alge-
braisch {iber k sind, gilt

Nf:k(Wf):k(Oél,...,Oén) :k[al,...,an].

Damit ist Ny epimorphes Bild des Polynomrings k[T7, . .., T,] unter dem Einsetzungshomomor-
phismus E,:

E,  k[Ty,...,T,] = Elaq,...,on] =Ny, r=r(T1,....,T,) —r(o,..., o).

Der Kern dieses Einsetzungshomomorphismus Ke (E,,) besteht genau aus den k-Relationen zwi-
schen den Wurzeln von f (Definition (3.1) a)).

Jede Permutation p € S, bestimmt eine Permutation der Unbestimmten 7; und dadurch
einen k-Automorphismus p des Polynomrings k[T, ..., T,]: p(r) = r(Tp1,...,T,,). Die Permu-
tationen p € G(f), o; — @ sind dann genau die p € S,,, deren zugehoriges p den Kern Ke (E,,)
auf sich abbilden und daher einen Automorphismus o = p von

k[Ty, ..., To)/Ke(Ey) ~% kloa,...,an] = Ny

induzieren mit

Das bedeutet:

peGf) = \  olw, =0
O'EG(Nf‘k)

Damit ist auch die Surjektivitit von (3.2) bewiesen. 0
Anmerkungen: 1) Die Galoisgruppe G(f) besteht also aus all den Permutationen der
Wurzeln von f, die sich zu k-Automorphismen des Zerfallungskorpers k(W) fortsetzen lassen.
2) Als abstrakte Gruppe ist also die Galoisgruppe G(f) des — separablen — Polynoms f nichts
anderes als die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers.
3) Die Galoisgruppe G(f) trégt aber zusétzlich noch die Struktur einer Permutationsgruppe:
G(f) operiert in natiirlicher Weise auf der Wurzelmenge Wy von f. Dadurch erhdlt man weitere
strukturelle Ansétze zur Bestimmung von G(f) ~ G(N¢|k).
(3.3) Proposition: Sei k ein Korper, f € k[X| ein separables Polynom, Wy seine Wurzel-
menge und G(f) C Sw, die Galoisgruppe von f iiber k. Dann gilt:

G(f) operiert transitiv auf Wy <= f ist irreduzibel iiber k .

Beweis: <=: Seien «a, 3 € Wy zwei beliebige Wurzeln von f; gesucht ist ein o € G(f) mit
ca=(.

Nach Satz (3.2) besteht G(f) aus allen Restriktionen von Automorphismen in G(k(Wy)|k),
der Galoisgruppe des Zerféllungskorpers Ny = k(W) von f iiber k. Da f irreduzibel ist, haben
wir folgende Isomorphien

k(a) = kla] ~ k[X]/fE[X] ~ k[5] = k(8)

wobei die beiden Isomorphismen durch Einsetzungshomomorphismen gegeben sind: X — a bzw.
X — (. Man erhélt also einen k-Isomorphismus der Stammbkérper o : k[a] =~ k[f] mit ca = (.
Da Ny normal ist iiber k, lésst sich dieser k-Isomorphismus zu einem Automorphismus von
Ny|k fortsetzen. Dieser hat dann die gewiinschte Eigenschaft.
=: Sei f = f1-...- f, die Primzerlegung von f iiber k. Dann gilt (wegen der Separabilitét

von f) '
wy=Jwy,.
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Jedes 0 € G(f) ~ G(Ny|k) fixiert k, also die Koeffizienten der f;, so dass o und ocov Wurzeln
desselben Polynoms f; sein miissen. Also gilt oWy, = Wy, und o ist nicht transitiv auf Wy (falls
r > 2, d. h. f nicht irreduzibel ist). a

Der Beweis zeigt, dass die Wurzelmengen Wy, der irreduziblen Teiler von f gerade die
Bahnen von G(f) bilden.

(3.4) Proposition: Sei k ein Kérper und f € k[X] ein irreduziebles Polynom vom Grad
p, p eine Primzahl. Ist k C IR ein reeller Kérper (etwa k = @)) und hat f genau 2 nicht-reelle
Wurzeln, so ist die Galoisgruppe von f die volle symmetrische Gruppe S,.

Beweis: Da f irreduzibel ist, ist G(f) eine transitive Untergruppe von S, (siehe (3.3)). Dap
eine Primzahl ist, ist G(f) primitiv (vgl. (2.11)). Wir zeigen nun, dass G(f) eine Transposition
enthélt und daher geméf (2.19) G(f) = S, folgt.

Da f reelle Koeffizienten hat, sind die beiden nicht-reellen Wurzeln von f konjugiert komplex
und werden von der komplexen Konjugation vertauscht, wiahrend die iibrigen reellen Wurzeln
unter c festbleiben. Damit ist ¢ \Wf eine Transposition in G(f). O

(3.5) Beispiel: Das Polynom f(X) = 2X° —5X*+5 € @[X] hat die Galoisgruppe Ss, ist
also insbesondere nicht durch Radikale auflosbar.

Beweis: Das Polynom ist ein Eisenstein-Polynom zur Primzahl 5 (d.h. 5 | ag,...,ap_1,
5 ) a, und 52 ) ap) und ist daher irreduzibel, die Galoisgruppe also transitiv. Die Polynom-
funktion f : R — R hat die Ableitung f’(z) = 10z* — 2023 = 1023(x — 2) und damit nur
zwei Extremstellen 0 und 2. Dabei liegt bei 0 ein Maximum und bei 2 ein Minimum vor. Aus
f(0) = 4 und f(2) = —11 folgt dann, dass f genau drei verschiedene reelle Wurzeln besitzt.
Im algebraischen Abschluss hat f dann noch zwei konjugiert komplexe Wurzeln, insgesamt ist
also f separabel (dies folgt auch direkt aus der Irreduzibilitdt und chark = 0, s.u.) und die
Voraussetzungen von (3.4) sind erfiillt. O

b. Die Diskriminante.

(3.6) Definition: Sei k ein Korper, f € k[X] ein normiertes Polynom vom Grade n und
a1, ..., a, simtliche Wurzeln von f im algebraischen Abschluss k von k (mit Vielfachheiten
gezihlt). Dann definiert man die Diskriminante von f als

D(f) = [](ai —ay)*.
1<j
Bei dieser Definition ist klar:
D(f) #0 <= f separabel.
Fiir separables f folgt aus der Galoistheorie:

D(f) €k,

denn fiir alle Kérperautomorphismen o, die die Koeffizienten von f festlassen, gilt W7 = Wy,
also D(f)? = D(f).

Die Kenntnis der Diskriminante gibt weitere Informationen {iber die Galoisgruppe:

(3.7) Proposition: Sei f € k[X] ein separables Polynom vom Grade n iiber einem Kérper
k und D(f) # 0 die Diskriminante. Dann gilt:

D(f) € (k*)* <= G(f) C An.

Beweis: Es ist

VD(f) :H(Oéi —-aj),

1<j

also fir o0 € G(f) C S,

ov/D(F) = [T 2222 T, - ) = sign(o) - V(P .

p i — O p
1<) v J 1<)
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Aus dieser Aquivalenz folgt dann mittels Galoistheorie (N sei der Zerfillungskorper von f):

D(f)e (k) <= VD(f)ek <= N\ o(/D(f)= VD)
O'EG(Nf‘k)
=\ sign(o)=1 < G(f)C A,.
oeG(f)

Diese Proposition ist natiirlich nur dann sinnvoll anwendbar, wenn man die Diskriminante
berechnen kann. Bei der gegebenen Definition bendtigt man dazu die Wurzeln; man kann jedoch
die Diskriminante unmittelbar aus den Koeffizienten des Polynoms berechnen. Eine Moglichkeit,
dies zu zeigen, ist die Beziehung zur Resultante von zwei Polynomen. (Ein anderer Weg benutzt
den Hauptsatz fiir symmetrische Polynome.)

(3.8) Definition: Fiir zwei Polynome f = Y7 a; X’ (a;, # 0) und g = > . b; X"
(b, # 0) ist die Resultante R(f,g) definiert als die Determinante der n + m-reihigen Matrix

ao al e am
ap Qo n
R(f,9) = ag e m
by by o by
’ . m
bo e by

Die Bedeutung der Resultante liegt in der folgenden

(3.9) Proposition: Fiir Polynome f, g iiber einem faktoriellen (=ZPE-) Ring R sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
(1) f und g haben einen gemeinsamen Faktor positiven Grades.
(2) af + bg = 0 fiir geeignete a,b € R[X]\ {0} mit dega < deg g, degb < deg f.
(3) R(f.g) = 0.

Die Bedingungen an a,b in (2) sind offenbar wichtig, da ohne sie (2) trivial erfiillt werden
kann: 0f + 0g = 0 und (—g)f + fg = 0. Aus der letzten Beziehung erkennt man auch schon die
Implikation (1) = (2): Ist u ein gemeinsamer Faktor von f und g mit degu > 1, so folgt

g f
_Zy. Y.0=0
954y g=0,
wobei a = —¢g/u und b = f/u die Eigenschaften von (2) erfiillen.

(2)=(1): Sei af = —bg wie in (2) und f = f1 -...- f, die Primzerlegung von f (mit R ist
auch R[X] faktoriell, Satz von Gauf). Wire (1) falsch, so gélte f; [ g fiir allei. Aus f1 | af = —bg

folgte dann (wegen der eindeutigen Primzerlegung in R[X]): fi | b, also

b
a-fg-...-f,«:—ﬁ-g.
Man schlieft induktiv weiter und erhélt schlieflich f | b. Wegen b # 0 folgt daraus der Wider-
spruch deg f < deg b.
Ist ¢ = af 4+ bg und a, b Polynome vom Grad < n := degg bzw. < m := deg f, so gilt fiir
die Koeffizienten v, von ¢, a; von a und 3; von b:

(707 ey ﬂYnerfl) - (0407 s 0p1; /807 ceey ﬁmfl) : R(fv g) (*)

mit der Resultantenmatrix R(f, g). Damit folgt die Aquivalenz von (2) und (3), denn (2) besagt:
Das quadratische homogene lineare Gleichungssystem (x) hat eine nicht-triviale Losung (iiber
R bzw. iiber dessen Quotientenkoérper K).
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Eine Beschreibung der Resultante durch die Wurzeln der Polynome erhilt man aus der
folgenden

(3.10) Proposition: Seien f = Y." ja; X, g = Z?:o b; X7 Polynome iiber irgendeinem
kommutativen Ring und X — ¢ ein Linearfaktor. Dann gilt:

R(f, (X =8g)=f(&) R(f,9).

Beweis: Wegen

(X =&)-g=—Ebo+ Z(bjfl — &bj) X7 + b, X

j=1

ist die linke Seite der Behauptung die Determinante der folgenden (n 4 m + 1)-reihigen Matrix
(der obere ‘a’-Block umfasst n + 1 Zeilen):

agp T Qmp—1 Am

ago e Am—1  Qm
—&bg bo — &by -+ bp—1— &by bn
—fbo T bnfl - fbn bn

—&by e b,
Addiert man, bei der letzten Spalte beginnend, sukzessive das &-fache einer Spalte zur vorange-
henden, so ergibt sich die folgende Matrix:

o) fA(§) - fmaa(§) am
fo(§)  f1(§) fm—1(&)  am
| fo(f) fl(f) fmfli(f) Am
0 b . b1 by
0 bo bn:l by

mit f,, (&) = an, und f; (&) = a; + fi+1(€) - &, also f;(§) = Z;’L:Z a;&9~% und daher fo(£) = f(&).
Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt R(f, (X — &)g) = f(§) det M mit der folgenden
(m 4+ n)-reihigen Matrix

fo(§) o fma(§) am

M = fO(f) fmfl(f) Am

bO e bnf 1 bn

Subtrahiert man, mit der letzten Zeile des oberen Blockes beginnend, sukzessive von jeder Zeile
das ¢-fache der vorangehenden, so erhélt man wegen f;(€) = fix1(§) - &+ a;

ago a1 . A
ao am
det M = det ap am | =R(f,9).
bo by . by,
bo bn
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Insgesamt folgt die Behauptung R(f, (X —&)g) = f(§) - det M = f(§) - R(f, g) von (3.10).
(3.11) Folgerungen: Seien f = a,, [[\-(X — ;) und g = b, H?ZI(X — &) beliebige

Polynome vom Grade m bzw. n.

a) Dann berechnet sich die Resultante aus den Wurzeln der Polynome geméf;

m n

R(f,g)="by H f&) =amnbr T T —m) = m””Hgm-

i=1j=1
b) Die Diskriminante eines normierten Polynoms f (a,, = 1) berechnet sich als Resultante

D(f) = (=1)™m=V2R(f, f)

Die Diskriminante D(f) ist unmittelbar aus den Koeffizienten berechenbar:
D(f) = Dy (ag, ..., am—1). Dabei ist D,, ein universelles, nur vom Grad m abhéngiges Polynom
mit Koeffizienten in Z.

Beweis: Teil a) ist eine einfache sukzessive Anwendung von (3.10) unter Beachtung der
Beziehung

R(f, bn) = bnm

Fiir b) beachte man

s

(X)) = Z TTX =), also f/(ms) = [T (i = m),

>

Wl
U

also nach (3.10)

R(f, ') = (=)0 ”Hf = [ —m)

k#i
= (1) T g~ ) = ()" D()

i<k

Als Determinante einer Matrix, die nur die Koeffizienten von f (und die beim Ableiten auf-
tretenden natiirlichen Zahlen) enthélt, ist die Diskriminante D(f) ein universelles ganzzahliges
Polynom in den Koeffizienten von f.

c. Galoisgruppen iiber (). Bei der Untersuchung der Galoisgruppe von Polynomen iiber
@) kann man sich natiirlich auf Polynome mit Koefﬁzienten aus Z beschrinken. Geht man nun
von einem ganzzahligen Polynom f =>"" , a; X" aus und multipliziert mit a”~!, so erhilt man

n—1
= 3w N (@n X) + (@0 X)" = g(anX)

mit einem normierten ganzzahligen Polynom g € Z[X]. Da sich die Wurzeln von f und von
g nur um den ganzzahligen Faktor a, unterschieden, haben beide Polynome dieselbe Galois-
gruppe. Man kann sich also auf die Bestimmung der Galoisgruppe von normierten ganzzahligen
Polynomen beschréanken.

Das entscheidende Hilfsmittel dabei ist der sogenannte Reduktionssatz, der eine Beziehung
herstellt zwischen der Galoisgruppe eines normierten Polynoms f € Z[X] und seiner Rest-
klassenpolynome f = fmodp € IF,[X] modulo einer Primzahl p. Diese fiir die algebraische
Zahlentheorie so typische Grundidee wollen wir hier fiir unsere Zwecke mit den uns hier zur
Verfiigung stehenden begrenzten Mitteln entwickeln.

(3.12) Satz: (Reduktionssatz) Es sei f € Z[X] normiert und separabel. Fiir eine beliebige
Primzahl p sei f := fmodp € IF,[X] das modulo p reduzierte Polynom; dieses ist ebenfalls
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normiert und von gleichem Grad wie f. Dann gilt:
a) Fiir fast alle Primzahlen p ist f separabel; genauer:

f mod p ist separabel <= p JD(f).

b) f sei nun separabel und zerfalle iiber I, in r Primfaktoren mit den Graden dy,...,d, (o. E.
dy > ... > d,). Dann enthilt die Galoisgruppe G(f) von f iiber @ eine Permutation o vom
Zyklentyp (dq, . ..,d,).

Beweis: a) Da f und f normierte Polynome gleichen Grades sind und sich die Diskriminante
als ganzzahliges Polynom in den Koeffizienten von f darstellen lésst (siehe Korollar (3.11)), gilt

D(f) = Dy(ag,...,an—1) = Dy(ag,...,an—1) mod p= D(f) mod p.
Damit folgt D(f) =0 <= D(f) =0mod p <= p | D(f). Fiir separables f ist D(f) # 0 und
besitzt damit nur endlich viele Primteiler. Dies beweist a).

Der erste Schritt zum Beweis von b) ist die folgende Bestimmung der Galoisgruppe von
Polynomen {iiber endlichen Koérpern.

(3.13) Satz: Sei k ein endlicher Kérper, ¢ € k[X] ein separables Polynom, ¢ = ¢1 ... ¢,
seine Primzerlegung iiber k und d; die Grade der Primfaktoren ¢;. Dann gilt:

Die Galoisgruppe G(¢) tiber k ist eine zyklische Gruppe erzeugt von einem Produkt o = o1-. . ..o,
von elementfremden Zyklen o; der Léangen d;.

Der Beweis basiert im wesentlichen auf der aus der Algebra bekannten Tatsache, dass
endliche Erweiterungen endlicher Korper stets galoissch mit zyklischer Galoisgruppe sind. Wir
wollen die dazu notwendigen Argumente der Vollstdndigkeit halber hier wiederholen.

Ist k ein endlicher Korper, so gilt:
1. Die von der Eins 1, erzeugte additive zyklische Untergruppe von k ist endlich, also isomorph
wu Z /nZ fir einn € IN.
2. Z|nZ ist der kleinste Unterring von k und mit k selbst nullteilerfrei. Also ist n = p eine

Primzahl, die Charakteristik von k.

3. Als endlicher Erweiterungskérper von IF), ist k ein endlich-dimensionaler IF),-Vektorraum,

enthilt also ¢ := p/ Elemente mit f = (k: F,) = dimp k.

4. In k gilt
P
(at+br=>" (p) Ip=i = qP 4 bP
=0
denn jeder Binomialkoeffizient (1;’) = W ist fiir 0 < j < p durch p teilbar (da
der Ziahler, nicht aber der Nenner j! durch p teilbar ist), also gleich 0 in k.

5. Damit ist die Potenzierung mit p ein Kérperhomomorphismus ¢, : k — k. Dieser ist nicht
die Nullabbildung, muss also injektiv sein (der Kern ist ein echtes Ideal im Korper k). Als
Selbstabbildung einer endlichen Menge ist dieser dann auch surjektiv.

Sei K|k eine Erweiterung endlicher Kérper und #k = gq.

6. Da g eine Potenz der Charakteristik ist, ist die Potenzierung ¢, mit ¢ = p/ ein Koérperauto-
morphismus von K, denn ¢, ist die f-fache Hintereinanderausfiihrung des Automorphismus
x — xP (siehe 5.).

7. Der Fixkorper Fixg (¢4) von ¢, in K ist genau k:

a) Zunichst lasst ¢, ganz k fest, denn k* ist eine multiplikative Gruppe der Ordnung ¢ —1,
also gilt nach dem Satz von Lagrange a?~! = 1 fiir alle o € k*. Nach Multiplikation mit «
erhilt man a? = «, und diese Gleichung gilt selbstverstdndlich auch fiir a = 0. Also sind
alle a € k Fixpunkte von z — z9.

b) Es kann aber nicht mehr Fixpunkte geben als diese ¢ Elemente von k, denn

a=a?! < «ist Wurzel von X7 — X,
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und ein Polynom vom Grad ¢ hat hochstens ¢ Wurzeln in einem Korper.
8. Damit gilt nun

k = Fixx (pq) D Fixg ((¢g) D Fixg (Aut(K|k)) O k (+)

und daher k = Fixg(Aut(K|k)). Dies besagt gerade, dass K|k galoissch ist. (Insbeson-
dere ist jede endliche Erweiterung separabel und daher jedes irreduzible Polynom iiber
einem endlichen Kérper selbst separabel.) Mit dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt dann
Aut(K k) = (pq), da geméB (x) Fixg ((pq)) = Fixg(Aut(K|k)) gilt. Die Galoisgruppe von
K|k ist also zyklisch, erzeugt vom sog. Frobeniusautomorphismus x s x#*,

Wir kommen nun zum Beweis von (3.13). Sei N, der Zerféllungskorper von ¢ iiber k und
G(Ng|k) dessen zyklische Galoisgruppe (siehe 8.). Geméf Satz (3.2) ist daher G(¢) zyklisch.
Ist o ein Erzeugendes, so operiert o auf W, und den W . Wegen der Irreduzibilitit der ¢;
operiert o transitiv auf den Wurzelmengen Wy (Proposition (3.3)). Da ¢ separabel ist, haben
die Primfaktoren ¢; keine gmeinsamen Wurzeln, sind also die W, disjunkt. Folglich operiert o
auf jeder dieser disjunkten Mengen als ein Zyklus: o ist ein Produkt von elementfremden Zyklen
der Léngen #W,. = deggp; = d;. O

Unter Verwendung von (3.13) reduziert sich (3.12) b) unmittelbar auf

(3.14) Satz: Ist f € Z[X] ein normiertes separables Polynom und p eine Primzahl mit
p / D(f), so gilt fiir das modulo p reduzierte Polynom f:

Die Galoisgruppe G(f) ist (bis auf Konjugation) Untergruppe von G(f):

G(f) = G(f).

Der Beweis dieses Satzes wird iiblicherweise im Rahmen der algebraischen Zahlentheorie
erbracht. Diese ermdglicht es, eine direkte Beziehung zwischen den Wurzeln von f und denen
von f herzustellen. Da die Wurzeln von f in einem endlichen Erweiterungskorper N von @) (einem
algebraischen Zahlkorper) liegen und die Wurzeln von f in einem endlichen Erweiterungskérper
I', von I, liegen, erfordert dies eine Verbindung zwischen N und If,.

d. Beispiele. Bei der konkreten Bestimmung von Galoisgruppen kann man sich o. E. auf
irreduzible Polynome beschrinken. In diesem Falle ist die Galoisgruppe transitiv. Mit Hilfe des
Reduktionssatzes (3.12) kann man in der Galoisgruppe Permutationen bestimmter Zyklentypen
nachweisen. Zusammen mit einer Ubersicht iiber die transitiven Permutationsgruppen und den
darin auftretenden Zyklentypen erméglicht dies eine Einschrinkung der moglichen Galoisgrup-
pen bis hin zur genauen Bestimmung. Eine solche Ubersicht ist zu finden in G. Butler, J. McKay:
The transitive groups of degree up to eleven, Comm. Alg. 11 (1983) 863-911. In den folgenden
Tabellen sind fiir die Grade n = 3,4, 5,7 die transitiven Untergruppen von S,,, ihre Ordnung
sowie die absoluten Hiiufigkeiten der auftretenden Zyklentypen angegeben. (Dabei steht 12.23.31
abkiirzend fiir den Zyklentyp (3,2, 2,2,1, 1), die Basis gibt also die Lénge, der Exponent die Zahl
der auftretenden Zyklenfaktoren an.)

Zyklenhiufigkeiten
Grad 3:
G |#G|1® 1.2 3!
Az 3 1 2
Ss3 6 1 3 2
Grad 4:
G | #G | 1* 122 22 13 4
Cy 4 1 1 2
Vi 4 1 3
Dg 8 1 2 3 2
Ay | 12 | 1 3 8
Ss | 24 |1 6 3 8 6
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Grad 5:

G #G |15 132 122 23 123 14 5

Cs 5 | 1 4

C5 > Cg 10 1 5 4

C5 > C4 20 1 5 10 4

As 60 | 1 15 20 24

S 12001 10 15 20 20 30 24

Grad 7:

G #G (17 152 1322 1.23 143 1223 223 1.32 134 1.24 34 125 25 16 7
C 7 11 6
D14 14 |1 7 6
C;><Cs| 21 |1 14 6
Cr; =<Cg| 42 |1 7 14 14 6
GL3(2) | 168 | 1 21 56 42 48
A; 12520 1 105 70 210 280 630 504 720
Sy 5040 1 21 105 105 70 420 210 280 210 630 420 504 504 840 720

(3.15) Beispiele: a) f(X) = X%+ 8X? — 8X + 4 hat die Galoisgruppe A;.
b) f(X)= X*—8X?2+ 17 hat als Galoisgruppe die Diedergruppe Ds.
c) f(X)= X%+ 20X + 16 hat als Galoisgruppe die alternierende Gruppe As.
d*) (Trinks 1969) f(X) = X7 — 7X + 3 hat als Galoisgruppe die einfache Gruppe GL3(2) der
Ordnung 168 (in ihrer Operation auf den 7 Punkten von IF3 \ {0}).

Begriindungen: a) Wir erstellen zunichst eine Wertetabelle fiir f und f’ mit Primzerlegung
der Funktionswerte:

T —4 -3 —2 —1 0 1 2 3 4
f(z) | 22-3-5-7| 181 22.17 | 3.7 | 22 5 [22.32]7-19 | 22-89
(@) | —23-41 | —22.41| —-23.3%2 | —22.7| —23|22.3| 23.7 |22.37(23-3-13

Aus solch einer Wertetabelle kann man zunéchst entnehmen, dass +1 einzige Nullstelle von
f modulo 5 ist (im Bereich —2,...,+2 kommt in den Werten fiir f(z) nur bei x = +1 der
Primfaktor 5 vor), und diese ist einfach (wegen f’(1) # 0 mod 5). Also ist modulo 5 f = (X —1)g
mit tiber F'5 irreduziblem g (da g kubisch ist und keine Wurzel hat) und daher separablem g
(siehe oben 8.) Mit g ist dann auch f und folglich auch f separabel. Damit ist der Reduktionssatz
(3.12) anwendbar und G(f) enthélt eine Permutation vom Typ (1, 3), d. h. einen 3-Zyklus.

Weiter zeigt die Wertetabelle, dass f in @) keine Nullstelle hat, da dafiir nur die Teiler von
4, d. h. £1, 42, +4 in Frage kdmen.

Dann folgt aber sogar, dass f irreduzibel {iber @ ist, denn eine Zerlegung von f in zwei
irreduzible quadratische Faktoren wiirde bedeuten G(f) C Sy x Ss, aber wie bereits gezeigt
enthélt G(f) einen 3-Zyklus.

Da f nun irreduzibel ist, muss G(f) eine transitive Permutationsgruppe sein, die einen
3-Zyklus enthélt, also G(f) O Ay (siehe Beweis des zweiten Zusatzes in Korollar (2.19) fiir
n=4.)

Ob G(f) = Sy ist, entscheidet die Diskriminante D(f) von f (siche Prop. (3.8)). Eine
Berechnung der Diskriminante (etwa entsprechend (3.11)) ergibt D(f) = 2!2 - 72. (Dies zeigt
erneut, dass f mod 5 separabel ist.) (Aus der obigen Wertetabelle kann man bereits die beiden
Primteiler 2 und 7 von D(f) ablesen: Gemeinsame Primteiler von f(z) und f’(z) zeigen, dass
eine mehrfache Wurzel von f modulo dieser Primzahl ist, diese Primzahl also die Diskriminante
teilt.) Da nun D(f) ein Quadrat ist, muss die Galoisgruppe von f die alternierende Gruppe Ay
sein.
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b) Bei diesem Polynom kann man die Wurzeln berechnen und so mit rein korpertheoreti-
schen Mitteln die Galoisgruppe bestimmen. Wir benutzen hier zur Demonstration die Redukti-
onsmethode. Wieder berechnen wir zunéchst eine kleine Wertetabelle:

T -3 -2 -1 |0 1 2 3
f(z) 213 1 |2-5(17] 2-5 |1]| 2-13
fl(x) | —2%2-3-5| 0 |22-3]0|—-22.3/0]2%-3-5]

Wir sehen, dass 1 eine mehrfache Wurzel modulo 2 ist und daher 2 ein Diskriminantenteiler ist.
Genauer gilt modulo 2 f(X) = X*+1 = (X +1)%, also f(X —1) = X*, so dass alle Koeffizienten
von f(X —1) auler dem fithrenden durch 2 teilbar sind. Da f(—1) nicht durch 4 teilbar ist (siehe
Wertetabelle), ist f(X — 1) 2-Eisenstein’sch, also irreduzibel und folglich separabel. Dann ist
natiirlich auch f(X) selbst irreduzibel und separabel.

Nun zeigt die Wertetabelle, dass f keine Nullstelle modulo 3 besitzt, so dass nach dem Redukti-
onssatz die Galoisgruppe eine Permutation ohne Fixpunkte enthalten muss, also einen 4-Zyklus
oder das Produkt aus 2 Transpositionen.

Da f modulo 5 genau 2 (einfache) Nullstellen hat, enthdlt G(f) eine Transposition.

Damit kommen fiir G(f) geméf der Liste von Butler-McKay nur die Gruppen Dg oder Sy in
Frage. Wire nun G(f) = Sy, so gibe es in G(f) eine Permutation mit nur einem Fixpunkt .
Aber mit « ist auch —a Wurzel von f, da f gerade ist. Also muss a = —«, d. h. & = 0 sein, im
Widerspruch zu obiger Wertetabelle. Damit ist die Galoisgruppe die symmetrische Gruppe Sy.
c) Stichworte: D(f) = 2'¢. 5% also G(f) C As.

Eine Werteabelle ergibt: f mod 7 hat genau zwei einfache Wurzeln (ndmlich —3, —2), der kubi-
sche Cofaktor ist notwendig irreduzibel und die Galoisgruppe enthélt folglich eine Permutation
vom Zyklentyp (3,1, 1), d. h. einen 3-Zyklus.

Modulo 3 hat f keine Wurzeln. Wire f mod 3 reduzibel, so zerfiele es in zwei Faktoren der
Grade 2 bzw. 3. Die Galoisgruppe enthielte also eine Permutation vom Zyklentyp (3,2), diese
wire aber ungerade, Widerspruch! Also ist f mod 3 irreduzibel, dann aber erst recht auch f.
Fazit: G(f) ist transitiv von Primzahlgrad 5 und enthélt einen 3-Zyklus, also nach Korollar
(2.19) G(f) 2 4s.

d*) Dieses Polynom ist das erste Beispiel fiir ein Polynom mit der G5 als Galoisgruppe (Leo-
poldt/Trinks 1969). Es markiert zugleich einen wichtigen Forschungsbereich der Galoistheorie,
némlich das sog. Umkehrproblem der Galoistheorie: Welche endlichen Gruppen sind Galoisgrup-
pen iiber @7 Diese Frage ist bisher nicht abschliefend beantwortet, man vermutet, dass alle
endlichen Gruppen auftreten konnen.

Ansitze zur Losung von d*):

1. Da das Polynom spérlich besetzt ist, ist die Berechnung der Diskriminante nicht problema-
tisch: D(f) = 3% - 78. (Erst recht nicht bei Benutzung eines Computers.) Also G(f) C Ar.

2. Eine Wertetabelle zeigt: 4 ist einzige Nullstelle von f mod 7. Wegen 7 | D(f) kénnte f(X +4)
7-Eisensteinsch sein. In der Tat (vgl. endliche Kérper, Punkte 3. und 6.a)

fX+4) =(X4+4)" 71X +4)+3=(X+4)"+3=X"4+4"4+3=X"+4+3=X"mod 7,

und f(4) = 16359 # 0 mod 72. Damit sind f(X +4) und f(X) irreduzibel iiber @.

3. f hat genau 3 reelle Nullstellen, also enthélt G( f) eine Permutation vom Zyklentyp (2, 2,1, 1,1).
Nach einem Vergleich mit der Liste von Butler-McKay bleiben nur die Moglichkeiten G(f) =
GL3(2) oder G(f) = Ar.

Hier enden zunéchst unsere Bemiihungen zum Beweis von d*).

Diese Beispiele verdeutlichen, wie der Reduktionssatz zur Bestimmung der Galoisgruppe
eingesetzt werden kann: Man weist die Existenz gewisser Zyklentypen in der Galoisgruppe nach
und schliefit dadurch gewisse ‘kleine’ Galoisgruppen aus. Auf diese Weise erhilt man also ei-
ne Beschriankung von G(f) ‘nach unten’. Eine Beschrinkung nach oben ist so zunéchst nicht
moglich, da Satz (3.12) nicht aussagt, ob auf diesem Wege alle in G( f) auftretenden Zyklentypen
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erfasst werden. Dies ist aber tatsédchlich der Fall nach dem folgenden fundamentalen Satz der
algebraischen Zahlentheorie, der hier nicht bewiesen werden kann:

(3.16) Satz: (Dichtigkeitssatz von Cebotarev) Zu jedem in der Galoisgruppe G(f) eines
irreduziblen Polynoms f € Z[X] auftretenden Zyklentyp t = (I1,...,1,) (l; > 1, > 1l; =n) gibt
es unendlich viele Primzahlen p J D(f), fiir die das modulo p reduzierte Polynom f = f mod p
iiber IF), in r Primfaktoren der Grade [, .. .,!, zerféllt. Mehr noch:

Die Wahrscheinlichkeit, eine solche Primzahl zu finden, ist gerade die relative Hiufigkeit der
Gruppenelemente in G(f) mit diesem Zyklentyp t.

Oder suggestiver, aber auch laxer formuliert: Die Wahrscheinlichkeit, eine solche Primzahl zu
finden, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, den zugehorigen Zyklentyp in der Galoisgruppe zu
finden.

Dieses Resultat erlaubt es aber noch nicht, die Mdglichkeit A, auszuschlielen, da alle Zy-
klentypen von GL3(2) auch in A7 auftreten.

Allerdings hat man auf der Basis dieses Satzes einen probabilistischen Ansatz zur Losung
von Problem d*). Wir betrachten die Hiufigkeit der Permutationen in den méglichen Galois-
gruppen GL3(2) bzw. A7 mit keinem bzw. genau einem Fixpunkt.

#Fixpunkte | GL3(2) Az
18 930

0 A8 29% | 20~ 37%
98 910

1 95~ 58% | 29~ 36%

Wir berechnen nun (wieder mit einer Wertetabelle und deren Primzerlegungen) die Wurzeln
von f mod p in IF),. Im Bereich der Primzahlen p < 73 tritt jeweils hdchstens eine Wurzel auf.
(Drei Wurzeln treten erstmals bei p = 79 auf.) Die Hiufigkeitsverteilung in diesem Bereich ist
32% (keine Wurzel) und 68% (genau eine Wurzel). Ein Vergleich mit obigen Werten legt die
Vermutung nahe: G(f) = GL3(2).

Um nun statt dieses probabilistischen Ergebnisses einen Beweis zu erhalten, benutzt man,
dass A7 3-transitiv, also auf der Menge P5(7) = {I C 7| #I = 3} der 3-elementigen Teilmengen
transitiv operiert. Dagegen ist GL3(2) jedoch nur 2-transitiv und operiert nicht transitiv auf
P3(Q) (2 = (ZF;Q’,)# = IF;; \ {0}): Die Basen des IF;; bilden eine Bahn, die iibrigen (linear
abhiéngigen) Mengen von 3 verschiedenen Vektoren # 0 die zweite. Letztere Mengen sind gerade
die verschiedenen Ebenen in IF (jeweils ohne den Nullvektor). Da die Hyperebenen in einem
Vektorraum V' gerade durch die Kerne der Linearformen # 0 gegeben sind, ist ihre Anzahl
genauso grol wie die Zahl der Vektoren # 0 (V' und Dualraum V* sind isomorph!). Damit hat
also GL3(2) in seiner Operation auf P3(€2) eine Bahn der Lénge 7.

Man zeigt nun (in Analogie zu (3.3)), dass die Transitivitdt von G(f) auf P3(Wy) dquivalent
ist zur Irreduzibilitit des folgenden Polynoms

=0 II x-an),

IePs (Wf)

wobei ay = ), a; die Summen von je 3 Wurzeln von f sind und der Zusatz (.. .)sep bedeutet,
dass man den separablen Teil des Polynoms nimmt, d. h. die verschiedenen ay treten nur einmal
im Produkt auf. Dieses Polynom ist (da symmetrisch in den «;) ein Polynom iiber @ (vom
Grade (g) = 35).

Eine Moglichkeit die Behauptung d*) zu beweisen, ist der Nachweis der Reduzibilitit von f3. Da
die Operation von GL3(2) auf P5(2) eine Bahn der Liange 7 hat (s.o.), sucht man nach einem
(irreduziblen) Faktor von f3 vom Grade 7.

D Prizise formuliert ist dies die sog. Dirichletdichte der entsprechenden Primzahlmenge.
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