5G4/5 Mathematik (Kg) 2. Februar 1999

D

Ubungen (1)

Gegeben sind die Punkte A = (2,1), B = (=2, —3) und C = (4, —1).
a) Skizzieren Sie diese drei Punkte in einem Koordinatensystem.

b) Verschieben Sie das Dreieck ABC um den Vektor v = ( _é > Bestimmen Sie die Eckpunkte A’,

B’ ,"C" des verschobenen Dreiecks.
¢) Uberpriifen Sie Thre Zeichnung durch eine entsprechende Rechnung.

d) Bestimmen Sie die Vektoren AB, BC, C A sowie die entsprechenden Vektoren A’B’, B'C', C'A’.
Was stellen Sie fest?

Gegeben sind die Punkte A = (2,1,0), B =(3,0,—1) und C = (4, 1, 2) im dreidimensionalen Raum.
Berechnen Sie die Vektoren

AB, BC, 40, m_g(m_m, AB + BC - AC.

Es seien A, B und C drei beliebige Punkte. Zeigen Sie auf der Basis der Definition von Vektoraddition
und skalarer Multiplikation:

a) BC = AC — 4B,

b) AB + BC — AC = o,

¢) AB + L(BC - AC) = 1 4B,

4) 7B + 1BC - AC - 15T,

Gegeben ist der Vektor u = (2

1

a) Stellen Sie u in einem Koordinatensystem als Pfeil mit Anfangspunkt O = (0,0) dar.

b) Stellen Sie die Vektoren 2u, 3u, %u, —u, —2u, —2,5u, Ou ebenso dar. Wo liegen die Endpunkte?
¢) Wo liegen die Endpunkte, wenn man als Anfangspunkt A = (—1,1) w#hlt?

d) Gehéren die Punkte X = (2, 3) und Y = (25, 13) zu dem in c) gefundenen geometrischen Gebilde?

Wir betrachten nun die Gerade g durch den Punkt A = (—2,2,0) mit dem Richtungsvektor v =

1
Q=(-18,-7,9), R= (8,7, —5).

2
( 1 ) . Untersuchen Sie, welche der folgenden Punkte auf der Geraden g liegen: P = (32,19, —17),
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Ubungen (1) — Losungen

1) Ski :
) Skizze zu a), b) " o

B x

B

¢) Die Eckpunkte des verschobenen Dreiecks sind charakterisiert durch

T4 _ PRl A -1
AA'=BB =CC' =v= 3 )
Man muf} also die Endpunkte von Pfeilen bestimmen, wenn der Anfangspunkt und der Vektor gege-

o1 ), A = (a1, a2) und entsprechend fiir A’):

ben sind. Nun gilt (mit den Bezeichnungen v = (U2

i e () () e
A |

v2 ah — as vy = ab — as
Damit lassen sich die Koordinaten a} von A’ sofort berechnen:
al =a;+v1, ah=az+uvs.
Mit den konkret gegebenen Punkten erh&lt man so
A'=(1,4), B =(-3,0) und C'=(3,2).

d) Man stellt fest

ﬂa’=<:4

4> = A'B', BC = (g) =B'C"und CA = (‘2> =C'A.

2

Bei Verschiebung éndern sich zwar die Punkte, nicht aber die Vektoren!
1 1 2 1/2
) 4B = (_1>,w: <1>,m: (o>,m_%@_m: 12 | and TB+BC_AC — o
-1 3 2 ~1/2
(Nullvektor). (Zu den letzten beiden Gleichungen siche auch die néchste Aufgabe.)

3) Geméif der Definition der Vektorsumme gilt 1@ + Cﬁ = PR sowie —@ = Cﬁ; . Daraus ergibt sich
mit den Rechengesetzen fiir Vektoren:

a) AC — AB = AC + BA = BA+ AC = BC.
b) AB + BC — AC = AC + CA = A4 = o.
AB + 3(BC — AC) = AB + 3(BC + CA) = AB + BA = AB — }AB = 1 4B.

¢)
d) Hier kann man die beiden Seiten der Behauptung nicht einfacher darstellen; vielmehr formt man
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die Vektorgleichung unter Verwendung der Rechengesetze fiir Vektoren dquivalent um, z. B. indem
man auf beiden Seiten %B? addiert:

AB + ;BC = AC ~ [ BC

@EJ&B@J&B@:E
< AB + BC = AC

Die letzte Gleichung ist nun tatséchlich wahr (nach Definition der Vektoraddition), also auch die

urspriingliche Behauptung.
4) Skizzen zu a) — c): ) _
Y] PO

b) Alle Endpunkte liegen auf einer Geraden g durch den Punkt O. Dabei gibt der Vektor u die
Richtung dieser Geraden an, man nennt ihn daher einen Richtungsvektor von g.

¢) Wieder ergibt sich eine Gerade, jetzt jedoch durch A statt O; wieder ist u Richtungsvektor der
Geraden.

d) Damit X zu der Geraden aus c) gehort, mufl der Vektor AX dieselbe Richtung (ohne Orientierung)
wie u haben. Dies bedeutet, da AX cin Vielfaches ru von u sein muf (r € R). Aus der Skizze bzw.
der nachfolgenden Rechnung entnimmt man r = 3/2: X liegt auf der Geraden aus c).

AX =ru = (g) =7°<2> :(27“) )
bl 1 T
Zwei Spaltenvektoren stimmen genau dann {iberein, wenn sie in allen ihren Koordinaten iiberein-
stimmen. Damit ist die letztgenannte Vektorgleichung nichts anderes als das folgende System aus
zwei linearen Gleichungen fiir 7:
2r =
AN &

W Qo

mit der offensichtlichen Losung r = 3/2.
Genauso geht man fiir Y vor, wobei man auf das Gleichungssystem

2r = 26
AN r=12
gefithrt wird, welches offensichtlich unlésbar ist. Es gibt also kein derartiges r: Y liegt nicht auf der
Geraden.
5)

34 2 34 = 2r
AP =y 17 | =r 1| <<= A 17T= r << r=17,
—17 -1 AN =17 = —r

also liegt P auf g. Genauso zeigt man, dal R zu g gehort: AR = 50. Fiir @ hingegen erhilt man das

Gleichungssystem
—16 = 2r
AN =9= r,
AN 9= —r

welches offenbar unlosbar ist: @ liegt nicht auf der Geraden g.
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man auf beiden Seiten %B? addiert:

AB + ;BC = AC ~ [ BC

@EJ&B@J&B@:E
< AB + BC = AC

Die letzte Gleichung ist nun tatséchlich wahr (nach Definition der Vektoraddition), also auch die

urspriingliche Behauptung.
4) Skizzen zu a) — c): ) _
Y] PO

b) Alle Endpunkte liegen auf einer Geraden g durch den Punkt O. Dabei gibt der Vektor u die
Richtung dieser Geraden an, man nennt ihn daher einen Richtungsvektor von g.

¢) Wieder ergibt sich eine Gerade, jetzt jedoch durch A statt O; wieder ist u Richtungsvektor der
Geraden.

d) Damit X zu der Geraden aus c) gehort, mufl der Vektor AX dieselbe Richtung (ohne Orientierung)
wie u haben. Dies bedeutet, da AX cin Vielfaches ru von u sein muf (r € R). Aus der Skizze bzw.
der nachfolgenden Rechnung entnimmt man r = 3/2: X liegt auf der Geraden aus c).
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bl 1 T
Zwei Spaltenvektoren stimmen genau dann {iberein, wenn sie in allen ihren Koordinaten iiberein-
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Geraden.
5)

34 2 34 = 2r
AP =y 17 | =r 1| <<= A 17T= r << r=17,
—17 -1 AN =17 = —r

also liegt P auf g. Genauso zeigt man, dal R zu g gehort: AR = 50. Fiir @ hingegen erhilt man das

Gleichungssystem
—16 = 2r
AN =9= r,
AN 9= —r

welches offenbar unlosbar ist: @ liegt nicht auf der Geraden g.
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Ubungen (2)

1) Der Mittelpunkt zwischen zwei Punkten A, B wird definiert durch:

M Mittelpunkt von A, B <— AM = %A—B)

a) Zeigen Sie fiir jeden beliebigen Punkt P:
mzéﬂa’ — W:%(ﬁ+P—B))

b) W&hlt man P = O als Koordinatenursprung, so erhélt man:

M Mittelpunkt von 4, B < OM = %(m + O—B))

Dies bedeutet, dafl der Ortsvektor OM des Mittelpunktes M zwischen A und B das arithmetische
Mittel der Ortsvektoren OA und OB von A und B ist.

Man bestimmt also die Koordinaten des Mittelpunktes M von A und B, indem man die Koor-
dinaten von A und B addiert und halbiert!

2) Gegeben sind die Punkte A = (2,1,0), B = (3,0,—-1), C = (4,1,2) sowie A’ = (5,4,-3), B’ =
(2,0,0), C' =(7,2,3) .
a) Berechnen Sie die Mittelpunkte der Seiten der Dreiecke ABC und A’B'C".
b) Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks sind die Geraden durch eine Ecke und den gegeniiberlie-
genden Seitenmittelpunkt. Bestimmen Sie Parameterdarstellungen fiir die drei Seitenhalbierenden
beider Dreiecke.
c¢) Bestétigen Sie an beiden Dreiecken, daf sich die drei Seitenhalbierenden in einem einzigen Punkt
schneiden. Dies ist der sog. Schwerpunkt des Dreiecks. Bestimmen Sie ihn fiir beide Dreiecke.

3) Zwei Dreiecke ABC und A’B’C’ nennt man perspektivisch, wenn sich die drei Verbindungsgeraden
einander entsprechender Ecken in einem Punkt, dem sog. Zentrum Z, schneiden:

roe

a) Zeigen Sie, daf} die beiden oben angegebenen Dreiecke ABC und A’ B’C’ perspektivisch sind und
bestimmen Sie das Zentrum Z.

b) Stellen Sie fest, ob auch die Geraden durch die Schwerpunkte der Dreiecke durch Z verlaufen.

¢) Bestimmen Sie die Schnittpunkte einander entsprechender Seiten der beiden Dreiecke.

d) Zeigen Sie, daf} die so gefundenen drei Schnittpunkte wiederum auf einer Geraden liegen!
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Ubungen (2) — Losungen

PM = ((PA+ PB) < PA+aM = _PA+ _PB
s AM = PA+ PP
= AN = (AP + PB) = ;AP

2) a) Wir bezeichnen den der Ecke A, B, ... gegeniiberliegenden Seitenmittelpunkt mit A,,, By, . ..
Unter Verwendung der vorangehenden Aufgabe erhélt man

711 5 1 1
Am = Mpe = (£, =,2), By = Mac = (3,1,1 =Map = (2,5, =
m BC (25252)5 m AC (3a 3 )7Cm AB (2;25 2))
9 3 7 3

A = My = (2 ).

25155)5 B;n:MA’C’ :(6,3,0), C;n:MA’B’ :(

2,-2

2% 9

b) Als Parameterdarstellungen der Seitenhalbierenden erhélt man fiir das Dreieck ABC:

3/2
g(A, A,): OX =0A+r-AA, =1 ]| +r| -1/2| (reR),
0 1/2
3 0
g(B,Bn):OX =0B+s-BB, = 0 |+s|1]| (seR),
-1 2
4 ~3/2
9(C,Cp):OX =0C+t-CCp=|1]+t|-1/2] (teR).
2 —5/2
¢) Schnitt g(A, An) N g(B, By):
3 —

2 3/2 3 0 37 = 1
11 4+r|-1/2]1= 0 |+s|1] <= —%7“— s = -1
2 2

r = 3 r = 3 9
= %—i— s= 1| < 5§ = % <:>7°:s=§.
L L 2

Die beiden Seitenhalbierenden g(A, A,,) und g(B, B,,) schneiden sich also und der Schnittpunkt S
hat den Ortsvektor

) 2\, [ 32 3
O?:O_AJrg-AAm: L+ 2] =23
0 1/2 1/3

Man kann zwei andere Seitenhalbierende zum Schnitt bringen und feststellen, dafi diese denselben
Schnittpunkt haben. Es ist jedoch einfacher, zu iiberpriifen, daf§ der gefundene Punkt S auch auf
der dritten Seitenhalbierenden liegt:

Seg(C,Cp) & CS=t-CC,, fireinte R

-1 ~3/2
— | -1/3 | =t| —1/2 | fireint e R.
—5/3 —5/2
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Als Losung 148t sich unschwer ¢ = 2/3 erkennen. Fiir das Dreieck A’ B’C” erhélt man als Schwerpunkt
S = (4,2,0). (Die jeweiligen Parameterwerte sind ebenfalls immer 2/3! Was bedeutet das?)
3) a) Parameterdarstellungen der drei Verbindungsgeraden entsprechender Dreieckspunkte:

9(A,A'): OX = (%) +r< g) (reR),

0 3
3 ~1
g(B,B'):Wz( 0>+5< 0) (seR),
~1 1
4 3
g(C,C"): OX = (1) +t<1> (teR).
2 1

Schnittpunkt von g(A, A’) und g(B, B’):

2 3 3 -1 Ir+s= 1
1)+ 3| = 0)—+s 0 <= 3r = -1
0 -3 -1 1 —3r — s -1

3r = -1 T z—% 1
= |-14+s= 1| << s= 92 <:>7°:—§/\5=2

Damit schneiden sich die beiden Geraden in genau einem Punkt Z; dieser hat den Ortsvektor (s = 2
in die Parameterdarstellung von g(B, B’) einsetzen)

(3 (1))

Man muf nun zeigen, daf} die Gerade g(C, C") ebenfalls durch Z = (1,0, 1) verlduft. Dies ist der Fall,
wenn fiir ein t € R gilt:

-()40) = (-0 = (3)-0

Offenbar ist t = —1 eine Losung; alle drei Geraden schneiden sich in dem einen Punkt Z = (1,0, 1).
b) Die Schwerpunkte der beiden Dreiecke sind (siehe oben) S = (3, 2, 1) sowie 5" = (4,2,0). Z liegt

auf der Geraden ¢(S,S’), wenn SZ ein Vielfaches des Richtungsvektors 59 ist:

Wl Wik wlot

2
SZ=rS5 «— | -2 | =r.

2

3

Diese Gleichung ist unlosbar; Z und die beiden Schwerpunkte liegen nicht auf einer Geraden.

¢) Man erhilt Sy = (17/7,4/7,—3/7) als Schnittpunkt von g(4, B) mit g(A4’,B’), S2 = (8,1,6)
als Schnittpunkt von g(4, C) mit g(A’, C') und schlielich S5 = (11/3,2/3,1) als Schnittpunkt von
g(B,C) mit g(B',C").

d) Diese drei Punkte S; liegen auf einer Geraden, da die beiden Vektoren

—39/7 ~13/3
SpS1= | =3/7 |, SS3=( -1/3
457 5

Vielfache voneinander sind: % S9S57 = 5955.
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Ubungen (3)

Gegeben sind wieder die Punkte A = (2| 1]0), B=(3|0| —1) und C = (4| 1|2) (vgl. Ubungen (2))
sowie drei weitere Punkte D = (3121]3), E=(-1|2|1), F=(0]|1]2).
1) a) Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir die Ebene e durch die Punkte A, B, C an.
b) Stellen Sie fest, welche der Punkte D, E, F' in der Ebene e liegen.

2) a) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung fiir die Ebene ¢’, die durch den Punkt E verlduft und
parallel zur Ebene e(A, B, C) ist.
b) Untersuchen Sie, ob die Gerade g(C, F') die Ebene e’ schneidet, und wenn ja, in welchem Punkt.

3) Gesucht ist der Durchschnitt der Ebene e = e(A, B, C) mit der Ebene ¢’ = e(C, E, F).
a) Welches Ergebnis erwarten Sie aufgrund Threr geometrischen Anschauung?
b) Reduzieren Sie das Problem auf ein lineares Gleichungssystem. Wieviele Gleichungen und wieviele
Unbekannte umfafit es?
¢) Wieviele Losungen erwarten Sie fiir dieses Gleichungssystem aufgrund Threr Antwort zu a)?
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Ubungen (3) — Losungen

1) a) Eine Parameterdarstellung fiir die Ebene durch drei gegebene Punkte A, B, C erhilt man durch

X e€e(A,B,C) — OX=0A+r-AB+s-AC (r,sc R).

In unserem konkreten Fall also

2 1 2
Xece = OX=[1]+r|-1]+s|0]. (%)
0 -1 2

b) Um zu iiberpriifen, ob ein Punkt (etwa E) in dieser Ebene liegt, mufl man untersuchen, ob sein
Ortsvektor sich in der Form (x) darstellen 148t, d. h. ob die Gleichung

-1 2 1 2
OE=| 2 |=(1|+r[-1]+s]0 (%)
1 0 ~1 2

(mindestens) eine Losung (r, s) hat. Die Vektorgleichung (k) ist ein lineares Gleichungssystem von
3 Gleichungen mit 2 Unbekannten (r, s):

r+2s=-3 r = -1 r=-—1
-7 = 1 = —14+2s=-3 <= 2s=-2

Die letzten beiden Gleichungen fiir s widersprechen einander: Es gibt also keine Losung! Damit liegt
der Punkt E nicht in der Ebene e.

Fiir F' erhélt man mit einer entsprechenden Rechnung ebenfalls: F' liegt nicht in der Ebene e. Fiir
den Punkt D erhilt man die eindeutige Losung r = —1, s = 1.

a) Da die Ebene €’ parallel zur Ebene e = e(A, B, C') verlaufen soll, kénnen wir als Richtungsvektoren
fiir ¢’ dieselben wie fiir e wihlen, nimlich

1 2
uzA—B):<—1> und U=@:<O>.
-1 2

Da ¢’ durch E verlaufen soll, erhalten wir als Parameterdarstellung fiir ¢’

—1 1 2
O—XzzO—E)—l—ru—i—sv: ( 2) +r<—1> +s<0>.
1 —1 2

4 —4
b) Parameterdarstellung fiir die Gerade g(C, F): OX = ( 1 ) + t( 0) .
2 0
Bestimmung des Durchschnitts g(C, F) Ne':

-1 1 2 4 —4
() () () - () ()
1 -1 2 2 0
1 2 4 5 r+ 2s + 4t =
<:>r<—1>+s<0>+t<0>=<—1> <~ | —-r -1
-1 2 0 1 —r + 2s = 1

|
o

r=1 r=1 1
<— |2s =r+1 <= |28 =2| << r=1,s=1,t=—
At =5—r—2s At = 2 2
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Da das Gleichungssystem losbar ist, gibt es einen Schnittpunkt S. Diesen erhélt man, indem man
in eine der beiden Parameterdarstellung den entsprechenden gefundenen Parameterwert einsetzt.
Dafiir bietet sich die Parameterdarstellung der Geraden an:

- (§4(8)-()

Der Schnittpur®* ~* « /o' I

3) a) Da der Punkt C in beiden Ebenen e und e” liegt, die Punkte E und F aber nicht zu e gehéren, sind
die beiden Ebenen verschieden, aber nicht parallel. Die beiden Ebenen haben daher eine komplette
Gerade gemeinsam.

b) Parameterdarstellung fiir e (siehe oben):

2 1 2
Xece <= OX=|1]|+r|[-1]+s|o0
—1 2
Parameterdarstellung fiir ¢’ = e(C, E, F):
4 -5 —4
XEe”<:,>O7=O?+pC—E)+qC—P)’: 1|+p| 1 +q| O
2 —1 0
Durchschnitt e N e’ der beiden Ebenen:
2 1 2 4 -5 —4 —b5p —4q —r — 25 = =2
1l +r|-1|+s|{0]=11)+p| 1 |+q| O | < | »p +r = 0
0 —1 2 2 -1 0 —p +r — 2s = —2

Es handelt sich hierbei um ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und wvier Unbekann-
ten.
¢) GemiB a) sind unendlich viele Losungen zu erwarten.
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Ubungen (4)

1) Lésen Sie die linearen Gleichungssysteme

21. September 1998

x+2y+ z=1] [ 22 +y — 22=—6
a) x+ 4y +3z2=1 |, b) y+ z= 0],
| 22 — 2y + 2=T | | 3z —2z= 1
(32 + 4y + 22=0 ] [ -z +y+ 2=0
c) x4+ y+ z=0], d) T—y+z2=2
| 4z + 4y =0 | r+y =1
2) Losen Sie die linearen Gleichungssysteme
dx + 3y — 3z — 8u=-10 r—y+ z— u= 0
r— y+ z+4du= 13 r4+y— z— u= 6
a) —dxr — 2y + z+ 3u= -3 |’ b) T—y— z+ u=-2
| 3z — y—2z—Tu= —6 2c +y — 22+ 3u= 0
3) Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden linearen Gleichungssysteme:
r— y+ z= 6 [ 3z — y+2= 1
a) | 2 +4y — z=-3 |, b) | 2z +4y — z2=-2 |,
|~z — 2y +32= 9 T + 3y =-1
[ 22 + 3y — 42= -2 x— y+22=9
¢) | —z+4y + z=-10 |, d) | —x+2y — 2=6 1,
| =+ y+5= 0 y+ z=4
[ 4z —2y+ z= 2 -+ y— z=-4
e) | —12z + 6y — 3z2=—6 |, f) 3r+ y+2z2= 3
—8r + 4y — 2z2=—-4 —4dxr — 4y + 2z= 6

Bestimmen Sie — wenn moglich —

Parameterdarstellungen fiir die Losungsmengen. Was stellen die

Losungsmengen geometrisch dar?

4) Bestimmen Sie den Rang der Koeffizientenmatrix und die Lésungsanzahl der folgenden Gleichungs-
systeme. Bestimmen Sie ggf. eine Parameterdarstellung fiir die Losungsmenge.
[z 4+ v+ =2 =3 T+ y+ =z = 3
a) y+ z4+u=3 b y+ z4+u= 3 ,
r— y— z+u=0 r— y— z4+u= 0
|z + 2y + 22 + u=6 T —2y+ 2z +u=-2
[z + y+ z+4+ u=10 r— y+ z— u= 1
o) —x + 2y = 3 d) 20 + y — 22 + 3u= 10
—2y + 3z = 5|’ —r — 2y + 3z — 4u=-9
L 3z — du=-7 3z - z+2u=11
5) Losen Sie die nachfolgenden linearen Gleichungssysteme. Uberlegen Sie sich vor der Rechnung, welche
Méglichkeiten es fiir den Rang r gibt und was dies fiir die Losbarkeit bzw. Losungsanzahl bedeutet.
6xr — 3y + 2z2=—6 r+ y+2z= 5
2) —3r + 9y + 42= 18 b) —3r —4dy + z=-1
12y + 82= 24 |’ 20 — y— z= 0|’
3r — 6y 4+ 6z= 12 T — 2y —3z= 2
T+ y— z— u=-1 T— y+ z—-—u=3
c) xr— y+ z4+ u= 3|, d)| 20+ y— z+u=9 |,
| =3z + 3y — 3z — 3u=-7 -z + 3y — 2z —u=0
r _ E r 4+ y=> r—2y — 32+ u= 4
e) Qi—IByjz:—?’f) z—u=3|,¢8 |22+ y— z+4+2u=-2|,
L Y - E y+ z2=4 3t — y—4z 4+ 3u= 3
T — 2y — 2z=2 9w g4 2 _ 9
O DS NN BV = 6
2z + 3y + 3z2=4 Ty — 5z 4+ dw= 2
T+ 3y + 2=0 |
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6) Auf einer Kleinkunstbiihne tritt ein Rechenkiinstler auf. Er fordert die Zuschauer auf, sich drei Zahlen
(2,9, 2) zu denken und ihm nur die Summen (A4, B,C) von je zweien dieser Zahlen zu nennen. Er
nennt dann unmittelbar die drei gedachten Zahlen.

a) Stellen Sie das lineare Gleichungssystem auf, das der Rechenkiinstler 16sen mufl. Losen Sie es fiir
1)A=6,B=9,C =11,

2) A=13, B=17,C = 18.

b) Losen Sie das lineare Gleichungssystem fiir beliebige A, B, C' und ermitteln Sie so eine Losungsfor-
mel zur Bestimmung von z, y, 2.

¢) Der Rechenkiinstler verrit seinen ‘Trick’: Er addiert A + B + C und halbiert das Ergebnis. Von
diesem Wert subtrahiert er dann jeweils eine der Zahlen A, B, C und erhlt dabei die drei gedachten
Zahlen z,y, z. Vergleichen Sie mit Threr Losungsformel aus b).

d) Der Rechenkiinstler dndert die Fragestellung. Die Zuschauer sollen von den gedachten Zahlen
(x,y, 2) je zwei addieren und die dritte subtrahieren. Wie berechnet man jetzt aus den mitgeteilten
Ergebnissen P, Q, R die gedachten Gréfien?
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Ubungen (4) — Losungen

1) Alle Gleichungssysteme sind eindeutig losbar. Die Losungspunkte sind jeweils:
a) (2,-1,1), b) (3,—4,4), c) (0,0,0), d) (1,0,1).
2) Wieder sind alle Gleichungssysteme eindeutig 16sbar. Die Lésungspunkte sind:
a) (z,y,z,u) = (3,-1,1,2), b) (x,y,2z,u)=(1,2,—-1,-2).
3) a), ¢) und f) sind eindeutig 16sbar. Die Losungspunkte sind (2, —1, 3) fiir a), (2, —2,0) fiir ¢) und
(1,-2,1) fiir f).
b) Dieses Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen. Die Gauf-Elimination ergibt

3-1 1 1 3-1 1 1 3-1 1 1
-2 4-1|-2 |+~ 010-1|—-4]«<|010-1|-4
1 3 0]-1 0 10-1| -4 0 0 O 0

Die letzte Gleichung 0 = 0 ist selbstverstdandlich erfiillt. Die iibrigen Gleichungen 16st man ‘von unten
nach oben’ auf. Die erste dabei aufzulésende Gleichung 10y — z = —4 enthélt zwei Variable, man
kann daher auswéhlen, nach welcher man auflésen will. Hier bietet sich z an.

10y —2=-4 <= 2=10y+4.

Die letzte Gleichung besagt, daf} y beliebige Werte annehmen kann, dann jedoch z = 10y +4 gewéhlt
werden muf, z ist also durch y bestimmt. Man 16st nun die noch verbleibende Gleichung nach der
noch verbleibenden Variablen x auf (nicht etwa nach z oder y!):

3r—y+ (10y+4)=1 < 32=-9y—3 < zv=-3y—1.

Die Losungsvektoren haben also die Gestalt

(?J) = Y mit beliebigem y € R.
z 10y + 4

Die Losungsmenge ist daher unendlich. Indem man den Losungsvektor zerlegt in die Vielfachen von
y und die ‘y-freien’ Teile, erhélt man die folgende Parameterdarstellung fiir die Losungsmenge I.:

x —3y—1 -1 -3
Y| = y = o])+y|l 1] WeR).
z 10y + 4 4 10

Die Losungsmenge ist also die Gerade durch den Punkt (=1 | 0 | 4) mit dem Richtungsvektor

(1)

d) ist unlosbar, denn die Gauf-Elimination ergibt

1-1 219 1-12| 9 1-12 9
-1 2-1|6 )< 10 11]|1 <10 11 15 ] .
0 1 1|4 0 1 1] 4 0 00]-11

Die letzte Gleichung enthilt einen Widerspruch 0 = —11, so dafl keine Losung existieren kann.
e) Hier reduziert sich das Gleichungssystem durch GauB-Elimination auf eine einzige Gleichung, die
erste: 4r — 2y + z = 2. Diese kann man nun nach einer der drei Variablen auflésen, z. B.

doe—2y+2=2 < z=—-4zx+2y+2.

Dies zeigt, dafl x und y beliebig gewiahlt werden kénnen, wihrend z dann gleich —4x + 2y + 2 sein
muf}, damit das Gleichungssystem erfiillt ist. Die Losungsvektoren sind daher von der Form

T z 0 1 0
y )= y =(0|+z| O)+yl1]| (z,yeR).
z —4z + 2y +2 2 —4 2
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Dies stellt eine Parameterdarstellung einer Ebene dar: Die Losungsmenge ist die Ebene durch den

1 0
Punkt (0| 0| 2) mit den (linear unabhéngigen) Richtungsvektoren ( 0) und (1 )
—4 2
4) a) GauB-Elimination ergibt:

1 1 10| 3 1 1 10 3 1110 3
o 1 11y37) .10 1 11 310111} 3
1-1-11(0 0-2-21]|-3 00O03]| 3
1 2 21| 6 0 1 11 3 000O0]O0

Der Rang der Koeffizientenmatrix ist » = 3. In der letzten Nullzeile steht auch auf der rechten Seite
0: Das Gleichungssystem ist 16sbar. Die Auflésung ‘von unten nach oben’ ergibt der Reihe nach

Ju=3 <= u=1,
Yy+z2+1=3 <<= y=2-12z,
r+(2—2)+2=3 < z=1.

und damit die folgende Parameterdarstellung fiir die Losungsmenge

T 1 1 0
y| _[2—2] _ |2 -1

I 2= ; =lol T2 ; (zeR).
u 1 1 0

Die Losungsmenge ist damit eine Gerade, und zwar durch den Punkt (1 | 2| 0 | 1) mit Richtungs-

0
vektor 5= | !
1
0
b),c) Hier ist der Rang jeweils r = 4, so dafl beide Gleichungssysteme eindeutig ldsbar sind. Die

1 1

2
Losungsvektoren sind | | fiir b) und
1
d) GauB-Elimination ergibt:

fiir c).

=N

1-1 1-1 1 1-1 1-1 1 1-1 1-1]1
2 1-2 3]10) .10 3—-4 5 81,10 3-4 58
-1-2 3-4|-9 0-3 4-5|-8 0 0 0 040
3 0-1 2| 11 0 3-4 5 8 0 0 0 010

Das Gleichungssystem ist 16sbar; der Rang ist » = 2, die Anzahl der freien Parameter daher n —r =
4 — 2 = 2, die Losungsmenge also eine Fbene. Eine Parameterdarstellung ist gegeben durch

AR ET A U S A W
y _

L = 0 + z 1 +u 0
u 0 0 1

5) Zunéchst die Voriiberlegungen vor Beginn der GauB-Umformungen.

a),b),h): Es ist n = 3, m = 4 und folglich r < n =3 < m = 4. r < m bedeutet, dal am Ende
der GauB-Umformungen mindestens eine Nullzeile in der Koeffizientenmatrix auftritt. Es muf} also
mindestens eine Bedingung fiir die Losbarkeit {iberpriift werden.

¢),d),f),g),i): Hier ist n = 4, m = 3 und folglich r < m = 3 < n = 4. r < n bedeutet, dafl das System
— wenn es 1osbar ist (1) — unendlich viele Losungen haben muf}, da mindestens ein freier Parameter
in der Darstellung der Lésungsmenge auftritt. Diese 5 Gleichungssysteme sind also auf keinen Fall
eindeutig losbar!
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Dieselben Uberlegungen gelten auch fiir e), denn auch hier ist < n, dam =2, n = 3 und r < 2 ist.
Im folgenden sind die Gaulumformungen und die sich daraus ergebenden Ergebnisse aufgelistet:

6 -3 2| —6 6 -3 2|6
2) -3 94|18 ) _[01510] 30
012 8| 24 012 8| 24

36 6| 12 0 -9 10| 30

6 -3 2| —6 6 -3 2| —6

Llo 32 6] [0 32| 6

0 32| 6 0 00| 0

0-910 | 30 0 016 48

Das Gleichungssystem ist 1osbar; der Rang ist » = 3 = n, also gibt es genau eine Losung; diese ist

(4

1 1 2 5 1 1 2 5
b) -3-4 1|-1 o 0-1 7 14
2-1-1 0 0-3-5|-10
1-2-3 2 0-3-5| -3
1 1 2] 5 1 1 2 5
0-1 7|14 | ., 0-1 7| 14
0 026|952 0 026 52
0 02645 0 0 0] =7

Dieses Gleichungssystem ist unldsbar. Der Rang der Koeffizientenmatrix ist » = 3.

1 1-1-1 1 1 1-1-1] -1 1 1-1-1]-1
c) 1-1 1 1 3|1 0-2 2 2 4 || 0-2 2 2 4
-3 3-3-3 7 0 6-6—6|—-10 0 0 0 0]|-2
Das Gleichungssystem ist wiederum wunldsbar. Der Rang der Koeflizientenmatrix ist r = 2.
1-1 1 —1 3 1-1 1-11|3
d) 2 1-1 9 0 3-3 3|3
-1 3 -2 —1 0 0 2-1-2]3
1-1 1-1]3 1 -1 -11]3
— 0 1 -1 111 0 1 -1 1|1
0 2-1-213 0 0 —4 |1

Dieses Gleichungssystem ist losbar (keine Nullzeile). Der Rang ist r = 3, die Dimension des Losungs-
raumes daher d = n — r = 1: Die Lésungsmenge ist eine Gerade. Eine Parameterdarstellung ist
gegeben durch

+u

e) 1-1 1 4 - 1-1 1 4
2 3-1|-1 0 5-3|-9

Dieses Gleichungssystem hat den Rang r = 2 = m; es ist losbar; die Dimension des Lésungsraumes
ist d =n—r =3—2 =1, die Lésungsmenge also eine Gerade. Als Parameterdarstellung erhalten

v " 11/5 —2/5
L: (y): —9/5 | +2| 3/5 | (zem).

1
f) (o
0
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Hier bestand die Gauflumformung aus einem simplen Zeilentausch. Der Rang ist 7 = 3 = m; das
System ist l6sbar und die Losungsmenge ist d = n — r = 1-dimensional. Eine Parameterdarstellung
fiir die Gerade ist

- 4 1
vyl _ 11 -1
L =13 el (ue R).
u 0 1
1-2-31 4 1-2-31 4 1-2-31 4
g) 2 1-12|-2]«< |0 5 50|-10]«< (0 5 50]|-10
3-1-43 3 0 5 50| -9 0 0 00O 1

Dieses System ist unlosbar. Der Rang der Koeffizientenmatrix ist r = 2.
Gleiches gilt fiir i). h) dagegen ist 16sbar; der Rang ist r = 3. Wegen r = n ist die Losung eindeutig:

()

T +y = A
6) Das zu losende Gleichungssystem lautet | z + z = B |. Dieses Gleichungssystem soll fiir die
y+z=0C

angegebenen Werte von A, B,C' bzw. fiir beliebige A, B, C gelost werden. Dazu verwendet man
das Gaufy’sche Eliminationsverfahren. Da die Umformungsschritte im Gauf-Verfahren unabhdngig
von der rechten Seite sind, konnen wir alle drei Aufgaben auf einmal erledigen, indem wir in der
Matrixform mehrere rechte Seiten gleichzeitig behandeln:

110 6[]13]|A4 1 10| 6113 A
(1 01| 9|17 B><—> 0-11| 3| 4/B-A
01 1]11)18]|C 0 1 1]11]18 C
1 10| 6|13 A
—~10-11] 3| 4 B-A

0 02|14|22|C+B-A4

Jetzt mufl man die Gleichungen fiir die verschiedenen rechten Seiten von unten nach oben auflésen:
1)22=14 <= 2=7, —y+7=3 <= y=4, 2+4=6 < z=2;

2)2:=22 & z=11, —y+11=4 &> y=7, 2+7=13 > z=6.

Diese beiden Rechnungen sind natiirlich iiberfliissig, wenn wir nun die Aufgabe bei beliebiger rechter
Seite 16sen. Dies ist moglich, da die Koeffizientenmatrix den Rang 3 hat! Die Auflésung ergibt:

C+B-A
2z:C+B—A<:>z:%,
C+B-A C B A C—-B+A
- —— =B-A<—=y=—+—-—-—=4+A-B=—"——+
vt/ yme Tt 2
C’—B—l—A_A(:} —é+§ ¢ _ A+B-C
2 TRty Tt T
Setzt man die speziellen Werte aus 1) und 2) in diese Auflssungsformeln ein, so ergeben sich die

oben konkret berechneten Losungen.

¢) Die Formeln des Rechenkiinstlers sind leichter zu verwenden, aber mit den eben berechneten
Formeln gleichwertig. Zum Beispiel

B C (C+B-A

ZZM—AZé-‘rE-FQ—A:—é — 4+ —
2 2 2 2 2 2 2 2
Genauso iiberpriift man die Formeln fiir y und z.
r+y—z2z=P
Fiir d) lautet das Gleichungssystem r —y + 2z = Q | und GauBl-Elimination ergibt
-z +y+z=R
1 1-1|P 1 1-1 P
1-1 1]Q|lel0-2 2|0-P
-1 1 1|R 0 2 0|R+P
Die Auflssung ist wieder moglich (Rang 3) und ergibt
_P+R - Q+R e P+Q
2 2 2

Die gedachten Zahlen x, y, z erhdlt man also, indem man je zwei der genannten Zahlen P, @, R mittelt.
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Ubungen (5)

1) a) Losen Sie erneut Ubung (3), Aufgabe 2),b), jetzt mit Hilfe des GauB-Verfahrens.
b) Ermitteln Sie den Ebenenschnitt von Ubung (3), Aufgabe 3.

2) a) Bestimmen Sie die Losungsmenge T des linearen Gleichungssystems

3z + 2y =-9
—6x — 2y — 62= 18

3z + 4y — 62=-9 °
- y+32z= 0

Geben Sie eine Parameterdarstellung an.
b) Begriinden Sie genau, dal durch die Parameterdarstellung

- (3)(3) ()

eine Ebene definiert wird (lineare Unabhéingigkeit nachweisen!).

¢) Untersuchen Sie die Losungsmenge I. aus a) und die Ebene e aus b) auf ihre gegenseitige Lage
(Parallelitét, Schnittmenge).

(Ergebnis: Nicht parallel, genau ein Schnittpunkt (—% | —% | —g).)

3) a) Losen Sie erneut Ubung (3), Aufgabe 1),b): Stellen Sie zuniichst die zu untersuchenden Glei-
chungssysteme bzw. deren erweiterte Matrizen auf. Worin bestehen die Gemeinsamkeiten und die
Unterschiede? Wie kann man dies zur Verringerung des Rechenaufwandes ausnutzen? Uberlegen Sie
genau, welche Information Sie iiber die entsprechenden Gleichungssysteme wirklich brauchen. Nut-
zen Sie auch dies zur Minimierung des Rechenaufwandes.

b) Untersuchen Sie nun allgemein fiir einen beliebigen Punkt X = (z | y | 2) (statt der konkret
gegebenen D, E, F'), welche Bedingung z,y, z erfiillen miissen, damit der Punkt X zur Ebene e
gehort.

4) a) Welche Punkte X = (x | y | z) gehoren zu der Ebene e aus 2) b)? Geben Sie eine Gleichung an,
die die Koordinaten von X erfiillen miissen, damit X zu e gehort.

b) Bestimmen Sie unter Benutzung dieser Gleichung erneut den Durchschnitt von e mit I aus 2) a).
(Ergebnis siehe 2) ¢)).

5) Vergleichen Sie die Losungsmengen I. eines beliebigen linearen Gleichungssystems (Koeffizienten-
matrix A, rechte Seite b) mit der Losungsmenge g des zugehorigen homogenen Gleichungssystems
(gleiche Matrix A, aber rechte Seite 0). Welcher geometrische Zusammenhang besteht zwischen T.
und ILg?

Tip: Untersuchen Sie zunéichst einen konkreten Einzelfall, etwa

1 3 -8 2
A= 2 0 2 und b= 10 | .
-3 3 -12 —18
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30. Oktober 1998
Ubungen (5) — Losungen
b) Wir stellen zunéchst die beiden Parameterdarstellungen auf:

)= (3)

1
e=e(A,B,C): 0X = (%) +7°<—1
0 -1

4 -5 —4
¢ =e(C,E,F): OX=[1]+" 1)+ o
2 ~1 0

Berechnung der gemeinsamen Punkte:

() () e) - () () ()

r+ 25 + 5r" + 48" = 2
— | —r - 7 = 0
—r + 25 + 7" = -2

Beachten Sie, daf} die Richtungsvektoren der Ebenen (bis auf das Vorzeichen) die Spalten der Koef-
fizientenmatrix dieses Gleichungssystems bilden! Gauf-Elimination ergibt:

2

2

0

1 2 1 25 4|2 12 5 4
-1 0]« 02442 |« 02 4 4
-1 2 04644 0 0-2-4

Wir erkennen, dafl das Gleichungssystem in r, s, 7", s” l6sbar ist. Man erhilt die Losungen, indem
man ‘von unten nach oben’ auflost. Die letzte Gleichung ergibt

2 5 4
0-10
2 10

—2r" — 45" =0 <= r” = —25” mit beliebigem s € R.
Die weitere Auflosung ist zwar moglich, braucht aber nicht durchgefithrt zu werden. Denn setzt
man nun r’ = —2s” und s” in die zugehorige (zweite) Parameterdarstellung ein, so erhélt man die

gesuchten Schnittpunkte:
4 6
=1+ -2
2 2

-5 —4
o)) ()
2 -1 0

Der Durchschnitt der beiden Ebenen ist also eine Gerade, und zwar die durch den Punkt C' = (4 |

6
1| 2) mit Richtungsvektor ( -2 ) .
2
a) Die Anwendung der GauBelimination auf die zum Gleichungssystem gehorige erweiterte Matrix
ergibt

3 2 09 3 2 09 32 0]-9
—6-2-6) 18} [ 0 2-6 01..]01-3 0
3 4-6|-9 0 2 -6 0 00 O 0
0-1 3 0 0-1 3 0 00 O 0

Damit hat die Koeffizientenmatrix den Rang r = 2; das Gleichungssystem ist 16sbar, da in den
beiden Nullzeilen die rechten Seiten 0 sind. Damit ist das lineare Gleichungssystem reduziert auf 2
Gleichungen.

Wegen n — r = 3 — 2 = 1 ist die Losungsmenge eine 1-dimensionale affine Menge, m. a. W. eine
Gerade. Indem man die beiden verbliebenen Gleichungen ‘von unten nach oben’ auflést, erhdlt man

y=3z, t=-3—2z, z € R beliebig.
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Die Losungvektoren sind also

()= )-Ca) ()

Dies ist die gesuchte Parameterdarstellung der Losungsgeraden.
b) Die in der Parameterdarstellung angegebenen beiden Richtungsvektoren

—1 1
u = 0 lundv=11
1 1

sind linear unabhéingig: Wire v = ru, so folgte vo = r - us = 0, was offensichtlich falsch ist; wére
umgekehrt u = rv, so folgte ugy = r - vy = r, also r = 0 und dann v = 0 v = o, was ebenso falsch ist.

Da beide Richtungsvektoren linear unabhéngig sind, stellt die angegebene Parameterdarstellung eine
Ebene dar.

¢) Man berechnet die Schnittmenge zweier affiner Mengen, indem man die gegebenen Parameterdar-
stellungen ‘gleichsetzt’ (nachdem man die Parameter unterschiedlich benannt hat). Wir untersuchen

also die Vektorgleichung
2 -1 1 -3 -2
OJ+r{ O0)+s|1]= 0o)+t{ 3]
1 1 1 0 1

Dies stellt ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3 Unbekannten (r,s,t) dar. Als
zugehorige erweiterte Matrix und deren GauBumformung erhélt man:

-11 2|5 -1 1 2|5 -11 2| -5
01-3 0]« 01-3 0]« 01-3 0
1 1-1]-1 02 1|-6 00 7|6

Da es genau eine Losung gibt, gibt es genau einen Schnittpunkt: Gerade und Ebene sind nicht par-
allel, sie schneiden sich in genau einem Punkt.

Aber Achtung: Die gefundene Losung stellt noch nicht den gesuchten Schnittpunkt dar, sondern nur
seine Parameterwerte in den jeweiligen Parameterdarstellungen: r, s sind die Parameterwerte bzgl.
der gegebenen Darstellung der Ebene e, wihrend ¢ den Parameter der in a) gefundenen Geraden
bezeichnet. Den Losungpunkt (bzw. seinen Ortsvektor) erhélt man, indem man in eine der Parame-
terdarstellungen die gefundenen zugehorigen Parameterwerte einsetzt. Der Einfachheit halber setzt
man t = —6/7 in die Geradendarstellung®) ein und erhélt den Ortsvektor des Schnittpunktes

z -3 -2 —9/7
y )= 0|—=- 3=\ —-18/7
i 0 1 —6/7
wie angegeben.
3) a) Eine Parameterdarstellung fiir die Ebene e war

x 2 1 2
O—XZ:<?J>= 1 +r(—1>+s<o>. ()
z 0 -1 2

1) Zur Berechnung des Schnittpunktes benétigt man also nur den Parameterwert fiir ¢. Man brauchte
daher das obige Gleichungssystem fiir r, s, t nicht komplett aufzulésen!

N =
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Man mufl nun die Ortsvektoren von D, E, F' in dieser Parameterdarstellung fiir OX einsetzen und
dann jeweils untersuchen, ob es geeignete Parameterwerte r, s gibt, so dafi (x) gilt. Die erweiterten
Matrizen dieser Gleichungssysteme sind dann

1 2|1 1 2|3 1 2| -2
-1 0|1 -1 0 1 -1 0 0
-1 2 2 -1 2

3 2
Man erkennt, daf} die Koeffizientenmatrix immer dieselbe ist. Thre Spaltenvektoren sind die Rich-
tungsvektoren der Ebene. Lediglich die rechten Seiten variieren. Untersucht man nun diese Glei-
chungssysteme mit dem Gauf3-Verfahren, so sind die Umformungsschritte immer dieselben, da diese
durch die Koeffizientenmatrix bestimmt werden. Die Rechnungen unterscheiden sich also nur in den
rechten Seiten. Man kann dies ausniitzen, indem man die obigen drei Matrizen zusammenfafit zu
einer mit drei rechten Seiten:

1 211(-3]|-2
-1 0|1 1 0
-1 2|3 1 2

Man mufl nun untersuchen, ob es geeignete Parameterwerte r, s gibt, so dafl das Gleichungssystem
erfiillt ist, d. h. ob das Gleichungssystem [dsbar ist. (Die Ldsungen selbst interessieren nicht!) Diese
Frage kldren wir mit dem Gauf3-Verfahren:

1 211|-3]-2 1 2(1|-3]-2 1 211(-3]|-2
-1 0|1 1 Ol«<l02(2|-2]|-2]«<|02|2|-2|-2
-1 2|3 1 2 0 44| -2 0 000 2 4

Die Koeffizientenmatrix hat den Rang r = 2. In der einzigen Nullzeile steht auf der rechten Seite:
im 1. Fall 0, das System ist l6sbar: D gehort zu e, wihrend in den beiden anderen Féllen rechts ein
Wert # 0 steht, so dal das System unl6sbar ist: E, F' geh6ren nicht zu e.

b) Man kann nun die bisherigen Rechnungen noch weiter zusammenfassen, indem man das Problem
fiir einen beliebigen Punkt X = (z | y | z) untersucht. Dies bedeutet, man untersucht das Glei-
chungssystem (k) auf Ldsbarkeit bzgl. der Unbekannten r, s! (Vorsicht: Hier sind nicht z,y, z die
Unbekannten, sondern r, s, denn es geht darum (siehe a)), ob es zu x passende Parameterwerte r, s
gibt.) Stellt man zu (%) die erweiterte Matrix auf und fiihrt Gaufi-Umformungen durch, so erhilt
man

1 2 Tz —2
12]z—2 1 2] z-2 0 2 rty—3
-1 0|ly—1 || 0 2|z4+y—3 | <
-2
12| = 04|a4z-2 00 {f;(;ﬂ_?’)

Das Gleichungssystem ist also genau dann lésbar, wenn in der letzten (Null-)Zeile auf der rechten
Seite auch 0 steht:

O=z+2z—-2-24+y—3)=—2—-2y+z2+4 < x+2y—z2=4.

Dies ist die gesuchte Bedingung! Genau wenn diese Gleichung z 4 2y — z = 4 erfiillt ist, liegt
X = (x| y|2) in e. Mithin ist die Ebene e Losungsmenge einer linearen Gleichung:

Xece = x+2y—2z=4.

4) a) Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen X = (x | y | 2) zur Ebene e mit der angegebenen
Parameterdarstellung gehort. Es gilt

(]y|z) €ee —

z 2 -1 1
esgibt ry,se Rmit: | ¥y | =0 | +7r 0)]+sl1].
z 1 1 1

Man muf} also untersuchen, ob das durch die Parametergleichung gegebene lineare Gleichungssystem
mit den Unbekannten r,s ldsbar ist. (Beachten Sie: Die Losungen selbst sind nicht gefragt.) Mit
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Hilfe des Gaufiverfahrens entscheiden wir leicht {iber die Losbarkeit. Die erweiterte Matrix fiir dieses
Gleichungssystem (mit den Unbekannten r, s in dieser Reihenfolge) ergibt durch Gauumformung:

-1 1|z-2 -1 1 T —2 -1 1 T —2
0 1 Y — 0 1 Y — 0 1 Y
1 1|z-1 0 2|z4+2-3 0 O|lz—2y+2—3

Dieses Gleichungssystem ist genau dann ldsbar, wenn die rechte Seite in der (einzigen) Nullzeile
selbst auch 0 ist: z — 2y + z — 3 = 0. Also:

(xlylz)€ee <= x—2y+2z=3.

Damit besteht e gerade aus den Punkten X, deren Koordinaten diese eine (lineare) Gleichung erfiillen:
e ist als Losungsmenge einer linearen Gleichung dargestellt.

b) Wie eben festgestellt, ist die Ebene e Losungsmenge der Gleichung = — 2y + z = 3, wihrend
I, definitionsgeméfl Losungsmenge des Gleichungssystems aus 2), a) ist. Der Durchschnitt beider
Mengen besteht aus den Punkten, die beide Gleichungsysteme erfiillen. Um also den Durchschnitt
zu berechnen, mufl man beide Gleichungssysteme zu einem Gleichungssystem zusammenfiigen und
dieses dann 16sen. Dies ergibt zunéchst die erweiterte Matrix

3 2 0-9

—6 —2 —6 | 18

3 4-6|-9

0-1 3 0

1-2 1] 3

und mit den Gaufflumformungen aus Aufgabe 2)

3 2 01]-9 3 2 0-9
—6 —2 —6 | 18 0 1-3 0
3 4-6|-9 |« 0 0 O 0
0-1 3 0 0 0 0 0
1-2 1] 3 1-2 1] 3

Man kann nun die beiden kompletten Nullzeilen weglassen und braucht nur noch die neu hinzuge-
kommene letzte Zeile umzuformen:

3 2 0]-9 3 2 09 32 0]-9
0 1-3 0]+« 0 1-3 0]« 01 -3 0
1-2 1 3 0-8 3| 18 0 0-21)] 18

Dies ergibt —21z = 18 <= z = —6/7 und dann weiter y = —18/7 sowie x = —9/7. Dies sind die
Koordinaten des (einzigen) Schnittpunkts.
5) Wir untersuchen zunichst einmal den vorgeschlagenen konkreten Einzelfall. Die Gauflelimination
ergibt fiir das inhomogene System
2
_1>
0

1 3 =8 2 1 3 -8 2 1 3-8
2 0 2 10 | < 0-6 18 6| < 0 1-3
-3 3 -12 | —-18 0 12 =36 | —12 0 0 O

und fiir das homogene System

1 3 8|0 1 3 8|0 1 3-810
2 0 2|/0)]«<|0-6 18|0])«< (0 1-3]|0].
-3 3-12|0 0 12 -36 | 0 0 0 0/0

Da die Koeffizientenmatrix in beiden Féllen dieselbe ist, kann man bei der Gauflelimination auch
jeweils dieselben Umformungen durchfiithren, und erhélt so am Ende erweiterte Matrizen, die sich
nur in der rechten Seite unterscheiden. (Dabei bleibt im homogenen Fall die rechte Seite unveréndert
gleich o. Die Rechnungen im homogenen Fall brachten also nichts Neues und waren vollig entbehrlich!)
So ist der Rang r in beiden Fillen derselbe, hier » = 2. Wihrend jedoch das homogene System in
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jedem Falle losbar ist, kann das inhomogene (bei r = 2 < m = 3) unldsbar sein. Im vorliegenden
Falle ist aber auch das inhomogene l6sbar.

Vergleichen wir nun die weitere Auflosung der beiden Systeme.

Homogener Fall:

y— 3z =0 < y = 3z
z+3:-32—82 = 0 <<= z = -—z
also
x —z -1
yl1=132)=2 3
z VA 1
Inhomogener Fall:
y— 3z = -1 <= y = 3z2-1
xr+3-32—-1)—-8 = 2 <<= z = —z+45

also

()= () )+ 00)

Sie erkennen, daf} sich in beiden Fillen die Parameterdarstellung einer Geraden ergibt, wobei die
Richtungsvektoren iibereinstimmen: Die beiden Geraden sind parallel.

Die obigen Rechnungen zeigen auch, warum dies der Fall ist und dafl dies allgemein gilt. Bei der
Auflésung der durch GauBelimination erzeugten Dreiecksmatrix erhélt man in beiden Féllen exakt
dieselben Faktoren bei den Unbekannten. Durch diese werden aber schlielich die Richtungsvektoren
bestimmt. Lediglich die Terme, die keine Unbekannten enthalten, unterscheiden sich, und diese legen
den ‘Ausgangspunkt’ fest. Es gilt also allgemein: I. und ILy kénnen mit denselben Richtungsvektoren
beschrieben werden; I und Iy sind parallel. Beachten Sie jedoch, daf} dies nur Sinn macht, wenn das
inhomogene System 16sbar ist, d. h. T. # ) ist.
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D

Ubungen (6)

Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC'.

a) Bestimmen Sie allgemein den Schnittpunkt zweier Seitenhalbierender.

[Ergebnis: Der Schnittpunkt teilt die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2 : 1, wobei die lingere Seite
beim Eckpunkt liegt.]

b) Folgern Sie, dafi sich in einem beliebigen Dreieck alle drei Seitenhalbierenden in demselben Punkt
schneiden. Dies ist der sog. Schwerpunkt S des Dreiecks.

c) Zeigen Sie, daB fiir den Schwerpunkt S (und jeden beliebigen Punkt O) die folgende Berechnungs-
formel gilt

O?:%(O_AJrO_B’JrOT“).

Zeigen Sie, daf} sich die Diagonalen eines beliebigen Parallelogramms gegenseitig halbieren.

Ein Trapez ist ein ebenes Viereck mit einem Paar paralleler Seiten. Sei ABCD ein solches Trapez,
wobei DC' =k - AB sei. (Welche geometrische Bedeutung hat k7?)

a) In welchem Verhéltnis teilt der Diagonalenschnittpunkt die beiden Diagonalen?

b) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis am Spezialfall k = 1. (Was bedeutet dieser geometrisch?)

Gegeben sei ein beliebiges Tetraeder ABC'D. Unter einer Schwerelinie eines Tetraeders versteht man
eine Gerade durch eine Ecke und den Schwerpunkt des gegeniiberliegenden Dreiecks.

a) Bestimmen Sie allgemein den Schnittpunkt zweier Schwerelinien.

[Ergebnis: Der Schnittpunkt zweier Schwerelinien teilt diese im Verhéltnis 3 : 1.]

b) Folgern Sie, daf} sich alle vier Schwerelinien in einem einzigen Punkt schneiden, dem sog. Schwer-
punkt S des Tetraeders.

¢) Zeigen Sie, daf fiir diesen Schwerpunkt S (und jeden beliebigen Punkt O) gilt:

O_s‘:i(O_fHO_B)JrOTUrO_D’).

Gegeben ist ein beliebiges Tetraeder ABC'D.

a) Verbindet man die Mittelpunkte einander gegeniiberliegender (d. h. sich nicht schneidender) Kan-
ten (also Map mit Mop, Mac mit Mpp und Map mit Mpc), so schneiden sich diese Geraden in
einem einzigen Punkt. Welcher ist es?

b) Zeigen Sie, dafl die benachbarten Kantenmittelpunkte M ap, Mpc, Mcp, Mp 4 ein Parallelogramm
bilden und daher in einer Ebene liegen. Fiir welche anderen 4 benachbarten Kantenmittelpunkte gilt
dies ebenso?
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5G5/6 Mathematik (Kg) 4. Dezember 1995
Ubungen (6) — Lésungen

1) Da ABC ein Dreieck ist, sind die drei Punkte nicht kollinear (d. h. sie liegen nicht alle auf einer
Geraden). Dies bedeutet, dafl die Vektoren @ = A—B), & = AC linear unabhéingig sind. Wir wéhlen
als affines Koordinatensystem der Ebene, in der ABC' (und alle gesuchten Punkte) liegen, den Aus-
gangspunkt A und die linear unabhéngigen Richtungsvektoren i, v.

a) Wir untersuchen die Seitenhalbierenden g(A, Mpc) und g(B, Mac). Dazu stellen wir zunéchst
Parameterdarstellungen dafiir auf (mit O = A):

g(A,MBc): HZT-AMBC (TER).
g(B,Mac): AX =AB+s-BMac (sc€R).

Als néchsten Schritt stelle man in diesen Parameterdarstellungen die rechten Seiten als Linearkom-
binationen der zugrundegelegten linear unabhingigen Vektoren u, ¢ dar. Dabei orientiere man sich
an einer kleinen Skizze.

—— 1
g(Aa MBC) . H = TAMBC = T(E—'— 53?)
1 1
:r(6+5(371+14_d)):r(g+§(_g+5))
—Ta+l.5
) 2
o b 1
— it s(—T4 st = (l—s) T+ 2T
=u+s(—u 21)— s)-u 5

Nun kann man den Schnittpunkt bestimmen, indem man wie iiblich die Parameterdarstellungen der
beiden Geraden ‘gleichsetzt’:

/AN /AN .
9(A, Mpc) Ng(B, Mac) : — 4= T=(1—s)-d+

7.
2 2

| »

Da #, v linear unabhéngig sind, kann man in dieser Vektorgleichung nun Koeffizientenvergleich
durchfithren und erhélt das folgende lineare Gleichungssystem fiir r, s:

= s r =
l =1-r :| — |: r =
Dies bedeutet, daf} sich die beiden Seitenhalbierenden in einem Punkt S schneiden, und dafl dieser
beide Seitenhalbierende im Verhéltnis % : % = 2 : 1 teilt. Der groflere Abschnitt liegt dabei auf Seiten
der jeweiligen Ecke.
b) Da die Uberlegungen von a) fiir jedes beliebige Dreieck und je zwei ebenfalls beliebige Seitenhal-
bierende darin gelten, mufl auch die dritte Seitenhalbierende die anderen im genannten Verhéltnis
teilen, also in demselben Punkt S schneiden: Alle drei Seitenhalbierenden schneiden sich in einem
Punkt.
¢) Den Schnittpunkt S erhélt man, indem man einen der gefundenen Parameterwerte in die zugehori-
ge Parameterdarstellung einsetzt:

ﬁ:Q/_g.aerTg-U:%(EJr@)-

Wi »

=1-s

s 3

N3 N3

2
<:>[ ]<:>r:s:§.

N|®

2

Dies formt man wie folgt zum gewiinschten Ergebnis um:
1
AS = g(ﬂa’ + AC)

= OA+ A8 =0A+ 3 (AB + AC) = (3. OA+ AB + A0)
<:>O?=%(O_A+O_A+E+O_A+E):%(O_A+O_B’+OT*).
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2) Sei ABCD das Parallelogramm. Das bedeutet, daf} die vier Punkte nicht auf einer Geraden liegen
und AB = DC und AD = BC ist. Wir wihlen als affines Koordinatensystem den Punkt A und
die Vektoren @ = E, # = AD. Diese Vektoren sind linear unabhéingig, denn andernfalls ligen die
Punkte A, B, D auf einer Geraden. Wegen DC = AB lage dann auch C auf dieser Geraden, im
Widerspruch zur Voraussetzung.

Wir stellen zunéchst Parameterdarstellungen fiir die beiden Diagonalen auf:

g(A,C):  AX =r.AC (reR),
g(B,D) : AX =AB+s-BD (seR).

Wir stellen die rechten Seiten als Linearkombinationen von w, ¥ dar:

g(A,C):  AX=r - AC=r-(AB+BC)=r-d+r 7,
g(B,D): AX =AB+s-BD=1i+s-(BA+ AD)
=ti+s-(—i+0)=(1—-5)-U+s-0.
Zur Berechnung des Schnittpunkts beider Diagonalen 16sen wir die durch Vergleich beider Para-

meterdarstellungen entstehende Vektorgleichung mittels Koeffizientenvergleich (#, ¥ sind linear un-
abhéngig!):

red+r-v=(1-3s)-d+s 7 << [: - 128]
P L A DU B U
r = 1—-r 2r = 1 RS

Dies bedeutet, daf sich beide Diagonalen schneiden, und zwar im (gemeinsamen) Mittelpunkt beider
Diagonalen.

3) Die Gleichung DC = k- AB zeigt zunéchst an, daf§ das Paar paralleler Seiten durch die Vektoren
AB und DC gegeben ist. k gibt dabei das Langenverhéltnis von DC zu AB an.
a) Wir wihlen als affines Koordinatensystem den Punkt A mit den linear unabhéingigen Richtungs-
vektoren @ = AB und 7 = AD. Als Parameterdarstellungen der beiden Diagonalen erhalten wir

g(A4,C):  AX =r.AC (reR),
g(B,D) : AX =AB+s5-BD (s€R).

Wir stellen die rechten Seiten als Linearkombinationen von w, ¥ dar:

g(A,C): H:r-@:r{ﬁ—l—ﬁ)
=r(4+k-@)=kr-d+r- 0,
g(B,D): AX =AB+s-BD =1ii+s-(BA+ AD)
=ti+s-(—u+v)=(1—-5)-u+s-0.
Zur Berechnung des Schnittpunkts beider Diagonalen 16sen wir die durch Vergleich beider Para-

meterdarstellungen entstehende Vektorgleichung mittels Koeffizientenvergleich (#, ¥ sind linear un-
abhéngig!):

kr-d4+r-v=»1-5)-ti+s U < [k;r - 128]
[kzr = 1—7‘] [(kz—l—l)r = 1] 1
— < — r=_—g=——
r o = S r = s E+1

Die Diagonalen schneiden sich also in einem Punkt, der beide Diagonalen in demselben Verhéltnis
teilt, ndmlich im Verhé&ltnis %ﬂ : kL-H = 1: k. Dies ist dasselbe Verhiltnis wie das der parallelen
Trapezseiten zueinander!

e In einem Trapez teilt der Diagonalenschnittpunkt die Diagonalen in dem Verhdlinis, in dem

auch die angrenzenden parallelen Seiten zueinander stehen.
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b) Im Spezialfall k = 1 ist das Trapez ein Parallelogramm und die Diagonalen teilen sich im Verhéltnis
1:k=1:1,d. h. sie halbieren sich.

4) Die vier Punkte ABCD bilden ein Tetraeder, d. h. sie liegen nicht in einer Ebene. Also sind die
Vektoren @ = AB ,U = AC , W = AD linear unabhéngig. Wir wéhlen als affines Koordinatensystem
fiir diese (rdumliche) Problemstellung den Punkt A mit diesen drei Vektoren.

a) Es bezeichne allgemein Saipc den Schwerpunkt eines Dreiecks ABC. Dann kénnen wir nun
zunéchst die Parameterdarstellungen zweier Schwerelinien des Tetraeders aufstellen:

9(A, Spep) - AX =r- ASpop (re R),
g(B,SACD): H A—B)—I—s BSACD (SER)

Um nun die rechten Seiten als Linearkombinationen der drei Vektoren u, ¢/, w darzustellen, miissen
wir die Richtungsvektoren der Geraden ASpcp und BSacp so darstellen. Wir benutzen dazu das
Ergebnis aus Aufgabe 1). Dieses beschreibt den Verbindungsvektor von einem beliebigen Punkt (dort
O genannt) zum Schwerpunkt eines beliebigen Dreiecks (dort ABC) als arithmetisches Mittel der
Verbindungsvektoren von demselben Punkt zu den drei Eckpunkten. Angewendet auf ASpcp ergibt
sich (A als Ausgangspunkt, BC'D als Dreieck):

—_—

ASpcp = = - (AB+ AC + AD),

1
3
und entsprechend

BSACDZ%-(Q+W+W).

Nun konnen wir die Parameterdarstellungen mittels der Vektoren des affinen Koordinatensystems

ausdriicken:
SN 1

Q(A;SBCD): HZT-ASBCDZ g (E+@+@)
(4 TAT) = =G =Tt
TyTrTw =g A

g(B;SACD): HZE—FS BSacp=uU+s- (Bj—i—B?—l—BT)
:a+§.(m+<m+m+ (B4 + AD))
=G+§-(—3U+U+1ﬂ):(1—s) u+§ +§-w.

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir unmittelbar r» = s und

U 1 2o

3= s = 7"(:)3-7“— <:>r—4.
Aus r =s = % entnehmen wir, dafl sich die beiden Schwerelinien in einem Punkt schneiden, und
daBl dieser beide Schwerelinien in demselben Verhéltnis % : i = 3 : 1 teilt. Dabei liegt der ldngere
Abschnitt auf Seiten der Ecke des Tetraeders.

b) Da das Ergebnis von a) unabhéngig vom Tetraeder und den Schwerelinien immer dasselbe ist,
miissen auch die anderen Schwerelinien die erste in dem genannten Verhéltnis teilen, also in demselben
Punkt S schneiden.

c) GemiB a) gilt fiir den Schwerpunkt S des Tetraeders

AS = 3/4 (@ +6+w)=i(ﬁ+ﬁ+ﬁ).

Wie in Aufgabe 1) kann man dies dquivalent umformen (man addiere auf beiden Seiten den Vektor

OA) zu
O?:i-(O_AJrO_B’JrOTUrO_D’).

o Der Verbindungsvektor von einem beliebigen Punkt O zum Schwerpunkt eines Tetraeders ist
das arithmetische Mittel der Verbindungsvektoren von diesem Punkt zu den 4 Eckpunkten des
Tetraeders.
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5) Wir wihlen als affines Koordinatensystem wieder den Punkt A sowie die drei linear unabhiingigen
Vektoren 4 = E, U= E, W= AD.
a) Wir berechnen den Schnittpunkt zweier dieser Verbindungslinien einander gegeniiberliegender
Kantenmittelpunkte.

g(MAB,MCD): HZAMAB +7r-MspMcp (TER),
g(Mac,Mpp) : AX = AMac +s- MacMpp (s € R).

Wir berechnen zunéchst die beiden Verbindungsvektoren der Mittelpunkte als Linearkombinationen
von w, v, w. Wir benutzen dabei die Formel zur Berechnung von Mittelpunkten

%(o—fuo—B’),

die fiir beliebige Punkte O, A, B gilt. (Siche Ubungen (2), Aufgabe 1. Beachten Sie die Analogie mit
der Berechnungsformel fiir die Schwerpunkte von Dreieck und Tetraeder! Der Mittelpunkt zwischen
zwel Punkten ist im Grunde nichts anderes als der Schwerpunkt der Verbindungsstrecke.)

OMap =

1 1 1 1 1
MABMCDZMABA+AMCD=—51@4-5(@4-@):—5@4-564-5@.
1 1 1 1 1
MAcMBDZMA0A+AMBD=—§1W+§(E+E)Z§U—§U+§U_f.
Damit lauten die Parameterdarstellungen der beiden Verbindungsgeraden
g(Map,Mcp): AX = AMag +r- MagMcp
L (14+14+1 5
=g utr g Utg vt5-w
1—r _,+7“ _,_'_7“ s
= .u —_ . —_ .
2 2 VT
g(MacMpp): AX = AMac + s - MacMpp
1 (1 R 9
=5 Uts (5 u-5-V+5-@
_f “_‘_1_5 “_|_§ I
T YT Ty YTy
Wir berechnen nun den Schnittpunkt dieser beiden Geraden:
1—r r _,+z L8 _,_'_1—5 _,_'_f R
I R T T N R R
1—-r = S |:1—7" _ :| 1
= r = 1l—-s5| < = r=s=—
- _ s T = s 2

Da diese Werte unabhéngig vom Tetraeder und den gewihlten gegeniiberliegenden Kantenmittel-
punkten ist, folgt wieder, dal auch die dritte Verbindungsgerade durch denselben Schnittpunkt S
verlaufen muB. Fiir den Schnittpunkt erhélt man aus r = 1/2:

1/2 1/2 1/2 1
AS = %-m%-m%-w: Z(E’+E+E’).
Der Vergleich mit der vorangehenden Aufgabe zeigt, daf3 S der Schwerpunkt des Tetraeders ist.
b) Es ist

1 1 1
MABMBC = MABB"_BMBC = 51@4— 53?: 5@

Genauso berechnet man MpaMcp = MapMpc = %m und stellt die Ubereinstimmung fest:
MapMpcMcopMp 4 ist ein Parallelogramm. Dabei sind die Mittelpunkte der Reihe nach entspre-
chend der Reihenfolge ABC D gebildet. Die bisherigen Uberlegungen gelten fiir jede Reihenfolge der
4 Punkte: ABDC, ACBD. (Es gibt noch drei weitere Anordnungen der 4 Punkte ACDB, ADBC
und ADCB, die aber zu keinem neuen Parallelogramm fiihren.)

Die in a) betrachteten Verbindungsgeraden gegeniiberliegender Kantenmitten sind gerade die Diago-
nalen dieser Parallelogramme, die sich bekanntlich gegenseitig halbieren (daher in a) r = s = 1/2).
Nach a) ist der Tetraederschwerpunkt der Diagonalenschnittpunkte aller drei Parallelogramme.
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)

Ubungen (6)

Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC', d. h. drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

a) Bestimmen Sie allgemein den Schnittpunkt zweier Seitenhalbierender.

[Ergebnis: Der Schnittpunkt teilt die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2 : 1, wobei die lingere Seite
beim Eckpunkt liegt.]

b) Folgern Sie, dafi sich in einem beliebigen Dreieck alle drei Seitenhalbierenden in demselben Punkt
schneiden. Dies ist der sog. Schwerpunkt S des Dreiecks.

c) Zeigen Sie, daB fiir den Schwerpunkt S (und jeden beliebigen Punkt O) die folgende Berechnungs-
formel gilt

O?:%(O_AJrO_B’JrOT“).

Ein Parallelogramm ist ein Viereck mit zwei Paaren paralleler D

¢
Seiten. Zeigen Sie:
a) In einem Parallelogramm ABCD (mit der iiblichen Be-
zeichnung der Eckpunkte entgegen dem Uhrzeiger, siehe Skiz- v
U B

ze) gilt AB = DC und AD = BC. [Geometrisch bedeutet

dies, dafl die einander gegeniiberliegenden Seiten nicht nur

parallel, sondern auch gleich lang sein miissen.] A

b) Bereits aus der Giiltigkeit einer Vektorgleichung AB = DC folgt, daf} die 4 Punkte ABCD ein
Parallelogramm bilden.

¢) In einem Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen gegenseitig.

Ein Trapez ist ein ebenes Viereck mit einem Paar paralleler
Seiten. Sei ABCD ein solches Trapez, wobei DC = k- AB
sei. (Welche geometrische Bedeutung hat k?)

a) In welchem Verhéltnis teilt der Diagonalenschnittpunkt die
beiden Diagonalen?

b) Uberpriifen Sie Thr Ergebnis am Spezialfall k& = 1. (Was
bedeutet dieser geometrisch?)

Gegeben sei ein beliebiges Tetraeder ABCD, d. h. 4 Punkte, die

D k-w ¢
v/ \
A (U B
nicht in einer Ebene liegen (siehe Skizze). Unter einer Schwerelinie D
eines Tetraeders versteht man eine Gerade durch eine Ecke und den
Schwerpunkt des gegeniiberliegenden Dreiecks.
a) Bestimmen Sie allgemein den Schnittpunkt zweier Schwerelinien.
[Ergebnis: Der Schnittpunkt zweier Schwerelinien teilt diese im
Verhéltnis 3 : 1.]
b) Folgern Sie, dafl sich alle vier Schwerelinien in einem einzigen
Punkt schneiden, dem sog. Schwerpunkt S des Tetraeders. C
A
B

¢) Zeigen Sie, daf} fiir diesen Schwerpunkt S (und jeden beliebigen
Punkt O) gilt:

OT”:%(OTHO_B#OTWO_D’).

Gegeben ist ein beliebiges Tetraeder ABC'D.

a) Verbindet man die Mittelpunkte einander gegeniiberliegender (d. h. sich nicht schneidender) Kan-
ten (also Map mit Mop, Mac mit Mpp und Map mit Mpc), so schneiden sich diese Geraden in
einem einzigen Punkt. Welcher ist es?

b) Zeigen Sie, dafl die benachbarten Kantenmittelpunkte M ap, Mpc, Mcp, Mp 4 ein Parallelogramm
bilden und daher in einer Ebene liegen. Fiir welche anderen 4 benachbarten Kantenmittelpunkte gilt
dies ebenso?
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)
2)

Ubungen (6) — Losungen

Siehe Skript, S. 14f.

Da die Punkte ABCD ein Viereck bilden, liegen keine drei Punkte auf einer Geraden. Also sind die
Vektoren © = AB und v = AD linear unabhéngig.

a) Da ein Parallelogramm vorliegt, sind die Geraden g(A, B) und g(D, C) parallel, ihre Richtungsvek-
toren also Vielfache voneinander: DC = r-AB = ru mit einem 7 € R. Genauso folgt BC = sAD = sv
mit einem s € R. Daraus ergibt sich fiir den Diagonalvektor

Ezv—i—ru:u—ksv.

Da u, v linear unabhéngig sind, kann man an dieser Vektorgleichung Koeffizientenvergleich durchfiih-
ren und erhélt » = 1 (Koeffizienten von u) und 1 = s (Koeffizienten von v). Insgesamt also r = s =1

und mithin DC = u = AB und BC = v = AD.
b) Aus AB = DC folgt natiirlich AB = —CD und daher

AD=AB+BC+CD=AB+BC - AB=DBC .

Damit sind beide Vektorgleichungen erfiillt, insbesondre also die einander gegeniiberliegenden Seiten
parallel. Mithin ist ABCD ein Parallelogramm.

¢) Als affines Koordinatensystem benutzen wir den Punkt A mit den linear unabhéngigen Vektoren
u, v. Wir stellen zunéchst Parameterdarstellungen fiir die beiden Diagonalen auf:

g(A4,C):  AX =r.AC (reR),
g(B, D) : AX =AB+s-BD (s€R).
Wir stellen die rechten Seiten als Linearkombinationen von u, v dar:
g(A,C): AX=r-AC=r-(AB+BC)=r-u+r-v,
g(B,D) : AX=AB+s-BD=u+s-(BA+ AD)
=u+s-(—u+v)=1—-5)-u+s-v.

Zur Berechnung des Schnittpunkts beider Diagonalen 16sen wir die durch Vergleich beider Para-
meterdarstellungen entstehende Vektorgleichung mittels Koeffizientenvergleich (u, v sind linear un-
abhéngig!):

rutr-v=(01-38)-uts-v <= [: - 1;8]
= |I = ° —_ | T ¢ <:>7°—s—l
r = 1—r 2r = 1 T 9

Dies bedeutet, daf sich beide Diagonalen schneiden, und zwar im (gemeinsamen) Mittelpunkt beider
Diagonalen.

Die Gleichung DC = k- AB zeigt zunéchst an, daf§ das Paar paralleler Seiten durch die Vektoren
AB und DC gegeben ist. k gibt dabei das Langenverhéltnis von DC zu AB an.

a) Wir wihlen als affines Koordinatensystem den Punkt A mit den linear unabhéingigen Richtungs-
vektoren u = AB und v = AD. Als Parameterdarstellungen der beiden Diagonalen erhalten wir

g(A4,C):  AX =r.AC (reR),
g(B,D) : AX =AB+s-BD (s€R).
Wir stellen die rechten Seiten als Linearkombinationen von w, v dar:
g(A,C): H:r-@:r{ﬁ—l—ﬁ)
=r(v+k-u)=kr-ut+r- v,

g(B, D) : AX =AB+s-BD =u+s-(BA+ AD)
=u+s-(—u+v)=(1-5)-u+s-v.
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Zur Berechnung des Schnittpunkts beider Diagonalen 16sen wir die durch Vergleich beider Para-
meterdarstellungen entstehende Vektorgleichung mittels Koeffizientenvergleich (u, v sind linear un-
abhéngig!):

kr-ut+r-v=>1-5)-ut+s-v < [k;r - 128]
[kzr = 1—7‘] [(kz—l—l)r = 1] 1
<~ <~ — r=s=-——.
roo= S r = s kE+1

Die Diagonalen schneiden sich also in einem Punkt, der beide Diagonalen in demselben Verhéltnis
teilt, ndmlich im Verhé&ltnis I%H : kL-H = 1: k. Dies ist dasselbe Verhiltnis wie das der parallelen
Trapezseiten zueinander!
e In einem Trapez teilt der Diagonalenschnittpunkt die Diagonalen in dem Verhdlinis, in dem
auch die angrenzenden parallelen Seiten zueinander stehen.
b) Im Spezialfall k = 1 ist das Trapez ein Parallelogramm und die Diagonalen teilen sich im Verhéltnis
1:k=1:1,d. h. sie halbieren sich.

4) Da die vier Punkte ABCD ein Tetraeder bilden, liegen sie nicht in einer Ebene, also sind die Vek-
toren u = AB ,U = AC ,W = AD linear unabhéingig. Wir wihlen als affines Koordinatensystem fiir
diese (rdumliche) Problemstellung den Punkt A mit diesen drei Vektoren.

a) Es bezeichne allgemein Saipc den Schwerpunkt eines Dreiecks ABC. Dann kénnen wir nun
zunéchst die Parameterdarstellungen zweier Schwerelinien des Tetraeders aufstellen:

9(A, Spep) AX =r- ASpop (re R),
g(B,SACD): H=E+S~BSACD (SER)

Um nun die rechten Seiten als Linearkombinationen der drei Vektoren u, v, w darzustellen, miissen
wir die Richtungsvektoren der Geraden ASpcp und BSacp so darstellen. Wir benutzen dazu das
Ergebnis aus Aufgabe 1). Dieses beschreibt den Verbindungsvektor von einem beliebigen Punkt (dort
O genannt) zum Schwerpunkt eines beliebigen Dreiecks (dort ABC) als arithmetisches Mittel der

Verbindungsvektoren von demselben Punkt zu den drei Eckpunkten. Angewendet auf ASpcp ergibt
sich (A als Ausgangspunkt, BC'D als Dreieck):

—_—

ASBcp = -(E+@+E),

1
3
und entsprechend

-5 1

BSacp = § . (Bj—i-B?—l-BT)

Nun konnen wir die Parameterdarstellungen mittels der Vektoren des affinen Koordinatensystems

ausdriicken:
e — 1
9(A, Spep) AX =r-ASgcp =rog (A§+A2f + A4D)
= (utvtw) =zout vt
_3 u v w —3 u 3 v 3 w,
Y 1
9(B, Sacp) : AX:A§+5'BSACD:U+S'§-(BZ+BU—I—323)

=u+§-(ﬂ+(ﬂ+ﬁ)+(37+,ﬁ))

s s s
=u+§-(—3u+v—|—w):(1—s)~u—|—§-v—|—§-w.

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir unmittelbar r» = s und

T—l =1 <:>4 =1 << r=
3= s = r 37“— r=

4

Aus r =s = % entnehmen wir, dafl sich die beiden Schwerelinien in einem Punkt schneiden, und
daBl dieser beide Schwerelinien in demselben Verhéltnis % : 1 =3 :1 teilt. Dabei liegt der lingere

1
Abschnitt auf Seiten der Ecke des Tetraeders.
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b) Da das Ergebnis von a) unabhéngig vom Tetraeder und den Schwerelinien immer dasselbe ist,
miissen auch die anderen Schwerelinien die erste in dem genannten Verhéltnis teilen, also in demselben
Punkt S schneiden.
c) GemiB a) gilt fiir den Schwerpunkt S des Tetraeders
3/4 1
AS = %-(tﬁ—v—i-w): Z(E+E+E)
Wie in Aufgabe 1) kann man dies dquivalent umformen (man addiere auf beiden Seiten den Vektor

OA) zu
O_s‘zi-(O_fHO_B’JrOTUrO_D’).

o Der Verbindungsvektor von einem beliebigen Punkt O zum Schwerpunkt eines Tetraeders ist
das arithmetische Mittel der Verbindungsvektoren von diesem Punkt zu den 4 Eckpunkten des
Tetraeders.

5) Wir wihlen als affines Koordinatensystem wieder den Punkt A sowie die drei linear unabhiingigen
Vektoren u = A—B), v = m, w= AD.
a) Wir berechnen den Schnittpunkt zweier dieser Verbindungslinien einander gegeniiberliegender
Kantenmittelpunkte.

9g(Map, Mcp) : H:AMAB +r-MapMcp (r€ R),
g(Mac,Mpp) : AX = AMac +s- MacMpp (s € R).

Wir berechnen zunéchst die beiden Verbindungsvektoren der Mittelpunkte als Linearkombinationen
von u, v, w. Wir benutzen dabei die Formel zur Berechnung von Mittelpunkten

OMap = %(074-0—3)),

die fiir beliebige Punkte O, A, B gilt. (Siche Ubungen (2), Aufgabe 1. Beachten Sie die Analogie mit
der Berechnungsformel fiir die Schwerpunkte von Dreieck und Tetraeder! Der Mittelpunkt zwischen
zwel Punkten ist im Grunde nichts anderes als der Schwerpunkt der Verbindungsstrecke.)

1 1 1 1 1
MuypMep = MABA+AMCD = —51@4- 5(@4—@) = —§u+ §’U+ 511}
1 1 1 1 1
MuycMpp = MAcA—l-AMBD = —51@4- 5(1@4-@) = 5“— §’U+ 511}
Damit lauten die Parameterdarstellungen der beiden Verbindungsgeraden
g(Map, Mcp):  AX = AMag +r- MapMcp
SR SUNIE SN SR S
=g utr g Utz vtgw
I T T
T g UTagrtTaorw
g(MacMpp): AX = AMac + s - MacMpp
Lk LPNE B
=5 vts(Ggru—gvtgw
8 n 1—5 n S
T Uty
Wir berechnen nun den Schnittpunkt dieser beiden Geraden:
1—r n r n r s n 1-s5 n S
g utgvtgw=gu 5 vtgw
1—r = S
[1 —r = r] 1
<= r = 1—-s5| < = r=s§= -
- _ s r = S 2

Da diese Werte unabhéngig vom Tetraeder und den gewihlten gegeniiberliegenden Kantenmittel-
punkten ist, folgt wieder, dal auch die dritte Verbindungsgerade durch denselben Schnittpunkt S
verlaufen muB. Fiir den Schnittpunkt erhélt man aus r = 1/2:

1/2 1/2 1/2 1
ag =12 M2 12— LB a4 D).
Der Vergleich mit der vorangehenden Aufgabe zeigt, dafl S der Schwerpunkt des Tetraeders ist.
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b) Es ist

1 1 1
MABMBC = MABB+BMBC = 51@4— §B?: 5@

Genauso berechnet man MpaMcp = MapMpc = %m und stellt die Ubereinstimmung fest:
MapMpcMceopMp 4 ist ein Parallelogramm. Dabei sind die Mittelpunkte der Reihe nach entspre-
chend der Reihenfolge ABC'D gebildet. Die bisherigen Uberlegungen gelten fiir jede Reihenfolge der
4 Punkte: ABDC, ACBD. (Es gibt noch drei weitere Anordnungen der 4 Punkte ACDB, ADBC
und ADCB, die aber zu keinem neuen Parallelogramm fiihren.)

Die in a) betrachteten Verbindungsgeraden gegeniiberliegender Kantenmitten sind gerade die Diago-
nalen dieser Parallelogramme, die sich bekanntlich gegenseitig halbieren (daher in a) r = s = 1/2).
Nach a) ist der Tetraederschwerpunkt der Diagonalenschnittpunkt aller drei Parallelogramme.

D
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6G3/4 Mathematik (Kg) 2. Februar 1999

1)

Ubungen (6)

Zeigen Sie fiir ein beliebiges Parallelogramm die Giiltigkeit der folgenden
Parallelogrammerelation:

Die Summe der Lingenquadrate beider Diagonalen ist gleich der Summe der Ldin-
genquadrate der vier Seiten.

Mit den Bezeichnungen der nebenstehenden Skiz-
ze bedeutet dies:

(dI? + |e1? = 2fidf® + 2/

Gegeben sind 5 Punkte A = (3 | =4 | —1), B = (5 |
013,C=01]2]|-1),D= (7| —-2]| —5) und
E=(0]|5]—-4).

a) Zeigen Sie, dal ABCD die Ecken eines Rechtecks
sind. Wie lang sind die Seiten?

b) Zeigen Sie, dafl die 5 Punkte ABC DE eine senkrechte
quadratische Pyramide bilden. Dies bedeutet: Die Spitze
E liegt orthogonal iiber dem Mittelpunkt der quadrati-
schen Grundfliche ABC D (siehe Skizze).

c) Wie hoch ist die Pyramide?

Gegeben ist das Dreieck mit den Ecken A = (2 | 3), B=(6]7), C = (7| 11).
Fertigen Sie parallel zur Losung der folgenden Aufgabe eine genaue Skizze an und
iiberpriifen Sie Ihre Ergebnisse daran.

a) Bestimmen Sie fiir alle drei Hohen die Hohenfufipunkte und die Lingen der
Hohen.

b) Stellen Sie fest, welche Hohenfupunkte auf der jeweiligen Dreiecksseite zwischen
den Ecken liegen, und welche aufSerhalb.

Aus der Physik iibernehmen wir: Ein Korper (mit ebenen Begrenzungsfléichen)
steht stabil auf einer seiner Begrenzungsflichen, wenn das Lot vom Schwerpunkt
des Korpers auf die Bodenebene seinen Fulpunkt im Innern der Auflageflache hat.
a) Wir wollen zunéchst ein 2-dimensionales Beispiel betrachten. Dieses ist realitéts-
ferner, dafiir aber einfacher! Wir gehen aus von dem in der vorigen Aufgabe gege-
benen Dreieck. (Ergédnzen Sie Ihre bisherige Skizze!) Stellen Sie fest, auf welcher
seiner Seiten das Dreieck stabil stehen kann.

b) Nun ein reales dreidimensionales Beispiel: Wir betrachten ein Tetraeder mit den
Ecken A=0|1]-2),B=(5|5]6),C=@3|1|-2und D=(0]5]-2).
Stellen Sie fest, auf welchen seiner vier Seiten das Tetraeder stabil stehen kann.
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Ubungen (6) — Lésungen

-

1) d=u+ U, &€= 17—, also

= U+ 2U
= 2d)* + 2|9
2
2) a) Wegen DC = | 4 | = AB ist ABCD ein Parallelogramm. Wegen
4

E:(Z) , ﬁ:( 3) ,also AB+ AD =8+8—16=0
4 —4

sind die Kantenvektoren dieses Parallelogramms orthogonal; es liegt also ein Recht-
eck vor. Wegen

AB|=vV4+16+16=6, |[AD| =16+ 4 +16 =6

haben die Rechtecksseiten die gleiche Lange 6; es liegt sogar ein Quadrat vor.
b) Wir zeigen zunéchst, dal E nicht zu der Ebene gehort, in der ABC'D liegen.
Dazu iiberpriifen wir, dafl die Vektoren

2 4 -3
ﬁ:@:(zL),U:ﬁ:( 2) undzﬁzﬁz( 9)
4 —4 -3

linear unabhéngig sind, etwa indem wir den Rang der Matrix mit den Spaltenvek-
toren u, v, W bestimmen:

2 4-3 2 4 -3 2 4 =3
4 2 9]« 0 —615 < | 0-6 15
4 -4 -3 0-12 3 0 0-27

Da der Rang 3 ist, sind die drei Spaltenvektoren linear unabhéngig und die Punkte
ABCEFE liegen nicht in einer Ebene.

Da die Grundflache nach dem in a) Bewiesenen ein Quadrat ist, bleibt nur noch zu
zeigen, dafl der Verbindungsvektor vom Mittelpunkt M des Quadrates zur Spitze E
orthogonal ist zur Bodenebene. Wir berechnen M als Mittelpunkt zwischen AC' und
erhalten M = (6 | —1 | —1). Da 4,7 zwei linear unabhéngige Richtungsvektoren
der Bodenebene sind, geniigt es zu zeigen, dafl ME orthogonal zu 4 und U ist:

—6 2 4
ME = 6|, u=14],v= 2
-3 4 —4
— ME+ii=—-12+24—12=0, ME « 5= —-24+12+12=0.
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—6
c¢) Die Hohe der Pyramide ist die Lénge des Vektors M E = ( 6 ),

-3
also gleich /36 + 36 +9 = 9.
3) Hohe durch C': Die C' gegeniiberliegende Dreiecksseite ist die Gerade g(A, B) durch
A, B; sie hat die Parameterdarstellung

X €g(A,B) — OX =OA+1AB = (g) +r(i) .

Der gesuchte Hohenfulpunkt H ist durch zwei Bedingungen gekennzeichnet:
1. H liegt auf der Dreiecksseite g(A, B):

(ﬁ:(g)w(j) (r€R).

2. Der Verbindungsvektor CH ist orthogonal zu der Geraden g(A, B), d. h. ortho-
gonal zum Richtungsvektor AB:

0=CH -+ A4B.
Diese zweite Bedingung stellt eine lineare Gleichung fiir die eine Unbekannte r dar:
_ (2 4\ ( 7\ _ ([ —-5+4r _ (4
= (3) e (3) - () = (500) 2= (4)
13
— 0=CHe+AB = 20+ 16r — 32 + 16r <= 32r =52 < r = 5

Damit erhélt man den Hohenfulpunkt durch

OF 13 (4 17/2 17 19
O — 2 - . — H — (_ B
(3)+ 3 (4) (19/2)’ (5 13)
Da der Parameterwert r fiir den Hohenfulpunkt H grdfer als 1 ist, liegt H nicht

zwischen A und B, sondern aufferhalb der Strecke AB, und zwar auf der Seite
von B. Die Lénge ho der Hohe durch C ist die Lénge des Verbindungsvektors

CH = ( 3/2>,also

~3/2
9 9 9 3

— H: — —:\/j:—%212

ho = |CH| Vata 2 V2 7

Hohe durch B: AC = (g), OH = (g) +r (g) Der gesuchte Hohenfufipunkt

H ist nun gekennzeichnet durch
BH L AC «— [(:j) +r(g)} 1 (g)

—4 5 5 5) _

= (2) () (3)- ()=
52
= 0=-20-32+7(25+64) = 52 +80r = r= ..
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Da der Parameterwert zwischen 0 und 1 liegt, liegt der HohenfuBpunkt auf der
Dreiecksseite zwischen A und C. Explizit ergibt sich

52 [ § 1 /438 438 | 683
OH=(2)+2 = H= (| =2)~(4,92]7,67).
(3)+89(8) 89(683 = (55 | 5g) > (4,92]7.67)
Die Lénge hp der Hohe ist
—96/89 12816 144 12
|BH| = / :\/ :\/ — ~1,27.
60/89 892 89 /]9
Die Ergebnisse fiir die Hohe durch A und Skizze:
_ (1 7_ (6 1
o= (1) 5= (2) ().
(4 1 1 __20
= (1) (1)1 (1) = o=,

82 39
— H=(—|—=)=~(4,82]2,29
TH — ( 48)
2448 12 :
_— = —~2 91. 1 '
ha=\1p 17 ’ e

Da der Parameterwert r negativ ist, liegt der Hohenfufpunkt nicht zwischen B und
C, sondern auflerhalb, und zwar auf der Seite von B.

4) a) Wir berechnen den Schwerpunkt S = (5 | 7) und dann die Fupunkte der Lote
von S auf die Dreiecksseiten.
Lot auf g(A, B): Der LotfuBpunkt H soll auf der Geraden g(A, B) liegen, also AH =

rAB mit einer (gesuchten) Zahl r € R. Da H der LotfuBpunkt von S aus ist, mufl
SH zu AB orthogonal sein:

0=SH « 4B = (SA+ AH) « 4B = [( 4)+r(3)}.(3)

7
— 0=-124+16r — 164+ 167 < r = 3
Da der Parameterwert r zwischen 0 und 1 liegt, liegt der Lotfulpunkt zwischen A

und B: Das Dreieck kann auf dieser Dreiecksseite stabil stehen.
Lot auf g(B,C): BH = +rBC und

ozﬁ-mz[(é)jw(l)}-(l) 16 e r =

4 4 17
Da der Parameterwert negativ ist, liegt der Lotfuflpunkt nicht zwischen den Eck-
punkten (wenn auch sehr dicht bei der Ecke B); auf der Dreiecksseite BC' kann das
Dreieck nicht stabil stehen. Es kippt zu der Seite, bei der B liegt, (und bleibt dann
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auf der Dreiecksseite durch A, B stabil liegen).
Lot auf g(A,C): AH = rAC und

_ (-3 5 } 5)_ N _ 4
0—[(_4)+r(8) (8)_ 15+ 257 — 32+ 64r > 1= .

Wieder liegt der Lotfulpunkt des Schwerpunktes zwischen den Eckpunkten und
wieder ist das Dreieck auf dieser Seite standfest.

[In diesem letzten Fall braucht man nichts zu rechnen, wenn man die anschaulich
einsichtige Tatsache beweist: Liegt der HohenfuBpunkt zwischen den Ecken, so gilt
dies erst recht fiir den Fulpunkt des Schwerpunktlotes. Wenn man dies zu bewei-
sen versucht, findet man eine allgemeingiiltige Beziehung zwischen Hohenfu3punkt,
FuBBpunkt der Schwerpunktlotes und Seitenmittelpunkt: Der Lotfulpunkt liegt zwi-
schen HohenfuSpunkt und Seitenmittelpunkt und teilt diese Strecke im Verhéltnis
2:1. Fiir die Parameterwerte ry des Hohenfufpunktes, r;, des LotfufSpunktes und
Ty = % des Mittelpunktes bedeutet dies:

r,=r +2( ) +2 L2 L +1 1( +1)
= —\7T —Tr =T — - = — =T = — - = — .
L H 3 M H H 3 3H 37”H 3 37“H

Vergleichen Sie diese Formel mit den Ergebnissen fiir 7y aus Aufgabe 3) und fir
rr, in Aufgabe 4) a). |
b) Wir berechnen den Schwerpunkt S des Tetraeders geméf3 08 = %(Oj +OB +

oC + (ﬁ) und erhalten S = (2 | 3 | 0) und bestimmen dann die Lotfuflpunkte von
S aus auf die vier Begrenzungsflachen des Tetraeders.
Seitenfliche ABC': Der Lotfuflpunkt heifle H; er gehtrt zur Ebene durch ABC, also

)
SH=SA+rAB +sAC = | —2 +r<i>+s<g>.
92 8 0

Da SH zur Ebene durch ABC orthogonal sein soll, muf} gelten
0=SH+AB und 0=3SH+AC.

Dies ergibt zwei lineare Gleichungen fiir die beiden unbekannten Parameterwerte
T, S

0=SAeAB+r-AB*AB+s-AC » AB = —34 + 105r + 15s
0=SAeAC +r - AB*AC+5-AC « AC = —6+ 151 + 9s..

Die (eindeutige) Losung ist 7 = 3/10, s = 1/6. Beide Parameterwerte liegen zwi-
schen 0 und 1, daher liegt der zugehorige Punkt H innerhalb des Parallelogramms,
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das von den Vektoren @ = AB und # = AC bestimmt wird (siche Skizze).

r+s=1
Die Frage der Aufgabenstellung ist aber, ob H innerhalb des Dreiecks ABC' liegt.
Dazu muf zusétzlich gelten: r+s < 1. (Begriindung: Auf der Geraden durch B und
C liegen die Punkte X, fiir die die Parameterwerte zusammen genau 1 ergeben; die
Punkte mit  + s < 1 liegen ganz auf einer Seite der Geraden g(B, ('), und zwar
bei A.) Insgesamt:

H liegt @m Dreieck ABC <= r,s>0undr+s<1.

Fiir die oben gefundenen Werte » = 3/10 und s = 1/6 sind beide Bedingungen
erfiillt: Der Lotfulpunkt H liegt ¢m Dreieck ABC'; das Tetraeder kann auf dieser
Seite stabil stehen.

Seitenfliche ABD: Es gilt fiir den Lotfulpunkt H auf dieser Seite:

)
SH =SA+rAB +sAD = | —2 +r<i>+s<2>.
92 8 0

und die Gleichungen fiir r, s lauten:

0=SAeAB+r-AB+AB+s-AD +« AB = —34 + 1051 + 165
0=SA+«AD +r-AB+AD+s-AD + AD = —8 + 161 + 16s .

Die (eindeutige) Losung ist r = 26/89, s = 37/178. Es gilt fiir diese Werte r,s >
0 und r + s < 1, also liegt wieder der Lotfulpunkt H in dem entsprechenden
Seitendreieck ABD: Auch auf dieser Seite kann das Tetraeder stehen.

Seitenfliche AC'D: Es gilt fiir den LotfuBBpunkt H auf dieser Seite:

—2
ﬁ:m—i—rm—l—sﬁ: —2 —i—r(g)—i—s(g).
—2 0 0

und die Gleichungen fiir r, s lauten:

02@0@—#%@0@—{—3«@0@2—6—%%
Ozm-ﬁ—l—r‘@-ﬁ—l—&ﬁ-ﬁ:—8+16s.

6G3/4 Mathematik (Kg) 6 Ubungen (6) — Losungen



Die (eindeutige) Losung ist » = 2/3, s = 1/2. Es gilt fiir diese Werte zwar wieder
r,s > 0, aber nun ist r + s > 1, also liegt der Lotfulpunkt H auflerhalb des
entsprechenden Seitendreiecks AC'D: Auf dieser Seite kann das Tetraeder nicht
stabil stehen.

Seitenfliche BC'D: Es gilt fiir den Lotfulpunkt H auf dieser Seite:

-9 _
ﬁqu—l?)—l—rmﬁ—sﬁ:(g)—kr —4 +s< (5)>
6 -8 -8

und die Gleichungen fiir r, s lauten:

0=SB+«BC+r-BC+BC+s-BDs+BC =—62+ 84r + T4s
0=SBeBD+r-BC+BD+s-BDe+BD = —63+ 74r + 89s.

Die (eindeutige) Losung ist 7 = 107/250, s = 44/125. Wegen r, s > 0 und r+s < 1,
liegt der LotfuBpunkt H wieder in dem entsprechenden Seitendreieck BC' D: Auch
auf dieser Seite kann das Tetraeder stehen.

6G3/4 Mathematik (Kg) 7 Ubungen (6) — Losungen



5G5/6 Mathematik (Kg) 15. Januar 1996
Ubungen (7)

1) Gegeben sind 5 Punkte A = 3 | =4 | =1), B = (56| 0 | 3),
C=091]2|-1),D=(7|-2]-5)und E=(0]5]| —4).
a) Zeigen Sie, dal ABCD die Ecken eines Rechtecks sind. Wie lang
sind die Seiten?
b) Zeigen Sie, daf die 5 Punkte ABCDE eine senkrechte quadrati-
sche Pyramide bilden. Dies bedeutet: Die Spitze E liegt orthogonal
iiber dem Mittelpunkt der quadratischen Grundfliche ABC D (siehe
Skizze).
¢) Wie hoch ist die Pyramide?

2) Zeigen Sie fiir ein beliebiges Parallelogramm die Giiltigkeit der fol-

genden

Parallelogrammerelation:

Die Summe der Ldngenquadrate beider Diagonalen ist gleich der 0/

Summe der Ldingenquadrate der vier Seiten. d e

Mit den Bezeichnungen der nebenstehenden Skizze bedeutet dies: _ ™
u

jd? + let® = 2al” + 2o .

3) Gegeben ist das Dreieck mit den Ecken A =(2|3), B=(6|7), C = (7| 11). Fertigen Sie parallel
zur Losung der folgenden Aufgabe eine genaue Skizze an und iiberpriifen Sie Thre Ergebnisse daran.
a) Bestimmen Sie fiir alle drei Hohen die HshenfuBpunkte und die Lingen der Hohen.
b) Stellen Sie fest, welche HohenfuB3punkte auf der jeweiligen Dreiecksseite zwischen den Ecken liegen,
und welche auflerhalb.
¢) Zeigen Sie in diesem konkreten Fall, daf} sich alle Hohen in demselben Punkt schneiden. Bestimmen
Sie diesen.

4) Es sei ABC ein Dreieck und @ = E, ¥ = AC. Es bezeichne H den Schnittpunkt der Hohe durch B
mit der Hohe durch C (Skizze).
a) Begriinden Sie der Reihe nach:

BH 1o, AH =i+ DBH, AH + 7=
CH 1w, AH=5+CH, AH i =
AH « (G—1) =0.

b) Folgern Sie: H liegt auf der Héhe durch A; die drei Hohen schneiden sich in einem Punkt.

St

.
)
.

ST ]

S

)

5G5/6 Mathematik (Kg) 1 15. Januar 1996



5G5/6 Mathematik (Kg) 15. Januar 1996
Ubungen (7) — Losungen

2
1) a) Wegen DC' = (4) = AB ist ABCD ein Parallelogramm. Wegen
4

E:(Z), E:( 3) also AB « AD =848 —16 =0
4 —4

sind die Kantenvektoren dieses Parallelogramms orthogonal; es liegt also ein Rechteck vor. Wegen
|AB| = V4 +16+16=6, |AD| =16 +4+ 16 =6

haben die Rechtecksseiten die gleiche Liange 6; es liegt sogar ein Quadrat vor.
b) Wir zeigen zunéchst, dafl E nicht zu der Ebene gehort, in der ABCD liegen. Dazu iiberpriifen
wir, daf} die Vektoren

2 4 -3
a:ﬂ%’:@),a:@:( 2) undu'f:A—E)=< 9)
4 —4 -3

linear unabhéngig sind, etwa indem wir den Rang der Matrix mit den Spaltenvektoren u, v, w be-

stimmen:

2 4 -3 2 4 -3 2 4 -3

(4 2 9><—> 0 -6 15 |« | 0-6 15

4 —4 -3 0-12 3 0 0-—27
Da der Rang 3 ist, sind die drei Spaltenvektoren linear unabhéngig und die Punkte ABCE liegen
nicht in einer Ebene.
Da die Grundfléiche nach dem in a) Bewiesenen ein Quadrat ist, bleibt nur noch zu zeigen, dafi der
Verbindungsvektor vom Mittelpunkt M des Quadrates zur Spitze E orthogonal ist zur Bodenebene.
Wir berechnen M als Mittelpunkt zwischen AC und erhalten M = (6 | =1 | —1). Da @, ¥ zwei linear
unabhéngige Richtungsvektoren der Bodenebene sind, geniigt es zu zeigen, dafl ME orthogonal zu

o und U ist:
—6 2 4
-3 4 —4

2M§-G:—12—|—24—12:0, Uv=-244+12+12=0.

ME L]
—6
¢) Die Hohe der Pyramide ist die Linge des Vektors ME = 6 |, also v/36+4+36+9=09.

-3
2) d=1d+7,&=7—1, also

" 1 = @+ 0) - i+ 0) + () - (5 )
)

<y
S
L]
<y
_l_
<y
L]
<y

=UeUF2UeVT+TeU + U
=21a)* + 29

3) Hohe durch C: Die C gegeniiberliegende Dreiecksseite ist die Gerade g(A, B) durch A, B; sie hat die
Parameterdarstellung

= OX = OA+rAB - (g) +7~(3>.

Der gesuchte Hohenfufipunkt H ist durch zwei Bedingungen gekennzeichnet:
1. H liegt auf der Dreiecksseite g(A, B):

h=0H= <§>+r<j> (reR).
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2. Der Verbindungsvektor CH ist orthogonal zu der Geraden g(A, B), d. h. orthogonal zum Rich-
tungsvektor u = AB
0=CH+AB.

Diese zweite Bedingung stellt eine lineare Gleichung fiir die eine Unbekannte r dar:
_ (2 4 7\ [ -5+4r _ (4
o= (3)+(1)-(0) - (35) - ()
13
— 0=CH +AB = =20+ 16r — 32+ 16r <= 32r = 52 < r==.

Damit erhilt man den HohenfuBBpunkt durch

- /9\ 13 [4 17/2 17
h = . = H=(—|—).
<3>+8 <4> (19/2 ’ (5| 2)
Da der Parameterwert r fiir den HohenfuSpunkt H grdfler als 1 ist, liegt H nicht zwischen A und
B, sondern auflerhalb der Strecke AB, und zwar auf der Seite von B. Die Linge hc der Hohe durch

~3/2

9 9 9 3
hc=|CTI|:,/Z+Z:\/;:Ez2,12.

Hohe durch B: AC = (g), h=0H = (g) + 7“(2) Der gesuchte Hohenfufpunkt H ist nun

3/2
C ist die Lange des Verbindungsvektors CH = ( / ), also

gekennzeichnet durch

e = [(54) ++(2)]+(3)
<=>(_:3>-(g> () () .

Da der Parameterwert zwischen 0 und 1 liegt, liegt der Hohenfulpunkt auf der Dreiecksseite zwischen
A und C'. Explizit ergibt sich

7 52 (5 438 438 . 683
h = 29 H=(—|—)~(4,92|7,67).
<3>+89<8> 89(683’ (S | 59 ™ (4:92]7.67)

Die Lange hp der Hohe ist
5H —96/89 /12816 144 12
|B | frg / = _— e ——_ 1 1, 27 .
60/89 892 89 V89
Die Ergebnisse fiir die Hohe durch A und Skizze:

- (1).3-(5) (1) g-

20
L<1> = r=-—-——

(o) () = -2
. (fi ‘:’3) (4,82 ] 2, 29) _
— 8 - ( 48) i

12448 /144
— & 2,91.
172 17 9
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Da der Parameterwert r negativ ist, liegt der Hohenfuflpunkt nicht zwischen B und C, sondern
aufSerhalb, und zwar auf der Seite von B.
¢) Wir stellen die Parameterdarstellungen fiir die drei Hohen auf:

, 48/17
A H : _‘:j = 2
g(AJHp): Z=0A+rAH, <3>+r<_12/17>,

_ —96/89
B.Hg): #=0B+rBHp=|9
9(B,Hp): & +rbip (7)”( 60/89)’

A G )

und bestimmen zunéchst den Schnittpunkt der ersten beiden. Die erweiterte Matrix des zugehdrigen
Gleichungssystems und die Gaufl-Umformungen ergeben dann:
4
20

4 48/17  96/89

—>
4 0 —144/89

Das Gleichungssystem hat genau eine Losung (Rang r = 2 = n = m), es gibt also genau einen

Schnittpunkt. Wir erhalten

48/17  96/89
~12/17 —60/89

O
g9 °7 *= 36

und durch Einsetzung dieses Parameterwertes den Schnittpunkt

(6 445(-96/89\ [ 583
@_<7>_¥< 60/89>_<—4/3>'

Wir iiberpriifen nun, ob dieser Punkt S = (58/3 | —4/3) auch auf der dritten Hohe liegt:

58/3 3/2 37/3 3/2
/ = (1) +t / — / =t / .
—4/3 11 -3/2 -37/3 -3/2
Diese Vektorgleichung hat offenbar eine Losung (¢ = 74/9), also liegt S auf allen drei Hohen!
4) a) BH ist ein Richtungsvektor der Hohe durch B und somit orthogonal zu AC = ¥. Es ist AH =
AB + BH = ii+ BH und daher AH + ¢ = (i+ BH) * ¥ =i * 0+ BH * ¥ = @ » ¥ + 0, wegen
BH L @.

Die zweite Reihe von Behauptungen beweist man ganz genauso (C' ersetzt B und @, ¥ tauschen
folglich die Rollen).

SchlieBlich gilt AH e (0—1) = AH « #— AH « i = 0 nach den vorangehenden Behauptungen.

b) Esist ¥ — @ = AC — AB = B?, so dafl nach der letzten Behauptung von a) AH 1 BC ist. Dies
bedeutet aber, dal} H auf der Hohe durch A liegt. Damit liegt H auf allen drei Hohen; H ist der
gemeinsame Schnittpunkt aller drei Hohen.
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1)

Ubungen (8)

Aus der Physik iibernehmen wir: Ein Korper (mit ebenen Begrenzungsfléichen)
steht stabil auf einer seiner Begrenzungsflichen, wenn das Lot vom Schwerpunkt
des Korpers auf die Bodenebene seinen Fulpunkt im Innern der Auflageflache hat.
a) Wir wollen zunéchst ein 2-dimensionales Beispiel betrachten. Dieses ist realitéts-
ferner, dafiir aber einfacher! Wir gehen aus von dem in Ubungen (7), Aufgabe 3
gegebenen Dreieck. (Ergénzen Sie Ihre bisherige Skizze!) Stellen Sie fest, auf wel-
cher seiner Seiten das Dreieck stabil stehen kann.

b) Nun ein reales dreidimensionales Beispiel: Wir betrachten ein Tetraeder mit den
Ecken A=0|1]-2),B=(5|5]6),C=@3|1|-2)und D=(0]5]-2).
Stellen Sie fest, auf welchen seiner vier Seiten das Tetraeder stabil stehen kann.

a) Begriinden Sie fiir zwei beliebige Vektoren #, ¥ durch geeignete Rechnung mit
dem Skalarprodukt:

G40 1Lid—7 < |af =7 .
Erldutern Sie den Zusammenhang mit binomischen Formeln.
Folgern Sie aus dieser Beziehung die nachfolgenden geometrischen Sachverhalte:
b) Ein Parallelogramm ist genau dann eine Raute (d. h. hat 4 gleichlange Seiten),
wenn die Diagonalen orthogonal zueinander sind.
c¢) Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn eine Seitenhalbierende die Ge-
genseite senkrecht schneidet bzw. wenn eine Mittelsenkrechte durch den gegeniiber-
liegenden Eckpunkt verlauft.
d) Die Ortslinie aller Punkte, die von zwei verschiedenen Punkten A, B denselben
Abstand haben, ist die Mittelsenkrechte von A, B.
e) Der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks ist der Mittelpunkt
des Umkreises.
f) Erldutern Sie mittels ¢), dafl die folgende Definition unserer Anschauung ent-
spricht:
Sind u,v zwei linear unabhdngige und gleichlange Vektoren, so ist i+ v Richtungs-
vektor der Winkelhalbierenden.
f) Folgern Sie aus a) (mit Hilfe nebenstehender
Skizze) den Satz des Thales:
Verbindet man die beiden Endpunkte eines Kreis-
durchmessers mit irgendeinem anderen Punkt
des Kreises, so erhdlt man ein rechtwinkliges
Dreteck mit dem Durchmesser als Hypotenuse. q " q
h) Formulieren und begriinden Sie die Umkehrung des Satzes des Thales.

Berechnen Sie fiir das Dreieck mit den Eckpunkten A = (3 | —1), B = (-1 | 1),
C=(0]4)

a) den Schwerpunkt S,

b) den Hohenschnittpunkt H, sowie

c¢) den Umkreismittelpunkt M.

Fertigen Sie parallel zu Ihrer Rechnung eine saubere Skizze an.

<
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Ubungen (8) — Lésungen

1) a) Wir berechnen den Schwerpunkt S = (5| 7) und dann die FuBpunkte der Lote
von S auf die Dreiecksseiten.
Lot auf g(A, B): Der Lotfupunkt H soll auf der Geraden g(A, B) liegen, also AH =
rAB mit einer (gesuchten) Zahl r € R. Da H der LotfuBpunkt von S aus ist, mufl
SH za AB orthogonal sein:

0=5H «AB = (SA+AH) « AB = [(:i) +"”(i)} ' (i)

7
<— 0=—-12+16r —16 +16r <— r:§.

Da der Parameterwert r zwischen 0 und 1 liegt, liegt der Lotfulpunkt zwischen A
und B: Das Dreieck kann auf dieser Dreiecksseite stabil stehen.
Lot auf g(B,C): BH = +rBC und

0=3SH+BC = [(é)w(l)} ' (1) 16 e r =

4 4 17

Da der Parameterwert negativ ist, liegt der Lotfuflpunkt nicht zwischen den Eck-
punkten (wenn auch sehr dicht bei der Ecke B); auf der Dreiecksseite BC' kann das
Dreieck nicht stabil stehen. Es kippt zu der Seite, bei der B liegt, (und bleibt dann
auf der Dreiecksseite durch A, B stabil liegen).

Lot auf g(A4,C): AH = rAC und

_ (-3 5 } 5)_ N _ 47
0—[(_4)+r(8) (8)_ 15+ 257 — 82+ 6 <= 1= .

Wieder liegt der Lotfulpunkt des Schwerpunktes zwischen den Eckpunkten und
wieder ist das Dreieck auf dieser Seite standfest.

[In diesem letzten Fall braucht man nichts zu rechnen, wenn man die anschaulich
einsichtige Tatsache beweist: Liegt der HohenfuBpunkt zwischen den Ecken, so gilt
dies erst recht fiir den Fulpunkt des Schwerpunktlotes. Wenn man dies zu bewei-
sen versucht, findet man eine allgemeingiiltige Beziehung zwischen Hohenfufipunkt,
FuBBpunkt der Schwerpunktlotes und Seitenmittelpunkt: Der Lotfulpunkt liegt zwi-
schen HohenfuSpunkt und Seitenmittelpunkt und teilt diese Strecke im Verhéltnis
2:1. Fiir die Parameterwerte ry des Hohenfufpunktes, r;, des LotfufSpunktes und
Ty = % des Mittelpunktes bedeutet dies:

+2( ) +2 L2 = +1 (ra +1)
rL =" —(ryy —rg)=r - — ——rg =T —=—(r .
L H+ 5t = rh Ht g 5= 3" =3n+ 3= 30

Vergleichen Sie diese Formel mit den Ergebnissen fiir 7y aus Aufgabe 3) und fir
rr, in Aufgabe 4) a). |

b) Wir berechnen den Schwerpunkt S des Tetraeders geméf3 0S = %(07 +OB +
oC + (7))) und erhalten S = (2 | 3 | 0) und bestimmen dann die Lotfuflpunkte von
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S aus auf die vier Begrenzungsflachen des Tetraeders.
Seitenfliche ABC': Der Lotfufpunkt heifle H; er gehtrt zur Ebene durch ABC, also

92
SH=SA+rAB +sAC = | —2 —H’(Z)—i—s(g).
92 8 0

Da SH zur Ebene durch ABC orthogonal sein soll, muf} gelten

0=SH+AB und 0=SH-+AC.

Dies ergibt zwei lineare Gleichungen fiir die beiden unbekannten Parameterwerte

r,S:
0=SAeAB+r-AB*AB+s-AC « AB = —34 + 105r + 15s
0=SAeAC +r - AB*AC+5-AC « AC = —6 4 151 + 9s .

Die (eindeutige) Losung ist 7 = 3/10, s = 1/6. Beide Parameterwerte liegen zwi-
schen 0 und 1, daher liegt der zugehorige Punkt H innerhalb des Parallelogramms,
das von den Vektoren @ = ABG und # = AC bestimmt wird (siche Skizze).

r+s=1

Die Frage der Aufgabenstellung ist aber, ob H innerhalb des Dreiecks ABC' liegt.
Dazu muf zusétzlich gelten: r+s < 1. (Begriindung: Auf der Geraden durch B und
C liegen die Punkte X, fiir die die Parameterwerte zusammen genau 1 ergeben; die
Punkte mit  + s < 1 liegen ganz auf einer Seite der Geraden g(B,C), und zwar
bei A.) Insgesamt:

H liegt @m Dreieck ABC <= r,s>0undr+s<1.

Fiir die oben gefundenen Werte » = 3/10 und s = 1/6 sind beide Bedingungen
erfiillt: Der Lotfulpunkt H liegt ¢m Dreieck ABC'; das Tetraeder kann auf dieser
Seite stabil stehen.

Seitenfliche ABD: Es gilt fiir den LotfuBpunkt H auf dieser Seite:

92
SH=SA+rAB +sAD = | —2 +T<Z>+s<2>.
92 8 0
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und die Gleichungen fiir r, s lauten:

0=SAeAB+r-AB+AB+s-AD + AB = —34 + 1051 + 165
0=SA+«AD +r-AB+AD +s-AD + AD = —8 + 161 + 16s..

Die (eindeutige) Losung ist r = 26/89, s = 37/178. Es gilt fiir diese Werte r,s >
0 und r + s < 1, also liegt wieder der Lotfulpunkt H in dem entsprechenden
Seitendreieck ABD: Auch auf dieser Seite kann das Tetraeder stehen.

Seitenfliche AC'D: Es gilt fiir den LotfuBBpunkt H auf dieser Seite:

—2
ﬁ:m—l—rﬁ—l—sﬁ: —2 +7’<8>+s<2>.
-2 0 0

und die Gleichungen fiir r, s lauten:

O:m-m—l—%@-@—i—s«ﬁ-@:—G—F%
0=SAeAD +r-AB+AD +s5-AD + AD = —8 + 16s.

Die (eindeutige) Losung ist » = 2/3, s = 1/2. Es gilt fiir diese Werte zwar wieder
r,s > 0, aber nun ist » + s > 1, also liegt der Lotfulpunkt H auflerhalb des
entsprechenden Seitendreiecks AC'D: Auf dieser Seite kann das Tetraeder nicht
stabil stehen.

Seitenfliche BC'D: Es gilt fiir den Lotfulpunkt H auf dieser Seite:

—9 _
ﬁqu—l?)—l—rmﬁ—sﬁ:(g)—kr —4 +s< (5)>
6 -8 -8

und die Gleichungen fiir r, s lauten:

0=SBe«BC+1r-BC+BC+5-BDs+BC =—62+ 84r + T4s
0=SBeBD+r-BC+BD+s-BD e+ BD = —63+ 74r + 89s.

Die (eindeutige) Losung ist 7 = 107/250, s = 44/125. Wegen r, s > 0 und r+s < 1,
liegt der LotfuBpunkt H wieder in dem entsprechenden Seitendreieck BC D: Auch
auf dieser Seite kann das Tetraeder stehen.
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Beispiele zur Abstandsberechnung

1) a) Zeigen Sie, daf die 4 ‘FuBpunkte’ der Pyramide (Ubungen (7), Aufgabe 1) in der Ebene mit der
Gleichung 2x — 2y 4+ z — 13 = 0 liegen.
b) Berechnen Sie mit der Hesse’schen Abstandsformel die Hohe der Pyramide.
Loésung:
a) Alle 4 Punkte A, B, C, D erfiillen die angegebene Gleichung.
b) Die Hohe der Pyramide ist der Abstand des Punktes £ von der Ebene e durch A, B,C, D. Dieser
berechnet sich nach der Hesse’schen Abstandsformel geméf3

_[2:0-2-5-4-13] 27

22 422 + 12 NG

d(P,e) =9.

2) Wir gehen aus von dem Dreieck von Ubungen (7), Aufgabe 3.

a) Bestimmen Sie Normalenvektoren fiir die Dreiecksseiten und damit dann Gleichungen fiir sie.
[Zur Kontrolle: g(A,B) : x—y+1=0,9(A,C): 8x—-5y—1=0,¢9(B,C): 4dox—y—17=0.]
b) Berechnen Sie die Liange der drei Hohen des Dreiecks.

Loésung:

a) Es ist AB = i , ein Normalenvektor ist 7, = _i

4x — 4y + d = 0. Setzt man A = (2 | 3) ein, so erhilt man 8 — 12+ d = 0, also d = 4. Eine Gleichung fiir

g(A, B) ist also 4o — 4y + 4 = 0 oder dquivalent x —y + 1 = 0.

und eine Gleichung daher von der Form

Es ist AC = (g), iy = _g , 8¢ — by + d = 0 eine Gleichung und nach Einsetzen von A = (2 | 3)
ergibt sich 16 — 154+ d = 0, also d = —1. Die gefundene Gleichung ist daher 8z — 5y — 1 = 0.

BC = (i , T = _411>, Gleichung 4z — y + d = 0, Einsetzen von B = (6 | 7) ergibt 24 — 7+ d = 0,
also d = —17. Die Gleichung also wie angegeben.

b) Berechnung der Absténde der Eckpunkte von den gegeniiberliegenden Seiten:

71141 3
d(C,g(A,B) = —— 1= =
(C,9(A, B)) T 5

8 6-5-7-1 12

V64125 V89’

8-3-17] 12
d(A, g(B,C)) = —
A oB.O) =T ~ U

d(B,g(A,C))

6G5/6 Mathematik (Kg) 1 20. Februar 1996



