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Ubungen (1)

a) Definieren Sie den Begriff ‘ganz-rationale Funktion’.
b) Was versteht man unter dem Grad einer ganz-rationalen Funktion?
¢) Welche ganzrationalen Funktionen haben den Grad 07?

Fiihren Sie fiir die folgenden Polynomterme Polynomdivision durch und bestimmen Sie damit zu den
gegebenen Polynomtermen f(z) und g(z) Polynomterme ¢(z) und r(z) mit f(z) = ¢(z)g(z) + r(x)
und Grad von r(z) < Grad von g(x):

a) f(z)=2% -1, g(x) =22+ 1,

b) f(z) = 2* — 323 + 22, g(x) = 2% + 2 + 1,

c) flz) =223 +222 + 2+ 1, g(x) =222 + 1.

Probe: Uberpriifen Sie die gefundene Beziehung f(z) = q(x)g(x) + r(z), indem Sie die rechte Seite
ausmultiplizieren.

Entscheiden Sie — mit moglichst wenig Rechenaufwand —, welche der Zahlen —2, 2, 7, 10 Nullstellen
der folgenden ganzrationalen Funktionen f sind:
a) f(z) = 42 + 222 + bz — 1505,
b) f(x) = a* — 623 + 22% — 32 — 78,

a3

=— 4+ — —315,7

) fl) =15+ 5+ 7,

z3 9
d) f(z) = 7—!—33} —2x —12.

Wenn Nullstellen vorliegen, so spalten Sie bitte die entsprechenden Linearfaktoren ab. [Uberlegen
Sie sich, wie Sie bei mehreren Nullstellen den Rechenaufwand moglichst gering halten kénnen.]

Bestimmen Sie alle Nullstellen der Funktionen f mit den folgenden Funktionstermen:
a) f(z) =2% - 2,522 — x4+ 2,5,

b) fla) = 5 — T +a—1,

c) f(z) =0,223 - 0,322 — 1,22 — 0, 7.

Bestimmen Sie die Losungsmengen I der folgenden Gleichungen:
a) 23 +x="Tx2+7,

b) 2 +1 =2 +z.
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Ubungen (1) — Lésungen
a) Eine ganz-rationale Funktion ist eine Funktion f, die durch einen Funktionsterm der Form
f(@) = apa™ + an—12" '+ ...+ a1z + ao

beschrieben werden kann mit einer natiirlichen Zahl n € IV und beliebigen reellen Zahlen a,,, ..., ag €
R.

b) Ist im Funktionsterm f(z) = a,z™ + an_12" 1 + ...+ a1 + ag von f der Koeffizient a,, # 0, so
ist n der Grad von f. [Der Grad von f ist also der hochste in obigem Funktionsterm ‘tatséichlich’
(d. h. mit einem Koeffizienten # 0) auftretende Exponent von z.]

c¢) Die ganz-rationalen Funktionen vom Grade 0 sind die konstanten Funktionen mit Ausnahme der
Nullfunktion.

a)q(z)=a* —22 +1,r(x) = —2,also2® — 1= (2* —22 + 1)(22 + 1) — 2.

b) 2 — 323 + 22 = (2? —4x + 3)(22 +x + 1) + 3z — 3.

c) 223 + 222 + v + 1 = (x + 1)(22% + 1); indsbesondere also 7(x) = 0.

Um den Rechenaufwand zu verringern, beriicksichtigen wir Satz (1.7): Eine ganze Zahl a (hier £2, 7
oder 10) kann nur dann Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen (!) Koeffizienten sein, wenn sie
das sog. absolute Glied ag des Polynoms teilt.

a) f hat ganzzahlige Koeffizienten! +2 und 10 sind offensichtlich keine Teiler von 1505, also auch
keine Nullstellen von f. 7 ist Teiler von 1505 (= 215-7), kommt also als Nullstelle in Frage. Einsetzen
und Ausrechnen ergibt tatséichlich f(7) = 0.

Der entsprechende Linearfaktor ist x — 7. Mittels Polynomdivision folgt 423 + 222 + 5z — 1505 =
(x—7)- (4224302 +215). [Da 7 eine Nullstelle von f war, mufite bei der Polynomdivision durch z —7
der Rest 0 (!) bleiben. Ist dies einmal nicht der Fall, so liegt in der Polynomdivision ein Rechenfehler
vor!]

b) Auch dieser Polynomterm f(x) hat ganzzahlige Koeffizienten. 7 und 10 sind keine Teiler von 78, al-
so auch keine Nullstellen von f. Wir miissen £2 einsetzen und erhalten f(2) = 16—6-842-4—3-2—78 =
—46 # 0, aber f(—2) =16 +48+8+6—78 =0.

Der zur Nullstelle —2 gehérige Linearfaktor ist z+2. Polynomdivision ergibt 24— 6234222 —32—78 =
(z + 2)(23 — 822 + 18z — 39).

¢) Dieser Polynomterm hat keine ganzzahligen Koeffizienten, aber rationale. Daher mufl man zun#chst
die Nenner ‘beseitigen’, indem man mit dem Hauptnenner 10 multipliziert: Man betrachtet statt des
Polynoms f(x) den Polynomterm

1‘4 3

g(@) =10+ f(z) =10+ (T + %+x—315,7) = 2% 4 22% 4 10z — 3157.
mit ganzzahligen (!) Koeffizienten. Dieser hat natiirlich dieselben Nullstellen wie f. Sein absolutes
Glied 3157 ist weder durch 2 noch durch 10 teilbar, wohl aber durch 7. Damit kommt lediglich 7
als Nullstelle in Frage, und in der Tat ist g(7) = 0, also auch f(7) = & - g(7) = 0.
Der entsprechende Linearfaktor ist 2 — 7 und man erhélt durch Polynomdivision g(z) = x* + 223 +
10x — 3157 = (x — 7)(z3 + 922 + 63x + 451). Fiir das gegebene f(x) bedeutet dies also (den Faktor
1/10 nicht vergessen!)

fx)=—-g(x)=—-(x=7) - (2® + 92 + 63z + 451).

d) Hier muB man ebenfalls zuerst mit 2 multiplizieren und dann den Term g(z) = 2f(z) = 23 +
622 — 42 — 24 untersuchen. 7 und 10 sind keine Teiler von 24 und scheiden daher sofort als Nullstellen
aus. +2 und —2 hingegen sind tatséchlich Nullstellen:

g(£2) =48+ 24 F8—24=+8F8=0.

Die entsprechenden Linearfaktoren sind z — 2 und x + 2. [Durch zweimalige Polynomdivision konnte
man diese abspalten: g(z) = (x —2) - (2 + 82 + 12) und 22 + 8z + 12 = (2 + 2) - (x + 6). Dies ergibt
insgesamt g(x) = (z —2)(x+2) - (2 +6).] Giinstiger ist es hingegen, direkt die Polynomdivision durch
(x — 2)(x + 2) = 22 — 4 durchzufiihren: Dies ergibt mit viel geringerem Rechenaufwand natiirlich
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dasselbe Ergebnis g(z) = 23 + 622 — 42 —24 = (22 —4) - (z + 6) = (z — 2)(z + 2)(z + 6).
Damit hat man schliellich eine vollstindige Zerlegung des Polynoms f(z) in Linearfaktoren erreicht:

9(a) = 50+ 2)(x — 2)(z +6),

DN |

f(@) =

aus der man alle Nullstellen von f ablesen kann: —2, 42 und —6.
4) Durch Einsetzen von £1 in die gegebenen Funktionen stellt man unmittelbar fest:
a) +1 und —1 sind Nullstellen,
b) +1 ist Nullstelle,
¢) —1 ist Nullstelle.
Man spaltet nun die jeweiligen Linearfaktoren ab:
Im Falle a) spaltet man (mittels Polynomdivision durch 2% — 1) beide Faktoren in einem Schritt ab
und erhélt

flx)=23 =252 —2+2,5= (22— 1)(z—2,5) = (z — 1)(z + 1)(z — 2,5).

Man liest nun alle Nullstellen von f ab: +1, —1 und 2, 5.
b) Hier ergibt die Polynomdivision

f@) = %( 5?4 3p—8) = S(z—1)(22 + 3).

Wl =

Da 22 + 3 keine Nullstelle hat, ist +1 die einzige Nullstelle von f.
¢) Hier erhiilt man bei Polynomdivision durch x + 1

f(m):0,1-(21‘3_33:2_123:_7):071,(x+1).(2x2_5$_7)

Die Nullstellen des quadratischen Faktors 222 — 52 — 7 kann man nun mit der p, ¢-Formel berechnen.
Ergebnis: —1 und 7/2.
[Man sieht aber auch unmittelbar, da —1 Nullstelle auch dieses quadratischen Terms 222 — 5z — 7
ist, und daher nochmals x + 1 abgespalten werden kann: 222 — 5z — 7 = (z + 1)(2x — 7). Dies ergibt
insgesamt f(z) =0,1-(z+ 1) (z+1)22x —7) =0,1- (x + 1)%(2x — 7), woraus man wiederum die
Nullstellen von f abliest: —1, und 7/2 als Nullstelle von 2z — 7.]

5) a) Die gestellte Gleichung ist natiirlich dquivalent zu 2% +z — (722 +7) = 0 bzw. f(z) = 23 — T2 +
x — 7 =0. Man muf} also die Nullstellen einer ganz-rationalen Funktion f bestimmen.
Als ganzzahlige Nullstellen kommen nur Teiler von 7 in Frage. £1 sind offenbar keine Nullstellen,
wohl aber die 7. (Man erkennt unmittelbar, dafl 7 die urspriinglich gestellte Gleichung 16st.) Man
spaltet (durch Polynomdivision) den Linearfaktor  — 7 ab und erhélt f(x) = (z — 7)(2? + 1). Nun
hat 22 + 1 keine Nullstelle, (da 22+ 1 nur Werte > 1 annimmt,) so daf8 7 die einzige (reelle) Nullstelle
von f ist. Die Ausgangsgleichung 23 + 2 = 722 + 7 hat also 7 als einzige Losung: Die Losungsmenge
tiber der Grundmenge R ist daher L = {7}.
b) Offenbar sind 41 Losungen der gestellten Gleichung und damit Nullstellen von f(z) = 25 — 2% —
x + 1. Wir dividieren daher f(x) durch (z — 1)(z + 1) = 2% — 1 und erhalten:
f(x) = (22 = 1)(z3 — 22 +  — 1). Der Faktor g(r) = 23 — 22 + 2 — 1 hat wiederum 1 als Nullstelle.
Erneutes Abspalten ergibt g(z) = (z — 1)(2% + 1) und damit insgesamt:

f@)=2—2*—z+1=(2*>-1) - (z - 1)(2*+1)
=(@+1)(z—-1) (x—-1)(z*+1)
=(x+1)(z—1)*2*+1).

Da 2?2 4 1 keine (reelle) Nullstelle besitzt, sind +1 und -1 die einzigen Nullstellen von f, und damit
auch die einzigen Losungen der gestellten Gleichung. Die Losungsmenge ist daher T. = {—1, +1}.
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Ubungen (2)

1) Gegeben sei die ganz-rationale Funktion f mit dem Funktionsterm
f(x) = 2° — 7To* — 82 4 5622 4 T — 49.

a) Zerlegen Sie f(x) in Linearfaktoren.

b) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f sowie ihre Vielfachheiten.

c¢) Skizzieren Sie den aufgrund der zuvor gefundenen Resultate moglichen Verlauf
des Graphen von f. Schraffieren Sie méoglichst grofle Bereiche der z,y-Koordina-
tenebene, in denen der Graph von f nicht verlaufen kann.

2) Bestimmen Sie Nullstellen, Nullstellenordnungen und die Vorzeichenverteilung der
folgenden Funktionen:
a) f(z) = (x+2)2%@*>+2)(z?-2), b)f(z)=a*—-22% 22>+ 6x - 3.
3) Die nachfolgenden Skizzen zeigen Graphen ganz-rationaler Funktionen. Bestimmen
Sie jeweils,
1) wie gro} der Grad mindestens sein mu#f,
2) ob der Grad gerade oder ungerade ist,
3) und welches Vorzeichen der fithrende Koeffizient haben muf.
Begriinden Sie ihre Antworten.
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Ubungen (2) — Lésungen

1) a) Als ganzzahlige Nullstellen kommen nur Teiler von 49 in Frage. +1 sind Nullstel-

len von f, denn: f(£1) =+1—-7F8+56+7—49 = +1F8+7 = 0. Man dividiert
daher f(z) durch die zu den Nullstellen £1 gehorigen Linearfaktoren (x + 1) und
(r — 1) bzw. unmittelbar durch deren Produkt (z — 1)(z + 1) = 22 — 1. Durch
Polynomdivision erhélt man: f(x) = (22 — 1)(2® — 722 — 72 + 49).
Das nun zu untersuchende Polynom g(z) = z3 — 72? — 72 + 49 hat die Nullstel-
le 7, denn ¢g(7) = 7 —7-7> —7-7+49 = 0. Division durch (z — 7) ergibt:
g(x) = (z — 7)(2? — 7). Zusammengefafit erhilt man die folgende Zerlegung von
f(x) in Linearfaktoren:

f@) =@ - ) -1 1) =@ -V +1)- (@ -7) (- VD + V7).

b) f hat die 5 Nullstellen —v/7, —1, +1, +v/7 und +7. Alle Nullstellen haben die
Vielfachheit 1, da die entsprechenden Linearfaktoren jeweils nur einmal in der obi-
gen multiplikativen Zerlegung von f(z) auftreten.
c) Da alle Nullstellen von f einfach sind, liegt jeweils ein Vorzeichenwechsel vor.
Aulerdem ist der fithrende Koeffizient von f positiv, so daf fiir x grofler als alle
auftretenden Nullstellen f(x) positiv ist. Damit ergibt sich die folgende Vorzeichen-
verteilung fiir f(z):
(>0 firax>7,

<0 firvi<z<T,

>0 firl <z<7,

<0 fir-1<x<l1,

>0 fir —vV7<z<-—1,
L <0 fiir z < —V/7.

~

(=) 4

Die folgende Skizze gibt einen moglichen Verlauf des Graphen G(f). In den schraf-
fierten Bereichen kann kein Punkt des Graphen von f liegen.

7 7
N
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5
5

+ +
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2) Im ersten Schritt bestimmen wir alle Nullstellen und die zugehorige Zerlegung von
f(x) in Faktoren:
a) In diesem Falle ist dies einfach, da der Funktionsterm f(x) schon in einfache
Faktoren zerlegt ist. Indem man noch z? — 2 nach der dritten binomischen Formel
zerlegt, erhélt man

@) = (@ +2)°(@* + 2)(z - V2)(z + V2) = (2 +2)*@ + V2)(z - V2) - (2" +2).

Da 22 + 2 keine Nullstellen besitzt (22 + 2 > 2 fiir alle 2), kann man aus dieser
Zerlegung samtliche Nullstellen von f ablesen:

Die Funktion f hat die Nullstellen —2 (mit der Ordnung 2, also ohne Vorzeichen-
wechsel), —v/2 und /2 (jeweils mit der Ordnung 1, also mit Vorzeichenwechsel),
und sonst keine.

Da der fithrende Koeffizient von f(z) gerade 1, also insbesondere positiv ist, gilt
f(z) > 0 fiir z groBer als alle Nullstellen, also fiir z > v/2. Da nur bei /2 Vorzei-
chenwechsel stattfinden, erhalten wir die folgende Vorzeichenverteilung von f:

>0 fiir z> V2,

f(l’) <0 fur —\/§<£B<\/§,
>0 fir —2<z<—v2,
>0 firz< -—2.

Im Falle b) mufl man zunéchst alle Nullstellen bestimmen. Als ganzzahlige Null-
stellen kommen nur die Teiler von 3 in Frage (£1, +3). Man findet (durch Auspro-
bieren), dal +1 eine Nullstelle ist. Mittels Polynomdivision erhélt man

(z* —22% —22° 4+ 62 —3): (x — 1) = 2° —2* — 32 + 3.

Der gefundene Teiler hat +1 erneut als Nullstelle. Erneutes Abspalten des Linear-
faktors x — 1 ergibt

flx)=a*—223 -222+62—-3=(z—1)(2®> —2> -32+3) = (z—1)(z—1)(2* — 3)
und damit schlieflich
fl@) = (z+V3)(z — 1)*(z = V3),

woraus man die Nullstellen von f und ihre Ordnungen abliest:

Die Nullstellen von f sind —/3 und ++v/3 (jeweils mit der Ordnung 1, also mit
Vorzeichenwechsel) und +1 (mit der Ordnung 2, also ohne Vorzeichenwechsel).
Wegen f(x) > 0 fiir z > /3 (/3 ist die grofte Nullstelle und der fithrende Koeffi-
zient von f(x) ist 1, also positiv.) erhélt man die Vorzeichenverteilung fiir f:

>0 firz >3,
f($) <0 fiir1<a:<\/§,

<0 fir —v3<z<l,

>0 fiirx < —v3.

In den folgenden Skizzen sind Graphen eingezeichnet, die diese Vorzeichenvertei-
lung haben. Dies sind nicht die genauen Graphen der Funktionen; sie verdeutlichen
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lediglich die Vorzeichenverteilung. Daher ist auch auf der y-Achse keine Einheit
angegeben. Schraffieren Sie selbst die Bereiche, in denen der Graph auf keinen Fall
verlaufen kann.

a) b)

3) G(f): Der Graph von f schneidet die z-Achse 3-mal, d. h. f hat mindestens 3
Nullstellen, also auch mindestens den Grad 3. Da fiir x gréfler als alle Nullstellen
f(z) > 0 ist, muf der fithrende Koeffizient positiv sein. Da fiir sehr kleine = f(z)
ein anderes Vorzeichen hat als fiir sehr grofle z, mufl der Grad von f ungerade sein.

G(g): Offensichtlich hat g 3 Nullstellen, von denen aber eine mindestens die Viel-
fachheit 2 hat, da kein Vorzeichenwechsel stattfindet. Damit hat ¢ mindestens den
Grad 1+ 2+ 1 = 4. Das Vorzeichen des fithrenden Koeffizienten von g ist positiv
(wegen g(x) > 0 bei groflem z). Der Grad von g muf} gerade sein, da g(x) fiir sehr
kleine und sehr grofle x dasselbe Vorzeichen hat.

G(h): h hat nur eine Nullstelle, der Grad ist also mindestens 1. Da der Graph aber
keine Gerade ist, mufl der Grad mindestens 2 sein. Nun mufl aber der Grad unge-
rade sein (h(x) hat fiir sehr kleine = ein anderes Vorzeichen als fiir sehr grofe z),
so dafl er mindestens 3 ist. SchlieBlich muf} der fithrende Koeffizient negativ sein,
da h(z) fiir x grofer als alle Nullstellen negativ ist.

Unter Verwendung der Uberlegungen aus E) kann man aber auch so argumentieren:
Man kann eine Gerade finden, die den Graphen von A in drei Punkten schneidet,
also mufl A~ mindestens den Grad 3 haben.
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Ubungen (3)

1) Definieren Sie den Begriff ‘rationale Funktion’. Wo liegen die Liicken einer rationalen Funktion? Was
versteht man unter einem Pol, was unter einer hebbaren Liicke einer rationalen Funktion?

2) Bestimmen Sie fiir die folgenden rationalen Funktionen alle Liicken und entscheiden Sie jeweils, ob
ein Pol oder eine hebbare Liicke vorliegt:

_9 32246
a) fl(z):x?ffx—l—ll b) fQ(x):xex%
2 -
C) fg(d?)Z#_;_2 d) f4(x):z2—_|_1

3) Bestimmen Sie fiir die 4 Funktionen der vorangehenden Aufgabe alle Stellen, an denen die Funk-
tionswerte das Vorzeichen wechseln. Schraffieren Sie moglichst groe Bereiche, in denen der Graph
nicht verlaufen kann.

4) Untersuchen Sie, ob die 4 Funktionen aus Aufgabe 2) Asymptoten besitzen, und zeichnen Sie diese
gegebenenfalls. Skizzieren Sie nun — unter Beachtung aller bislang vorliegenden Resultate — einen
moglichen Verlauf der Graphen von fa und fy.

Weitere Aufgaben: Lehrbuch, S. 47, Nr. 7 und S. 48, Nr. 3.,5,6.
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Ubungen (3) — Losungen

1) Eine rationale Funktion ist ein Quotient zweier ganzrationaler Funktionen, wobei der Nenner nicht
die Nullfunktion ist.
Definitionsliicken einer rationalen Funktion sind genau die Nullstellen des Nennerpolynoms.
Unter einem Pol einer rationalen Funktion versteht man eine Liicke, in deren Nihe die Werte der
rationalen Funktion betraglich beliebig groB werden.
Eine hebbare Liicke einer rationalen Funktion f ist eine Liicke a, so daf} eine rationale Funktion

f (eine Fortsetzung) existiert, die mit f {iberall dort iibereinstimmt, wo f definiert ist, die aber

zusétzlich auch bei a definiert ist.

Kriterium: Ist a eine Liicke von f, so iiberpriife man, ob a auch Nullstelle des Zdhlerpolynoms ist.
Ist dies der Fall, so spalte man in Z&hler und Nenner den Linearfaktor x — a so oft wie
moglich ab und kiirze. So erhilt man den Term f(z) der Fortsetzung f.
Ist a auch Liicke von f, so ist a ein Pol von f, andernfalls ist a eine hebbare Liicke von
I

2) a) Nennerpolynom z? — 4z + 4 = (z — 2)%. Damit ist +2 die einzige Liicke von f. +2 ist aber auch
Nullstelle des Zahlers, daher kiirzt man so weit wie moglich den Linearfaktor x —2 heraus und erhélt

danach
1

fl(ﬂf):m-

+2 ist auch nach Kiirzen noch eine Liicke, also ein Pol der Funktion f;.
b) Nennerpolynom z2 — 4 = (z + 2)(z — 2). Die Liicken von f» sind —2 und +2. Durch Einsetzen
stellt man fest: +2 und —2 sind keine Nullstellen des Z&hlers, also Pole von fs.
¢) Mit p, g-Formel oder dem Satz von Vieta findet man die Nullstellen des Nennerpolynoms (+1, —2)
und damit die Zerlegung

e —2=(-1)(z+2).

Die Liicken sind +1 und —2, wobei 41 ein Pol ist, wihrend —2 eine hebbare Liicke ist. Der gekiirzte

Funktionsterm ist 1

fsl@) = —-
d) Das Nennerpolynom x? + 1 hat keine Nullstelle (z? + 1 > 1 fiir alle # € R), also liegen keine
Liicken vor. Diese rationale Funktion ist auf ganz R definiert!
3) a) Es ist fi(z) = —15. Dieser Funktionsterm entsteht aus 2, indem man z durch  — 2 ersetzt;
dies bedeutet, dafl der Graph von f; aus dem bekannten Graphen von % durch Verschiebung um
+2 in x-Richtung entsteht! (Vgl. zweites Semester, Verschiebung von Parabeln!) Dies ergibt den

nachfolgenden Funktionsverlauf:

b) Die Funktion f; hat zwei Pole bei 42 und —2; beide sind einfach, also mit Vorzeichenwechsel.
Weitere Vorzeichenwechsel kénnen nur noch bei den Nullstellen von fo auftreten. Nullstellen von fo
sind Nullstellen des Zihlers. Dieser ist (Ausklammern!) x(z2? — x + 6). Der quadratische Faktor hat
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keine Nullstelle (p, g-Formel). Damit ist 0 einzige Nullstelle von f5. Diese ist einfach, also liegt auch
hier ein Vorzeichenwechsel vor. Insgesamt wechselt f2(x) das Vorzeichen an den Stellen —2, 0 und
+2. Da fiir ‘grofie’ Werte von x die Werte fa(z) positiv sind, erhélt man die in der folgenden Skizze
schraffierten Bereiche, in denen der Graph von fy nicht verlaufen kann.

yl

NN

o
Z

entsteht aus dem bekannten Graphen von 2

D\

¢) Der Graph der fortgesetzten Funktion f3(z) =

durch Verschiebung um +1 in z-Richtung. Dies ergibt den nachfolgend links skizzierten Verlauf des
Graphen von f3; die hebbare Liicke bei x = —2 ist markiert.
c) : d)

4

Y : Y

N

7
R EEN

N\

d) Die Funktion f; hat keine Liicken, aber zwei Nullstellen bei £1 (der Zihler ist 22 —1 = (x+1)(x —
1)). Da beide Nullstellen einfach sind, liegt dort jeweils ein Vorzeichenwechsel vor. Der Nenner ist
stets positiv, so dafl die Funktion f; dieselbe Vorzeichenverteilung hat wie der Zihlerterm z2 — 1 =
(x 4+ 1)(x — 1). In der obigen rechten Skizze sind wieder die Bereiche schraffiert, in denen der Graph
von fy nicht verlaufen kann:

4) Eine Untersuchung der gegebenen Graphen auf Asymptoten ergibt:
a), ¢): Bei f; und f3 ist jeweils der Zihlergrad kleiner als der Nennergrad, also ist die z-Achse
Asymptote. (Dies entspricht auch dem bereits gefundenen Verlauf der Funktionsgraphen.)
b) Bei fo ist der Zéhlergrad um 1 groBer als der Nennergrad. Daher existiert auch hier eine Asymptote;
diese ist ‘schriig’, d. h. nicht parallel zur x-Achse. Thr Anstieg ist gegeben durch den Quotienten
der fithrenden Koeffizienten von Zidhler und Nenner; der Asymptoten-Anstieg ist also 1. Um die
volle Gleichung der Asymptoten zu bestimmen, fithrt man Polynomdivision fiir fo durch, d. h. man
dividiert mit Rest den Zdhler von fs durch den Nenner von fs. Dies ergibt:

4

=

N

10x — 4
2 —4

(23— 2+ 6z): (22 —4)=x—1+

Damit ist y = x — 1 Gleichung fiir die die Asymptote. Die Skizze ergibt nun unter Beachtung aller
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bisher gefundenen Fakten:

d) Bei f4 stimmen Zihlergrad und Nennergrad iiberein; es gibt also eine waagerechte Asymptote.
Der Quotient der fithrenden Koeffizienten von Zahler und Nenner ist 1, also ist in diesem Falle y = 1
eine Gleichung fiir die Asymptote. Als Skizze eines moglichen Verlaufs von fy erhélt man:

yl
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Ubungen (4)

1) a) Definieren Sie den Differenzenquotienten einer Funktion f zu einer Stelle ¢ und den Ableitungswert
f'(a). .

b) Geben Sie fiir die Funktion f mit f(x) = — den Differenzenquotienten zur Stelle ¢ # 0 an und
x

stellen Sie diesen als rationale Funktion dar.
c¢) Bestimmen Sie dann f’(a).

d) Fiihren Sie dasselbe fiir f(z)

R und beliebiges a € ID(f) durch.

a) Formulieren Sie die Thnen bekannten Ableitungsregeln.
b) Leiten Sie eine dieser Regeln her.

c¢) Berechnen Sie fiir die folgenden Funktionen f die Ableitungsfunktionen f’:

1 2 1
i) f(ﬂf):§3?4—§332+§33—17

i) f(z) = (23 - 32)* — 52 +1,
iii) f(z) = 42 + 5.6

iv) f(z) = 6Vz + —.

3) Bestimmen Sie fiir die Funktion f(x) = z* eine Formel fiir die Gleichung der Tangente an den
Graphen von f an der Stelle a (in der Standardform y = max + b).
[Man kann das gefundene Ergebnis in eine Konstruktionsvorschrift zur geometrischen Konstruktion
der Tangente an die Normalparabel umsetzen. Siehe Buch, S. 132, Aufgabe 1.a).]

4) Buch S. 150, Nr. 11.

5) Gegeben f(z) = 122° + 152% — 4023 + 4.
a) Bestimmen Sie Gleichungen fiir die Tangenten an den Graphen von f mit dem Beriihrpunkt
Py = (—1|7) bzw. P, = (2]7). Wo schneiden sich die beiden Tangenten?
b) An welchen Stellen hat der Graph von f waagerechte Tangenten? Bestimmen Sie die zugehorigen
Punkte des Graphen.

2

6) a) Bestimmen Sie die Beriihrpunkte all der Tangenten an die Normalparabel, die durch den Punkt
Q@ = (0| —1) verlaufen.
b) Losen Sie dieselbe Aufgabe fiir Q = (—1| —3) bzw. Q = (1] 2).

7) Untersuchen Sie, ob sich die Graphen der Funktionen f(z) = 32® — 322 — 182 + 20 und g(z) =
2% — 622 + 182 — 24 beriihren. Bestimmen Sie ggf. die Beriihrpunkte.
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4G4/5 Mathematik (Kg) 13. August 1998
Ubungen (4) — Losungen

1) a) Der Differenzenquotient zur Funktion f und Stelle a (die im Definitionsbereich von f liegen muf})
ist gegeben durch
f(z) — f(a)
x—a
Die Funktion f ist an der Stelle a differenzierbar, wenn bei beliebiger Anndherung von x an die Stelle

a der Differenzenquotient sich stets ein und derselben reellen Zahl annéhert. Diese Zahl wird dann
mit f’(a) bezeichnet und heifft Ableitungswert von f an der Stelle a:

f/(a) = lim f(d?) — f(a) )

r—a Tr—a

b) Fiir f(z) =1/ und a # 0 ergibt sich als Differenzenquotient

1 1 a—x
fo)—f@) _ 2 a _ _ga _ _(a=x) -1
T—a rT—a Tz —a za-(x—a) ma’

Néhert sich nun = der Stelle a beliebig nahe an, so ndhert sich der Differenzenquotient immer mehr
dem Wert —1/aa = —1/a*:
1 1
f@) == = fla)=—=.

Hiermit haben wir die Ableitungsformel fiir die Funktion f(x) = 1/z hergeleitet; sie it sich am
besten in folgender Form behalten:

fla)=27! = f'(z) = (-1)a7?,

mit anderen Worten:

e Unsere ‘alte’ Ableitungsformel f(x) = 2™ = f'(x) = na™ ! bleibt auch fiir n = —1 giiltig! Anm.:
Sie bleibt sogar fiir alle rationalen Exponenten giiltig!

¢) Wieder bestimmen wir den Differenzenquotienten und stellen ihn als rationale Funktion dar. Sei

a € ID(f), also 2a + 1 # 0. Dann gilt fiir z € ID(f), x # a:

f(ma)rii(a) - a:ia(f(m) — fla) = a:ia . (23:1—1— 1 2a1—|— 1)
1 (2a+1)— (2z+1) 2(a —x) -2

r—a (2x+1)(2a+1) (r—a)2z+1)(2a+1) (2z+1)(2a+1)

In dieser Form kann man nun den Grenziibergang fiir © — a durchfiithren und erhélt

f(x) = fla) _ 2 2 2

z—a  (2e+D2a+1) (Q2a+DQa+1l) (2a+1)2°

2

(2a + 1)%°

2) a) Ableitung der Potenzfunktionen: Die Funktionen f,, gegeben durch f,, (x) = 2™ sind fiir alle natiirli-
chen Zahlen n € IN differenzierbar mit der Ableitungsfunktion f/ (z) = nz"~*.
Faktorregel: Ist die Funktion g differenzierbar an der Stelle a, so ist fiir jede reelle Zahl ¢ € R auch
die Funktion f mit f(z) = ¢- g(x) differenzierbar bei a und es gilt: f'(a) = ¢- ¢'(a).
Summentregel: Sind die Funktionen g und h an der Stelle a differenzierbar, so ist auch die Summen-
funktion f gegeben durch f(x) = g(z) + h(z) bei a differenzierbar und es gilt: f'(a) = ¢'(a) + k' (a).
b) Der Differenzenquotient zur Funktion f, f(z) = g(x) + h(z), ist

flx) = fla) _ (9(x) + h(z)) — (9(a) + h(a))

r—a r—a

_ 9@) —gla) + M) —ha) _ g@) —gla)  Nz) = ha)

Damit haben wir gezeigt: f'(a) = —

r—a r—a r—a
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Néhert sich nun x beliebig der Stelle a an, so streben die beiden letzten Summanden (die Dif-
ferenzenquotienten von g und h) nach Voraussetzung gegen g’(a) bzw. h'(a). Dies zeigt, dal der
Differenzenquotient von f sich immer mehr ein und derselben Zahl annéhert, ndmlich dem Wert
g'(a) + k' (a). Dies besagt aber nichts anderes als: Der Ableitungswert f’(a) existiert und ist gegeben
durch ¢'(a) 4+ h'(a).

¢) i) f'(x) = 2% %x + %

ii) Hier mufl man — bei unserem derzeitigen Kenntnisstand — zunéchst ausmultiplizieren, um f(z)
auf die Standardform eines Polynomterms zu bringen und dann die Ableitungsregel (Satz (3.8)) an-
wenden zu kénnen.

f(z) =25 — 62 +42% + 1, f'(z) = 62° — 2423 + 82.

iii) Wir stellen f durch Potenzfunktionen (mit negativen Exponenten) dar, um die allgemeine Po-
tenzregel anwenden zu kénnen:

5 12
__|__

f@)=42"+527'—627% = f'(z)=8x—bx > +1227° =8z — — 5
2z

iv) Hier verfahren wir wie bei iii), nur dafl jetzt sogar gebrochene Exponenten auftreten.

3 3
X :6I1/2+6$_1/2 — / x :333_1/2_33:_3/2: -
) F) EA

3)
Die allgemeine Gleichung der Tangente an den Graphen einer Funktion f an einer Stelle a ist gegeben
durch
y=fla)+ f'(a)(z - a)
also fiir f(z) = 2%

y = a® + 2a(z — a) = a* + 2ax — 2a* = 2ax — a®.

Der y-Achsenabschnitt der Tangente ist also —a?. Die
Tangente verlduft somit durch den Berithrpunkt P = (a |
f(a)) = (a| a®) und den Punkt Q = (0 | —a?).
Man konstruiert nun die Tangente, indem man @ kon-
struiert und mit P verbindet. Die nebenstehende Skizze
veranschaulicht die Konstruktion von Q:
Man félle vom Punkt P aus das Lot auf die Symmetrie-
achse der Parabel; man erhélt einen Lotfupunkt P;. _
Nun zeichne man einen Kreis um den Scheitelpunkt S Qg
durch den LotfuBlpunkt P;. Der zweite Schnittpunkt mit
der Symmetrieachse ist der gesuchte Punkt Q.
Die Verbindungsgerade von P und @ ist die Tangente an
die Normalparabel im Punkt P.

4) a) Da die Punkte auf dem Graphen liegen sollen, gilt P = (1| f(1)) = (1 |3) und S = (3] f(3)) =
(3| 29). Der Anstieg der Sekanten durch P und S ist daher

Gesucht ist jetzt eine parallele Tangente, also mit Tangentenanstieg f'(z) = 13. Wegen f'(x) = 42+5
ergibt sich die einzige Losung « = 2. Der Beriihrpunkt ist dann der Punkt B = (2| f(2)) = (2 | 14).
b) Genauso erhilt man in b) die Punkte P = (-1 | 19), S = (0 | 6), den Sekantenanstieg m = —13,
die Gleichung —13 = f'(x) = 8x — 9 und die einzige Losung z = —1/2. Der gesuchte Beriihrpunkt
ist B =(—1/223/2).

c) P=(0]4), S=(1]8), Sekantenanstieg m = 4, Gleichung f'(z) = 4. Wir berechnen zunichst
die Ableitung von f(z) = 3z + 4 + z/2:

4G4/5 Mathematik (Kg) 3 Ubungen (4) — Losungen



und 1sen nun die Gleichung f’(x) = 4: f’ ist nur fiir > 0 definiert. In diesem Bereich gilt

) 1 1 1 1
4_f(:1:)—3+m = 1—m = V=g ==
Der gesuchte Beriihrpunkt ist B = (1/4 | 21/4).
d) Ergebnis B = (25/4 | 49/2).

5) a) Die Tangentengleichung zur Beriihrstelle a lautet fiir eine beliebige Funktion y = f(a) + f'(a)(z —
a). Wir berechnen f’(x) = 60z* + 6023 — 12022 und erhalten fiir die beiden Stellen a; = —1 und
as = 2 die Werte f(—1) = 47, f/(—1) = —120 baw. f(2) = 308, f/(2) = 960. Damit lauten die
Tangentengleichungen:

Tangentengleichung fiir a = —1: y =47 —120(z + 1) = —120z — 73,
Tangentengleichung fiir a =2 : y = 308 + 960(x — 2) = 960z — 1612.

Die Schnittstelle der beiden Tangenten erhélt man als Losung der Gleichung

—120z — 73 = 960z — 1612 <= 1080x = 1539 <= z = % =1,425.

Die y-Koordinate des Schnittpunktes S der beiden Tangenten erhélt man, indem man die Schnittstelle

451_(7) in eine der Tangentengleichungen einsetzt:
57 57
—120- — —73=-171—-73 = —244 =(—=|- .
0 10 73 71-173 = S = 10 244)

b) Waagerechte Tangenten liegen vor, wenn der Tangentenanstieg Null ist. Wir 1osen also die Glei-
chung
fl(z) =0 <= 602* +602® — 1202 =0

— 2@ +2-2)=0 <= 2*(z+2)(x—1)=0.

Die Losungen sind 0, —2 und +1. Dies sind Stellen, an denen f eine waagerechte Tangente hat. Die
zugehorigen Graphenpunkte sind

Pr=(=2]f(=2)) =(=2[180), P=(0]f(0))=(0]4)
und Py = (1] f(1)) = (1] -9).

6) a) Die Tangente an die Normalparabel mit Beriihrstelle a hat die Gleichung y = f(a)+ f'(a)(z—a) =
a?+2a(x—a) = a®+2ax —2a* = 2ax —a?. Soll die Tangente durch den Punkt @ = (0 | —1) verlaufen,
so mufl —a? = —1, also a? = 1 sein. Damit ergeben sich zwei mogliche Beriihrstellen a = £1. Die
gesuchten Beriihrpunkte sind (a | f(a)), also By = (=1 | 1) und By = (1] 1).
b) Wieder gehen wir von der Tangentengleichung y = 2az—a?
aus. Da der Punkt @ = (=1 | —3) auf der Tangente liegen  p Y]
soll, miissen seine Koordinaten die Tangentengleichung erfiil-
len, es muf} also gelten:

—3=2a-(-1)—a*.

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir die gesuchte Grofie
a (a®> + 2a — 3 = 0); man findet als Losungen a = —3 und
a = +1. Die zugehorigen Beriithrpunkte sind By = (—3|9) ]
und Bz = (1|1). Die nebenstehende Skizze veranschaulicht ] B,
die gefundenen Ergebnisse. R L
Mit denselben Uberlegungen wird man fiir den Punkt Q = @
(1| 2) auf die quadratische Gleichung a? —2a+2 = 0 gefiihrt,
die keine Losung besitzt. Damit gibt es auch keine Tangenten
an die Normalparabel, die durch diesen Punkt verlaufen. Q
7) Berithrpunkte zweier Funktionsgraphen sind gemeinsame Punkte beider Graphen, an denen die An-
stiege identisch sind. Man sucht also Stellen x mit den beiden Eigenschaften:

fx) = g(x) und f'(z) = ¢'(x).
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Dabei handelt es sich um zwei Gleichungen mit einer Unbekannten. Diese kann man 16sen, indem
man zundichst eine der beiden 16st, und dann (durch Einsetzen) iiberpriift, ob die gefundenen Losun-
gen auch die andere Gleichung erfiillen.

Welche Gleichung man zunéchst 16st, ist dabei vom logischen Standpunkt her beliebig. Vom prak-
tischen Standpunkt aus jedoch nicht, da die Gleichung f’(a) = ¢'(a) fiir ganzrationale Funktionen
von kleinerem Grad und damit in der Regel von geringerem Schwierigkeitsgrad ist. Im vorliegenden
konkreten Fall gilt

fl(x) =g (z) <= 922 — 62 —18 =327 — 120+ 18 <= 622 + 62 —36 =10
= 2’ 42-6=0 < (@+3)(r—-2)=0 <= z=-3Vzr=2.

Damit hat man zwei Stellen gefunden, an denen die beiden Graphen parallele Tangenten haben.
Beriihrpunkte liegen aber nur dann vor, wenn die zugehotrigen Punkte auf dem Graphen iiber-
einstimmen. Man berechnet daher zu den gefundenen Stellen (=z-Koordinaten) die zugehorigen
y-Koordinaten der Punkte auf dem jeweiligen Graphen.

f(=3)=-34, g(—-3) =—-159 und f(2)=-4, ¢(2) =—4.

Damit ist nur die Zahl 2 eine Losung beider Gleichungen f(x) = g(z), f'(z) = ¢'(z). Es gibt also
nur einen Berithrpunks, dieser ist B = (2 | —4).

Nachfolgend eine Skizze beider Funktionen. Eingezeichnet sind die beiden parallelen Tangenten an
der Stelle —3 und die gemeinsame Tangente an der Stelle 2.

yl

Erginzende Ubung’
Berechnen Sie alle Schnittstellen der beiden Graphen. Was féllt Thnen auf?
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1)

2)

Ubungen (5)

Formulieren Sie in Thren eigenen Worten den fundamentalen Zusammenhang zwischen Ableitungs-
funktion f’ und Ausgangsfunktion f, insbesondere im Hinblick auf die nachfolgenden Aufgaben.

Gegeben sind die Funktionen

i) f(x) =22% — 222 + 42 — 1,

i) f(x) =25 — a3 + 22 + 1,

iii) f(z) = (2% — 2)?,

iv) f(z) = 3z* — 42 — 2.

a) Bestimmen Sie fiir diese Funktionen die ‘Monotonieintervalle’, d. h. die Bereiche, in denen die
Funktionswerte steigen bzw. fallen.

b) Bestimmen Sie séimtliche Extremstellen dieser Funktionen und entscheiden Sie, ob ein Maximum
(Hoch-) oder Minimum (Tiefpunkt) vorliegt.

¢) Bestimmen Sie gegebenenfalls die Sattelpunkte.

d) Berechnen Sie die Koordinaten der Hoch- , Tief- und Sattelpunkte und geben Sie eine grobe Skizze
der Graphen.

a) Beweisen Sie: Eine beliebige ganzrationale Funktion f dritten Grades besitzt entweder je einen
Hoch- und Tiefpunkt oder gar kein Extremum.

Kann eine derartige Funktion einen Sattelpunkt und einen Extrempunkt haben?

b) Wieviele Extrempunkte kann eine ganzrationale Funktion vierten Grades haben? Machen Sie
moglichst genaue Aussagen.

Eine ganzrationale Funktion 4. Grades habe einen Sattelpunkt. Zeigen Sie, daf} sie dann genau einen
Extrempunkt haben muf.

¢) Was konnen Sie allgemein iiber die Anzahl der Extrempunkte einer ganzrationalen Funktion n-ten
Grades aussagen?

Gegeben sind die nachfolgenden Funktionen:

i) f(z) = 325 — 152* + 402® — 12022 + 2402 — 180,

ii) f(z) = 3z* — 423 — 1222 + 20,

iii) f(z) = 42° + 252 + 202® — 9022 — 100,

iv) f(z) = 45z + 2425 — 102°.

a) Untersuchen Sie diese auf (lokale) Extrema und bestimmen Sie die Extremstellen sowie die Ex-
tremwerte.

b) Welche der Funktionen haben einen absolut grofiten oder kleinsten Wert? Bestimmen Sie auch
diesen.

¢) Bestimmen Sie fiir alle Funktionen sowohl den grofiten als auch den kleinsten Wert, den sie diber
dem Intervall [—2, 3], d. h. im Bereich —2 < z < 3, annehmen.
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1)

Ubungen (5) — Losungen

Der Wert f/(x) der Ableitungsfunktion an einer beliebigen Stelle x ist der Anstieg der Funktion f an
dieser Stelle. Fiir die Monotonie bedeutet dies: In den Intervallen (zusammenhéngenden Bereichen),
in denen die Ableitungsfunktion f’ positive Werte hat, steigt die Funktion f stéindig an. Wo f’
negative Werte hat, fallt f stdndig.

a) Man muf die Abschnitte auf der 2-Achse bestimmen, in denen die Werte f/(z) der Ableitungsfunk-
tion f' einheitliches Vorzeichen haben, man muf also die Vorzeichenverteilung von f’ (!) bestimmen.
Diese wiederum erhélt man, indem man alle Nullstellen mit Vorzeichenwechsel ermittelt.

i) f/(x) = 82% — 4z + 4 hat offenbar —1 als Nullstelle. Abspalten des zugehérigen Linearfaktors z + 1
ergibt f'(z) = (z + 1)(822 — 8z + 4). Die p, g-Formel zeigt, da8 der quadratische Restfaktor keine
Nullstelle mehr hat. —1 ist also die einzige Nullstelle von f’, und zwar mit der Ordnung 1, also mit
Vorzeichenwechsel. Da der fiithrende Koeffizient von f’ positiv ist, erhéilt man die folgende Tabelle:

r< -1 <=z
flx)|<0 | >0
f(z) [fallt | steigt

b),c) Diese Ubersicht iiber die Monotonieintervalle zeigt insbesondere, dafl bei —1 die Funktion ein
Minimum hat; der Tiefpunkt von f ist T'= (—1|f(—1)) = (—1| — 5). Weitere Extremstellen besitzt f
nicht, da f’ keine weiteren Nullstellen besitzt. Aus den gleichen Griinden gibt es keinen Sattelpunkt.
ii) f/(z) = 52* — 32% 4+ 22 = (52 — 3z + 2) hat die Nullstelle 0 und —1 ist Nullstelle des kubischen
Faktors. (Die Koeflizienten 5,3,2 (5=3+2) lassen +1 als Nullstelle vermuten.) Also

(@) = z(z+1)(52% — 5z +2).
Wieder zeigt die p, g-Formel, dafl der verbleibende quadratische Faktor keine reelle Nullstelle besitzt.

Da beide Nullstellen (—1 und 0) einfach sind, liegt jeweils ein Vorzeichenwechsel vor, man erhilt also
die Tabelle

T < -1 <z<0 <z
fflx)| >0 | <0 | >0
f(z) |steigt | fdllt | steigt

Damit hat f bei —1 ein Maximum (f” hat dort eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von ‘4’ nach ‘—")
und bei 0 ein Minimum. Weitere Extremstellen oder Sattelstellen gibt es nicht, da f’ keine weiteren
Nullstellen hat. Hoch- und Tiefpunkt sind: H = (—1|f(—1)) = (—1|2) und T = (0| f(0)) = (0[1).

iii) f(x) = 2% =223 422, also f'(z) = 423 — 62?422 = x(42? — 62 +2) hat neben 0 noch die Nullstelle
+1 (6=4+2!). Damit 148t sich aus dem quadratischen Term der Linearfaktor  — 1 abspalten, der
verbleibende Faktor mufl dann zwangslidufig 4z — 2 sein:

f(z) =z(x —1)(4z — 2).

f' hat also drei verschiedene Nullstellen, 0, 1/2 und 1, jeweils von der Ordnung 1, also jeweils mit
Vorzeichenwechsel. Daraus ergibt sich die folgende Tabelle
1

a:<0<ac<§<a:<+1 <z

fllx)|<0 | >0 | <0 | >0
f(z) | fallt | steigt | fallt | steigt

Da f’ an allen Nullstellen sein Vorzeichen wechselt, sind alle diese Nullstellen von f’ Extremstellen
von f; und zwar:

Bei 0 hat f ein erstes Minimum mit Tiefpunkt 77 = (0|£(0)) = (0]0),

bei 1/2 hat f ein Maximum mit Hochpunkt H = (5 | f(3)) = (5 | 15), und

bei 1 hat f ein zweites Minimum mit Tiefpunkt To = (1]f(1)) = (1]0).

iv) f'(x) = 1223 — 1222 = 122%(z — 1). f’ hat also bei 0 eine doppelte Nullstelle und bei +1 eine
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einfache. Damit liegt bei +1 ein Vorzeichenwechsel von f’ vor, nicht jedoch bei 0. Man erhélt so die
folgende Ubersicht iiber die Vorzeichenverteilung von f’ und das Monotonieverhalten von f:

r< 0<z <]l <z
flx) | <0 | <0 | >0
flx) |falle | fallt | steigt

Dies zeigt, daBl bei +1 ein Extremum vorliegt, und zwar ein Minimum; der Tiefpunkt ist T = (1 |
f(1)) = (1] —3). Bei 0 liegt jedoch kein Extremum vor, da f’ dort nicht sein Vorzeichen wechselt.
Dort liegt ein Sattelpunkt: S = (0] f(0)) = (0] —2).

Damit erhilt man die folgenden, groben Skizzen:

i) o, i) S

Y : Y
0o
K\ T
T . T
i) . ] )
v : : v
: Z
i
/.\
noo 12 T

3) a) Eine beliebige ganzrationale Funktion dritten Grades hat einen Funktionsterm der Form
f(z) =az® +b2® + cx+d mita,b,c,de R,a#0.

Damit hat f'(x) = 3ax? +2bx +c den Grad 2 und es liegt eine der folgenden drei Moglichkeiten vor:
1. f/ hat keine Nullstelle, f also kein Extremum.

2. f' hat nur eine Nullstelle; diese mufl dann doppelt sein, so dafl f’ dort sein Vorzeichen nicht
wechselt. Wieder hat f kein Extremum.

3. f' hat zwei verschiedene Nullstellen; diese sind dann beide von erster Ordnung, also hat dort
/' jeweils einen Vorzeichenwechsel, und zwar einmal von ‘+’ nach ‘— und einmal umgekehrt. Dies
bedeutet: f hat an beiden Nullstellen von f’ ein Extremum, und zwar einmal ein Maximum und
einmal ein Minimum.

Die Zusatzfrage betrifft den Fall 2.: Hat f einen Sattelpunkt, so hat f’ eine Nullstelle ohne Vorzei-
chenwechsel, also eine mindestens zweifache Nullstelle. Dann kann aber die quadratische Funktion f’
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keine weitere Nullstelle besitzen, f also keinen Extrempunkt.

b) Die Ableitung f’ ist in diesem Falle vom Grade 3. Damit hat f mindestens eine und hochstens
drei Nullstellen.

Wenn drei Nullstellen vorliegen, sind sie alle einfach; f hat also drei Extremstellen.

Liegen nur zwei Nullstellen bei f’ vor, so muf} eine doppelt sein. (Wéren niimlich beide einfach, so
konnte man die Linearfaktoren abspalten und es bliebe ein weiterer Linearfaktor mit einer weiteren
Nullstelle iibrig!) Bei einer einfachen und einer doppelten Nullstelle von f” hat f einen Extrem- und
einen Sattelpunkt.

Liegt nur eine Nullstelle vor, so ist diese einfach oder dreifach. (Argumentation wie eben.) In jedem
Falle hat f dann einen Extrempunkt. Fazit:

FEine ganzrationale Funktion 4. Grades hat einen oder drei Extrempunkte. Liegt ein Sattelpunkt vor,
so gibt es genau einen Ertrempunkt.

c¢) Die Ableitung f’ hat den Grad n — 1, also héchsten n — 1 Nullstellen; f hat also héchstens n — 1
Extrempunkte.

4) i) a) f'(z) = 15(z* — 423 + 82? — 162 + 16) hat +2 als Nullstelle. Polynomdivision ergibt f’(z) =
15(x — 2)(2® — 222 + 42 — 8). Der kubische Faktor hat erneut +2 als Nullstelle und man erhiilt
f'(x) = 15(z — 2)%(2? + 4). Damit hat f’ nur eine Nullstelle, diese ist doppelt, also ohne VZW.
Folglich besitzt f kein Extremum, aber bei +2 einen Sattelpunkt: S = (2] f(2)) = (2| —4).

b) Da f kein Extremum besitzt, ist f monoton, und zwar monoton steigend, da f'(z) = 15(x —
2)2(2? + 4) keine negativen Werte annimmt. f hat also weder einen absolut gréfiten noch einen ab-
solut kleinsten Wert.

¢) Da f monoton steigt, ist f(—2) = —1796 der kleinste und f(3) = 54 der grofite Wert, den f iiber
dem Intervall [—2, 3] annimmt.

ii) a) f'(z) = 122(2? —x—2) = 122(z+1)(x —2) hat drei einfache Nullstellen, und zwar bei —1, 0 und
+2. Da dort jeweils ein VZW von [’ vorliegt, sind dies (lokale) Extremstellen von f. Die Extremwerte
sind f(—1) =15, f(0) = 20 und f(2) = —12. Die (lokalen) Extrempunkte sind 77 = (—1 | 15) erster
Tiefpunkt, H = (0 | 20) Hochpunkt und 75 = (2 | —12) zweiter Tiefpunkt.

b) Da die Funktionswerte f(x) fiir ¥ — +oo iiber alle Grenzen wachsen (f hat geraden Grad und
positiven fithrenden Koeffizienten), besitzt f keinen absolut grofiten Wert, wohl aber einen absoluten
Tiefpunkt. Gemifl b) ist dies To: Der absolut kleinste Wert, den die Funktion annimmt, ist —12.

¢) Um die Extremwerte iiber dem Intervall [—2, 3] zu ermitteln, miissen wir neben den in diesem
Bereich liegenden (lokalen) Extremstellen, noch die Randwerte f(—2) = 52 und f(3) = 47 beriick-
sichtigen. Alle drei Extremstellen liegen in diesem Intervall; —12 ist damit auch der kleinste Wert
von f, der in diesem Bereich angenommen wird. Vergleicht man den einzigen (lokalen) Maximalwert
f(0) = 20 mit den Randwerten f(—2) = 52 und f(3) = 47, so erkennt man f(—2) = 52 als den
grofiten dber diesem Intervall angenommenen Wert von f.

iii) a) f/(x) = 20x(2® + 522+ 3z —9), also ist 0 einfache Nullstelle von f’ und daher Extremstelle von
f. Der kubische Faktor hat +1 als Nullstelle und Polynomdivision ergibt f’(z) = 20x(z — 1)(2? +
6z +9) = 20z(z — 1)(z + 3)2. Damit hat f die Extremstellen 0 und +1 sowie die Sattelstelle —3.
(Der Sattelpunkt ist S = (=3 | f(—=3)) = (=3 | —397).) Die Extremwerte sind f(0) = —100 und
f(1) = —141; die Extrempunkte sind H = (0 | —100) und T'= (1 | —141).

b) Da f von ungeradem Grad ist, hat f weder einen absolut grofiten noch einen absolut kleinsten
Wert (Verhalten im Unendlichen!)

¢) Wieder mufl man die im Intervall gefundenen Extremwerte mit den Randwerten f(—2) = —348
und f(3) = 2627 vergleichen. Da die lokalen Extrema f(0) = —100 und f(1) = —141 dazwischen
liegen, geben die Randwerte auch die iiber dem Intervall [—2, 3] extremalen Werte an.

iv) a) f'(x) = —6023(2? — 22 — 3) = —6023(z — 3)(z + 1) hat die Nullstellen 0 (dreifach) und —1,
+3 jeweils einfach. Da immer ein VZW vorliegt, sind alle drei Stellen auch Extremstellen von f. Die
Extremwerte sind f(—1) = 11, f(0) = 0 und f(3) = 2187.

b) Da f geraden Grad hat und der fithrende Koeffizient negativ ist, besitzt f einen absolut groBten
Wert, und dieser ist nach a) f(3) = 2187. Einen absolut kleinsten Wert besitzt f nicht wegen
f(z) = —oo fiir x — oo.

¢) Wieder vergleichen wir die lokalen Extremwerte mit den Randwerten f(—2) = —688 und f(3) =
2187 und erhalten —688 als kleinsten und 2187 als grofiten Wert von f iiber dem angegebenen
Intervall.
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1)

Ubungen (6)

Aus 30 Zentimeter breitem Kupferblech soll eine Regenrinne mit rechteckigem Querschnitt geformt
werden. Welche Hohe soll die Regenrinne erhalten, damit sie moglichst viel Wasser aufnehmen kann?
Wie grof} ist der dann entstehende Querschnitt? Kann man bei einer anderen Form der Regenrinne
einen groBeren Querschnitt erreichen?

Ein Bauer mochte auf einer Weide, die an einen Flufl grenzt, ein Teilstiick fiir seinen Stier abgrenzen.
Er hat noch 180 Meter Zaun im Schuppen und mochte eine moglichst grofie rechteckige Fléche
entlang des Flusses einzédunen. Wie breit soll er den Streifen am Flufl wihlen? Wie grof} ist die dann
entstehende Weide?

Mit einem Zaun der Lénge [ soll ein moéglichst grofles rechteckiges Feld abgegrenzt werden

a) auf offenem Gelédnde,

b) mit einer Seite an einer Mauer.

Wie sind (in Abhéngigkeit von [) die Mafle der eingezéunten Flidche zu wihlen? Was bedeutet dies
geometrisch? Welcher Flicheninhalt kann erreicht werden?

Einem Glaser ist beim Transport einer 3
mal 6 Meter groflen Schaufensterscheibe
eine Ecke von 1 mal 2 Meter abgebrochen
(siehe Skizze). Wie kann man daraus par-
allel zu den alten Kanten eine neue recht-
eckige Scheibe mit moglichst grofler Fla-
che schneiden?

4G4/5 Mathematik (Kg) 1 11. September 1998



4G4/5 Mathematik (Kg) 14. September 1998

Ubungen (6)

1) Begriinden Sie fiir beliebige differenzierbare Funktionen f und eine Stelle a im Definitionsbereich
von f:
a ist Sattelstelle von f genau dann, wenn a eine Wendestelle von f ist, an der die Tangente an den
Graphen von f waagerecht verlduft.
Sattelstelle ‘=" Wendestelle mit waagerechter Tangente.

2) Untersuchen Sie die folgenden ganzrationalen Funktionen und skizzieren Sie ihre Graphen.
a) f(x) =23 + 422 — 11z — 30
b) f(z) = 2* — 422+ 3
c) f(z) = —o* + 823 — 1822 + 27
d) f(z) = 2* — 223 — 222 + 62— 3
e) f(x) = 3x° — 2523 + 90z
Weitere Aufgaben: Lehrbuch S. 180/181, Nr. 4-8. (Bei 7c) und 7e) sind die Nullstellen nur néhe-
rungsweise bestimmbar.)

3) Gegeben sind die Funktionen f;, durch fi(z) = 23 — 322 + kz (k € R).
a) Zeigen Sie, dafl es genau einen Punkt gibt, den alle Funktionsgraphen gemeinsam haben. Bestim-
men Sie ihn.
b) Zeigen Sie, dafl alle Funktionen dieselbe Wendestelle haben, und bestimmen Sie diese. Bestimmen
Sie auch die Wendepunkte der fj.
¢) In welcher Weise hiingen Existenz und Lage der Extremstellen von k ab? Entscheiden Sie, welcher
Art die Extremstellen sind.

4) Gegeben ist die Funktionenschar fx (k € R) durch fi(x) = 2 + ka.
a) Untersuchen Sie die Funktionen fj und skizzieren Sie die Graphen von f1, fo, f—1, f—3 in dem-
selben Koordinatensystem.
b) Welchen Wert mufl k£ haben, damit fx bei 1 ein Extremum hat? Welcher Art ist dieses dann?
¢) Welchen Wert mufl k£ haben, damit bei 0 ein Wendepunkt vorliegt?
d) Fiir welchen Wert von k hat fi bei —2 ein Minimum?

5) Gesucht sind die Funktionen dritten Grades, deren Graph durch den Koordinatenursprung O = (0 |
0) verlduft, W = (2 | 4) als Wendepunkt hat, dessen zugehorige Wendetangente (= Tangente im
Wendepunkt) den Anstieg —3 hat.
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Ubungen (6) — Losungen

1) Eine Sattelstelle ist definitionsgemifl eine Nullstelle von f’ ohne Vorzeichenwechsel. An einer Null-
stelle ohne Vorzeichenwechsel liegt aber notwendig ein Extremum vor. Damit ist a Extremstelle von
/" und folglich Wendestelle von f.
Umgekehrt: Ist a eine Wendestelle von f, so ist a Extremstelle von f’. Zugleich soll bei a die Tangente
an den Graphen von f waagerecht verlaufen, also f’(a) = 0 sein. Damit ist a eine Nullstelle von f”,
die zugleich Extremstelle von f’ ist. Dann kann dort aber kein Vorzeichenwechsel stattfinden: a ist
Nullstelle von f’ ohne Vorzeichenwechsel, und das heif3t, eine Sattelstelle von f.

2) a) Esist f(—2) =0, f(x) : (x +2) = (22 + 22 — 15) und 22 + 22 — 15 = (x + 5)(x — 3). Damit hat f
die drei (einfachen) Nullstellen —2, —5 und +3.
Nullstellen von f/(z) = 322 + 8z — 11:

8 11
3x2+8x—11:0<:>x2+§x—§:0
4 16 33 4 49 4 7
v 99 3 9 373
11
<:)a::1\/a::—§

Beide Nullstellen von f” sind einfach, also Extremstellen von f. Da der fiithrende Koeffizient von f(x)
(und damit auch der von f’(x)) positiv ist, ist f’(x) schlieBlich positiv, f(z) also schlielich monoton
steigend, so dafl der ‘letzte’ Extrempunkt ein Tiefpunkt sein muf: T = (1 | f(1)) = (1 | —36),
wihrend der andere ein Hochpunkt ist: H = (—11/3 | f(—11/3)) = (—11/3 | 400/27) ~ (—3.67 |
14.81).

Nullstellen von f”(z) = 6x+8: Die (einfache) Nullstelle bei —4/3 ist Wendestelle von f. Wendepunkt
W = (—4/3 | f(4/3)) = (-4/3 | —286/27) ~ (~1.33 | —10.60).

Skizze:

b) Die Funktion ist achsensymmetrisch. Thre Nullstellen bestimmen wir mittels Substitution: £1 und
++/3. Da es 4 verschiedene Nullstellen sind, miissen sie alle einfach sein.

f'(z) = 42® — 8z = 4z(2% — 2) hat die Nullstellen 0 und £+/2, diese sind einfach, also Extremstellen von
f. Die zugehorigen Extremwerte sind f(0) = 3, f(£v/2) = —1. Da der fithrende Koeffizient von f positiv
ist, ist der ‘letzte’ Extrempunkt ein Tiefpunkt: 75 = (v/2 | —1), der davor ein Hochpunkt: H = (0 | 3)
und schlieBlich davor wieder ein Tiefpunkt T3 = (—v/2 | —1).

f"(z) = 122% — 8 = 12(2? — 2) hat die beiden Nullstellen +./2/3 ~ +0.82; diese sind einfach, also
Wendestellen von f. Die zugehorigen Wendepunkte sind Wy = (—/2/3 | 7/9) und W2 = (1/2/3 |
7/9).
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Skizze:

Y
H
W1 W2
YRRV
T1 ] T2

c¢) Esist f(=1) = 0und f(z): (z+1) = —(23—922+272—27). Dieser letzte Term hat +3 als Nullstelle
und erneute Polynomdivision ergibt dann f(z) = —(x+1)(z—3)(22—62+9) = —(z+1)(x—3)(z—3)%
Damit hat f die Nullstellen —1 (einfach) und +3 (dreifach).

f'(z) = —42® + 2422 — 362 = —4x (2% — 62+ 9) = —4z(z — 3)? hat die Nullstellen 0 (einfach) und +3
(doppelt). Damit ist 0 Extrem- und +3 Sattelstelle. Da der fithrende Koeffizient negativ ist, fillt die
Funktion schliellich, d. h. der (einzige) Extrempunkt ist ein Hochpunkt: H = (0 | f(0)) = (0 | 27).
Der Sattelpunkt ist S = (+3 ] 0).

f'(x) = —12(2% — 42 + 3) = —12(x — 3)(z — 1) hat die beiden (einfachen) Nullstellen +1 und
+3. Damit hat f neben dem schon bestimmten Sattelpunkt S noch einen weiteren Wendepunkt
W= (1] f(1)) = (1 16).

Skizze:

d) +1 ist Nullstelle von f. Polynomdivision ergibt f(z) : (z — 1) = 23 — 22 — 3z + 3. Wieder ist +1
Nullstelle, erneute Polynomdivision ergibt f(x) = (x — 1)?(2% — 3). Damit hat f die Nullstellen +1
(doppelt) und £+/3 (einfach).

f(x) = 42® — 622 — 42 + 6 hat ebenfalls +1 als Nullstelle. Wir erhalten durch Polynomdivision
() = (x — 1)(42% — 22 — 6) und daraus die drei (einfachen) Nullstellen +1 und 3/2 von f’. Dies
sind Extremstellen von f. Die zugehorigen Extrempunkte sind ein Tiefpunkt To = (3/2 | f(3/2)) =
(3/2| =3/16) = (1.5 | —0.1875), ein Hochpunkt H = (1 | f(1)) = (1 | 0) und ein weiterer Tiefpunkt
Ty = (1] f(=1)) = (=1 | =8).

f"(z) = 122 — 122 — 4 hat die beiden (einfachen) Nullstellen £ + \/g . Dies sind Wendestellen von
f und die Wendepunkte sind Wy ~ (—0.26 | —4.68) sowie W3 = (1.26 | —0.10).
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Skizze:

=

W5, x

T

e) Diese Funktion ist punktsymmetrisch, da nur ungerade Potenzen im Funktionsterm f(x) auftre-
ten.

f(x) = z(3z* — 2522 + 90) hat die einfache Nullstelle 0. Mittels Substitution und p, g-Formel zeigt
man, daB 3z% — 2522 + 90 keine Nullstellen hat.

Die Gleichung f'(z) = 15(z* —52% +6) = 0 kann man mittels Substitution auf die quadratische Glei-
chung 22 —52+46 = 0 reduzieren. Letztere 16st man mittels p, g-Formel oder dem Satz von Vieta. Man
erhiilt 22 — 52 +6 = (2 —2)(z — 3) und damit f/(z) = 15(z* — 522 +6) = 15(z2 — 2)(2? — 3). Also hat
f" die vier (einfachen) Nullstellen ++/2 und 4+/3. Diese sind simtlich Extremstellen. Man erhilt die
Extrempunkte Hy = (—V/3 | —42v/3) ~ (=1.73 | =72.75), T} = (—V2 | =52v/2) ~ (—1.41 | —73.54)
sowie die dazu symmetrische Punkte Hy = (V2 | 52v/2) =~ (1.41 | 73.54) und T» = (v/3 | 42V/3) ~
(1.73 | 72.75).

f"(z) = 60a® — 150z = 60z(z* — 5) hat die (einfachen) Nullstellen 0 und +4/5/2 ~ 1.58. Diese sind
somit Wendestellen und die Wendepunkte sind W7 &~ (—1.58 | —=73.13), Wa = (0 | 0) und schlieBlich
W3 ~ (1.58 | 73.13).

In der nachfolgenden Skizze sind die Wendepunkte durch kleine Kreise, die Extrempunkte durch
‘massive’ Punkte gekennzeichnet. Die Skala ist in z-Richtung stark gestreckt, damit die entscheiden-
den Punkte gut getrennt erkennbar sind. (In Wahrheit ist der Graph wesentlich steiler. Bei 0 ist der
Anstieg 90 (!1)).

Skizze:

10 1

3) a) Schnittpunkte zweier Graphen f und f; (k # 1) sind gegeben durch Losungen der Gleichung

3

fe(@) = filz) <= 2> -3 +kx=2°-32" 41z <= kz=lz — (k—Dz=0.

Fiir k #£ 1, also k — 1 # 0, hat diese letzte Gleichung nur die Lésung x = 0 (unabhiingig von k und 1).
Damit ist (0| fx(0)) = (0] 0) der gesuchte gemeinsame Punkt aller Graphen f.
b) Es ist fi(z) = 322 — 6z + k und f(z) = 62 — 6 = 6(x — 1). Damit hat f;/ (unabhéingig von k)
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bei 1 seine einzige Nullstelle, und diese ist einfach. 1 ist also Wendestelle aller fy.
Der zugehorige Wendepunkt ist Wi, = (1| fr(1)) = (1] k — 2).

c¢) GemiB p, g-Formel gilt f] (z) = 3(2* — 2z + %) =0 <= z=1+4/1- %, wobei das Vorzeichen
des Radikanden 1 — k/3 entscheidet, ob und wieviele Lésungen es gibt. Wir unterscheiden 3 Fiille:
k > 3: Dann ist 1 — k/3 < 0, also hat f;, keine Nullstellen, fj somit keine Extremstellen.

k=3 Dann ist 1 — k/3 = 0 und f; hat die einzige (doppelte) Nullstelle 1; diese ist dann eine
Wendestelle von fj, (siehe auch a)).

k <3: Dann ist 1 —k/3 > 0 und f} hat die beiden (einfachen) Nullstellen 1 + /1 — £. Da der

fithrende Koeffizient von f; positiv ist, steigt fi schlieBlich an, so dafl an der letzten Extremstelle
(1++/1—k/3) ein Minimum und an der anderen (1 — /1 — k/3) ein Maximum vorliegt.

In nachstehender Skizze sind einige Graphen skizziert (fiir k = 4,3,2,0, —2). Die Wendepunkte an
der Stelle 1 sind durch kleine Kreise, die Extrempunkte durch Punkte gekennzeichnet. Die benutzte
Strichstérke wechselt von einem Graphen zum benachbarten. In dieser Skizze ist zusétzlich die Kurve
eingezeichnet, die von den Extrempunkten (und dem Sattelpunkt) gebildet wird.

fafafo fo f—

@@

4) a) fy ist punktsymmetrisch.
fr(x) = x(2? + k) hat 0 als Nullstelle; diese ist einfach, wenn k # 0, und dreifach, wenn k = 0 ist.
Fiir £ > 0 existieren keine weiteren Nullstellen; fiir & < 0 gibt es zwei weitere (einfache) Nullstellen
++v/—k. Zusammenfassend:

0,£v—k einfach fiir k <0,
Nullstellen von fy: 0 dreifach fiir k=0,
0 einfach  fiir k > 0.

fi(z) =322 + k=0 <= 2? = —k/3. Wieder unterscheiden wir die drei Fille und erhalten:

++/—k/3 einfach fiir k <0,
Nullstellen von f}: 0 doppelt fiir k = 0,
keine fir k£ > 0.

Fiir k£ = 0 liegt bei 0 eine Sattelstelle vor; der Sattelpunkt von fy ist S = (0 | 0).
Nur fiir £ < 0 hat f; Extremstellen. Die Extremwerte sind

M) - (VB () -+ F o F 3
und wegen der Punktsymmetrie von f
S =8) =i

Da der fithrende Koeffizient von fj, positiv ist, steigt fi schlielich an, so dal an der ‘letzten’ Ex-
tremstelle \/—k/3 ein Minimum und an der anderen ein Maximum vorliegt. Damit erhalten wir die

o~
|
ol
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Extrempunkte von f:

Tiefpunkt T} = (1 /_§ | %k /_%)7
Hochpunkt Hy = (— 1/—% | —%k4 /_§>.

Da f;/(x) = 6x von k unabhiingig ist, ist das Kriimmungsverhalten aller fj einheitlich; 0 ist einzige
Wendestelle, W = (0 | 0) ist gemeinsamer Wendepunkt aller Funktionsgraphen:

fir k <O0.

Wendepunkt: W = (0]0) fiir alle k.

Skizzen:

fH fa

f=s fo
Wegen f;.(0) = k findet man den Parameter k in diesen Skizzen als Anstieg der Kurven im Koordi-
natenursprung wieder.
b) Wenn bei 1 ein Extremum vorliegen soll, mufl f; (1) = 0 sein:

0=fr(1)=3+k < k=-3.

Hochstens f_g kann bei +1 ein Extremum haben. Dafl tatséchlich ein Extremum vorliegt, folgt aus
den Uberlegungen von a); es ist ein Minimum.
¢) Fiir alle & ist 0 Wendestelle von f.
d) Wie bei b) stellen wir fest f{(—2) =0 <= 3-(-2)2+k =0 <= k = —12. Damit kann
nur fiir f_12 bel —2 ein Minimum vorliegen. Aber: Es liegt dort zwar ein Extremum vor, aber kein
Minimum, sondern ein Maximum (siehe a) bzw. f”,,(—=2) = 6 - (—2) < 0). Folglich gibt es keinen
Wert von k mit den in ¢) geforderten Eigenschaften.

5) Allgemeiner Ansatz: Da die Funktion ganzrational sein und der Grad héchstens 3 betragen soll, kann
f(z) in der Form

f(x) =az® + bz +cx+d

angesetzt werden. Gesucht sind nun die 4 Koeffizienten a, b, c,d € R.

Bedingungen: Wir setzen die gestellten Forderungen fiir f in Bedingungen (meist Gleichungen) fiir
die gesuchten Koeffizienten a, b, ¢, d um.

1. O = (0| 0) Punkt des Graphen, d. h. 0 = f(0) = d. Damit sind nur noch 3 unbekannte Grofien
zu bestimmen: a, b, c.

2. W = (2| 4) soll Wendepunkt sein. Dies sind 2 Bedingungen! Erstens mufl W auf dem Graphen
liegen (f(2) = 4) und zweitens 2 Wendestelle sein. Fiir Letzteres ist f”/(2) = 0 notwendig (aber nicht
hinreichend!).

3. Die Tangente an den Graphen im Punkt W hat den Anstieg —3: f/(2) = —3.

Mit f(z) = az® + bx? + cx, f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ und f’(z) = 6ax + 2b erhalten wir fiir die drei
Unbekannten a, b, ¢ die drei folgenden Bedingungen:

(1) f2) = 4= Ba+4b+2c= 4
(2) F(2) =3« 12a+4b+ c=-3
(3) F12)= 0« 12a+20b = 0

4G4/5 Mathematik (Kg) 6 Ubungen (6) — Losungen



Dies ist ein lineares Gleichungssystem, das man mit den iiblichen Methoden 16st (Einsetzungs- oder
Additionsverfahren). (3) <= b= —6a. In (1) und (2) eingesetzt ergibt sich

(1) 8a+4(—6a) +2c =4 <= 2c =4+ 16a <= c =2+ 8a, und damit dann

(2) 12a + 4(—6a) + (2+8a) = -3 <= —4da= -5 <= a=5/4

Setzt man nun den gefundenen Wert fiir @ in die Formeln fiir b und ¢ ein, so erhiilt man b = —15/2
und ¢ = 12. Das lineare Gleichungssystem hat genau eine Losung: a = 5/4, b= —15/2, ¢ = 12.

Dies besagt, dafl die einzig mdgliche Funktion mit den geforderten Eigenschaften gegeben ist durch

5 15
flx) = Zx?’ - 7$2 +12z.

Da wir die Wendestellenbedingung abgeschwiicht hatten zu der notwendigen Bedingung f”(2) = 0,
miissen wir nun noch iiberpriifen, ob bei 42 tatséichlich eine Wendestelle vorliegt, d. h. f” an der
Nullstelle 2 das Vorzeichen wechselt. Da f"(x) linear ist, ist dies sicher erfiillt:

Die angegebene Funktion ist die einzige Funktion mit den geforderten Eigenschaften.
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Ubungsaufgaben zur Klausurvorbereitung

Lehrbuch Analysis 2, S. 155, Nr. 1.

Die Funktion f hat keine Liicken, einzige Nullstelle bei 0 (mit VZW). Sie ist symmetrisch zum Koordi-
natenursprung (f(—z) = —f(x)). Da der Z#hlergrad kleiner ist als der Nennergrad, besitzt der Graph
von f die z-Achse als Asymptote.

Die ersten beiden Ableitungen sind

2(1 — 2?)
(2 +1)2°

4 (x? - 3)
/ _ 1/ —

Daraus entnimmt man die Extremstellen +1 und die Wendestellen 0, 4-+/3.

Welcher Art die Extremstellen sind, kann man in diesem Falle durch Einsetzen der Extremstellen +1 in
f ermitteln. Es ist f”(—1) > 0 und f”(1) < 0, also liegt bei —1 ein Minimum und bei 41 ein Maximum
vor.

Wir erhalten also einen Tiefpunkt 7' = (—1|f(—1)) = (—=1] — 1), einen Hochpunkt H = (1]f(1)) = (1]1)
sowie drei Wendepunkte Wy = (—V/3|f(—v/3)) = (—V3| — 3v/3), W2 = (0[0) und W3 = (V/3|2V/3).
Skizze des Graphen von f:

Ws

Wi T

b) Die Steigung der Wendetangenten ist gegeben durch den Wert von f an den Wendestellen, also durch

F(=V3)=f(vV3) = ;—g = —i und f/(0) = 2.

¢) Man muf} die Gleichung f’(z) = 1 l6sen:

2(1 —a?) 2 2 2

=1 <= 2-22"= 1

R 7= (2" +1)
= 2-2 =2t + 22 41 «—= 2 +42° - 1=0.

Diese Gleichung vierten Grades kann man durch Substitution 16sen. Wir setzen z = 22 und l6sen zuniichst

P 4dr—1=0 = 2=-24+Va+1=-24+5.

Die Gleichung z? = z ist fiir z = —2 — Vb < 0 unlésbar und besitzt fiir 2 = —2 + /5 > 0 die beiden

Losungen
z=+\/-2+5.

Genau an diesen beiden Stellen hat die Tangente an den Graphen von f die Steigung 1. Auch diese
Punkte sind in der obigen Skizze gekennzeichnet.

Lehrbuch Analysis 2, S. 155, Nr. 2.a), d)

f1 hat keine Liicken, fo hat zwei Liicken, und zwar bei +2 Pole mit VZW. Beide Funktionen haben eine
einzige Nullstelle (dreifach, mit VZW) bei 0. Auflerdem besitzen beide Funktionen eine Asymptote (der
Zihlergrad ist um 1 groBer als der Nennergrad). Diese bestimmt man durch Polynomdivision und erhiilt
in beiden Fillen als Gleichung der Asymptoten y = z; die Winkelhalbierende im I. und III. Quadranten
ist Asymptote.
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Wir berechnen die Ableitungen

, B 2% (2% +12)
fl(x)_ ($2+4)2
voon 8x(12 — z?2)
1) = (x2+4)3

Wir entehmen daraus:

)

)

U
2

{(x) =
(@) =

(2% — 12)
i
_ 8xz(2® +12)

@ =17

fi: f1 hat eine einzige Nullstelle (bei 0), diese ist jedoch doppelt, ohne VZW, also hat f; keine Extrem-

stelle.

" hat drei Nullstellen, und zwar bei 0 und bei ++/12 = +21/3, alle einfach, mit VZW. Also hat f;

an diesen Stellen Wendestellen.

Die zugehorigen Wendepunkte sind Wy = (—2v/3| — £v/3), Ws = (0/0) und W3 = (2V/3|2V/3).

fa: f5 hat Nullstellen bei 0 (doppelt, ohne VZW) und bei £v/12 = £2v/3 (einfach, mit VZW). Also
hat f, zwei Extremstellen bei +2v/3. Durch Einsetzen dieser Werte in f} stellt man fest, daB bei
—2v/3 ein Maximum und bei +21/3 ein Minimum von f, vorliegt. Wir erhalten einen Hochpunkt

H = (—2v/3] — 3/3) und einen Tiefpunkt 7' = (2v/3]|3v/3).

% hat eine einzige Nullstelle, und zwar bei 0 (einfach, mit VZW); f2 hat also nur bei 0 eine Wende-

stelle. Der Wendepunkt ist W =

(0]0).

Damit ergeben sich die nachfolgenden Skizzen sowie die Behauptung von Teil d).

yl

Graph von f;
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Lehrbuch Analysis 2, S. 155, Nr. 3. a), b)
Es ist

1 )_ 42
2c+17 22+4+1°

Einzige Liicke ist —%. Diese ist nicht Nullstelle des Z&ahlers, also ein Pol von f, und zwar mit VZW. Die
einzige Nullstelle von f ist 0, und zwar doppelt, ohne VZW. Es existiert eine Asymptote (der Zihlergrad
ist um 1 grofler als der Nennergrad). Diese kann man durch Polynomdivision bestimmen, oder in diesem
Fall folgendermaflen umformen:

flx) =221

1 2 2 1-1 1
- ) =2z — v 2213—7%4— =2x—1+
2z + 1

=2x(1 .
f(@) 2 2r +1 2¢ + 1 2¢ + 1

Wir erkennen als Asymptotengleichung y = 2z — 1.
Die ersten beiden Ableitungen von f sind (mit Hilfe der letzten Form von f(z) unter Verwendung
der Kettenregel berechnet):

Npy—o L o 2
f(x)_Z_(%:—l—l)Q 2= Gar
@)= 2=

(22 +1)3 2 2z +1)3°

Offenbar hat f” keine Nullstellen, f also keine Wendestellen. Zur Berechnung der Nullstellen von f’
schreiben wir f/(z) als Bruchterm:

2 _ 24x?+4r+1)—2 8?48z Bx(r+1)

FO) =2 G =" Garip 2z +1)>  (e+1)%

Daraus lesen wir ab: f’ hat zwei Nullstellen: 0 und —1, beide einfach, mit VZW. Damit hat f bei —1 und
0 Extremstellen, und zwar (setze —1 bzw. 0 in f” ein) liegt bei —1 ein Maximum und bei 0 ein Minimum
vor. Wir erhalten so einen Hochpunkt H = (—1| — 4) und einen Tiefpunkt 7' = (0]0).

Skizze:

1%
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