1b Mathematik (Kg) 10. Juni 2010

Dreiecksgeometrie mittels linearer Funktionen

Gegeben sind drei Punkte

A=(3,2), B=(-2-1), C=(-3,4).

Alle nachfolgenden Rechnungen lassen sich an einer sauberen Zeichnung iiberpriifen.

Zeigen Sie rechnerisch, dass die drei Punkte ein Dreieck bilden, d. h. dass sie nicht
auf einer Geraden liegen.

Bestimmen Sie Gleichungen fiir alle Dreiecksseiten.

Bestimmen Sie Gleichungen fiir alle Hoéhen. (Eine Hohe in einem Dreieck ist eine
Gerade durch einen Eckpunkt des Dreiecks, die senkrecht ist zur gegeniiberliegen-
den Seite.)

Bestimmen Sie die Hohenfulpunkte, d.h. die Schnittpunkte der Hohen mit den
gegeniiberliegenden Seiten.

Zeigen Sie, dass sich alle Hohen des Dreiecks in einem einzigen Punkt schneiden,
und bestimmen Sie ihn.

Bestimmen Sie Gleichungen fiir die drei Mittelsenkrechten dieses Dreiecks.

Zeigen Sie, dass sich alle Mittelsenkrechten des Dreiecks in einem einzigen Punkt
schneiden, und bestimmen Sie ihn.
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Zeichnung des Dreiecks mit den drei Hohen:

1) Wir bestimmen eine Gleichung fiir die Gerade durch zwei dieser Punkte, etwa A
und B, und iiberpriifen dann, ob C auf dieser Geraden liegt.
Sei ¢ = g(A, B) die Gerade durch die beiden Punkte A, B. Ihr Anstieg ist

—-1-2
a = =
-2-3

3
-

Eine Gleichung der Geraden ist also y = %:c + b und wir bestimmen b durch Ein-
setzen von A = (3,2):
3 1
2=--34b = b=—.
5 * 5
Damit ist y = %:c + % eine Gleichung fiir die Gerade ¢ = g(A4, B).
Wir iiberpriifen, ob C' = (—3,4) auf der Geraden c liegt, indem wir C in die
Geradengleichung einsetzen:

3 1 8
- (=3 —=——=%£4 C .
Damit bilden die drei Punkte ein Dreieck.

2) Seite a ist die Gerade durch B = (—2,—1) und C = (—3,4). Wir berechnen
zunéchst den Anstieg:

Y2 -y _ 441 _
To — Tq —3+2

Eine Gleichung fiir a lautet also y = —5x + b. Durch Einsetzung von B in diese
Gleichung berechnen wir den y-Achsenabschnitt b der Gerade a:

Beyg(B,C) < —1=—-5-(-2)+b < b= —11.
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Die Geradengleichung fiir g(B, C) lautet also: y = —5z — 11.
Seite b ist die Gerade durch A = (3,2) und C = (—3,4).

4—2 1
nstieg ap = —— 3
Eine Gleichung fiir b ist also y = — %:c +b und b bestimmen wir durch Einsetzen von

A=(3,2):2=—3-3+b <= b= 3. Die Gleichung fiir b lautet also y = —3x + 3.

Seite ¢ wird beschrieben durch die Gleichung y = 3z + £ (siehe Aufgabe 1).

3) Aus der vorangehenden Aufgabe kennen wir die Anstiege der Dreiecksseiten und
damit auch die Anstiege der Hohen, denn diese sind das Negative der Kehrwerte
der Anstiege der Dreiecksseiten.

1 1
Hohe h, @ Anstieg — — = —,
Qg 5
. 1
Hohe hy @ Anstieg — — =3,
ap
1 5
Hohe h.: Anstieg — — = ——.
Qe 3

Zur Bestimmung von Gleichungen fiir die Hohen, setzen wir den jeweiligen Eck-
punkt in die Gleichung ein und bestimmen damit b:

ha y:%-f—f—ba’ A:(372)€ha :>ba:2_%.3 ’
hy:  y=3z+by, B=(-2-1)ehy = bp=-1-3-(-2)=5,

T
5

Damit erhalten wir die folgenden Héhengleichungen:

1 7
ha: = T =
Y 5:c+5
hy: y=3x+5,
5

he : y:—gw—l.

4) Wir stellen Gleichungen fiir die Hohen und die gegeniiberliegenden Seiten zusam-
men, die in den vorangehenden Aufgabe bestimmt wurden:

he : y:%:c—kg, a: y=-—-br—11,
hy: y=3x+5, b: y:—%:c—k?),
he : y:—gw—l, c: y:%:c—k%.

Die Hohenfu3punkte sind die Schnittpunkte der jeweiligen Hohen mit den entspre-

chenden Seiten.
Hohenfulpunkt H,:

1 7
g:c+g:—5:1;—11 -5
31
— @ +T= 2255 < W2 =62 < r=—",
31 12
=5 (-Z)—11==
Y (-3 13
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Also 31 12
( 13 ’ 13) ( T )

Die Ndherungswerte ermoglichen einen Vergleich mit der Skizze.
Hohenfulpunkt Hyp:

H, =

1
Br+5=—30+3 )~3

3
<«— 9r4+15=—-—249 «<— 10x = —6 <— x:_g’
3 16
:3 —_— = 5: .
(0 ( 5)+ .

Also

Hohenfulpunkt H..:

5 3 1
ELFETE N N
37 5215
9
— —2r—15=9r+3 < e =—18 < s =7,
3 9. 1 2
’y: . —_

Also 9 9
—, ——) ~ (—0,53; —0,12).
17 17

5) Berechnung des Schnittpunktes H der Hohen h, und hy:

H, = (-

1 7

gw+g:3x+5 ’~5

<= x+T7=15x+25 <— ld4xr=—-18 «— = —

9 8
—3.(—=2)45=12.
Y ( 7)+ -

Y

9
7

Der Schnittpunkt von h, und hy ist also

9 8

H:(—?, 2~ (—1.29:1.14).

Wir verifizieren nun, dass dieser Schnittpunkt H auch auf der dritten Hohe h. liegt
3o — 1. Einsetzen von H ergibt

Deren Gleichung ist y = — 5

1
B B 8
3 7 7 7

Die Gleichung fiir h. ist erfiillt, H liegt auf h., alle drei Hohen schneiden sich in
dem einem Punkt H.
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Zeichnung des Dreiecks mit den drei Mittelsenkrechten:

6) Mittelsenkrechte sind Geraden durch die Seitenmittelpunkte senkrecht zu den Sei-
ten. Wir berechnen also zuerst die Mittelpunkte durch Mittelung der Koordinaten
der Eckpunkte (und vergleichen mit der Zeichnung):

A=(3,2), B=(-2,-1) = Mup = (3+;_2) ; 2+;_1)) = (%7 %)7
A=(3,2), C=(=3,4) = Muac = (3+;_3) : 2;4) =(0,3),
B=(-2,-1), C=(-3,4) — Mpc = (> +2(_3), _1;4) _ (_g, g).

Die Mittelsenkrechten haben dieselben Anstiege wie die Hohen, ihre Anstiege sind
also bereits berechnet. Zur Bestimmung von Gleichungen fiir die Mittelsenkrechten
setzen wir den jeweiligen Mittelpunkt in die Gleichung ein und bestimmen damit
den y-Achsenabschnitt:

mai y=detd,  Mpo=(fdems — b=3-}-(-D-2
my: y=3r+b, Mac =(0,3) € my — b=3,
me: y=-Zwtb, Mip=(} D em, — b=1+3.3=3

Damit erhalten wir die folgenden Gleichungen fiir die Mittelsenkrechten:

1
Mg : Y= -T+2,

5
mp: y=3r+3,
5., 4
me : = ——x+ —.
Y= 73773

7) Berechnung des Schnittpunktes M der Mittelsenkrechten m, und my:

1
—r+2=3x+3 |-5

5
5
= e t10=150+15 & Ur=—5 <= v=——,
5 27
=3.(——)+3="".
Y 3=
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Der Schnittpunkt von m, und my ist also

5 27

——, —)~(—0,36;1,93).
14’14) ( ,36;1,93)

M=

Wir verifizieren nun, dass dieser Schnittpunkt M auch auf der dritten Mittelsenk-
rechten m, liegt. Deren Gleichung ist y = —g:c + %. Einsetzen von M ergibt

5, 4 25456 81 27

5
Sty T T e
Die Gleichung fiir m.. ist erfiillt, M liegt auf m., alle drei Mittelsenkrechten schnei-
den sich in dem einen Punkt M.
Die folgende Skizze veranschaulicht die geometrische Bedeutung des eben berech-
neten Schnittpunktes der drei Mittelsenkrechten: Dieser Punkt hat von allen drei
Eckpunkten des Dreiecks denselben Abstand, er ist der Mittelpunkt des sog. Um-

kreises. \

1b Mathematik (Kg) 6 Dreiecksgeometrie — Losungen



