I. Grundlagen

1. Die natiirlichen Zahlen. Die zum Abzihlen benétigten Zahlen eins, zwei, drei, ... usw.
bezeichnet man als natirliche Zahlen.

a. Dekadische Zahldarstellung. Zur Bezeichnung von Zahlen benutzt man besondere
Symbole. Die ersten neun natiirlichen Zahlen werden durch jeweils ein eigenes Zahlzeichen dar-
gestellt, die arabischen Ziffern 1,2,3,4,5,6,7,8,9. Zusammen mit einem weiteren Symbol, der
Ziffer 0, baut man daraus unsere heute allgemein verwendete dekadische Zahldarstellung auf:
Eine Zahl wird durch eine Folge von Ziffern dargestellt, wobei die einzelnen Ziffern je nach ihrer
Stellung unterschiedliche (Stellen-) Werte haben. Beim dekadischen System sind diese Stellen-
werte von rechts nach links gelesen: eins, zehn, hundert, .... Mit jeder zusitzlichen Stelle ver-
zehnfacht sich der Stellenwert. So ist 4357 das dekadische Zahlzeichen fiir die Zahl viertausend
dreshundert sieben und fiinfzig. Beachten Sie: 4357 ist nur ein Zeichen fiir die Zahl, nicht die
Zahl selbst. Diese kann man auch auf andere Weisen darstellen, etwa in Worten (s. 0.) oder mit
romischen Zahlzeichen. Andere bedeutsame Zahldarstellungen werden wir noch besprechen.

b. Die Grundrechenarten. Fiir natiirliche Zahlen sind Rechenoperationen erklart, die
Addition + und die Multiplikation -. Man nennt a + b die Summe der beiden Summanden a und
b, und a - b das Produkt der beiden Faktoren a und b.

AuBerdem sind die natiirlichen Zahlen der Gréfle nach angeordnet. Dafiir hat man das
Zeichen < und daraus abgeleitet die Symbole > sowie < und > eingefiihrt:

a <b Dbedeutet: a ist kleiner als b,

a > b bedeutet: a ist grofler als b,

a <b bedeutet: a ist kleiner als b oder gleich b,

a > b bedeutet: a ist grofler als b oder gleich b.

Ein besonderer Vorzug der dekadischen Zahldarstellung liegt in der Moglichkeit, die obigen
Rechenoperationen und Gréfienvergleiche symbolisch und mit geringem Aufwand durchzufiihren.
Die Vorziige werden besonders deutlich, wenn man einmal mit der rémischen Zahldarstellung
vergleicht, die nicht auf einem Stellenwertsystem aufbaut.

Zu beiden Operationen 4+ und - gibt es Umkehroperationen; zur Addition die Subtraktion
— und zur Multiplikation die Division. Beide sind aber nicht immer ausfithrbar. So ist die
Subtraktion a — b nur dann durchfithrbar, wenn a > b ist; das Ergebnis ist dann die natiirliche
Zahl ¢ mit der Eigenschaft b+ ¢ = a.

Genauso beschreibt man die Divisionsaufgabe a : b mittels der Multiplikation: a : b ist die
natiirliche Zahl ¢ mit ¢ - b = a — wenn es eine derartige Zahl gibt. Wann dies der Fall ist, ist
nicht so einfach zu erkennen, wie bei der Subtraktion.

Als Abschwéchung kann man jedoch immer die Division mit Rest durchfithren. Dazu subtrahiert
man b sooft von a, bis das Ergebnis kleiner ist als b. Man erhilt auf diese Weise a = ¢ - b+ r mit
dem Rest r < b und einer Zahl ¢ (evtl. ¢ = 0). (¢ gibt an, wie oft man b subtrahieren konnte.)
Ist der Rest 0, so geht die Division auf, und es ist @ = ¢-b mit dem gesuchten Quotient ¢ = a : b.

Ist letzteres der Fall, so sagt man b ist ein Teiler von a oder auch a ist ein Vielfaches von
b. Man schreibt dafiir b | a (lesen Sie: b teilt a).

c. Potenzen. So wie das Produkt natiirlicher Zahlen eine mehrfache Addition mit demsel-
ben Summanden darstellt, kann man auch eine mehrfache Multiplikation mit demselben Faktor
einfithren. Dies ist die Potenzierung:

a =a-...-a.
N——

k—mal

Man nennt a die Basis, k den Exponenten und a” (lies ‘a hoch k’) die Potenz. Sie ist definiert
als das Produkt aus k gleichen Faktoren a. Der Exponent k gibt dabei die Anzahl der Faktoren
an, muss also eine natiirliche Zahl sein. Unter a'! versteht man einfach a selbst.
Hier eine Liste der ersten Potenzen

von2: 2,4,8,16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024 ...
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von3: 3,9, 27,81, 243, 729 ...

von 5: 5, 25, 125, 625 ...

[Ergénzen Sie die Liste durch die ersten Potenzen von 4. Was féllt Thnen auf?]

Die in der dekadischen Zahldarstellung benutzten Stellenwerte sind gerade die Zehnerpo-
tenzen 10! = 10,10% = 100, 10> = 1000, . ... Daher haben die Zehnerpotenzen dekadisch eine
besonders einfache Darstellung, ndmlich eine 1 mit nachfolgenden Nullen. Die Zahl der Nullen
gibt gerade den Exponenten an: 10* wird dekadisch dargestellt als eine 1 mit k& Nullen.

Grundlage der gesamten (auch spiteren erweiterten) Potenzrechnung sind die folgenden
GesetzmaBigkeiten:

kgl = bt ak bk = (ab)*, (aF)! = at .

In Worten:
e Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, indem man die Basis beibehédlt und die
Exponenten addiert.
e Potenzen mit gleichem Exponenten werden multipliziert, indem man die Basen multipliziert
und den Exponenten beibehélt.
e Fine Potenz wird potenziert, indem man die Basis beibehdlt und die Exponenten multipli-
ziert.
Diese GesetzméfBigkeiten werden auch bei allen spéteren Erweiterungen giiltig bleiben! Hier
im Bereich der natiirlichen Zahlen sind sie aufgrund der Definition unmittelbar einsichtig, etwa:

k-mal l-mal (k41)-mal

Ahnlich einfach begriindet man die beiden anderen GesetzmiBigkeiten.

d. Teilbarkeit. Von besonderer Bedeutung (etwa in der Bruchrechnung) ist es, schnell und
mit geringem Aufwand Teilbarkeiten zu erkennen und Teiler zu bestimmen. Dabei kann wieder
die dezimale Zahldarstellung von Nutzen sein. So erkennt man Teilbarkeit durch Zehnerpotenzen
an den Nullen am Ende. Aber auch Teilbarkeit durch gewisse andere Zahlen kann man an der
Dezimaldarstellung ablesen:

Teilbarkeitskriterien:

Teilbar

durch Bedingung
2 die letzte Ziffer ist 0, 2, 4, 6 oder 8,
5 die letzte Ziffer ist 0 oder 5,

4 die aus den letzten beiden Ziffern gebildete Zahl ist durch 4 teilbar,
25 |die aus den letzten beiden Ziffern gebildete Zahl ist durch 25 teilbar,

8 die aus den letzten drei Ziffern gebildete Zahl ist durch 8 teilbar,
125 | die aus den letzten drei Ziffern gebildete Zahl ist durch 125 teilbar,
3 die Quersumme ist durch 3 teilbar,
9 die Quersumme ist durch 9 teilbar,
11 die Wechselsumme ist durch 11 teilbar.

Dabei ist die Quersumme die Summe aller Ziffern, wahrend man bei der Berechnung der Wech-
selsumme (auch alternierende Quersumme genannt) die Ziffern abwechselnd addiert und sub-
trahiert, mit der letzten Ziffer positiv beginnend.

Die erste Gruppe von Teilbarkeitskriterien ergibt sich daraus, dass 2-5 = 10 ist. Subtrahiert
man von einer Zahl ihre letzte Ziffer, so ist das Ergebnis durch 10 teilbar ist, also erst recht durch
2 und 5. Also entscheidet die letzte Ziffer dariiber, ob die ganze Zahl durch 2 oder 5 teilbar ist.
Da 100 = 10 = (2-5)2 = 22 .52 = 4 - 25 ist, erhilt man auf dieselbe Art die néichsten zwei
Kriterien, und wegen 8- 125 = 1000 die letzten beiden Kriterien des ersten Blocks.
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Die ersten beiden Kriterien des zweiten Blocks beruhen auf folgender Uberlegung: Subtra-
hiert man von einer Zahl ihre Quersumme, so ist das Ergebnis immer durch 9 (und also auch
durch 3) teilbar. Wir verdeutlichen dies an einem Beispiel:

2454 — (2+4+5+4) = 21000 + 4100 + 5-10 + 4
—2 —4 5 — 4

= 2.(1000—1) 4+ 4- (100 — 1) + 5- (10 — 1)

= 2.999 + 4-99 + 5.9

Die letzte Darstellung zeigt die Teilbarkeit durch 9. Die Zahl 2454 selbst ist also durch 3 bzw.
9 teilbar, wenn dies fiir ihre Quersumme 2 + 4 4+ 5 + 4 = 15 gilt. Fazit: 2454 ist durch 3, aber
nicht durch 9 teilbar.

Das Kriterium fiir Teilbarkeit durch 11 beruht auf &hnlichen Uberlegungen. Aber statt zu
benutzen, dass 10 — 1, 100 — 1, 1000 — 1, 10000 — 1 usw. immer durch 9 teilbar ist, muss man
jetzt zeigen, dass 10+ 1, 100 — 1, 1000 + 1, 10000 — 1, 100000 + 1 usw. jeweils durch 11 teilbar
ist. (Wir werden das spéter im Rahmen der Algebra zeigen koénnen.)

e. Primzerlegung. Jede Zahl a hat die trivialen (offensichtlichen) Teiler 1 und a selbst;
die anderen Teiler nennt man echte Teiler. Eine Zahl p # 1, die nur die trivialen, also keine
echten Teiler hat, nennt man Primzahl:

Eine Primzahl ist eine natirliche Zahl # 1, die aufler 1 und sich selbst keine
Teiler hat.

Die Zahl 1 ist keine Primzahl! Die besondere Bedeutung der Primzahlen liegt darin, dass sich jede
natiirliche Zahl # 1 als Produkt von Primzahlen darstellen ldsst. Fiir eine gegebene natiirliche
Zahl a # 1 findet man diese wie folgt:

Man bestimme den kleinsten Teiler = 1 von a;

dieser muss dann eine Primzahl p sein;

man dividiere durch p,

man untersuche nun den Quotienten statt a;

man wiederhole diese Schritte, bis man bei 1 endet.
Beispiel: 39060 = 2-19530 = 2-2-9765 = 22.3-3255 = 22.3.3-1085 = 22.32.5.217 = 22.32.5.7-31.
Man kann diese Zerlegung auch auf andere Weise durchfiithren: 39060 = 10-3906 = 2-5-9-434 =
2.32.5.2-217=22-32-5-7-31. Man erhilt aber immer dieselben Primfaktoren mit derselben
Héufigkeit:

Fundamentalsatz der Arithmetik:
Jede natiirliche Zahl groler Eins ist in eindeutiger Weise als Produkt von Prim-
zahlpotenzen darstellbar.

Mit Hilfe der eindeutigen Primzerlegung kann man Teilbarkeitsbeziehungen und verwandte Fra-
gen sehr gut kldren:

e Sind von zwei Zahlen ¢ und b die Primzerlegungen bekannt, so ist a genau dann ein Tei-
ler von b, wenn die Primfaktoren von a auch in b vorkommen, und zwar mit mindestens
derselben Hiufigkeit.

e Der grifste gemeinsame Teiler ggT(a,b) zweier Zahlen a,b hat in seiner Primzerlegung
gerade die Primfaktoren, die in a und zugleich in b vorkommen, und zwar mit dem jeweils
kleineren der beiden auftretenden Exponenten.

e Das kleinste gemeinsame Vielfache kgV(a,b) zweier Zahlen a,b hat in seiner Primzerle-
gung genau die Primzahlen, die in wenigstens einer der Zahlen a oder b als Primfaktoren
vorkommen, und zwar mit dem jeweils grofleren der beiden auftretenden Exponenten.

e Zwei Zahlen sind teilerfremd, wenn sie keinen Primfaktor gemeinsam haben.
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e Sind zwei teilerfremde Zahlen b und ¢ Teiler von a, so ist auch ihr Produkt b-c ein Teiler von

a. (Ohne die Voraussetzung der Teilerfremdheit ist diese Aussage nicht allgemein richtig.)
Die letzte Aussage kann man als weiteres Teilbarkeitskriterium formulieren:

e Fine Zahl a ist genau dann durch das Produkt zweier teilerfremder Zahlen teilbar, wenn sie

durch jede der beiden Zahlen teilbar ist.

So ist eine Zahl genau dann durch 6 teilbar, wenn sie durch 2 und durch 3 teilbar ist, und das
bedeutet, wenn die letzte Ziffer durch 2 und die Quersumme durch 3 teilbar ist.
Entsprechend ist eine Zahl genau dann durch 12 teilbar, wenn sie durch 3 und durch 4 teilbar
ist, und dies kann man mit den fritheren Kriterien entscheiden.
Ebenso kann man Teilbarkeit durch 15 =3-5, 18 = 2 -9 u. 4. iiberpriifen.
Aber Vorsicht: Teilbarkeit durch 24 folgt nicht aus der Teilbarkeit durch 4 und 6, da 4 und 6
nicht teilerfremd sind! Vielmehr muss die Teilbarkeit durch 8 und 3 gegeben sein!

f. Stellenwertsysteme. Neben dem iiblichen Dezimalsystem gibt es auch andere Stellen-
wertsysteme. Das historisch erste war wohl das auf der Zahl 60 aufgebaute Sezagesimalsystem. Es
wurde in den Hochkulturen im Zweistromland (Sumerer, Babylonier ab 3000 v. Chr.) entwickelt
und ist noch heute in unserer Zeit- und Winkelmessung vorhanden. In speziellen Zahlbegriffen
(Dutzend, Gros) findet man Reste eines Duodezimalsystems (zur Basis 12).

In unserem heutigen Computerzeitalter haben weitere Stellenwertsysteme grofie Bedeutung
erlangt, das Dualsystem basierend auf der Zahl 2, aber auch das Hezadezimalsystem zur Basis 16.
Das Dualsystem ist von besonderer Bedeutung, da es die geringste Zahl von Symbolen erfordert,
némlich nur zwei, eines fiir Null: 0, und eines fiir Eins: |. Es wird vor allem bei der Speicherung
von Zahlen benutzt: Die beiden Symbole werden durch zwei verschiedene physikalische Zustdinde
auf den diversen Speichermedien (Magnetplatte, CD) realisiert.

Im Dualsystem sind die Stellenwerte die Zweierpotenzen, also (von rechts nach links) 1, 2,
4, 8, .... Also stellt das Zahlzeichen 1010001 im Dualsystem die Zahl 81 (dezimal) dar, denn es
ist14+0-240-44+40-8+1-164+0-32+1-64 = 81. Um die duale Darstellung einer Zahl a
aufzustellen, kann man auf zwei Weisen vorgehen; man bestimmt die Dualziffern von links nach
rechts oder umgekehrt:

a) Von links nach rechts: Man suche die grofite Zweierpotenz < a, subtrahiere sie von a und
setze eine Eins | an die entsprechende Stelle der Dualzahl. Dieses Vorgehen wiederholt man nun
mit der verbliebenen Zahl so oft wie moglich. Fiir nicht vorkommende Zweierpotenzen flige man
jeweils eine Null 0 in die duale Darstellung. Beispiel:
81=64+4+17=64+16+1=1-64+0-32+1-16+0-8+0-4+0-2+1: 1010001.

b) Von rechts nach links: Man dividiere die Zahl durch 2 mit Rest. Dieser Rest ist 0 oder 1 und
gibt die letzte Dualziffer an. Nun wiederholt man den Prozess mit der ‘halbierten’ Zahl, bis man
bei Null angekommen ist. Die Dualziffern setzt man in der gefundenen Reihenfolge von rechits
nach links zusammen. Beispiel:

Zahl 0 «— 1 «— 2 «— 5 « 10 « 20 « 40 <« 81
Ziffer | 0 [ 0 0 0 [

Man kann im Dualsystem ebenso die Grundrechenarten schriftlich durchfiihren wie in dezimaler
Schreibweise. Die dafiir notige Kenntnis iiber die Addition und Multiplikation der einzelnen
Ziffern ist dabei sogar sehr gering, da man nur 2 Ziffern 0 und | hat. Fiir die Addition bené6tigt
man0+0=0, 0+ 1=14+0=1,1+1 =10, wihrend die Multiplikation der Dualziffern noch
einfacher ist: 0-0 =0-1=1-0=10, I-1 = I. Fiir die Multiplikation im Dezimalsystem hingegen
bendtigt man die Multiplikation aller 10 dezimalen Ziffern, also 10 - 10 Produkte. Dies ist nichts
anderes als das ‘kleine Einmaleins’.

Neben dem Dualsystem wird im Bereich der Computer oft auch das Hexadezimalsystem
benutzt. Es baut auf der Basis 16 auf und benétigt daher Ziffern fiir die 16 Zahlen 0, ..., 15. Es
ist dabei tiblich, die arabischen Ziffern 0, . .., 9 durch die Gro3buchstaben A, ... F fiir die Zahlen
10,...,15 zu ergidnzen. Um nun hexadezimale Zahldarstellungen von dezimalen unterscheiden
zu konnen, fiigen wir ein kleines tiefergestelltes 1, an das jeweilige Zahlzeichen an:

67=4-16+3 =43y, 256 = 162 = 100y, 1B, = 27.
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Der in Computern zur Verschliisselung von Buchstaben und anderen Zeichen benutzte ASCII-
Code umfasst 256 Zeichen, die rechnerintern durch die hexadezimalen Zahlen 00y, . . ., FF}, dar-
gestellt werden. Fiir die GrofSbuchstaben A, . .. ,Z benutzt man die Zahlen 65 = 41y, bis 90 = 5Ay,,
wihrend die zugehorigen Kleinbuchstaben durch 61y, bis TAy erfasst werden. Man wechselt leicht
von Grof}- zu Kleinbuchstaben, indem man die erste hexadezimale Ziffer um 2 erhoht.

2. Die rationalen Zahlen
a. Mengen. Nach den Zahlen wollen wir einen anderen fundamentalen Begriff der Mathematik
ansprechen, die Mengen. Trotz des Missbrauchs, der mit diesem Begriff in den 70er Jahren im
Schul-, speziell im Grundschulbereich getrieben wurde, ist er das Fundament, auf dem sich heute
die Mathematik aufbaut. Zum Beispiel ist der Zahlbegriff auf den Mengenbegriff riickfithrbar.
Dies werden wir hier jedoch nicht tun, so dass hier der Mengenbegriff nur sehr vordergriindig
benutzt wird. Wir treiben hier keine Mengenlehre. Daher geniigt fiir unsere Zwecke auch die
nachfolgende Definition des Mengenbegriffs:
e Eine Menge ist die Zusammenfassung verschiedener Objekte unserer Anschauung oder un-
seres Denkens zu einem Ganzen.
e Die Gegenstinde, die zu einer Menge zusammengefasst werden, heiflen FElemente dieser
Menge.
e Zwei Mengen stimmen iiberein, wenn sie dieselben Elemente enthalten, wenn also jedes
Element der einen Menge auch zu der anderen gehort und umgekehrt.
Mengen werden in der Regel mit groien Buchstaben bezeichnet; etwa M oder N. Fiir bestimmte
Mengen, insbesondere wichtige Zahlbereiche, gibt es Standardbezeichnungen: Ein bestimmter
Buchstabe mit Doppelstrich. Zum Beispiel bezeichnet IN die Menge aller natirlichen Zahlen.
Eine Menge kann durch Aufzéhlung aller ihrer Elemente, eingerahmt von Mengenklammern {
und }, angegeben werden:

V ={a,eiou},

B ={a,b,c,d,e,f,g h,ij k1 mmno,p,q,r,stuv,wxy,z},
Z=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

G =1{2,4,6,8,10,...}.

Man nennt dies die aufzdhlende Darstellung einer Menge. Man liest eine solche Gleichung etwa als
‘V ist die Menge bestehend aus a, e, i, 0, u’. Unterscheiden Sie deutlich zwischen den in der Menge
enthaltenen Objekten und der Menge selbst! Diese ist ein Objekt, das durch Zusammenfassung
der einzelnen Objekte zu einem Ganzen entsteht. Es ist ein einzelnes neu geschaffenes Objekt
unseres Denkens.

Eine solche aufzéhlende Darstellung ist streng genommen nur fiir Mengen mit endlich vielen
Elementen (endliche Mengen) moglich. Bei der unendlichen Menge G etwa ist die Aufzéhlung
nicht komplett. Da aber deutlich wird, welche Elemente zur Menge G gehoren sollen, und da
man die Aufzihlung jederzeit beliebig verlingern kann, versteht man auch diese Beschreibung
von G als eine aufzdhlende Darstellung. In diesem Sinne kann man die Menge der natiirlichen
Zahlen durch N = {1,2,3,4,5,6,...} angeben.

Die obige Beschreibung der Gleichheit von Mengen hat zur Folge, dass es bei der aufzdhlen-
den Beschreibung einer Menge nicht auf die Reihenfolge ankommt:

{1,2,3,4} ={3,2,4,1},
und dass sogar Elemente mehrfach aufgezidhlt werden kénnen, ohne die Menge zu dndern:
{1,2,3,4} ={1,3,1,2,4,2} {1,2,1,2,1,2,..} ={1,2}.

Um zu kennzeichnen, ob ein Objekt zu einer Menge gehort benutzt man die Symbole € (‘ist
Element von’) oder ¢ (‘ist nicht Element von’). Etwa:
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1 € IN: 1 ist ein Element von IN, d. h. 1 ist eine natiirliche Zahl,
—1 ¢ IN: —1 ist kein Element von IN; —1 ist keine natiirliche Zahl.
Neben dieser ‘Elementbeziehung’ € kommt haufig auch noch die sog. ‘Teilmengenbeziehung’
C vor; z. B. ist die Menge V eine Teilmenge von B (in Zeichen V' C B) und die Menge der geraden
Zahlen G ist Teilmenge aller natiirlichen Zahlen IN: G C IN. Allgemein sagen wir fiir zwei Mengen
M, N:

M ist Teilmenge von N: M C N, wenn jedes Element von M auch Element von N ist.

Neben der aufzihlenden Darstellung von Mengen ist die Beschreibung durch Figenschaften
noch wichtiger und meist informativer. So kénnte man die obigen Mengen folgendermaflen cha-
rakterisieren:

V' ist die Menge der Vokale.

B ist die Menge der lateinischen Buchstaben.

Z ist die Menge der Ziffern.

G ist die Menge der geraden Zahlen.

Hierbei werden die Objekte, die zu einer Menge gehoren, dadurch festgelegt, dass sie eine be-
stimmte Eigenschaft haben sollen. Die dabei benutzten Eigenschaften sind: ‘Vokal sein’, ‘latei-
nischer Buchstabe sein’, ‘Ziffer sein’ und schliellich ‘eine durch 2 teilbare natiirliche Zahl sein’.

b. Die natiirlichen Zahlen INy. Mit INg bezeichnet man die Menge der natiirlichen Zahlen
einschliefllich der Null. Diese Zahlen kann man addieren und multiplizieren: Fiir zwei Zahlen
a,b € Ng ist ihre Summe a + b € Ny und ihr Produkt a - b € INg erklart. Mittels Klammern legt
man die Reihenfolge der Rechenoperationen fest. Klammern brauchen nicht gesetzt zu werden,
wenn Unklarheiten ausgeschlossen sind. Dazu dient z. B. die Regel: Punktrechnung geht vor
Strichrechnung.

Fiir diese Rechenoperationen gelten die folgenden fundamentalen

Rechengesetze

(A) Assoziativgesetze:

a+(b+c)=(a+b)+c, a-(b-c)=(a-b)-c

(K) Kommutativgesetze:

a+b=b+a, a-b=0b-a.

(N) 0 und 1 als neutrale Elemente:

a+0=a, a-1l=a.

(D) Distributivgesetz:

a-(b+c)=a-b+a-c.

Von diesen Gesetzen sind Thnen die ersten so vertraut, dass Sie sich ihrer stindigen Anwendung
gar nicht bewusst sind. Lediglich das Distributivgesetz erfordert in der Anwendung einige Beach-
tung und Ubung. Es beinhaltet die fundamentale Regel zum Ausmultiplizieren, aber umgekehrt
gelesen auch die vielleicht noch wichtigere Regel zum Ausklammern:

Ausmultiplizieren —

a-(b+c)=a-b+a-c

Vv
«—— Ausklammern

7.

Neben diesen Rechenoperationen hat man auf INg noch die Anordnung ‘<’:

‘0<1<2<3<4<....

Auch fiir diese Ordnungsrelation gelten gewisse Gesetze.
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Anordnungsgesetze
(V) Vollstindigkeit:

‘a<bodera:bodera>b.‘

(T) Transitivitét:

‘a<bundb<c — a<c.‘

(M) Monotoniegesetze:

a<b —= at+c<b+ec

Fallsc¢>0: |a<b = a-c<b-c.‘

In den vorangehenden Formulierungen steht das Symbol ‘==-" abkiirzend fiir ‘daraus folgt’.

Unter allen bisher genannten Gesetzméfligkeiten haben das Distributivgesetz und die Mono-
toniegesetze die grofite Bedeutung, da in ihnen die verschiedenen Strukturen (Addition, Multipli-
kation, Anordnung) miteinander verkniipft sind. Beachten Sie, dass das letzte Monotoniegesetz
fiir die Multiplikation nur gilt, wenn ¢ > 0 ist!

c. Die Subtraktion und die ganzen Zahlen. Die Subtraktion ist die Umkehrung der
Addition: Zu zwei Zahlen a, b sucht man eine Zahl x, die zu b addiert wieder a ergibt:

Definition der Differenz:
a — b ist die Zahl x, die zu b addiert wieder a ergibt:

r =a — b genau dann, wenn x +b =a.

Im Gegensatz zu Summe und Produkt existiert die Differenz a — b zweier natiirlicher Zahlen a, b
nicht immer in Ng. Vielmehr gilt: Die Differenz a — b existiert in INg und ist eindeutig bestimmt,
wenn a > b ist.

Um die Subtraktion immer ausfiihren zu kénnen, erweitert man INy zum Bereich der gan-
zen Zahlen 7., indem man zu jeder natiirlichen Zahl n € IN eine sogenannte Gegenzahl —n
hinzunimmt:

Zo={..,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,.. }

Dabei soll die Gegenzahl —n die in INy fehlende Losung der Subtraktionsaufgabe 0 — n sein,
also (—n) +n = 0 gelten. Allgemein nennt man zwei Zahlen, deren Summe 0 ist, Gegenzahlen
voneinander. So ist n selbst wieder Gegenzahl von —n: n = —(—n). Dariiberhinaus ist wegen
04 0 = 0 die Zahl 0 ihre eigene Gegenzahl: —0 = 0. Man erhélt so:

Existenz der Gegenzahl:
Zu jeder Zahl a € 7. gibt es eine Gegenzahl —a € 7, mit

(—a)+a=0.

Man kann nun die Addition +, die Multiplikation - und die Anordnung < auf den erweiterten
Zahlbereich Z aller ganzen Zahlen ausdehnen, und zwar so, dass sédmtliche oben genannten
Gesetze giiltig bleiben. Aus diesen Gesetzméfigkeiten ergeben sich zwangsldufig die folgenden
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Vorzeichenregeln

a+(-b)=a—-b=—(b—a)
(—a) + (=b) = —(a+Db)
a-(=b)=—a-b
(~a)-(~b)=ab
a<b = —a>-b.

Durch die erste Regel wird die Subtraktion zuriickgefiithrt auf Addition der Gegenzahl —b. Ins-
besondere ist in 7 die Subtraktion immer durchfiihrbar.

Zugleich entnimmt man dieser Regel, wie man auf 7 die Addition von Zahlen unterschiedlichen
Vorzeichens definieren muss:

+(=m) = n—m falls n,m € Ng, n > m,
" m= —(m —n) fallsn,m € Ng, m > n.

Man berechnet also in INy die Differenz n — m bzw. m — n, je nachdem welche in INy existiert,
und gibt ihr das angegebene Vorzeichen. Fiir a,b € INy ergibt sich aus der zweiten Regel, wie
man negative Zahlen in 7, addieren muss.
Aus der dritten und vierten Regel ergibt sich, dass die Multplikation mit negativen Zahlen
zwangsldufig so festgelegt werden muss, wie Sie es gelernt haben. Schlagwortartig formuliert:
‘+’ mal ‘+ ergibt ‘+’,
‘+” mal ‘=’ ergibt ‘—’ und
‘—’ mal ‘=’ ergibt ‘4.
Schliefflich ergibt sich aus den Monotoniegesetzen

a<b = a+(—a)+(-b)<b+(=b)+(-a) = -b<—-a = —a>-b.
Durch die letzte Regel ist die Anordnung auf 7 fixiert:
<3210 C2<3<,

Mit Hilfe der Anordnung definiert man den Betrag einer ganzen Zahl a als diejenige der zwei
Zahlen a und —a, die nicht negativ ist:

‘a‘:{a fir a > 0,
—a fir a < 0.

Die folgende Bemerkung erleichtert den Umgang mit den Vorzeichen: Wegen a — b = a +
(=b) = a+ (—1) - b kann man das Minuszeichen stets als Multiplikation mit —1 deuten und so
samtliche Vorzeichenregeln reduzieren auf die Tatsache (—1) - (—1) = 1 und die in Abschnitt b.
formulierten Rechenregeln. So erhiilt man z. B. folgende Ergénzung des Distributivgesetzes:

a-(b—c)=a-b—a-c,
und die folgende Vervollstdndigung der Monotoniegesetze:

fallse<0: a<b = ac> bec.

d. Die Division und die rationalen Zahlen. Die Division ist die Umkehrung der Mul-
tiplikation: Zu zwei Zahlen a, b sucht man eine Zahl x, die mit b multipliziert wieder a ergibt:

rz-b=a.
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Dabei st6f3t man fiir b = 0 auf ein uniiberwindliches Hindernis: Weil stets x - 0 = 0 gilt, hat die
Gleichung x - 0 = a fiir a # 0 keine und fiir a = 0 jede Zahl als Losung. In keinem Falle ist also
die Division sinnvoll durchfiihrbar: Die Division durch 0 ist nicht mdglich.

Dies gilt nun nicht nur fiir den Zahlbereich 7., sondern fiir jeden Zahlbereich, in dem unsere obigen
Rechengesetze gelten, denn wie wir gesehen haben, gilt dann auch die Regel -0 = 0. Also kann
man dieses Problem auch nicht durch eine Zahlbereichserweiterung beheben. Wichtiges Fazit:

Die Division durch 0 ist in keinem Zahlbereich mé&glich!

Wenn man dies einmal erkannt hat, bleibt einem nichts anderes {ibrig, als auf die Division durch
0 zu verzichten! Wir werden also im Folgenden stets voraussetzen, dass der Divisor b # 0 ist!

Definition des Quotienten:
Fiir b # 0 soll der Quotient a : b die Zahl sein, die mit b multipliziert wieder a
ergibt:

r=a:b << z-b=a.

Hierbei bedeutet das sog. Aquivalenzzeichen <= , dass die Gleichungen auf beiden Seiten
denselben Wahrheitsgehalt haben: Gilt die eine Gleichung, so muss auch die andere gelten, und
umgekehrt; die Gleichung auf einer Seite gilt genau dann, wenn die Gleichung auf der anderen
Seite zutrifft.

Im Gegensatz zu Summe, Produkt und Differenz existiert in 7. der Quotient zweier ganzer
Zahlen a,b € 7., b # 0 nicht immer; a : b existiert in 7, wenn a ein Vielfaches von b bzw. b ein
Teiler von a ist. Um die Division immer ausfiihren zu kénnen, erweitert man 7 zum Bereich
der rationalen Zahlen, indem man zu jeder Divisionsaufgabe z -b = a (a,b € Z,b # 0) eine

a
sogenannte Bruchzahl 3 als Losung hinzunimmt:

Die Bruchzahlen: a
Zu je zwei Zahlen a,b € 7, mit b # 0 sei die (Bruch-)Zahl z = 5 charakterisiert

durch

Wir bemerken zunéchst, dass bei dieser Definition durchaus ‘verschieden aussehende’ Briiche
dieselbe Bruchzahl darstellen konnen, denn es gilt fiir c #0: v = § <= x-b=a < z-bc=
ac <= x = {Z. Man kann also Briiche erweitern und kiirzen, ohne den Wert zu &ndern.

Kiirzen und Erweitern:

— 2 gy b,c#0.
be

Sl S

Allgemein kann man die Gleichheit von Briichen wie folgt iiberpriifen:

Gleichheit von Bruchzahlen:
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Die als Bruch darstellbaren Zahlen werden rational genannt; die Menge aller rationalen
Zahlen wird mit @ bezeichnet:

Q={}labeZ, b#0}.

Man will nun wieder die Rechenoperationen und die Anordnung so auf den neuen Zahlbereich
ausdehnen, dass die alten GesetzmdfSigkeiten giiltig bleiben. Wieder ergibt sich daraus zwangs-
laufig, wie man die Addition +, die Multiplikation - und die Anordnung < zu definieren hat:

Addition rationaler Zahlen:

ad bec ad-+bc

C
d-bd Tbd - bd

2y
b

In dieser Formel sind die beiden iiblichen Schritte zur Addition von Briichen enthalten: Zunéchst
werden die Briiche durch Erweitern gleichnamig gemacht (d. h. mit gleichem Nenner dargestellt);
und gleichnamige Briiche werden addiert, indem man die Zihler addiert und den (gemeinsamen)
Nenner beibehélt.

Multiplikation rationaler Zahlen:
a c_ac
b d b-d
Anordnung rationaler Zahlen:
a c
Falls b,d > 0 : 3 < p < a-d<b-c

Auch dies ist wieder eine kompakte Form der iiblichen Beschreibung der Anordnung: Briiche wer-
den zunéchst gleichnamig dargestellt mit positivem Nenner; und von zwei Briichen mit gleichem
positivem Nenner ist der gréfler, der den gréfleren Zahler hat.

In dem so erweiterten Bereich @ der rationalen Zahlen kann auch uneingeschrinkt subtra-
hiert und durch alle Zahlen # 0 dividiert werden:

Subtraktion rationaler Zahlen:
a ¢ ad — be
b d b
Division rationaler Zahlen:
a ¢ a d ad
—i—-—=—.—-—=—fall dtzlich .
b I b e e alls zusétzlich ¢ # 0

Nachdem man auf @ alle Grundrechenarten definiert hat, muss man nun zeigen, dass in
diesem erweiterten Zahlbereich bei diesen Definitionen die fundamentalen Gesetze (s. S. 6) giiltig
bleiben! Dies ist der Fall, auch wenn wir es hier nicht durchfithren wollen.
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Bei der Division rationaler Zahlen benutzt man statt des Divisionsdoppelpunktes tiberwie-
gend den Bruchstrich, so dass man manchmal sog. Doppelbriiche erhélt. Dabei ist zur Vermeidung
von Fehlern besonders darauf zu achten, welches der Hauptbruchstrich ist. Dieser befindet sich
immer in Hohe der anderen Rechenzeichen und wird meist etwas langer ausgefiihrt. Dann nimmt
die letzte Divisionsregel die nachfolgende Form an.

Doppelbriiche:

d d
€ - % falls zusitalich #0.
c be

alo ol

a
b

Bei der Verwendung des Bruchstrichs als Divisionszeichen ist auflerdem zu beachten, dass der
Bruchstrich selbst als Klammer wirkt. Insbesondere bei der Auflésung solcher Briiche miissen
dann notfalls Klammern gesetzt werden:
Beispiel:

z+1 2z-1 (z+1)2z—1) 222+4+z-—1

t—1 22+1 (x—1)2z+1) 222—z—1"

Wir fassen zusammen:

Bei den bisherigen (und allen zukiinftigen) Zahlbereichserweiterungen bleiben
die in b. genannten fundamentalen Gesetzmifligkeiten giiltig.

Alle sonstigen Thnen bekannten Rechengesetze (wie etwa in c.,d.) sind Fol-
gerungen aus den oben genannten und bleiben somit auch giiltig.

Die Zahlbereichserweiterung von INy zu 7 wird durchgefiihrt, um unbe-
schrénkt subtrahieren zu kénnen.

Die Division durch 0 ist in keinem (noch so grofien) Zahlbereich moglich!

Die Zahlbereichserweiterung von 7 zu @ wird durchgefiihrt, um durch
beliebige Zahlen # 0 dividieren zu kénnen.

e. Potenzen mit negativen ganzen Exponenten. Im Bereich der natiirlichen Zahlen
haben wir bereits Potenzen kennengelernt. Dabei handelt es sich um eine abkiirzende Schreib-
weise fiir eine mehrfache Multiplikation. Fiir zwei natirliche (!) Zahlen x und k war definiert:

r =X ...-T.
e

k—mal

Man erkennt, dass die Basis x nicht unbedingt eine natiirliche Zahl sein muss. Die obige Definition
ist fiir jede beliebige Basis x sinnvoll, sobald nur die Multiplikation erklart ist. Fiir rationale

Zahlen x = % als Basis erhélt man daher

Das bedeutet:

Ein Bruch wird potenziert, indem man Zihler und Nenner potenziert.
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Der Exponent k kann dabei aber nicht beliebig gew#hlt werden. Da der Exponent k ja die
Anzahl der Faktoren angibt, muss er eben eine solche Anzahl, d. h. eine natiirliche Zahl sein. Die
bisherige Definition einer Potenz ist also nur dann sinnvoll, wenn der Exponent k eine natiirliche
Zahl ist.

Dennoch kann man den Potenzbegriff ausweiten auf allgemeinere Exponenten. Dies erfolgt
in verschiedenen, zunehmend komplizierteren Stufen. Mit den bislang bereitgestellten Mitteln
konnen wir Potenzen mit negativen Exponenten einfithren. Dafiir kénnen wir aber die bisherige
Definition nicht verwenden, denn was soll es bedeuten, einen Faktor —3-mal mit sich zu mul-
tiplizieren? Der Schliissel fiir die Ausweitung des Potenzbegriffs sind die grundlegenden Regeln
fiir die Potenzen mit natiirlichen Exponenten (siehe S. 2), insbesondere die Regel

k l k+l1

a”-a'=a fiir alle natiirlichen Exponenten k.

Aus dieser Regel fiir die Multiplikation kann man fiir Basen a # 0 auch eine Regel fiir die
Division herleiten. Fiir m, k,l € IN mit m = k +1, also |l = m — k gilt:

m k41 k l
a™ a _ata oy
P Y
a a a
und damit
m—k a™ .
a = — firm>k>0.
a

Soll dieses Potenzgesetz nicht nur fiir natiirliche, sondern fiir alle ganzen Zahlen k, m € 7. giiltig
sein, so kommt man zwangsldufig zu den nachfolgenden Beziehungen. Wahlt man speziell m = k,
so erhélt man
0 a
= — = 1
a o )

wéihrend sich fiir m =0

a® 1

—k
Qa = — = —

ak  ak
ergibt. Will man also die bisherigen Potenzgesetze auf ganzzahlige Exponenten ausdehnen, so
muss man Potenzen mit nicht-positiven Exponenten einfithren und diese zwangsldufig wie folgt
definieren:

Definition: Fiir ¢ # 0 und k& € INy definiert man:

a® =1 sowie a "t =—

Man muss aber anschlieend zur Rechtfertigung dieser Definition zeigen, dass dann (fiir Basen
a # 0) tatsdchlich die frither genannten Potenzgesetze fiir alle ganzen Zahlen k,l € 7 als
Exponenten giiltig bleiben:

a* . al = gkt f — gkl
al

a\k  a*

bk — ok . pk <_> _a

(a' ) a b bk
(ak)l — akl

Man beweist diese Regeln, indem man sie fiir alle moglichen Vorzeichenkombinationen der auf-
tretenden Exponenten mit Hilfe der obigen Definitionen und der schon bewiesenen Regeln fiir
natiirliche Exponenten nachrechnet.
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I1. Gleichungen und Ungleichungen

3. Gleichungen und Ungleichungen Wir wollen uns nun mit einem der fundamentalen Pro-
bleme der Mathematik beschéftigen, der Ldsung von Gleichungen und Ungleichungen. Anschau-
lich gesprochen besteht eine Gleichung aus drei Teilen: einem Gleichheitszeichen und auf jeder
Seite davon jeweils ein Term.

a. Terme. Unter einem Term wollen wir einen aus Zahlen und Variablen mit Hilfe der Re-
chenoperationen +, —, - und : (und Klammern) sinnvoll aufgebauten Rechenausdruck verstehen.
Beispiele fiir Terme:

, =3, x, x—T7-a, 3-(a+2-b)

Keine Terme, da nicht regelgerecht aufgebaut:
3, 3+, 44z, B3-T7 -2+

Diese Beispiele verdeutlichen, was mit dem nicht ndher definierten Wort ‘sinnvoll’ gemeint ist.
Um dies wirklich préazise zu fassen, kann man die folgende Definition geben:
Definition: (Term)
a) Zahlen und Variable sind Terme, die sog. atomaren Terme.
b) Sind t; und ¢5 irgend zwei Terme, so sind auch die folgenden Ausdriicke Terme:

ty
t1 +12, t1—1t2, t1-12, tlitgbZW.t—.
2

Wir vereinbaren dabei die folgenden Konventionen:
¢) Zur Vermeidung von Unklarheiten verwendet man nétigenfalls Klammern: Ist ¢ ein Term,
so ist auch (t) ein Term.
d) Klammern brauchen nicht gesetzt zu werden, wenn Unklarheiten ausgeschlossen sind. Dazu
dient z. B. die Regel:
e) Punktrechnung geht vor Strichrechnung; Potenzierung geht vor Punktrechnung.
f) Der Malpunkt - kann vor Variablen und Klammern fehlen.

Eine wichtige Eigenschaft von Termen besteht in der Moglichkeit, fiir auftretende Variable
Zahlen oder sogar andere Terme einzusetzen:

Bemerkung: a) Ist ¢ ein Term, in dem die Variable x vorkommt (man schreibt dann auch
t(z) statt t), so kann man an allen Stellen in ¢ die Variable z durch eine Zahl (oder allgemeiner
durch einen Term) ersetzen. Dies ist die wahre Bedeutung der Variablen: Sie sind Platzhalter,
an deren Stelle man Zahlen (oder allgemeiner Terme) einsetzen kann. Dabei hat man fiir mit
demselben Buchstaben bezeichnete ‘Pldtze’ stets dieselbe Zahl einzusetzen. Meist fixiert man
eine Grundmenge G von zugelassenen Einsetzungen; dies wird zunéchst stets die Menge @ aller
rationalen Zahlen sein.
b) Setzt man etwa im Term ¢(x) fiir = {iberall die Zahl 7 ein, so schreibt man ¢(7) fiir den
entstehenden Term. (Ist z. B. t(x) der Term 3z — (1 — 2x), so erhélt man fiir ¢(7) den Term
3-7-(1-2-7).)
Kommt nun in einem Term ¢(z) nur die Variable z vor und gehort 7 zur Grundmenge, so ist
t(7) wieder ein Term, der aber nun keine Variable mehr enthélt.
c) Ein Term, der keine Variable mehr enthilt, also nur aus Zahlen und Rechenoperationen
aufgebaut ist, ldsst sich ‘ausrechnen’ und stellt dann selbst eine Zahl dar. (Etwa in obigem
Beispiel: 37 — (1 —2-7) stellt die Zahl 34 dar.)

b. Gleichungen und Ungleichungen. Nach unserer eingangs gemachten Definition ist
eine Gleichung ein mathematischer Ausdruck der Gestalt

t1 =ty mit zwei Termen tq, 5.
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Entsprechend versteht man unter einer Ungleichung einen mathematischen Ausdruck der Form
t1 <ty, t1 <ta, t1 >, t1 21 mit zwei Termen t1,t2.

Enthilt eine Gleichung eine (oder mehrere) Variable, so ist nicht klar, ob tatséichlich eine Gleich-
heit vorliegt oder nicht; erst wenn fiir alle Variablen konkrete Zahlen eingesetzt werden, ergeben
sich auf beiden Seiten konkrete Zahlwerte und man kann entscheiden, ob Gleichheit vorliegt oder
nicht, ob die Gleichung wahr ist oder falsch. Man kann also nicht sagen “bei einer Gleichung
steht auf beiden Seiten das Gleiche”. Ob dies der Fall ist, hangt entscheidend von dem fiir die
Variablen eingesetzten Wert ab. Aus diesem Grunde unterscheidet man zwischen der Gleichung
(wie oben definiert) und ihrem Wahrheitswert! So ist auch 3 = 5 eine Gleichung im Sinne unserer
obigen Definition, aber sie ist eben falsch.

Gleichungen kénnen wahr oder falsch sein.

Das schon eingangs angesprochene fundamentale Problem besteht nun darin, fiir eine gegebene
(Un-)Gleichung alle die Einsetzungen zu bestimmen, die sie zu einer wahren Aussage machen,
d. h. alle Lésungen der (Un-)Gleichung zu bestimmen:

Unter Losungen einer (Un-)Gleichung versteht man solche Zahlen, bei deren Einset-
zungen die (Un-)Gleichung wahr wird.

Die Losungsmenge ist die Menge aller Losungen; sie wird mit I. bezeichnet.

Eine (Un-)Gleichung lésen, heifit ihre Losungsmenge bestimmen.

c. Aquivalenzumformungen. Nun gibt es unter den (Un-)Gleichungen mit nur einer
Variablen besonders einfache, deren Losungsmenge unmittelbar erkennbar ist: Eine Gleichung
etwa der Form = = 7 hat als einzige Losung die Zahl 7 (vorausgesetzt 7 gehort zur Grundmenge):

L={xeG|x=17}={T}.

Ebenso sind die Losungsmengen von Ungleichungen der Form z < 7, 2 < 7, x > 7und x > 7
unmittelbar erkennbar, wenn auch nicht einfach aufzéhlbar.

Eine Strategie beim Losen von (Un-)Gleichungen besteht daher darin, eine gegebene Glei-
chung auf solche elementare (Un-)Gleichungen ‘zuriickzufithren’. Was aber soll das heifilen? Man
versucht die (Un-)Gleichung schrittweise auf eine einfachere Gestalt zu bringen, ohne dass sich
die Lisungsmenge dndert. Solche (Un-)Gleichungen nennt man dquivalent:

Zwei (Un)gleichungen heiflen dquivalent (Zeichen <= ), wenn sie bei allen Einsetzun-
gen stets denselben Wahrheitswert haben;
oder mit anderen Worten: wenn ihre Losungsmengen iibereinstimmen.

Unter einer Aquivalenzumformung einer (Un-)Gleichung versteht man den Ubergang
von einer (Un-)Gleichung zu einer neuen, ohne dass sich der Wahrheitswert dndert.

Wir miissen nun iiberlegen, bei welchen Umformungen einer (Un-)Gleichung sich die Wahr-
heitswerte nicht &ndern, d. h. aus einer wahren (Un-)Gleichung wieder eine wahre (Un-)Gleichung
wird, und aus einer falschen wieder eine falsche.
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Satz: Die folgenden Umformungen sind Aquivalenzumformungen:

fiir Gleichungen fiir Ungleichungen

Termumformungen beider Seiten geméafl den
Gesetzen der rationalen Zahlen (siche Abschnitt 3.)

Addition oder Subtraktion desselben Terms auf beiden Seiten

Multiplikation mit oder Division durch|Multiplikation mit oder Division durch
dieselbe von 0 verschiedene Zahl # 0 |dieselbe positive Zahl > 0

Zur Begriindung: a) Termumformungen éndern zwar die Form eines Terms, nicht aber seinen
Wert bei Einsetzungen: So sind etwa 3(x + 7) und 3z + 21 Terme unterschiedlicher Gestalt, die
aber (geméf dem Distributivgesetz) bei allen Einsetzungen iibereinstimmende Werte haben
(‘wertgleich’ sind). Damit kénnen Termumformungen den Wahrheitswert einer (Un-)Gleichung
nicht #ndern, sind also Aquivalenzumformungen.

b) Dies beruht auf zwei Tatsachen: Ist die Gleichung a = b wahr, so erhilt man natiirlich
auch nach Addition derselben Zahl ¢ auf beiden Seiten eine wahre Aussage: a +c¢ = b+ c.
Genauso folgt umgekehrt aus der Giiltigkeit von a + ¢ = b + ¢ auch die Giiltigkeit von a = b,
indem man auf beiden Seiten (—c) addiert und dann den Term a + ¢ + (—c) (geméf unserer
Rechengesetze) durch den wertgleichen Term a ersetzt. Dasselbe gilt fiir Ungleichungen geméif3
der Monotonieeigenschaft (M) der Addition.

c) Wieder gilt: Ist die Gleichung a = b wahr, so ist auch a - ¢ = b - ¢ wahr (fiir jede Zahl
¢). Um aber wieder ‘zuriick’ schliefen zu kénnen (wie oben bei der Addition), muss man die
Multiplikation mit ¢ umkehren zur Division durch c. Dies ist aber nur méglich fiir ¢ # 0.

d) Fiir Ungleichungen erhilt man nun eine kleine, aber wichtige Anderung, da im Monoto-
niegesetz (M) fiir die Multiplikation verlangt werden musste, dass ¢ > 0 gilt. Beschrinkt man
sich darauf, so kann man wie in c¢) argumentieren.

Ein Wort noch zu dem Unterschied, dass in b) ein Term addiert werden darf, wihrend in
c¢) und d) nur mit einer Zahl multipliziert werden darf. Das Problem liegt dabei darin, dass ein
Term bei manchen Einsetzungen einen Wert # 0 annehmen kann und bei anderen den Wert 0,
und letzteres nicht zuldssig war. Will man also in ¢) auch Terme zulassen, so muss man zuvor
sicherstellen, dass bei keiner der zugelassenen Einsetzungen der Term den Wert 0 annimmt.
Entsprechendes kann man auch fiir d) formulieren (siehe spéter S. 20).

Mit den oben genannten Aquivalenzumformungen hat man ein wichtiges Mittel zur Losung
von (Un-)Gleichungen an der Hand. Man braucht nun noch eine Strategie, die eine Richt-
schnur gibt, nach der man die anzuwendenen Aquivalenzumformungen auswdhlt. Fir die von
uns zundchst betrachteten einfachsten Gleichungstypen ldsst sich eine solche Strategie in etwa
wie folgt formulieren: Man fiihre die Aquivalenzumformungen so durch, dass die Terme mit der
Unbekannten x auf einer Seite und alle x-freien Terme auf der anderen Seite der (Un-)Gleichung
zusammengefasst werden.

Betrachten wir einmal einigen typischen Beispiele, wobei wir stets Q als Grundmenge
zugrundelegen. Wir geben bei Aquivalenzumformungen gemifl b)—d) jeweils neben der (Un-)
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Gleichung an, welche Umformung wir im néchsten Schritt durchfiihren.

(4x 4+ 4)(3z — 3) = (62 — 3)(2z + 3)
— 1222+ 122 — 122 — 12=1222 + 18z — 62 — 9 | —1222

= -12=122 -9 | +9

— —-3=12x |- 12
1

< -3 =

Wir entnehmen aus der letzten (elementaren) Gleichung unmittelbar die Losungsmenge I =
{—i}. Da wir stets dquivalent umgeformt haben, ist dies auch die Losungsmenge der Ausgangs-
gleichung.

Bei Ungleichungen geht man weitgehend genauso vor. Man hat lediglich zu beachten, dass
nur die Multiplikation mit positiven Zahlen eine Aquivalenzumformung ist; multipliziert man
mit negativen Zahlen, so muss man das Ungleichungszeichen ‘umdrehen’.

16(x —4) > 4o +6
<= 162 —64 > 40 +6 | —4z + 64

= 12z > 70 | :12 (> 0!)

35

<~ r >

Der letzten (elementaren) Ungleichung entnehmen wir unmittelbar die Losungsmenge
35
E:{er\x>€}.

Die Losungsmenge ist somit ein Intervall. Darunter versteht man einen zusammenhdingenden
Abschnitt der Zahlengeraden. Man fiihrt fiir diese Intervalle besondere Zeichen ein. Sind a, b
beliebige Zahlen, so definiert man:

a;bj={z|a<z<b},

[a; 0]

la;bl={z|a<z<b},
[a;b={zx]a<z<b},
la;b[={z|a<x<b}.

Ein solches Intervall wird also durch Angabe seiner unteren (oder linken) und oberen (oder
rechten) Grenze festgelegt; zusiitzlich wird durch die Wahl der Klammern bestimmt, ob die
entsprechende Grenze noch mit zu dem Intervall gehoren soll (eckige Klammer zum Innern
gerichtet), oder ausgeschlossen ist (eckige Klammer nach aulen gerichtet). Diese Schreibweise
verwendet man dann auch fiir teilweise unbegrenzte Intervalle; man benutzt dann die Symbole

+o00 =00 fiir plus Unendlich, bei fehlender oberer Grenze,
—00 fiir minus Unendlich, bei fehlender unterer Grenze.

Die Losungsmenge unserer obigen Beispielaufgabe ist dann das Intervall
35 35
E:{xEQ\x>E}:}E;oo[.
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