2d Mathematik (Kg) 25. Mérz

Ferieniibung

1) Untersuchen Sie fiir die nachfolgend definierten quadratischen Funktionen f
i) den Verlauf des Graphen,

die Anzahl der Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen,

ob die Funktion einen grofiten oder kleinsten Wert annimmt,

iv) wie grof3 dieser Wert ggf. ist und

iii

ii)

1)

)

v) an welcher Stelle er angenommen wird.
a) f(x) =22 —4:(;—1—7

b) f(x) = —2? -2z +1

c) f(xr) = —22%2 —2x -2

d) f(x) =32% + 2z

e) f(x) =222 —4x -6

f) f(z) = —T2? + 42— 1

§) f@) =242 Tt o
h) f(:ﬂ):—Ql'Q-f—g :c—;l—(l)

2010

2) Losen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen mittels quadratischer Ergén-

zung;:
a) ¥ — Tz +12 =0,
) 2?2+ —12=0,

) 2% — 6z + 11 =0,
d) 322 +11lx —4 =0,
e) —6x% + 172z — 12 =0,
f) 922 + 122 +4 =0,
g) —922 +6x — 5 =0,
h) 622 — 2 — 12 =0.

nt
)

P1: Nach oben gedffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S = (1,2),
Ps: Graph der Funktion fo(z) = 22 + 4z + 3.
b) Pi: Graph der Funktion fi(z) = (z — 1) + 2,

Pa: Nach unten geodffnete Normalparabel mit dem Scheitel S = (-3, —1).

c¢) P1: Losungsmenge der Gleichung y + 5 = (x — 3)2,
P2: Nach unten gedffnete Normalparabel mit dem Scheitel S = (1,—1).
d) Py: Graph der Funktion fi(x) = —2(z — 1)? + 2,

Py: Verschiebung der Parabel mit der Gleichung y = 322 um 1 nach links und

2 nach unten.

e) Pi: Parabel mit dem Scheitel S = (1,0) und durch den Punkt P = (0,
Py: Graph der Funktion fa(x) = 3(:13 +1)% — 5.

f) Pi: Parabel mit dem Scheitel (3, 2) und dem y-Achsenabschnitt 1,
Ps: Graph der Funktion fa(z) = —2(z + 3)% + 2.

_2)7

g) Pi: Nach oben gedffnete Normalparabel, die die x-Achse bei +2 und die y-

Achse bei —8 schneidet,
Py: Parabel durch den Koordinatenursprung und mit dem Scheitel S =

(1,2).
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4) a) Ist a = 0,13 eine rationale Zahl? Wenn ja, weisen Sie dies durch geeignete
Rechnungen nach und bestimmen Sie die gekiirzte Bruchdarstellung fiir a.
b) Berechnen Sie 0,13 - 0,27 und stellen Sie das Ergebnis als Dezimalzahl dar.

5) a) Wie definiert man die Quadratwurzel \/a? Fiir welche reelle Zahlen a € R ist

sie definiert?
b) Es sei a € R vorgegeben. Wie viele Losungen hat die Gleichung 22 = a (iiber
der Grundmenge IR)?. Geben Sie die Losungsmenge an. (Beachten Sie alle Moglich-
keiten fiir a!)
c) Welche der nachfolgenden Gleichungen sind allgemeingiiltig (iiber ihrem Defini-
tionsbereich)?

a) (va)® =a,

6) \/a’_Q = a’?

7) (Va=Vvb)(Va+vb) =a-b,

§) Va+b=a+ Vb.

6) Uberpriifen Sie, ob die folgenden Beziehungen zutreffen oder nicht:

) VELV2= VIS b)vE—v2=vE @ééﬂﬂ

Begriinden Sie Thre Antworten durch geeignete Rechnungen oder Argumentationen.

7) Berechnen Sie ohne Taschenrechner unter genauer Angabe des Rechenweges die
folgenden Wurzelterme exakt. Stellen Sie das Ergebnis ohne Wurzeln im Nenner
und mit moglichst kleinen Radikanden dar.

) V3T ) VE -V o VBV
V152 VI -G
3 3= &) (Vi+VE) + (VB V)?

) (VVB+ B~ /V5- % )

2
)

g) <\/7—\/ﬁ+ \/7+\/ﬁ)2

8) Bestimmen Sie die Nullstellen der in Aufgabe 1) gegebenen Funktionen.

9) Losen Sie — mit moglichst geringem Aufwand — die nachfolgenden Gleichungen:

a) 22 + 4 = 4z, b) 222 + 18 = 12z, c) 322 + 9z =0,
d) 2z +1)2—-4=0, e) ¥ —6x — 7 =0, f) 22 — 2z — 15 =0,
g) 2> —6x+7=0, h) 22 4+ 52 +3 =0, i) (22 = 3)(z +3) =0,

j) (22 +3)(z® — bz) = 0.
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2d Mathematik (Kg) 25. Mirz 2010
Ferieniibung — Lésungen

1) Generell schneiden Funktionsgraphen die y-Achse genau einmal (Funktionsbegriff:
Zu jedem x gehort genau ein Funktionswert f(x)). Dieser Teil der Frage ii) ist da-
mit beantwortet und wir werden darauf nicht mehr eingehen.

Alle Graphen sind Parabeln, da die Funktionen quadratisch sind, und man kann
ohne weitere Rechnung die Offnungsrichtung und Form der Parabel am fihrenden
Koeffizienten (dem Faktor vor z2) ablesen.

Um die anderen Fragen beantworten zu kénnen, bestimmen wir durch quadratische
Ergénzung die Scheitelpunktsform des Terms f(x) und damit den Scheitelpunkt der
jeweiligen Graphen. Im einzelnen erhalten wir so:

a) Esist f(x) =a2? —dx+T7=22—40+2% -4+ 7= (v —2)? + 3, also:

i) der Graph ist eine nach oben gedffnete Normalparabel mit dem Scheitelpunkt
S =(2,3),

ii) er trifft die z-Achse nicht, da die Parabel nach oben gedffnet ist und der Schei-
telpunkt oberhalb der z-Achse liegt (ys =3 > 0),

iii) die Funktion f nimmt keinen gréfiten, wohl aber einen kleinsten Wert an, da
der Graph eine nach oben getffnete Parabel ist,

iv) der kleinste Wert von f ist +3 (= ys), und

v) er wird an der Stelle 2 (= xg) angenommen: f(2) =3 < f(z) fiir alle z.

b) Esist f(x) = —2?—22+1 = —(2*+20—1) = —(2?+20+12—-1-1) = —(z+1)*+2,
also:

i) der Graph ist eine nach unten gedffnete Normalparabel mit dem Scheitel S =
(_ L, 2)7

ii) er trifft die x-Achse zweimal, da der Scheitel oberhalb der z-Achse liegt und die
Parabel nach unten geotftnet ist,

iii)-v) die Funktion f nimmt keinen kleinsten, aber einen grofiten Wert an, dieser
ist +2 und wird an der Stelle —1 angenommen: f(—1) =2 > f(z) fiir alle x.

¢) Esist f(z) = —222 —20—2= 202 +2+1)==2@@*+z+ (1) -1 +1) =
—2((x+3)*+3)=—2(x+3)*— 3, also:

i) der Graph ist eine nach unten geoffnete Parabel, enger als die Normalparabel,
mit dem Scheitel S = (—3,—32),

ii) er trifft die 2-Achse nicht,

iii) f nimmt keinen kleinsten Wert an, erreicht aber an der Stelle —1 (= zg) ihren
groften Wert —32 (= yg).

d) Esist f(z) = 322+ 2z = 3(z* + 22+ (3)*—§) =3((@+3)*—35) =3(z+3)*— 1,
also:

i) der Graph ist eine nach oben gedffnete Normalparabel, enger als die Normalpa-
rabel, mit dem Scheitel S = (—%, —%),

ii) er trifft die z-Achse zweimal,

iii)-v) f nimmt keinen grofiten, aber an der Stelle —% ihren kleinsten Wert —3 an.

e) Esist f(z) = 222 —4dr — 6= 22 +22+3) = 22> + 20+ 1—-1+3) =
—2(x + 1)% — 4, also:

i) der Graph ist eine nach unten geoffnete Parabel, enger als eine Normalparabel,
mit dem Scheitel S = (—1,—4),

ii) er trifft die 2-Achse nicht,
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iii)-v) f nimmt keinen kleinsten, aber an der Stelle —1 ihren gréfiten Wert —4 an.
f)Esist f(z) = —Ta?+4z—1=—T(2>—2a+(2) - 5)—1=—-T(z—2)’+2-1=
—7(z — 2)? — 2, also:

der Graph ist eine nach unten gedffnete Parabel, enger als eine Normalparabel, mit
dem Scheitel S = (2,-2),
er schneidet die z-Achse nicht,

f nimmt keinen kleinsten, aber bei z = % ihren grofiten Wert —% an.

g) Es ist

)
f(x)——x2+§ :c+%
= (Gl )b gg
1 1 )
:—(x—§)2+?+%
:_($—§)2+17

also ist der Graph eine nach unten getffnete Normalparabel mit dem Scheitel S =
(%, 1), er schneidet die 2-Achse zweimal und f nimmt keinen kleinsten, aber bei

4
x = % ihren grofiten Wert i an.
h) Es ist
8 41
— 922 4 - =
f(z) x4+ s T g
4 2 4 41
— _9 2 = “N2 0 Ty L T
(@ =52+ 5~ 55) ~ 5
2 8 41
— 9 — )24 — =
(=5 + 5 "5
2 1
= 92— 2)2 - .
(z=5)"~3
also ist der Graph eine nach unten geoéffnete Parabel, enger als eine Normalparabel,
mit dem Scheitel S = (£, —3), er schneidet die 2-Achse nicht, und f nimmt an der

Stelle x = % als grofiten Wert —% an; einen kleinsten Wert nimmt sie nicht an.
Wir formen die Gleichungen durch quadratische Ergénzung um in eine Gleichung
der Form (x — xg)? = d. Ist d < 0, so gibt es keine Losung, da Quadrate niemals
negativ sein konnen. Ist d = c¢? eine Quadratzahl, so erhilt man die Losungen
r—xs ==+c < r =2xg tc.

a) 2 —Tr+12=0 < 2%~ Tr = —12
7 49 1
2 2
= 2? - Tzt (2)= 124 — = -
x :c—l—(2) —|—4 1
7\2 Lo
= (z— )2 =(z
@17 =0)
71 7,1
R T A >
— =4V =3,

also: L={34}.

b) P rr—12=0 < 2+ =12
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= )P =GP

<~ +1_:|:7<:> = 1
TT9 T Ty
= =3V x=-4,
also: L ={-4,3}.

c) 2 —6x+11=0 = 22 —62+3>2=-114+9 < (z-3)?2=-2.

Da die negative Zahl —2 kein Quadrat ist, besitzt diese Gleichung keine Losung:
L = (.

11 4
d) 3w2+11:(;—4:()<:>x2+§;c:§
+11 +<11)2 4 121 169
> X —X —_— = — - =
3 6 3 36 36
11, 13,
— 2= (=2
(»’E+6) (6)
+11_i13 B 11i13
T T 76 TTTE T 6
1
<:>£C:§\/$:—4,
1
also: IL:{—4,—}.
3
2 2 17
e) —6x +17:B—12:O<:>x—€:c+2:0
17 17 289 1
2 2
= - - _ 2 o0 =
vt (R) 144~ 144
175, 1.,
= (v 12) (12)
17 1 _17i1
TTR T TR TP TR TR
4
= -V —
' 2 €T 37
4 3
lIso: L=4— —
also 372
2 5 4 4
£) 9z +12:C—|—4:0<:>$+§$:—§
4 2 4 4
2 2
_ _ — _ _ _:O
<:>:I;+3:c+(3) 9+9
2., 9
— (:n+§) =0 <= a2+5=0
— 2
r=—=
37

also: E:{—g}.
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2 5
g) —9x2+6:c—5:0<:>:c2—§:c:—§
2 1 5 1 4
2 2
= " — = e
v o3+ (3) 979~ 9
1,2 4
(SE 3) 9 )
also: L=1(
1
h) 62—z —12=0 += 2° — ca =2
<:>$2_1$+(1)2_ Lo 289
6 127 144 144
1 2 172
= (-5 =(5)
— L _ w1
T T T2 T T
< —3\/ = 4
x_2 xr = 3

4 3
also: ]L:{—§,§ .

3) Man beschreibt zunéchst alle Parabeln als Graphen quadratischer Funktionen f;
und fo und 16st dann die Schnittstellengleichung fi(x) = fa(z). Die gefundenen
Schnittstellen sind die z-Koordinaten der Schnittpunkte; die y-Koordinaten erhéalt
man durch Einsetzen der Schnittstellen in eine der beiden Funktionsgleichungen.
a) Eine Gleichung fiir P; ist gegeben durch y = (z —1)% + 2, P; ist also Graph der
Funktion fi(z) = (x — 1)? +2 = 22 — 22 + 3. Wir lésen nun die Schnittstellenglei-
chung:

fix) = fa(x) &= 2* —22+3=2>+40+3 < 62=0 <= =0.

Es gibt also genau eine Schnittstelle z = 0; die y-Koordinate des Schnittpunktes
ist f2(0) = 3, der einzige Schnittpunkt also (0, 3).

b) Ps ist Graph der Funktion fo(z) = —(z + 3)? — 1 = —2% — 62 — 10. Wir 16sen
also die Schnittstellengleichung

fi(z) = fa(z) —= (:I;—l)2+2:—(x—i—3)2—1
— 22 -2 +3=—-22>—6x—10 — 22% +4x = —13

13 13
<= x2+2x:—7 <— x2+2x+1:—7+1
11
— (x—|—1)2:—7<0.

Diese Gleichung hat keine Losung, folglich gibt es keine Schnittpunkte.
¢) Py ist Graph der Funktion fi(z) = (z—3)?—5 = 2% —62+4 und P, ist Graph der
Funktion fo(r) = —(z—1)2—1 = —2%+22—2. Wir lésen die Schnittstellengleichung
filx) = fo(z) <= 2> —6r+4=—224+20 -2 < 22° -8 +6=0
= 2? —4r+3=0 < (z—1)(x —3)=0 (Vieta)
— =1V z=3.
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Es gibt also genau zwei Schnittpunkte:

S1= (1, f2(1)) = (1, 1) und S5 = (3, f2(3)) = (3, =5).

d) Verschiebt man die Parabel mit der Gleichung y = 322 um 1 nach links und 2
nach unten, so erhélt man die Gleichung fiir die verschobene Parabel P, indem man
x durch z + 1 und y durch y+ 2 ersetzt. Damit ist y+ 2 = 3(x + 1)? eine Gleichung
fiir Pa; Po ist Graph der Funktion fo(x) = 3(z+1)? —2 = 322 + 62 + 1. Zusammen
mit fi(x) = —2(z — 1)? + 2 = —222 + 42 erhiilt man die Schnittstellengleichung

fi(x) = fo(z) &= —22° +4x =32 +6x+1 <= 52> +2r+1=0
2 1 11
2 2
— - - ) ==+ =
x +5:c+(5) 5+25

4
<0.

_2:__
<:>(:c+5) 5%

Diese ist unlosbar, da Quadrate nie negativ sein konnen; es gibt also keine Schnitt-
punkte.

d) Py ist Graph einer Funktion f; mit fi(z) = a(x — 1)2. Da der Graph durch
P = (0,—2) verlaufen soll, ist f1(0) = —2, also —2 = f1(0) = a(-1)? = a. Ins-
gesamt erhalten wir fi(z) = —2(z — 1)? = —22% + 42 — 2. Zusammen mit dem
vorgegebenen Funktionsterm fo(z) = 3(z +1)? — 5 = 322 + 62 — 2 erhalten wir die
Schnittstellengleichung

fi(z) = fa(z) <= —22% +40—2=32>+ 62 —2

2
= 52?422 =0 — 5:6(:6—1—5):0

2
<— =0V x:—g.

Die y- Koordinaten der Schnittpunkte sind f2(0) = —2 und fo(—2) = 3- §% -
5= 2125 = 98 die Schnittpunkte also Sy = (0,—2) und S, = (—2,-3) =
—(0,4; —3,96).
f) Py ist Graph von fi(z) = a(z— 3)*+ 2. Da der y-Achsenabschnitt 1 ist, erhalten
wir 1 9 1
a
1=f0)=a--+2= . ~3.
hO)=a-g+3 < g=3 < a
Damit ist f1(x) = 3(z — %) +% = 3:1; —21’—1— +§ = 3:1; —2:1;—1—1 Fiir fo erhalten
wir fo(z) = 2@ +3)2+ 2 =-222—22— 144 — 22 4 6. Wir 16sen die

Schnittstellengleichung

fi(x) = fa(z) <= 32> — 20 +1= 22> -22+6

221 = z=+1.

— 5t =5 — x
Die Schnittpunkte sind damit S; = (1, fi(1)) = (1,2) und S2 = (-1, fi(—1)) =
(—1,6).
g) Da P; eine nach oben gedffnete Normalparabel ist, ist sie Graph einer normier-
ten quadratischen Funktion fi(x) = 22 + bx + c. Da die y-Achse bei —8 geschnitten
wird, ist —8 = f1(0) = ¢, also fi1(z) = 22 +bx — 8. Da bei +2 die z-Achse geschnit-
ten wird, gilt 0 = f1(2) =4+4+2b—8 =2b—4 <= b = 2. Insgesamt ist also P;
Graph der Funktion fi(z) = 2% + 2z — 8.
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Py ist Graph von fa(x) = a(x — 1)? + 2. Da die Parabel durch den Koordinatenur-
sprung verlauft, ist 0 = f2(0) = a + 2, also a = —2.
Wir 16sen die Schnittstellengleichung

fi(x) = fo(z) &= 2> +20 —8=2(x —1)>+2=—22° + 4z

2 1 8 1 25

372 —2r =8 2_Z P24 =2

< 3z x =z 3:c+(3) 5T9=
1, 5., 1 5
— )2 = (= =4
= (@-3)"=3) = r-5==%5
= —1i5<:> =2V = 4

Damit erhélt man zwei Schnittpunkte S1 = (2, f1(2)) = (2,0) und schlieflich Ss =
( 37f2< )):(_%7_%)

4) a) Es ist 100a—133und 10a = 1,3, also 100a — 10a =12, d.h. a = $2 = 2.
b) Es ist 0,27 = 2T = 2 und folglich

01302_—2 3 _ 2 _ 2
’ 15 11 55 55

Durch schriftliche Division 2 : 55 erhélt man als dezimales Ergebnis 0,0 36.

5) a) y/a ist die nicht-negative Zahl, deren Quadrat a ist. Sie ist nur definiert, wenn
a > 0 ist.
b) Die Losungsmenge der Gleichung 22 = a ist

0 falls a < 0,
L=< {0} falls a = 0,
{—Va ,v/a} fallsa>0.

Also hat 22 = a keine Losung fiir a < 0, eine Losung fiir a = 0 und zwei Lésungen
fiir a > 0.
¢) «) ist — iiber dem Definitionsbereich a > 0 — allgemeingiiltig (geméfl Definition
von /a).
() ist nicht allgemeingiiltig: Gegenbeispiel a = —1.
7v) ist — iiber dem Definitionsbereich a > 0,b > 0 — allgemeingiiltig (3. Binom!).
9) ist grob falsch! (Gegenbeispiel a =b = 1.)

6) 1. Weg: Uberpriifung gem#8 Definition
a) V8412 >0 und (\/§+\/§)2 =8 + 282+ 2 =10 + 2V/16 = 18, also erfiillt
V8 + /2 die Definition von /18, also ist a) richtig.

b) (V8 —v2)2 =8 - 2V16 +2 =10 — 8 = 2, also ist b) falsch.

24
c) Beide Seiten sind > 0. Wir zeigen, dass beide dasselbe Quadrat haben: (%)2 =
24

3= 8 und (21/2)%2 = 4-2 = 8. Also sind beide Seiten gleich /8, insbesondere ist
c) richtig.

2. Weg: Mit Hilfe der Rechenregeln fiir Wurzeln
a) V8 4+ V2 =vV22V24+vV2=2V2+V2=3V2=32.2 = /18: a) ist richtig.
b) \/g—\/i:\/2_2\/_—\/§:2\/_—\/§:\/§7é\/6:b) ist falsch.
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V24 [24
c) N V8 = V22 .2 =2V/2: ¢) ist richtig.

7)

V3-V45 3~45_\/3-3_ 3 _3vV2_3

Vis-v2 V2 V2 T e 2 5V2

) VEB-V3_VEE - \B_4E-V3_3

V147 V349 V3 7

VB++v6  (VB+6)- (vVB+v6) 8+2/8-646 —
=V~ (VBB (VB Vo)~ - =T7+V24.3="7+4V3

3-V3 _(3-V3)2+V3) _6+v3-3 _
2-v3 (2-V3)(2+v3)  4-3 VS

e) (V3+V5)2 4+ (V5 —-V3)?2=3+2V3V5+54+5—-2V5V3+3 =16

b (VE+vs - vs—v5 )

— VB + V6 -2/ (V& + VB)(VE—v6) + VE— V6
=2V8—2V/8—6=4V2—-2V2=2V2

g) <\/7—\/ﬁ+\/7+\/ﬁ)2
=7- \/_3+2\/ V13)(7+V13) + 7+ V13

=14+2v49-13 =26

8) 1. Unter Verwendung der in Aufgabe 1 bestimmten Scheitelpunktsform:
a) f(r) = (x—-2)2+3=0 <= (z—2)? = —3 hat keine Losung, da Quadrate nie
negativ sind.
b) fz) = —(z+1)2+2=0 = (z+1)??=2 = 2+1=4V2 <= 1=
-1£2.
c) f(z) = -2(z+3)*—3 =0 < 2(z+ 3)? = —2 hat keine Losung, da Quadrate
nie negativ sind.
d)f()—?)(:r:—i— 12—3=0 < 3@z+3)P =3 <= (z+3)0°=5 < z+3=
i & =0V r=—
) f(a) = ~2(x + 1) — 4
f) f(z) = —(z — 2)? — 2 ist immer negativ, hat also keine Nullstelle.
gl) —(:L’—%1)2+%:O<:>($—1)2:%<:>$—%::l:%<:>$:
3T 3

2
g.
=0 <= 2(z+1)? = —4 hat keine Losung.

&

N
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h) f(z) = —2(z — 2)? — 1 ist immer negativ, hat also keine Nullstelle.

2. Ohne Verwendung der Ergebnisse aus Aufgabe 1; zur Ubung jeweils mittels p, ¢-
Formel:

a) f(z) =22 -4 +7=0 < 2 =2++4—-7=2++/-3: Der Radikand ist
negativ, keine Losung.

b) f(z) = —22—224+1 =0 <= 224+22-1=0 <= v =—-1£/1+1=—-14+V2.

¢) flx) = 222 —22-2=0 < 22 +2+1=0 < x=—1+,/1—1: Der
Radikand ist negativ, keine Losung.

d) Nicht mit der p, g-Formel, sondern durch Faktorisieren mittels Ausklammern:
flz) =322 +2x =0 <= 28z +2)=0 < 2=0V 32+2=0 < z =
0V az= —%.
e) flw) =222 —42-6=0 < 2°+22+3=0 < x=—-14++1-3: Der
Radikand ist negativ, keine Losung.

) f#) = =72 +42 - 1=0 < 2’ — 32+ 1 =0 < z=2+,/45 — +: Der
Radikand ist negativ (—+5), keine Lésung.

g) flz) =—a? 422+ =0 < 2°—22— = =0z —%im 1i\/7:
%i% <:>.CE—% \/:10——%.

h) fz) =22 +32-3 =0 <= 22— 204+ 755 =0 < z=2+,/50 — 755 =
%i 100 : Der Radikand ist negativ, keine Losung.

9) a) Binomische Formel:
PPHd=4r &= 0=2>—-dr+4=(r-2)? &= v-2=0 < z=2L={2}.

b) Ausklammern und binomische Formel:

202 4+18 =122 < 22— 62+9=0 < (z—3)? < x=3:L={3}.

c¢) Ausklammern:

0=32>+92=32(z+3) < =0V z=-3:L={0,-3}.

d) (20412 —4=0 < (2r+1)3?=4 < 20+1=42 < 2z=1V 2z =
3= z=1vae=-3L={- g,%

e) Faktorisierung nach Vieta:

O=a2?-62—-T=(x—-T)(z+1) & =7V z=-1:L={7,-1}.

f) Faktorisieren nach Vieta:

0=22-22—-15=(z—5)(z+3) < =5V r=-3:L={-35}

g) p, ¢-Formel:

2?2 —6r+7=0 = 2=34+/9-7 <= z=3+v2:L={3++v2,3-2}.
)

h) p, g-Formel:

2503 =0 — x:—gi./ij—?):—gi\/lg:—gi%\/ﬁzlt:
(-3 + VI3, —3 - 1VI)

i) Produkt zerlegen

(22 =3)(z2+3)=0 <= 22-3=0V 2+3=0 <= 2=+/3 V 2= -3
L ={-3,—3,V3}.

j) Produkt zerlegen:

(22 4+3)(2® —=52) =0 <= 22=-3 V 2(2* -5) =0 <= =0 V 22 =5 <

0
r=0V z=+V5L={-/505}
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Diverse Ubungen

1) Losen Sie die folgenden Wurzelgleichungen:

a) Vdx? +4x = 2x + 2, b) vdxr —3 —5x+4 =0,

2) a) Definieren Sie {/a fiir beliebige n € IN. Welche Fiille muss man unterscheiden?
Welche Voraussetzungen miissen fiir a in den jeweiligen Fillen erfiillt sein?
b) Richtig oder falsch?
i) Va® = (Ja)?, it) Va2 - ¥a= Va?,
VE e ) {[Va- v
3a ’ )
c) Berechnen Sie ohne Taschenrechner unter Angabe der Rechenschritte:
i) V8- /4, i) V4 - /16, iii) /2 - V4,
d) Losen Sie die folgenden Gleichungen:
i) (xr — 3)* = 256, ii) (z +5)° = —32,

iii) /222 4+ 3z =2, iv) (1+p)1® =1,5.

3) Ein Sparer mochte 10000,- EURO anlegen und nach 10 Jahren einen Wertzuwachs
von 50% erreichen. Wie hoch sollte der jiahrliche Zinssatz sein?

iii)

4) a) Was versteht man unter dem Logarithmus von x zur Basis a? Welche Bedingung
miissen x und a erfiillen, damit der Logarithmus definiert ist?
b) Formulieren Sie wenigstens zwei Rechenregeln fiir Logarithmen.
c) Berechnen Sie ohne Taschenrechner unter Angabe der Rechenschritte:
v/ 32
i) logs (V9 - v/27) i) log, (412 - 272) iii) log, <W)
d) Losen Sie die folgenden Gleichungen:
i) 10(x3) _ 1002557 ii) (\/i)x—i-l — (\S/g)x’
i) logs (23 —2) =2, iv) (14+0,03)" = 1,5.

5) Ein Sparer hat 10000,- EUR fiir 10 Jahre zu einem jahrlichen Zinssatz von 3%
angelegt.
a) Wie grof} ist sein Kapital nach 5 Jahren, wie grofl nach Ablauf der Festlegungs-
frist?
b) Fiir wie lange miisste der Sparer sein Geld nach den 10 Jahren noch festle-
gen, um bei unveréindertem Zinssatz eine Verdopplung seines Ausgangskapitals zu
erreichen?
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6) Gegeben sind 6 Funktionsgraphen A—F. Sie stellen Potenz-, Exponential- oder deren
Umkehrfunktionen dar.

a) Geben Sie fiir jeden Graphen an, um welchen der genannten Funktionstypen es sich
handelt und an welchen Eigenschaften Sie dies erkennen konnten.

b) Bestimmen Sie fiir jeden Graphen einen genauen Funktionsterm.

c) Markieren und nennen Sie Punkte auf den Graphen, mit deren Hilfe Sie in b) die
Funktionsterme ermitteln konnten.
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1)

2)

Diverse Ubungen — L&sungen

Wurzelgleichungen 16st man, indem man den Wurzelterm isoliert (wenn moglich)
und dann beide Seiten der Gleichung quadriert. Dies ist jedoch i. a. keine Aquiva-
lenzumformung, nur eine logische Folgerung, so dass am Ende nach Bestimmung
der méglichen Losungen eine Probe notwendig ist.

a) Uber dem (nicht bestimmten) Definitionsbereich ID gelten die folgenden logi-
schen Beziehungen:

VAdr? +4x =224+ 2 = 42° 442 = 20 +2)> =42® + 8z +4
< dr=—4 <— x=-1.

Dies bedeutet, dass —1 die einzig mdgliche Losung der Ausgangsgleichung ist. Durch
Einsetzen stellen wir fest, dass —1 auch tatsdchlich Losung der Wurzelgleichung ist.
b) Wir isolieren zunéchst den Wurzelterm auf einer Seite und quadrieren dann:

Vdr—3—-5x+4=0 < V4dr—-3=5x—14

— 4z —3=2522 —40x + 16 < 252° —44x +19=0.

Diese letzte quadratische Gleichung hat die beiden Losungen +1 und %. Dies sind
die einzig moglichen Losungen der gegebenen Wurzelgleichung. Setzt man nun +1
in die linke Seite ein, so erhélt man vVi-1—-3-5-144=1-5+4=0: 41 ist
eine Losung. Beim Einsetzen von erhalt man

76 75 1 19
(/4 L 5— 4= 4=-———-4
25 * 55 70

Also ist % keine Losung der gestellten Wurzelgleichung. Die Lésungsmenge also
L = {1}.

a) Bei der Definition von {/a muss man die Paritdt von n unterscheiden:

1. n > 1 ungerade: Keine Bedingung fiir den Radikanden a.

/a ist die reelle Zahl, deren n-te Potenz a ergibt: y = ¥a <= y" = a.

2. n > 1 gerade: Der Radikand a muss > 0 sein. Dann ist {/a definiert als die
reeelle Zahl, die selbst > 0 ist und deren n-te Potenz a ist:

Fira>0: y=4Va < y>0 A y"=
b) i) richtig, ii) falsch, iii) richtig, iv) richtig.
) \ b . 5 4 = — 5 —
ii) 316—\/322~24:326:22:4.
111) \5/_ \/_ — 25 . (22)% = 2%4_% = 2? — 1\5/213.
d) Bei Potenzgleichungen muss man zwischen geraden und ungeraden Exponenten
unterscheiden. Es gelten folgende Aquivalenzumformungen:

o
%C/C/
H~ =

—-

hat keine Losung falls n gerade und a < 0,
" =a <= x==Ya falls n gerade und a > 0,
— = {/a falls n ungerade (a beliebig).
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Bei Wurzelgleichungen beachte man, dass die Potenzierung mit ungeraden Expo-
nenten uneingeschréinkt eine Aquivalenzumformung ist, wihrend die Potenzierung
mit geraden Exponenten i. a. nur eine logische Folgerung ist und daher am Ende
eine Probe notwendig ist (siche Aufgabe 1).

i) (z—3)'=256 <= 2-3=4V256=44 <= =7V z=-1,
i) (z+5)°=-32 <= 2+5=vV-32=-2 < =T,
iii) V222 +3r =1 <= 22°+ 31 = 2"
— 0=2—22% -3z = 2(2* — 22 - 3)
— 2=0V 0=2>-2r—-3=(z—3)(z+1) (Vietal)
<~ =0V =3V rx=-1,
iv)  (14+pP=15 = 1+p==+'/15
= p=W15-1=0,041 V p=—/15-1~ —2,041.

3) Sei p der gesuchte jahrliche Zinssatz. Dann wéchst ein Kapital K in einem Jahr
um die Zinsen Z = p - K, nach einem Jahr betrigt das neue Kapital also K + Z =
K+p-K = K- (1+ p). Das Kapital multipliziert sich also jedes Jahr mit dem
Faktor 1 + p. In 10 Jahren wachsen 10000 EURO daher auf 10000 - (1 + p)!°. Bei
dem geforderten Wertzuwachs von 50% nach 10 Jahren muss also gelten:

15000 = 10000 (1 4+ p)'* <= (1+p)'* =15 < 1+p=+ /15
= p= VL5 -1~0041=41% V p=— /151~ —2041.

Da der negative Wert fiir die Aufgabenstellung nicht in Frage kommt, miisste der
jahrliche Zinssatz 4,1% betragen.

4) a) Der Logarithmus von x zur Basis a ist der Exponent, mit dem man a potenzieren
muss, um x zu erhalten. Der Logarithmus existiert und ist eindeutig definiert, wenn
x>0und a > 0,a # 1 ist.

b) Fiir Logarithmen gilt:

i) log, (zy) = log,(x) + log,(y), i) log, (z") = r - log,(z)
1 1 2 3
c) i) logs (V9 - V27) = 2 log5(9) + 3 -log4(27) = 1t5= 2,
i) logy(4'? - 2723) = 121og,(4) — 231ogy(2) = 12-2 — 23 = 1,
V32y 1 1 5 1 51 1 1
iii) log, <3—\/4_1) = ?log4(2 ) — glog4(4) = ?log4(2) — 3=z 5 3=

d) Exponentialgleichungen 16st man durch Logarithmieren, Logarithmengleichun-
gen durch Anwendung der zugehorigen Exponentialfunktion.

i) 1079 =100%* <= 271og(10) = 2210g(100) = 2z log(10%) = 4z log(10)
= P =dr = 0=2° 4o =2(2® —4) = 2z(z — 2)(z +2)
< =0V =2V r=-2,
1
i) (V2)" = (V8)" <= (z+1)log(v2) =z g log(8)

z+1 3x
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iii) logs(z® —2)=2 <= 23 —2=5% «— 23 =21=3% «— =3,
iv) (140,03)" =1,5 <= nlog(1,03) =log(1,5)

log(1,5)

= n=_—L

"~ 1og(1,03)

5) a) Sei p = 3% = 0,03 der Jahreszinssatz. Dann erhoéht sich ein Kapital K in jedem

Jahr auf K+ K-p = K(1+p), wird also mit dem Faktor 14 p multipliziert. In 5 (10)

Jahren wird das Kapital also fiinfmal (zehnmal) mit diesem Faktor multipliziert,

also insgesamt mit (1 4+ p)® bzw. (1 + p)!°. Dies ergibt als Kapital K5 nach 5 bzw.
Kip nach 10 Jahren :

K5 =10000-1,03° ~ 11592.,74, K19 = 10000 - 1,03'% ~ 13439,16 .

~ 13,7

b) Sei n die gesamte Anlegungsdauer (in Jahren) fiir eine Verdopplung des Kapitals.
Dann muss gelten

20000 = 10000 - (1 + 0,03)" «<— 2 =1,03"

log(2)
< log(2) = nlog(1,03) <= n = Tog(1,03)
Nach den 10 Jahren muss das Kapital noch weitere 13,4 Jahre festgelegt werden,
um insgesamt eine Verdopplung zu erreichen.
6) a) Angesichts der eingeschrankten Auswahl sind die Funktionstypen sehr einfach
erkennbar:
A und B sind Graphen von Exponentialfunktionen, da (nur) sie durch den Punkt
(0,1) verlaufen. Bei A ist die Basis kleiner als 1, da A monoton fillt, bei B ist die
Basis grofler als 1, da B monoton steigt.
C ist Graph einer Logarithmusfunktion, da (nur) er durch den Punkt (1,0) verlduft.
D ist Graph einer Potenzfunktion mit geradem Exponenten, da er achsensymme-
trisch (zur y-Achse) ist und durch (0,0) verlduft.
Entsprechend ist E Graph einer Potenzfunktion mit ungeradem Exponenten, da er
punktsymmetrisch (zum Koordinatenursprung) ist.
F ist der Graph einer Wurzelfunktion (mit geradem Wurzelexponenten), da sie
durch (0,0) verlduft und fiir x < 0 nicht definiert ist.
b)/c) Markierte Punkte:

~ 234.

=B=

A: Geméif a) ist A Graph einer Exponentialfunktion f;(z) = a®. Da der Punkt
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(—1,2) zum Graphen A gehért, gilt 2 = fi1(—1) =a~! <= a= 1. Also ist A
Graph von fi(z) = (3)* =272.

B: Gemif a) ist B Graph einer Exponentialfunktion fo(z) = b*. Da der Punkt
(1,3) zum Graphen B gehért, gilt 3 = f2(1) = b' = b, also ist B der Graph
von fa(x) = 3%.

C: Gemif a) ist C' Graph einer Logarithmusfunktion fs3(z) = log,(x). Da der
Punkt (2,1) zu C gehort, gilt 1 = f3(2) =log,(2) <= a' = 2, also ist C der
Graph von f3(z) = log, (z).

D: D ist Graph einer Potenzfunktion f4(z) = 2™ mit geradem n. Da der Punkt
(2,4) zu D gehort, gilt 4 = f4(2) =2" <= n =2, also ist D der Graph von
fa(z) = 22

E: E ist Graph einer Potenzfunktion f5(z) = 2™ mit ungeradem n. Da der Punkt
(2,8) zu E gehort, gilt 8 = f5(2) = 2™ <= m = 3, also ist D der Graph von
fs(z) = 23.

F: F ist der Graph von fs(z) = {/z mit geradem Wurzelexponenten m. Da der
Punkt (4,2) zu F gehort, gilt 2 = fe(4) = ¥4 <= m = 2, also ist F der
Graph der Wurzelfunktion /z.

2d Mathematik (Kg) 6 Diverse Ubungen — Ldsungen



