2d Mathematik (Kg) 25. Februar 2010

Ubungen (2)

1) Losen Sie die nachfolgenden quadratischen Gleichungen mittels quadratischer Er-

ganzung;:

a) z2 —8x + 15 =0, b) 2% + 4z = 21, c) 2% + 6z + 17 = 0,
d) 22 — 182 + 82 =0, e) 22+ 7x+6=0, f) 422 — 120 + 14 = 0,
g) 622 + bz = 6, h) 422 = 15z + 4, i) 1222 = 132 + 35.

Wiederholen Sie die Uberlegungen zum Gleichungsldsen mittels Faktorisierung (Ab-

schnitt 3.f.) und 16sen Sie die nachfolgenden Gleichungen durch Faktorisieren:
2)a)(x—3)-(z+1)=0, 3) a) 22 + 16 = 8z,

b) (z=3)(z+1)(z—2) =0, b) 222 +6x+6 = 2% — 22— 10,

) (2 —4)(3x+1) =0, ©) (20 +2)(x+2)+5=9,
)6:1; + 3z =0, d) 3(z? +3)—36

e) 22> —50 =0, e) 23 + 4z = 422,

f) 22 — 6z +9 = 0. f) 2x(z+3) — 45—(3:1:—2)(55—2).

4) Wir gehen von einem normierten quadratischen Term x? + px + ¢ aus und wollen
diesen faktorisieren. Wir setzen daher 22 + px 4+ ¢ = (x 4+ a)(x + b) an und suchen
a,b.

a) Zeigen Sie: Ist p = a + b die Summe und ¢ = ab das Produkt von a,b, so gilt
tatséichlich diese Faktorisierung 2% + pz + ¢ = (z + a)(z + b).

b) Man benutzt dies, um gegebene Terme zu faktorisieren, indem man zunéchst ¢
als Produkt von zwei Zahlen a,b darstellt und dann iiberpriift, ob p die Summe
dieser Zahlen ist. Gelingt dies, hat man eine Faktorisierung des gegebenen Terms.
(Es gelingt aber nicht immer!) Fiithren Sie dies fiir alle normierten quadratischen
Terme der Aufgabe 1) durch.

c) Bestimmen Sie nun mit den gefundenen Faktorisierungen erneut die Losungen
der entsprechenden obigen Gleichungen. (Vergleichen Sie den Rechenaufwand!)

5) a) In welchen Punkten schneidet die nach unten gedffnete Normalparabel mit dem
Scheitel S = (—2,4) die Gerade durch die Punkte P = (—3,1), @ = (2,6)?
b) Was ergibt sich bei nach oben gedffneter Parabel (bei ansonsten unveréinderten
Daten)?

6) Bestimmen Sie jeweils die Schnittpunkte der gegebenen Parabeln P; und Pa:

a) P1: Nach oben gedffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S; = (2, —1),
P2: Nach unten gedffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt Sy = (0, 9).

b) Pi: Graph der Funktion f mit f(z) = 222 + 3z + 4,
Pa: Nach oben gedffnete Normalparabel mit Scheitel S = (—2,6).

¢) Nach oben geoffnete Normalparabeln mit den Scheiteln S; = (3, —4) und Ss =
(2,5).

d) Nach unten geoffnete Normalparabeln mit den Scheiteln S; = (2,5) und Sy =
(2,-3).

7) Zeigen Sie allgemein: Zwei verschiedene Normalparabeln mit gleicher Offnungsrich-
tung kénnen sich héchstens einmal schneiden. Sie schneiden sich genau dann, wenn
ihre Symmetrieachsen verschieden sind.

[Tip: Analysieren Sie genau Ihre Losung zu ¢) und d) der vorangehenden Aufgabe.]
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Ubungen (2) — Losungen

Ergebnisse:

a)]L:{375}7 b)]L:{—'?,?)}, (})]L:@,

d) L =0, e) L={-6, -1}, f) L =0,

g L={-33} b L= {-7, 4} hL={-% 5
Rechnungen:

a) 22 =8z 4+ 15 =0 <= 2> —8r=—-15 <= 2 —8r+4%> = -15+16 <

(z-4?%=1=1% <= 2-4=41 < =441 < =5V z =23
I = {3, 5}.

b) 22 +4r =21 < 2?2 +40+22=21+4=25 < (2 +2)2 =52 <= 2+2=
45 <= v=-24£5 <= =3V r=-TL={-7, 3}
¢) X2 +62+17=0 < 22+62+3% = -17+9 < (v+3)? =
nie negativ sein kénnen, hat die Gleichung keine Losung: I = ().
d) 22 —182+82=0 <= 22 -~ 182+ 92 = —82+81 <= (v —9)? = —1. Wieder
gibt es keine Losung: T = ().

e) 24+ T2+6=0 < 22472+ (1) =-6+2 =2 <= @+I1)?=(3)?
r+i=2 <= r=-7+2 < z=-1V o=-6:L={-1-6}.

—8. Da Quadrate

fdz? =120 +14 =0 <= 2* -3z =-1 < > -3+ () =-2+% =

—% — (x— %)2 = —% < 0. Da Quadrate nicht negativ sein kénnen, gibt es keine

Losung: I = ().

g) 622 +52 =6 <= 2?2+ 22+ (Z)P =1+ =109 = (@+3)?=($)? <

_ _ 5 413 _ 2 _ 3.7 _f_3 2

h)da? =152 44 <= 2 - Dr=1 = 22 - Lo+ (£)0?=1+2 =2 —

@-%P=(P —a=Rsd e a=dvae=—fl={- 4

D) 1222 = 130+ 35 <« a2 — Bp 4 (18)2 =35 169 _ 1849 . (,  13y2
13443 56 _ 7 \/ p— _30 _ _ 1

24 z 3

(50)? = 2=15" <= s=5 =] 24 FL={-%,
a) (z—3)(z+1)=0 <= 2-3=0Ver+1=0 < = =
also L ={-1, 3}.
b) (z—-3)(z+1)(z—2)=0 <= 2-3=0Ver+1=0Ver—2=0 <
< r=3Vr=—-1Vz=2alsoL={-1, 2, 3}.
c) (2 —4)Bx+1)=0 <= 20 =4V3r=-1 < =2V =-1/3,
also L ={—-1/3, 2}.
d) Hier faktorisiert man zunéchst durch Ausklammern und schlieft dann wie oben
weiter: 622 + 32 =0 <= 3222+ 1) =0 < 3x=0V2r = -1 <
< z=0Vz=-1/2, und damit ist L = {—1/2, 0} die Losungsmenge.
e) Hier wird der Term mit der dritten binomischen Formel faktorisiert:
202 —50=0 <= 22 -25=0 < (z+5)(z —5) =0
< z+5=0Ver—-—5=0 <= z=-5Ver=>5alsoL={-5, +5}.
f) 22 —62+9=0 < (z-3)?=0 < 2-3=0 < x=3,also L ={3}.
a) 12 +16=8r < 2> -8r+16=0 < (1 -4)?=0 <= 2-4=0
x =4, also L = {4}.
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b) 222 +6r+6 =22 —22—10 < 22482 +16=0 < (z+4)> =0 <
x = —4, also L = {—4}.

¢) (20 4+2)(z+2)+5=9 <= 222+ 62+4-4=0 < 2> +3r=0 <
2(z+3)=0 < z=0Vzer=-3 alsoL ={-3, 0}.

d) 3(22+3)=36 < 22 +3=12 < 22 -9=0 <
<— (z+3)(z—3)=0 < z =43, also L ={-3, +3}.

e) Auch diese (kubische) Gleichung ist durch Faktorisieren losbar:

Ay =42° <= ¥ 4P +4r =0 <= 2(2® —dx+4)=0
— 2(r—-2)* =0 <= r=0Vz=2,

also L = {0, 2}.
f) 2z(z+3) — 45 = Bx —2)(z —2) < 222 +6x—45 =322 —-8r+4 —
22— 14r+49=0 < (- 7)?=0 < =7, also L ={7}.
4) a) Durch Ausmultiplizieren erhiilt man (x + a)(z + b) = 2% + ax + bxr + ab =
22 + (a + b)x + ab. Ist also p = a + b und ¢ = ab, so folgt selbstverstindlich

2 +pr+qg=2>+(a+bx+ab=(x+a)(r+b).

b) Fiir 22 — 8z + 15 betrachtet man mogliche Faktorisierungen von ¢ = 15 und
iiberpriift dann, ob die Summe der Faktoren p = —8 ergibt:

15 = (1) - (£15) = (£3) - (£5)

sind sdmtliche Faktorisierungen von 15 in zwei Faktoren a,b € Z. (Dabei sind
jeweils die oben- oder die untenstehenden Vorzeichen zu kombinieren. Es gibt also
4 Zerlegungen.) Berechnet man die Summen von a, b, so erhélt man in einem Falle
(—=3) 4+ (—5) = =8 = p. Also

(x—3)(xz —5) =% — 8z +15.

(Zur Kontrolle iiberpriife man die gefundene Faktorisierung, indem man das Pro-
dukt ausmultipliziert! Dies vermeidet Fehler — insbesondere mit den Vorzeichen —
und ist zugleich der zweifelsfreie Nachweis fiir die Faktorisierung! Die vorherigen
Uberlegungen zum Auffinden von a, b sind dann unwichtig.)

Ahnlich erhilt man aus 21 = 3 - 7 die Zerlegung x2 + 4z — 21 = (z + 7)(z — 3).
Bei 22 + 62 + 17 findet man fiir die Primzahl 17 nur die beiden Zerlegungen 17 =
(£1)-(£17), bei denen sich nicht die Summe 6 ergibt. Die hier beschriebene Metho-
de versagt! In diesem Falle muss man zur quadratischen Ergédnzung zuriickkehren,
um schlieflich zeigen zu kénnen, dass es keine Losung gibt. (Dies zeigt dann auch,
dass es tberhaupt keine Zerlegung des quadratischen Terms geben kann!)

Bei 22 — 18x + 82 fiihrt keine der Zerlegungen von 82 = £1 - 82 = 42 - £41 zum
Ziel. Schlieflich erhélt man 22 + 7z + 6 = (z + 1)(z + 6).

c) Aus einer Gleichung (z +a)(x+b) = 0 liest man sofort die Losungen —a und —b
ab. In den Fillen, in denen man in b) Faktorisierungen gefunden hat, erhélt man
so erneut die schon in 2) ermittelten Losungen.

Achtung: In den Féllen, in denen man keine Zerlegung gefunden hat, muss man
zur Losung der Gleichung auf die quadratische Ergédnzung zuriickgreifen! Stellt
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man dabei fest, dass es keine Losung gibt, so zeigt dies insbesondere, dass keine
Faktorisierung des quadratischen Terms existieren kann!

5) a) Um die gemeinsamen Punkte von Parabel und Gerade zu bestimmen, ermitteln
wir zunéchst Gleichungen fiir beide geometrischen Objekte. Die Scheitelpunkts-
form der Parabelgleichung lautet y = a(x — x5)? +ys. Mit dem gegebenen Scheitel
S = (zs5,ys) = (=2,4) erhalten wir y = a(z + 2)? + 4. Da es sich um eine Normal-
parabel handelt, ist |a| = 1, und da sie nach unten gedffnet ist, ist a < 0, zusammen
also a = —1. Wir erhalten so als Parabelgleichung: y = —(x + 2)? + 4.

Zur Bestimmung einer Gleichung fiir die Gerade berechnen wir zunéchst den An-
stieqg a = 2_6(__13) = 1 und dann den y-Achsenabschnitt durch Einsetzen der Punkt-
koordinaten in die Gleichung y = ar +b=x+b0: 6 =2+ b <= b = 4. Damit
erhalten wir als Geradengleichung: y = = + 4.

Gesucht sind nun Punkte P = (z,y), die sowohl auf der Parabel als auch auf der
Geraden liegen, die also beide Gleichungen y = —(z+2)? +4 und y = z+4 erfiillen.
Die z-Koordinaten der gesuchten Schnittpunkte (man nennt dies die Schnittstellen)

miissen also die folgende Gleichung fiir die Schnittstellen erfiillen:

—(r+2P+4=0+4 <= -2 —4dr—4+d4=2+4 < 2 +5x+4=0.

Die letzte quadratische Gleichung koénnen wir mittels quadratischer Ergénzung
16sen. Mit den Methoden von Aufgabe 4) findet man in diesem Falle aber leicht die
Faktorisierung 22 + 5x + 4 = (v + 1)(z + 4) und damit 2?2 + 5z +4 =0 < z =
—1 V x = —4. Dies sind die Schnittstellen, also die xz-Koordinaten der Schnitt-
punkte. Die y-Koordinaten bestimmt man, indem man die Schnittstellen in eine
der beiden Gleichungen (am besten die einfachere Geradengleichung y = = + 4)
einsetzt. Wir erhalten so die zwei Schnittpunkte P = (—1,—1+44) = (—1,3) und
Py =(—4,-4+4) = (—4,0).

b) Hier findert sich nur die Parabelgleichung zu y = (z + 2)% + 4 und die zu un-
tersuchende Gleichung fiir die Schnittstellen lautet nun (z +2)? + 4 =2 + 4 <=
22 4 3z + 4 = 0. Mittels quadratischer Ergénzung stellt man fest, dass diese keine
Losung hat, es also auch keine Schnittpunkte gibt.

6) Wir gehen wie bei der vorangegangenen Aufgabe vor und bestimmen zunéchst Glei-
chungen fiir beide Parabeln. Dabei handelt es sich immer um Funktionsgleichungen
Yy = ..., so dass wir anschlielend durch ‘Gleichsetzen’ eine Gleichung mit einer Un-
bekannten z erhalten, die es zu losen gilt.

a) Die Gleichungen fiir P1: y = (z — 2)2 — 1 und P2: y = —2? + 9 fithren zur
Schnittstellengleichung

20 —4r —6=0 <= 2* ~ 20 -3=0 < (z—-3)(x+1)=0

und damit zu den beiden Losungen 1 = —1 und z3 = 3. (Statt durch Faktorisie-
rung kann man diese Losungen auch mittels quadratischer Ergénzung ermitteln!)
Die y-Koordinaten der Schnittpunkte erhdlt man durch Einsetzen der Schnittstellen
in eine der Parabelgleichungen: y; = —22 +9 = —-1+9 =8 und yo = —22 + 9 = 0.
Die gesuchten Schnittpunkte sind P; = (—1,8) und P, = (3,0).

b) Parabelgleichungen: Py : y = 222 + 3z + 4 und Ps : y = (v + 2)? + 6.
Schnittstellen: 202 +3z+4 = (z+2)246 < 2°—2-6=0 < (z—3)(z+2) =
0 <= z2=-2V z=3.
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Schnittpunkte: P, = (—2,6), P, = (3,31).

c) Parabelgleichungen: Py : y = (x — 3)2 —4 und Py : y = (v — 2)% + 5.
Schnittstellen: 22 —6x +5 =22 —40 4+ 9 < 20 = -4 < = 2.
Nur ein Schnittpunkt: P = (—2,21).

d) Parabelgleichungen: Py : y = —(x — 2)2 +5und Py : y = — (2 — 2)? — 3.
Schnittstellen: —(z —2)?+5=—(2 —2)? -3 <= 5= -3.

Diese Gleichung hat keine Losung; es gibt also auch keine Schnittpunkte.

7) Zwei Normalparabeln mit gleicher Offnungsrichtung lassen sich durch Gleichungen
der Form y = a(x —x5)? +ys mit demselben a (= 1) beschreiben. Die Symmetrie-
achsen sind die Parallelen zur y-Achse durch den Scheitelpunkt, also die Geraden
mit der Gleichung = xg. Sind nun die Scheitelpunkte der Parabeln S; = (x1, 1)
und Sy = (x2,y2), so ergibt sich als Schnittstellengleichung

a(r—z1)*+y1 = a(v—x2)*+1yp <= —2ari-z+arity = —2axe-r+arstys. (*)

Man erkennt, dass die quadratischen Terme wegfallen und dies eine lineare Glei-
chung ist. Will man diese nun l6sen, so muss man ‘nach x auflosen’:

(*) <= 2a(z1 —22) -z =a(x? —23) +1y1 —y2. (xx)

Da a # 0 ist, kann man diese Gleichung genau dann nach x auflésen, wenn x; —
xo # 0, d. h. ©1 # xo ist. Dies bedeutet, dass die Symmetrieachsen verschieden
sind. In diesem Falle erhdlt man genau eine Schnittstelle und damit genau einen
Schnittpunkt.
Sind die Symmetrieachsen identisch, also x1 = x2, so reduziert sich die Gleichung
auf

(x%) <= 0=y1 —¥y2.

Diese Gleichung enthélt die Variable x gar nicht mehr. Die Losungsmenge ist also
entweder ganz @ (L = @, wenn y; = y2) oder leer (I = (), wenn y; # yo ist). Im
Falle y; # yo existiert also kein Schnittpunkt. Im Falle y; = y2 sind jedoch alle
Stellen Schnittstellen; die beiden Parabeln sind identisch!
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