2d Mathematik (Kg) 10. Mai 2010
Ubungen zu Exponential- und Logarithmusfunktionen

(Aus: Lambacher Schweizer, Lehrbuch Klasse 10, S. 83-85)

1  Zeichne die Graphen der Exponentialfunktionen. Bestimme am Graphen die Schritt-
weite fiir die Verdopplung bzw. die Halbierung der Funktionswerte.
a) x —0,5-1,6% b) x +— 3.0,7% c) x+—0,25-2,5% d) x — 4.0,85%

2 Von welchen der Funktionen liegen die Graphen jeweils achsensymmetrisch zuein-
ander beziiglich der y-Achse?

fi: x —3* f: x —0,2% fi: x —>5" ;o x— 6,25

o x — %x fo: x> (%‘/,x ;1 x—0,3* for x — (3%/}"

3 Bestimme zu jeder Funktion diejenige Funktion, deren Graph symmetrisch beziiglich
der y-Achse zum Graphen der ersten Funktion liegt. Gib dazu auch jeweils an, welche der
Funktionen monoton wachsend, welche monoton fallend ist.

a) x — 4* b) x — 0,7* ¢) x— 3,75% d) x—2,7%

&) x> (& 0 x—(23] x> h) x = 0.1*

4  Wie kann man aus dem Graphen von x > 2* die Graphen erhalten von

a) X > 2842, b) x> 2%+ ¢) x—=> 25+ 1, d) x — 2%%7

5  Zeichne den Graphen der Funktion. Zeichne den Graphen der Umkehrfunktion durch
Spiegeln an der Geraden y = x. Gib die Funktionsvorschrift der Umkehrfunktion an.

a) x > 42" b) x— 2-(3" c) x> 5-1g(x) d) x = 3-log,(x)
6  Bestimme zu folgenden Funktionen jeweils die Umkehrfunktion.
a) x — 5 b) x > 2-3% c) x+—0,2-4,5" d) x —> 4.2%
e) x —> logg (%) f) x—3-1g(x) g) x — 4-logs(x) h) x —= 0,5-1g(x2)
7  Lise dic Exponentialgleichungen moglichst geschickt.
a) 3" = % b) 5*=0,04 c) 32 =8 d) 8°=0,25
e) 255 =0,2 f) 16" =+ g) 6255 =125 h) 243*=1
i) 0,5%=16 k) 0,2 =125 1) 0,25%=128 m) 0,04* =125
8 Bestimmey, a bzw. x. (
a)y= 10g7(49) b) y = log5(0,008) c) y=log,s(8) dyy= 10g27|%’)
e) logdm |=- f) loga(%) =4 9 logy; (x) =3 h) log (x) =3
9  Gib die Losungen der Exponentialgleichungen auf 2 Nachkommastellen genau an.
a)2-3*=0_8 b) 5.3 =2 o (2 =v2 d)4+3:2°=69
e)3.24=7 £) 2,8-1,6' *=32 P4 157=65 m5-27 =11
i 4.3=2 ©02:03'=03 122} “I\8 m) 2.3 =35
I'l) 5x+1 - 82x 0) 2, 83x 1, 5% =10 p) 0,4-3, 2% — 23x 1 q) 34x 4% = 5x+2

10 Lése durch eine geeignete Substitution,

a) 84+2 - 82X =240 b) 67** + 6% * =78 ¢) 96 (1" +3.2%2 =15
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11 Bestimme die Losungen.

a)lg(1-3x)=08 Db)lg(x2-24)=3 ¢) log,(x—1)=2,5 d)log;(1-x)=-0,3

12 Forme mit Hilfe der Logarithmenregeln um.

a) lg(2ux) b) Ig(3x2) c) log,(5u?) d) log,;(7Tu2xd)
‘ (1) 1 4

©) le (] £) log,(7) ® log,55) h) logs 5]

i) 1gl(x +y)] k) lgiVl+aj 1) 1g( 1 J m) log, [——}

' -y 4+ x ) ka~\l+a,

13 Driicke durch einen einzigen Logarithmus aus.

a) 2-1g(0) +3-1g(y) - Ig (@) b) log, (p) - 5 -log,(q) + §-log, (1)

c) 3-log, (b) + 3 -log, (b + x) d) —lg(u) - 2-1g(v) - 1-1g (W)

e) 2-[lg(x) - 1g(y)] f) 2-1g(a) - 3-[lg(b) + 1g(a)]

14 Lsse die Gleichungen.
a) lg(x)+1lgR) =1g(l1+x) bylg(x)=2-lgx)+lg(1+x) c¢) log,(x)+8=1log,(7x-8)

15 Vereinfache.

a) 1o+ D b) 1028 c) 10—2<1g(x) d) lo—lgf\x] €) lo[lg(x)l2
16 Ein exponentielles Wachstum erfolgt tiglich um 3% (7 %; 40 %; 0.3 %; —1 1 %; -4 %).
‘o‘oﬁs Berechne die Verdoppelungs- bzw. die Halbwertszeit.

N‘SB/M‘&

" Aus 1000 DM 17 Berechne zu dem Angebot der Land-Sparkasse den jihrlichen Wachstumsfaktor

werden in 6 Jahren |  (Zinsfaktor) und daraus die durchschnittliche Zunahme des Kapitals.

1500 DM Vergleiche mit der Angabe der Sparkasse.
Wertzuwachs pro Jahr
83% 18 Direktor Knauf betrachtet die Umsatzsteigerung seiner Firma von 1980 bis 1995.

IMRE LAND Er meint, 75 % in 15 Jahren ist ja nicht viel, gerade 5 % pro Jahr.

SPARKASSE Nimm an, der Umsatz ist jedes Jahr um genau p % gestiegen. Berechne diese durchschnitt-
liche Zunahme.

Fig. 1
19 Die Entwicklung des Exports der Bun-
desrepublik Deutschland kann fiir den Zeit- ~ Aufstieg zur Exportnation Nr. 1
raum von 1960 bis 1970 durch eine Expo- gzzgf;}g:;?;gzsggggﬁk
nentialfunktion beschrieben werden. n Mrd DM
a) Wihle x =0 fiir das Jahr 1960. Bestim-
me die Termdarstellung der Exponential-
funktion. Benutze dazu die Werte von 1960
und 1970.
b) Priife, in wie weit die librigen Angaben
der Grafik zu dieser Funktion passen.

20 Bei der Entladung eines Kondensators
wird alle 5 Sekunden die Spannung gemes-
sen.

Handelt es sich bei der. Funktion t > ‘U um { (Zeitin s) o015 110115120
eine Exponentialfunktion? Wenn ja, gib ihre
Termdarstellung an.

U (Spannung in V) | 10 | 6,8 | 4,6 | 3.1 | 2,1
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21 Eine unter Hochspannung stehende t (Zeitin s) ol 201 40|60 |80]100
Ionisationskammer wird mit dem radioakti-
ven Edelgas Radon 220 gefiillt. Es wird die
Stromstiirke in Abhéngigkeit von der Zeit
gemessen.

a) Trage die Messwerte in ein Koordinatensystem auf logarithmischem Papier ein.
b) Ermittle die Halbwertszeit.

¢) Wie lautet die Termdarstellung der Funktion Zeir — Stromstirke?

I (Stromstiirke

m10ta) | 43|24 19 1AL

22 Frische Milch ist ein guter Nihrboden fiir Keime. | ml Milch enthielt eine halbe
Stunde nach dem Melken 1300 Keime. Eine Stunde spiiter waren es 7310 Keime.

a) Berechne die Anzahl der Keime unmittelbar nach dem Melken, wenn man exponentielles
Wachstum der Keime annimmit.

b) Wie viel Keime enthielt 1 m/ der Milch 1 Stunde nach dem Mclken?

23 Die Empfindlichkeit von Filmen wird sowohl in amerikanischen ASA-Werten als auch
in deutschen DIN-Werten angegeben. Die Zuordnung ASA -— DIN kann niiherungsweisc
durch DIN =1 + k-1g(ASA) beschrieben werden. Bestimme k.

Kontrolliere dein Ergebnis mit den iibrigen Werten der Tabelle.

24 Der pH-Wert eines Stoffes ist der negative Zehnerlogarithmus der Wasserstoffionen-
Konzentration (genauer: H;O+Konzentration in mol/l). Ist z.B. der pH-Wert einer Seifenld-
sung 8,5, so betrigt die H*-Konzentration 103 mol/l.

a) Welchen pH-Wert hat eine Lauge mit doppelt so hoher H*-Konzentration?

b) Der Regen mit dem bisher hichsten Siiuregehalt hatte den pH-Wert 2,4. Wie viel Mal
groBer als in reinem Wasser (pH-Wert 7) war die H*-Konzentration?

25 Die Stirke von Erdbeben wird mit der sogenannten Richter-Skala gemessen. Dabei
wird das Erdbeben mit einem schwachen, kaum wahrnehmbaren Beben verglichen. Ist das
Beben k-mal so stark wie dieses, dann wird ihm die Stirke 1g (k) zugeordnet.

a) Wie viel Mal stirker ist ein Erdbeben der Stirke 7 auf der Richter-Skala als ein Erdbeben
der Stiirkc 67

b) Das Erdbeben von 1906 in San Francisco, = a —
das grofe Teile der Stadt zerstorte, hatte
eine Stirke von 8,3. Im Jahr 1978 ercignete
sich auf der Schwiibischen Alb ein Beben
der Stirke 5,8. Wie viel Mal stiarker war das
Beben in San Francisco?

26 Fig. 1 zeigt den Beginn einer Folge
geometrischer Figuren. Das Konstruktions-
prinzip ist bei jedem Schritt dassclbe:

Jede Strecke wird gedrittelt. Uber dem mitt-
leren Stiick wird ein gleichseitiges Dreieck
Laufgesetzt®.

a) Offensichtlich wird die Linge des Strek-
kenzuges von Schritt zu Schritt gréfler. Um
welche Art von Wachstum handelt es sich?
b) Berechne dic Linge des Streckenzuges
nach 4 (40; 400; 100000) Schritten.

Fig. |
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Lambacher Schweitzer Band 10, S. 83—-85 — Ergebnisse

Aufgabe 2:

Die Spiegelung eines Graphen an der y-Achse erreicht man, indem man im Funkti-
onsterm x durch —x ersetzt! Fiir Exponentialfunktionen bedeutet dies: f(x) = a® und
g(z) = a=® haben Graphen, die bzgl. der y-Achse spiegelbildlich zueinander sind. Wegen
g(z) = a=® = (1)® haben zwei Exponentialfunktionen spiegelbildche Graphen, wenn die
Basen Kehrwerte voneinander sind.
Damit erhalten wir folgende Paare von Funktionen mit spiegelbildlichen Graphen:
1. fi(z) =3" und f5(z) = (3)" =3""
2. fix) =02 = %x =5"" und f3(x)
3. fa(z) =6,25% = (2)* und fs(z) =
4. fo(2) =037 = ()7 und fi(x) = (
Aufgabe 3:

Exponentialfunktionen sind monoton steigend, wenn die Basis a > 1 ist, und monoton
fallend bei a < 1 (@ > 0 in jedem Falle vorausgesetzt).

x
’
)ac

’
x

j.

= ||
Ol\')|_b o

«l

a) f(z) = 4 monoton wachsend, gespiegelter Graph: g(z) = 47 = (1)* monoton
fallend.

b) f(x) = 0,7 monoton fallend,

gespiegelter Graph: g(z) = 0,77% = ({5)" = (12)® monoton steigend.
c¢) f(z) = 3,75 monoton steigend,

gespiegelter Graph: g(z) = 3,757" = (12)™® = (5t)” monoton fallend.
d) f(z) =2,7% = (35)® monoton steigend,

gespiegelter Graph: g(z) = (32)* monoton fallend.

e) f(z) = (2)* monoton fallend,

gespiegelter Graph: g(z) = (2)* monoton steigend.

f) f(z) = ($)® monoton steigend,

gespiegelter Graph: g(z) = (2)” monoton fallend.

g) f(z) = (1)* monoton steigend,

gespiegelter Graph: g(z) = (7+)” monoton fallend.

h) f(z) = 0,1 monoton fallend,

gespiegelter Graph: g(z) = 10 monoton steigend.

Aufgabe 7

a)3*=1=3"2% = x=—

b) 5% =0,04 =155 = 3z =5 2 < z=-2,

€) 32" =8 = 27 =23 < Br=3 < x =3,

d) 8% =0,25 = 232 =272 &= 31 =2 < =2,

) 25° =02 = 520 =51 = 2r =1 x:—g,

f) 16" = 5 <= 24$:2L%:2—% = dz=—3 &= z=—3,

g) 625" =125 <= 57 =5% = =3 < v =2,

h) 2437 = 5 < 3% =372 < br=-2 < z=—2,

) 05" =16 < 277 =2 <= —x=4 < z=—4,

k) 027 =125 <= 5% =53 & x= -3,

1) 0,25 =128 <= 272 =27 < = -1

m) 0,04 =125 <= (155)" =5 < (5)" =5 <= 52 =5 — z=-3.
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Aufgabe 8:

)
) y = logs 0,008 = logs (2% - 1073) = log; 573 = —3,
b) alternativ: y = log; 0,008 <= 5Y = 2 = % =53 &= y=-3,
y=1logy 58 < 0,5y =8 <= 27Y =23 — y=-3,
) 1

y=logy s <= 2TW=1 <= 3 =3"! «—= 3By=-1 < y=—3,
log, 5 =—3 < a3=35 =33 < a=3 (fira>0,a#1),

log, s =—4 <= a*=5=3"? < a=3"7=3% = /3(fira>0,a#l),
4

2) — 1 =273 = (3%)3 = 3* =81 (fiir z > 0),
h) logigz = -2 < z= 1675 =275 = 35 (fir z > 0).

Aufgabe 9:

Exponentialgleichungen 16st man durch Logarithmieren, um die Unbekannte aus dem
Exponenten ‘herunterzuholen’.

In den folgenden Rechnungen bezeichnet log immer den Logarithmus zu irgendeiner
Basis, innerhalb einer Rechnung aber immer derselben Basis. Zur Berechnungd er N&he-
rungswerte benutzt man irgendeinen auf dem Taschenrechner verfiigharen Logarithmus,
am naheliegendsten den dekadische Logarithmus log,, = lg.

log 0,4
a)2-3° =08 <= 3" =04 < zrlog3 =1log04d < z = ng:; ~ — 0,83,
(0]
2 2 2 2 2 2 log Z

(F)f=7 = (5)'=z &= zlogg;=log - < 2= > ~ 6,23,

25 3 25 log 2

)
2 7 1 7 1 7
c) 5 (=) =V2 =20 — log2—log3+xlogg = §log2 — mlogg =

1 1 log3 — 1 log2
~log2 —log2+logd =log3 — slog2 <— v = — 55— ~ 2,24,
2 2 log ¢
29

d) 4+3-2" =69 < 2° = é & zlog2 = log2,9 —log3d <= =z =
log2,9 — 1
log29—log3 405

log 2
...n) 5% =827 «—— (2 +1)logh = 2xlog8 <= xz(logh —2log8) = —logh +—=

log 5

= —=  ~0,63
T 2log8 —logs Y

0) 2,837 .15% = 10 <= 3zlog2,8 + xlogl,5 = logl0 <= xz(3log2,8 + log1,5) =
log 1
og 10 ~ 0,66,

3log2,8 4+ log1,5

p) 0,4-3,27 =231 «—— log0,4+ xlog3,2= (3x —1)log2 <= x(log3,2 —3log2) =

logl) <= =z =

3,2 log 0,8
—log2 —1log04 <~— :1:10g2—3 =—log(2-04) — x:_log0,4 ~ —0,24
q) 3% 4% =52 «— 4xlog3+xlogd = (x+2)logh <= x(4log3+log4 —logh) =
2logh
2logh <= z = o8 ~ 0,77.

4log 3 + log4 — log b
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Aufgabe 10:
a) Substituiere z = 8%:
87T2 8% =240 = 8% .z — 2% =240 <= 2° — 642 +240=0

— 2=324+322-240=32+ V784 =324+28 <= 8" =60 Vv 8" =4

log 60 log 4

< xlog8 =1log60 V xlog8 =logd <— = = ~197 V x = ~ 0,67
log 8 log 8
b) Substituiere z = 67:
62
62+~"+62—$:78<:>62~z+—:78<:>62~22+62:78z
13 13 25
2
= 2-"241=0 S —1—— (=
TR TV 1 144
3 2 log 2 g2
e T VT e = 282 1093 Vo r= —23 & 023
2 3 log 6 log6
¢) Substituiere z = 23%:
1,32 1 1 48 3
96- (5)"" 48277 =15 <= 96~ S +3.2-27=15 & — 4+ z=15
z z

3
— 484—122:152 — 22 -202464=0 < 2=10++/100—64=10+6

4 2
e 237 —16=2% v 25" =4=9%2 «= 33 =4V 31 =2 <— T=3 \V; r=3

Aufgabe 11:

lg ist eine abkiirzende Schreibweise fiir den dekadischen Logarithmus log;,. Aufgrund
der Definition des Logarithmus als Exponent: y = log,(z) <= a¥ = =z, erhélt man
folgende dquivalente Gleichungsumformungen und Losungen:

a) lg(1 —3z) =0,8 <= 1—3z =10" <:>$—T%—1,77

b) Ig(z? — 24) =3 <= 22 —24 =10% = 1000 <= 2? = 1024 <= 2z = £32.

o

5
) logy(z — )—27525<:>$—1:2%:\/2_5:4\/§<:>:I;:1—|—4\/§z6,66.
d) logz(1—2)=-03 <= 1-2=3""% «—= 2=1-3"9%%0,28

Aufgabe 12:

Bei den folgenden Umformungen setzen wir voraus, dass alle Variablen nur positive
Werte annehmen kénnen!

a) lg(2ux) = 1g(2) + lg(u) + 1g(z), b) 1g(3z%) = 1g(3) + 21g(x),

c) logy(5u®) = log,(5) + 3108;2( ), d) logs(7Tu?z?) = logs(7)+2logs (u)+3logs(x),
e) 1g(%7) =1g(a) + Ig(x) — lg(b), f) log,(z3-) = —2log, () — log, (v),

g) log,(z253) = —2log,(z) — 3, h) logs(535) = logs(4) — 2 — 5logz(x),

i) 1g[(z + y)?] = 21g(x + y), k) lg(v/1+a) = 51g(1 +a),

D) lg(; =) = —lg(z) — 5lg(1 +a), m) log,(-—=) = —1 — 5 log, (1 +a).
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Aufgabe 13:

w243
a) 2lg(z) +31g(y) —lg(2) =1g(— ),
1 1 L1 pyr

1 — =1 —1 =1 2) =1
b) log,(p) — 5 108,(q) + 7 log,(r) = log,(prig™2) = log,( NG );
c) 3log, (b) + = log,(b+ z) = log, (b* - Vb + z),

1
d) —lg(u) — 21g(v) — 7 Ig(w) = 1g(uv2\%),
x x?
e) 2[lg(z) —lg(y)] = 2lg(§) = lg(y—g)-
1
f) 2lg(a) — 3[1g(b) +1g(a)] = 21g(a) — 31g(b) — 31g(a) = —lg(a) — 31g(b) =lg(—5).
Aufgabe 15:
Wir verwenden die grundlegende Beziehung 10'8(*) = .
a) 101g(-77+1) = + 17 b) 1021g($) — (101g(.77))2 — .TQ,
1 1

10—21g(:c) _ 101g(:c) -2 _ -2 _ - d 10—1g(\/5) -
0 (1089)? =072 = ) =
e) 100s@)* _ 1pls(@) 1) _ (1()11%(56))1%(56) — pls@)
Aufgabe 17:

Sei p der Jahreszinssatz. Dann erhoht sich ein Kapital K in jedem Jahr auf K + K -p =
K (1 + p), wird also mit dem Faktor 1 + p multipliziert. In 6 Jahren wird das Kapital
also sechsmal mit diesem Faktor multipliziert, also insgesamt mit (1 + p)°.

Im vorliegenden Fall ist K = 1000, p unbekannt, und 1500 = K (1 + p)% = 1000(1 + p)°.
Also:

15=1+p)° <= 1+p=Y/15 < p=15-1=0,07=T7%.

Einen Wertzuwachs von 50% in 6 Jahren erhélt man also bei einem jéhrlichen Zinssatz
von 7%.

Aufgabe 18:

Sei p die jidhrliche Umsatzsteigerung. Sie wird als konstant unterstellt und im Aufga-
bentext als ‘durchschnittliche Zunahme’ bezeichnet. Bei einem Umsatzplus von 75% in
15 Jahren, also einem Anwachsen des Umsatzes auf das 1,75-fache innerhalb von 15
Jahren, gilt:

L75=014+p" <= 14+p= /1,75 <= p= /1,75 -1~ 0,038 = 3,8%.

Die durchschnittliche jihrliche Umsatzsteigerung betrigt also nur 3,8%.
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