3L1 Mathematik (Kg) 27. Oktober 2008
Das Leiterproblem (vorgestellt von Darius Hundenborn)

Aufgabe: Vor einer Wand steht ein 1 m hohes und 1 m tiefes Hindernis. Eine 5m lange

Leiter soll an die Wand gelehnt werden. Bis zu welcher Hohe reicht die Leiter maximal

hinauf?

Losung 1: (Jeanette Ehrke)

1 b

Mit den Bezeichnungen der Skizze ist a+ 1 gesucht. Die Groflen a und b sind unbekannt,
miissen aber positiv sein. Sie miissen die folgenden beiden Bedingungen erfiillen:

Satz des Pythagoras: (a4 1)*> + (b+1)? = 52,

Strahlensatz/&dhnliche Dreiecke: % =

Mit der zweiten Beziehung kann man a eliminieren: a = % und erhalt:

1 1 2
25:(a+1)2+(b+1)2:(5+1)2+(b+1)2:(5)2+5+1+b2+2b+1
1 2 1 1
— 2 9 Y 9 i ~\2 9 -
b* + +(b)+b+b (b+b)+(b+b)

Durch diese (duBerst trickreiche) Umformung in der letzten Zeile wird die Substitution
z=b+ % moglich und man erhélt eine quadratische Gleichung in z:

25 =22422 = 26=2"+22+1=(2+1)? &= 2+1=4V26 <= 2 =-1+V26.
Anschliefend muss noch die Substitution nach b aufgelést werden:
1 2 2
b—l—g:z = b +1=2b <= 0" —2b+1=0.
Nach Losung dieser quadratischen Gleichung erhélt man b, daraus a = %. Der grofite

gefundene Wert fiir a4 1 ist die gesuchte Hohe (Details siehe Losung 2, 4. Schritt, siehe
dort auch den Zusammenhang zwischen a und b).
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Losung 2: (leider nicht so elegant, eher eine systematische Arbeitslosung)

1. Die Gleichung: Damit die Leiter moglichst weit hinauf reicht,
muss sie das Hindernis beriihren, wie in nebenstehender Skizze dar-
gestellt.
Die Skizze enthélt auch bereits die im folgenden benutzten Bezeich-
nungen:

X C
c ist die Hypotenuse und = die unbekannte Kathete des oberen recht-
winkligen Dreiecks. Die gesuchte Hohe ist daher x + 1.
Aufgrund des Strahlensatzes sind die folgenden Verhéltnisse gleich:
z _ x+1 1 5—c
5 o

Zusammen mit dem Satz des Pythagoras 2 + 1 = ¢? erhalten wir
die folgende Gleichung fiir x:

x r+1 x _:c+1

= — =
& S 2 +1 S

Mit Standardumformungen (man beachte, dass alle Grofilen positiv sind, so dass Qua-
drieren eine Aquivalenzumformung ist) erhalten wir daraus eine Gleichung 4. Grades
fir x:

br=Va2+1-(z+1) < 252 = (@* + )(z +1)? = (2* + 1) (2 + 22 + 1)
— B2 =2* + 203+ 222 + 20 +1 = 2 +22° - 2322 +22+1=0.

Auf den ersten Blick, scheint eine exakte Losung dieser Gleichung 4. Grades mit den uns
bekannten Mitteln nicht moglich. (Es gibt zwar bis zum Grad 4 allgemeine Auflésungs-
formeln fiir Polynomgleichungen, diese werden aber iiblicherweise im Schulunterricht
nicht behandelt.) Eine Ndherungslosung (etwa durch Intervallschachtelungen wie Hal-
bierungs- oder Newtonverfahren) ist im Prinzip immer moglich; wir werden darauf
spéter zu sprechen kommen.

2. Symmetrie: Ein Ansatzpunkt zu einer exakten Losung des Problems liegt in der
Symmetrie der Problemstellung. Vertauscht man in obiger Skizze Wand und Fufboden,
so erhdlt man eine zweite Losung (bereits als 2’ in obiger Skizze bezeichnet).

Der Zusammenhang zwischen beiden Losungen ergibt sich aus der Ahnlichkeit (Win-
kelgleichheit) der beiden rechtwinkligen Dreiecke:

T 1 , 1

1= 7 — T = o
Mit anderen Worten: Ist x eine Losung obiger Gleichung, so auch %
(Anmerkung: Diese Tatsache ergibt sich auch rein algebraisch aus der Symmetrie der
Koeffizienten (1, 2, —23, 2, 1) der Polynomgleichung. Dies bedeutet: Die nachfolgenden
Uberlegungen erlauben es, alle in diesem Sinne symmetrischen Gleichungen 4. Grades
zu l6sen. )
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3. Die Faktorisierung: Wir gehen von einer Losung a der Gleichung aus. Dann ist auch
% eine Losung und aus der Polynomgleichung lassen sich die zugehorigen Linearfaktoren
abspalten:

1 1 1
(:E—a)(:v—5)2362—(@—1—5):10—1—1:::122—#14:6—1—1 mit A=—(a+ —).
a

Also gibt es eine Faktorisierung wie folgt

xt 4 22% — 2322 + 224+ 1 = (2® + Az + 1)g(x), q(x) quadratisch.

Durch Vergleich der fiihrenden bzw. absoluten Koeffizienten folgt, dass q(z) = 2% +
Bx + 1 ist; nur der mittlere Koeffizient B ist unbekannt.
Durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich erhélt man:

ot +22° — 2322 +2r + 1= (2 + Az + 1)(2® + Bz + 1)
—2' + (A+B)2® + (AB+2)2> + (A+ B)z + 1
< A+B=2 N AB+2=-23 <— A+ B=2 N AB=-25.

Dies sind zwei Gleichungen fiir A, B, die auf eine quadratische Gleichung fiir A fithren.
Mit B = 2 — A erhélt man nadmlich

AB = —25 < A(2—A)=-25 < A?-24-25=0
— A=1+V14+25=1++vV26.
Wegen a > 0 ist A= —(a+ 1) <0, also muss A =1 — /26 sein.

4. Die L6sung: Nun l6sen wir die Gleichung

1
a+-=-A < d’+1=—-Aa < d*+A4a+1=0
a

<:>—AiA21—Ai1A24
TN T T T T, '

Setzt man obige Werte fiir A ein, so ergibt sich
A? —4=(1-V26)? —4=1-2V26+26—4 =23 —2V26
und folglich

a:%~<—A+\/m>:

mit den Ndherungslésungen

.<—1+\/%i 23—2\/%)

1
2

ay ~ 3,838501, a_ ~0,260518.
Da nach der groiten Hohe gefragt ist, ist ay + 1 ~ 4,838501 der gesuchte Wert.

5. Verallgemeinerung: Nachdem das Problem erfolgreich gelost wurde, drangt sich
natiirlich die Frage auf, was gilt allgemein, d. h. fiir eine Leiter der Lénge [ (statt 5m)
und andere Mafle des Hindernisses (Hohe h und Tiefe ¢)?

Wenn h =t ist, sollte derselbe Weg gangbar sein. Im Falle h # t entfillt das Symme-
trieargument. Die Gleichung 4. Grades sollte man dann ebenso aufstellen kénnen, aber
dann ...?
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