3L1 Mathematik (Kg) 9. November 2008

Ubungen (4)

1) Bestimmen Sie alle stationdren Stellen der nachfolgenden Funktionen. Entscheiden
Sie, welche davon Extremstellen sind und welcher Art diese sind.
a) f(r) = a® — 322 — 3,
b) f(z) —:12 +6:I; + 12z — 1,
c) f(z) =a* — 162 + 17
d) f(x) = 325 — 10:1; — 45z + 2
o) f(a) = La? - V.
f) f(z) =2 + 2.
Weitere Aufgaben: Lehrbuch, S. 86.
2) Untersuchen Sie die folgenden ganzrationalen Funktionen und skizzieren Sie ihre
Graphen.
a) f(z) = 23 + 42% — 112 — 30
b) f(z) = 2% — 42% + 3
c) f(x) = —at + 823 — 1822 + 27
d) f(z) = 2* — 22% — 222 + 62 — 3
e) f(z) = 3z° — 2523 + 90x
Weitere Aufaben: Lehrbuch, S. 95/96.
3) Essei f(r) =23 —x+ 1.
a) Bestimmen Sie die Monotonieintervalle und Extrema von f.
b) Zeigen Sie damit, dass f nur eine Nullstelle hat.
c¢) Bestimmen Sie den gréfiten und kleinsten Funktionswert von f {iber dem Intervall
I=[-11].
4) Berechnen Sie die Ableitungsfunktionen aller rationalen Funktionen von Ubungs-
blatt (2).

5) Untersuchen Sie die rationalen Funktionen von Ubung (2), Aufgabe 1) a—c so-
wie Aufgabe 2 b,c auf Monotonie und Kriimmungsverhalten. Bestimmen Sie alle
Extrem- und Wendepunkte und entscheiden Sie, welcher Art die Extrempunkte
sind.
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a) f'(x) = 32% — 6x = 3z(z — 2) hat die Nullstellen 0 und +2. Damit sind 0 und +2
die beiden einzigen stationéren Stellen von f. Da beide Nullstellen von f’ einfach
sind, also dort jeweils ein VZW von [’ vorliegt, sind beide Stellen Extremstellen
von f. Da f'(x) (wie f(z)) einen positiven fithrenden Koeffizienten hat, ist f’(z)
schliellich positiv, also f schliefflich monoton steigend. Damit muss die letzte Ex-
tremstelle +2 eine Minimalstelle sein und 0 eine Maximumstelle.

b) f'(x) = 3z? + 122 + 12 = 3(2® 4+ 4z + 4) = 3(z + 2)? hat nur die Nullstelle —2.
Dies ist die einzige stationire Stelle von f. Wegen f’(x) = 3(z + 2)? > 0 fiir alle
x ist f stets monoton steigend, f besitzt also kein Extremum: —2 ist stationére
Stelle, aber nicht Extremstelle von f; —2 ist Sattelstelle von f.

c) f'(z) = 423 — 8z — 16 = 4(x® — 22 — 4). Einzig mogliche rationale Nullstellen
von f’ sind die Teiler von 4; es ist f(2) = 0. Polynomdivision durch z — 2 ergibt
f'(z) = 4(x — 2)(z? + 22 + 2). Da 22 + 2x + 2 keine Nullstellen mehr hat, folgt:
+2 ist einzige und einfache Nullstelle von f’, also einzige stationére Stelle und Ex-
tremstelle von f. Wie bei a) begriindet man, dass +2 Minimalstelle von f ist.

d) Es ist f'(z) = 152* — 302% — 45 = 15(2* — 222 — 3). Wir substituieren z = 22
und erhalten (nach Vieta oder mit p, g-Formel)

f'(x) = 15(x* — 22% — 3) = 15(2% — 22 — 3) = 15(z + 1)(2 — 3)
=152 + 1) (2% — 3) = 15(z + 1)(z — V3)(z + V3).

f'(z) hat damit nur die beiden Nullstellen #+/3: Dies sind die beiden einzigen
stationdren Stellen von f. Beides sind Extremstellen, da ++v/3 einfache Nullstellen
von f’ sind. Da der fithrende Koeffizient von f’ positiv ist, ist die letzte Extremstelle
+4/3 eine Minimum- und —+/3 Maximumstelle von f.

1

e) f'(x) = 50 — ﬁ ist definiert fiir > 0. Dafiir gelten folgende Aquivalenzen:

, 1 1
f(z) =0 <= 5%~ 3 NG
+1 ist die einzige Nullstelle von f’ und f’(x) wechselt dort das Vorzeichen von ‘—’
zu‘+’ (f(5=5—-1<0, f(4) =2— 1 >0), also hat f bei +1 ein Minimum.

f) /) =22- 2% =0 < 20 -2=0 < 2*=1 < 2 = 1. Damit ist
+1 einzige stationére Stelle von f. Um die Art zu untersuchen, bestimmen wir die
Vorzeichenverteilung von f’: f/(3) =1—-8 < 0 und f/(2) =4 — 1 >0, also hat f’
bei 4+1 einen VZW von — zu +: +1 ist Minimalstelle von f.

a) Esist f(=2) =0, f(z) : (z+2) = (2 +22—15) und 2 +22—15 = (z+5)(z—3).
Damit hat f die drei (einfachen) Nullstellen —2, —5 und +3.

Die Nullstellen von f/(z) = 3z% 4+ 8z — 11 sind +1 und —1'. Beide Nullstel-
len von f’ sind einfach, also Extremstellen von f. Da der fithrende Koeffizient
von f(x) (und damit auch der von f’(x)) positiv ist, ist f’(x) schlieBlich positiv,
f(z) also schliefilich monoton steigend, so dass der ‘letzte’ Extrempunkt ein Tief-
punkt sein muss: 7' = (1, f(1)) = (1, —36), wéhrend der andere ein Hochpunkt ist:
H = (—11/3, f(~11/3)) = (—11/3,400/27) ~ (—3,67; 14,81).

=0 <<= 2/r—-1=0 < P2 =1 = z=1.
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Nullstellen von f”(x) = 6x + 8: Die (einfache) Nullstelle bei —4/3 ist Wendestel-
le von f. Wendepunkt W = (—4/3, f(4/3)) = (—4/3,—-286/27) ~ (—1,33; —10,60).

T

b) Die Funktion ist achsensymmetrisch. IThre Nullstellen bestimmen wir mittels
Substitution: +1 und ++/3. Da es 4 verschiedene Nullstellen sind, miissen sie alle
einfach sein.

f'(z) = 42® —8x = 4a(2®—2) hat die Nullstellen 0 und ++/2, diese sind einfach, also
Extremstellen von f. Die zugehorigen Extremwerte sind f(0) = 3, f(£v/2) = —1.
Da der fithrende Koeffizient von f positiv ist, ist der ‘letzte’ Extrempunkt ein
Tiefpunkt: T» = (v/2,—1), der davor ein Hochpunkt: H = (0,3) und schlieBlich
davor wieder ein Tiefpunkt T} = (—v/2, —1).

f"(z) = 1222 — 8 = 12(2? — £) hat die beiden Nullstellen £/2/3 ~ +0.82; diese
sind einfach, also Wendestellen von f. Die zugehorigen Wendepunkte sind Wi =

<_\/%7 7/9) und W = (\/%7 7/9).

Skizze: ‘
y
H
Wi Wo
VARV
T1 ] T2

c) Esist f(—=1) = 0und f(z): (x+1) = —(2® — 92% + 272 — 27). Dieser letzte Term
hat +3 als Nullstelle und erneute Polynomdivision ergibt dann f(z) = —(x+1)(x —
3)(2? —6x+9) = —(z+1)(z—3)(z —3)%. Damit hat f die Nullstellen —1 (einfach)
und +3 (dreifach).

f'(z) = —423 + 2422 — 362z = —4x(2® — 62 +9) = —4z(x — 3)? hat die Nullstellen
0 (einfach) und 43 (doppelt). Damit ist 0 Extrem- und +3 Sattelstelle. Da der
fithrende Koeffizient negativ ist, fillt die Funktion schliefflich, d. h. der (einzige)
Extrempunkt ist ein Hochpunkt: H = (0, f(0)) = (0,27). Der Sattelpunkt ist S =
(+3,0).
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f"(x) = —12(2? —4x+3) = —12(z—3)(z—1) hat die beiden (einfachen) Nullstellen
+1 und +3. Damit hat f neben dem schon bestimmten Sattelpunkt S noch einen
weiteren Wendepunkt W = (1, f(1)) = (1, 16).

d) +1 ist Nullstelle von f. Polynomdivision ergibt f(z) : (x —1) = 23 — 22 — 32+ 3.
Wieder ist +1 Nullstelle, erneute Polynomdivision ergibt f(z) = (z — 1)?(z? — 3).
Damit hat f die Nullstellen +1 (doppelt) und 4+/3 (einfach).

f'(x) = 423 — 62% — 42+ 6 hat ebenfalls +1 als Nullstelle. Wir erhalten durch Poly-
nomdivision f’(x) = (r—1)(42? —22—6) und daraus die drei (einfachen) Nullstellen
+1 und 3/2 von f’. Dies sind Extremstellen von f. Die zugehorigen Extrempunkte
sind ein Tiefpunkt 75 = (3/2, f(3/2)) = (3/2,—3/16) = (1.5, —0.1875), ein Hoch-
punkt H = (1 | f(1)) = (1 | 0) und ein weiterer Tiefpunkt 77 = (-1 | f(—1)) =
(=1]-8).

f"(z) = 122 — 122 — 4 hat die beiden (einfachen) Nullstellen I =+ \/Z Dies

2
sind Wendestellen von f und die Wendepunkte sind Wy ~ (—0.26 | —4.68) sowie
Ws ~ (1.26 | —0.10).

e) Diese Funktion ist punktsymmetrisch, da nur ungerade Potenzen im Funktions-
term f(z) auftreten.

f(x) = x(32* — 2522 + 90) hat die einfache Nullstelle 0. Mittels Substitution und
p, g-Formel zeigt man, dass 3z* — 2522 + 90 keine Nullstellen hat.
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Die Gleichung f/(z) = 15(z* — 522 4+ 6) = 0 kann man mittels Substitution auf die
quadratische Gleichung 22 — 5z + 6 = 0 reduzieren. Letztere 16st man mittels p, ¢-
Formel oder dem Satz von Vieta. Man erhélt 22 — 5246 = (2 — 2)(z — 3) und damit
f'(z) = 15(x* — 522 +6) = 15(x? — 2)(2? — 3). Also hat f’ die vier (einfachen) Null-
stellen ++/2 und ++/3. Diese sind simtlich Extremstellen. Man erhilt die Extrem-
punkte Hy = (—/3 | —42V/3) ~ (—1.73 | =72.75), T1 = (—v/2 | =52v/2) ~ (—1.41 |
—73.54) sowie die dazu symmetrische Punkte Ho = (v/2 | 52v/2) ~ (1.41 | 73.54)
und Tp = (V3 | 42V/3) =~ (1.73 | 72.75).

f"(x) = 602° — 150z = 60z (2% — 2) hat die (einfachen) Nullstellen 0 und £./5/2 ~
1.58. Diese sind somit Wendestellen und die Wendepunkte sind Wy ~ (—1.58 |
—73.13), Wy = (0 | 0) und schliellich W3 ~ (1.58 | 73.13).

In der nachfolgenden Skizze sind die Wendepunkte durch kleine Kreise, die Ex-
trempunkte durch ‘massive’ Punkte gekennzeichnet. Die Skala ist in z-Richtung
stark gestreckt, damit die entscheidenden Punkte gut getrennt erkennbar sind. (In
Wahrheit ist der Graph wesentlich steiler. Bei 0 ist der Anstieg 90 (!)).

v

10 1

3) a) Esist f/(x) =322 —1und f'(z) =0 < z = i\/g. Die beiden stationdren

Stellen i\/g sind Extremstellen von f, da sie einfache Nullstellen von f’ sind
und f’ daher dort einen Vorzeichenwechsel hat. Da der fithrende Koeffizient von f’

positiv ist, ist f/(z) schlieBlich positiv, f also schlielich, d. h. fir x > %, streng

monoton wachsend. Im Bereich —\/g <z < \/g ist f streng monoton fallend

und fiir x < —\/g streng monton steigend. Mithin ist die Extremstelle % eine

Minimalstelle. Genauso begriindet man, dass —\/g eine Maximumstelle von f ist.

Die Extrempunkte sind

1 2 1 2
T = (\/;, 1—5V3) ~ (0,577; 0615), H = (—\/;, L+ 5V3) & (<0577 1,385).
b) Da lim f(z) = +oound lim f(x) = —o0 ist, hat die stetige Funktion

f mindestens eine Nullstelle. Als ganz-rationale Funktion dritten Grades hat sie
héchstens drei Nullstellen. Da Hoch- und Tiefpunkt von f beide oberhalb der x-
Achse liegen, kann der Graph von f die xz-Achse nur einmal schneiden, und zwar
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c) Wir ermitteln zunédchst die lokalen Extremstellen im Innern des Intervalls I.
Nach a) liegt nur die Minimalstelle ~ 0,577 in I. Dann vergleichen wir mit den
Randwerten von f iiber I: f(—3) = ¥ = 1,375 und f(1) = 1. Damit ist der
kleinste Wert von f iiber I der Wert an der Minimalstelle, also =~ 0,615 und der
grofite Wert ist der Wert am linken Rand: 1,375.

4) 1.a) Berechnet man die Ableitung ohne Analyse der Liicken, so ergibt sich folgendes
(beachten Sie insbesondere das mehrmalige Kiirzen):

2 —1
f(x):m
_ 22(z +1)2 — (22 = 1) - 2(z + 1)

= f@) (x 4+ 1)4
C2z(w+1)—-2(2%-1) 2@+1) 2
B (x+1)3 (413 (z4+1)27

Benutzt man jedoch die Kenntnisse aus der Bearbeitung der Aufgabe l.a) von
Ubung (2) und arbeitet mit dem gekiirzten Funktionsterm, so ergibt sich einfacher

x—1 , (x4+1)—(z—1) 2
= f— = = .
f@)=——7 f'(x) @) @)
Fazit: Erst Kiirzen, dann ableiten, nicht umgekehrt.
2 -1 2z(z% +1) — (22 —1) - 2z 4
1.b == = fl(z)= = .
1@ =g = @) R @ 1)
2 —4 2z(z? — 1) — (22 —4) - 2z 6x
1. — T T ) = — .
) J@) =y f@) (22 — 1)2 (22 — 1)
: . z? 42z —3 : " : .
3.a) Die Funktion f(z) = hat eine hebbare Liicke bei +1 und die
3 — a2 — 3§ +3
T+

fortgesetzte Funktion ist f(z) = Wir berechnen deren Ableitung:

x2 -3

(o (@ =3)—(z+3)-2c  —2*-9
f( )_ (582_3)2 o (562_3)2
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Fiir alle = # 1 gilt f(z) = f(x), also folgt fiir diese # auch f’(z) = f’'(x). Der
Wert f'(1) gibt den Anstieg der fortgesetzten Funktion an der Definitionsliicke
+1 an, wihrend f an dieser Stelle 4+1 nicht definiert und folglich dort auch nicht
differenzierbar ist.

3.b) Man kann die gegebene Funktion einfach mit der Quotientenregel ableiten,
aber man erhélt dann einen unnétig komplizierten Term:

22 +1x—-6
flz) = —z2+6x—9
) = 2z + 1) (=22 + 62 —9) — (22 + x — 6)(—2z + 6)

(—z2 + 62 — 9)2
_ T2? =30z + 27
- (22 + 62z —9)2"

Wenn man jedoch die Ergebnisse aus der Analyse der Liicken beachtet, erhélt man
einfacher

2 +z—6 ,:E:(230—1—1)-(1’—3)2—(Jc2+w—6)«2(:r:—3)
f(.’E)— <$_3)2 :>f<) <$_3)4 :

Man erkennt, dass man Kiirzen kann, und erhélt

oy e+ )(x—3)—22% 22412  Tz—9
Fe = e e

Beachten Sie die erheblich einfachere Form, die bei einer Vorzeichenuntersuchung
von [’ von groflem Vorteil ist. Beachten Sie aber auch, dass in diesem Falle die
Vereinfachung nicht darauf beruht, dass man den Funktionsterm f(z) kiirzt, son-
dern allein auf der Tatsache, dass der Nenner von f(x) einen Linearfaktor mehrfach
enthélt, also ein mehrfacher Pol vorliegt. Dies fithrte dann dazu, dass der entspre-
chende Linearfaktor in der Ableitung gekiirzt werden konnte. Dies gilt allgemein,
(siehe spéter, Null-/Polstellenordnung und Ableitung).

3.c) Die gegebene Funktion hat bei +1 eine hebbare Liicke. Wir untersuchen die
fortgesetzte Funktion:

- 32% 4 62 — 9
f<$): $2_3
2 2
Fla) = (6z + 6)(z* —3) — (322 + 62 —9) - 2 —6z* — 18

(x2 —3)2 (22 -3)2

Wieder gilt fiir  # 1 f/(z) = f'(2). f'(1) ist der Anstieg der fortgesetzten Funktion
an der hebbaren Liicke, wihrend f dort nicht definiert (und folglich auch nicht
differenzierbar) ist.

3.d) Alle Liicken von f sind Pole, aber f ldsst sich durch Kiirzen vereinfachen und
wir erhalten

f() 23 — 622 + 4z + 8 2 —4x — 4
xr) = =
x4 —4x3 — 224200 —20 a3 —222 —5x+ 10
2 — 4)(x3 — 222 — 5x + 10) — (22 — 4 — (322 — 4z — 5
f/(w):( )( ) —( )( )

(23 — 222 — bz + 10)2
—z* 4+ 82% — 2% + 42 — 60
(23 — 222 — bz + 10)?2
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2 —4x+1 B —3x* + 2423 — 522 — 2z

4. = = ! =
Al e e /@) (323 + 4z — 1)2
323 +4a —4
4.b) Leitet man den gegebenen Funktionsterm f(x) = 2&02+—:L'1 wie {iblich ab,
x? —x—
6zt — 623 — 1722 + 162 — 8
erhélt man den komplizierten Term f/(x) = ° ° vt o . Glinstiger

(222 —x —1)2
ist es jedoch, die Asymptotenform des Funktionsterms, die man durch Polynomdi-
vision erhilt, fiir die Berechnung der Ableitung zu benutzen:

f($)_4w4—2x2+1_§$+§+ 25z — 13
Tt —Br—3 27 4 4222 -2 —1)
2522 — 26z + 19

2222 —x —1)2

— f@)=15-

4.c) Auch hier kann man die Asympotenform nutzen:

4zt — 222 +1 —142% 4+ 202 + 19
f@) = —g—F—a =1+ 7
Tzt —5x — 3 7(7x* — bx — 3)
, 282° — 60zt — 7623 + 1022 + 122 + 5
= f (':C) = 4
(Tx* — bx — 3)?
. . 3z +4 oo
4.d) Hier hat der Funktionsterm f(z) = 2z—1——; bereits die Asympotenform.
w —_—
Als Ableitung erhilt man
3z + 8z + 12

f/(.CC):Q <$2_4)2

4.e) Hier erleichtert die Benutzung der Asymptotenform die Ableitungsberechnung

besonders:
xr—3 7
= = 1 — = 1-7 4)~1
J@)=wt g metl- g s et =Tt )
7
— ff(x)=1+T7 )2 =14 —".
f'(x) +7(x +4) +<$+4)2

5) Die in Ubung (2) bereits gefundenen Ergebnisse (Definitionsbereich, Pole, Vorzei-
chenverteilung von f, evtl. Asymptote) werden im Folgenden selbstverstindlich

benutzt. )
. xe —1
U2, 1 =

) a) f('r) (.:E + 1)2
Da bereits die Liicken bestimmt sind, gehen wir von dem gekiirzten Funktionsterm
aus .

:E —
fw) = r+1

Zur Berechnung der beiden Ableitungen benutzen wir den Funktionsterm in Asym-
ptotenform, die wir durch Polynomdivision bestimmen:

f(x)zl—:Cil:l—Q(m—i—l)_l.
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Damit erhalten wir die beiden Ableitungen

Wir erkennen unmittelbar, dass weder f/ noch f” eine Nullstelle hat, so dass f
weder Extrem- noch Wendestellen besitzt.

Ebenso einfach erkennt man, dass f’ nur positive Werte hat, so dass der Graph von
f tber jedem Intervall des Definitionsbereiches monoton wéchst (aber nicht iiber
D; = R\ {-1}!). Anders formuliert: Die beiden zusammenhé#ngenden Teilstiicke
des Graphen von f sind jeweils monoton wachsend, nicht aber der Graph als Ganzes.

Da f” an dem (dreifachen) Pol bei —1 sein Vorzeichen #ndert, éndert sich dort
die Kritmmung von f, ohne dass f dort eine Wendestelle hat! Uber dem Intervall
| — 00, —1[ hat f” nur positive Werte und f ist dort linksgekriimmt, wihrend iiber
| — 1, 00[ f umgekehrt rechtsgekriimmt ist.

Damit erweist sich der bereits in Ubung (2) als mdglich skizzierte Graph auch

hinsichtlich Monotonie und Kriimmungsverhalten als korrekt.

.. 2 -1

U2, 1b = -
) ) f('r) SCQ + 1

Wir bemerken, dass f achsensymmetrisch ist (f(—z) = f(z) fiir alle z).

Wir berechnen die ersten beiden Ableitungen:

gy 2a(@?41)— (2% —1)-22 4z

fle) = (2% +1)? T (@212

won A@P+1)2 —dx 2@ +1)- 20 4(x® +1) — 1627 —4(32% — 1)
file) = (@2 + 1)4 T @13 (@1’

Die erste Ableitung hat nur eine einfache Nullstelle bei 0, also ist 0 die einzi-
ge Extremstelle von f. Da der Nenner von f’ immer positiv ist, hat f’ bei 0
einen VZW von — zu +, so dass f dort eine Minimalstelle hat. Der Tiefpunkt
ist T' = (O,f(O)) = (07 _1)

f" hat die beiden Nullstellen j:%\/§ Diese sind einfach, da der Zahlerterm quadra-
tisch ist. Damit hat f an beiden Stellen einen Wendepunkt. Die Wendepunkte sind

Wi — (13, (1VE) = (£5VE, —4) ~ (2058, 1),

Da der Nenner von f” stets positiv ist, konnen wir die Vorzeichenverteilung von
f" allein am Zé&hler ablesen. Im Bereich | — %, %[ ist f(x) > 0 und f linksge-

kriitmmt, wiahrend in den anderen Bereichen f rechtsgekriimmt ist.
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Skizze:

N

.. —4
U2, 1c) f(x) = :C T Wieder ist f achsensymmetrisch. Die ersten beiden Ablei-
'x —_—

tungen sind:

gy 2a(@®—1)— (% —4)-22 6z
fi(z) = (22 —1)2 - (22 —1)2°

gy 6@ =12 —6z-2(x*—1)-2z 6(z*—1)—242> —6(32% +1)
o= @ @ @y

Wieder hat f’ nur eine einfache Nullstelle bei 0, f also nur die Extremstelle 0. Da
der Nenner von f’ stets positiv ist, bestimmt allein der Zdhler 62 das Vorzeichen
von f’: f" wechselt bei 0 das Vorzeichen von — zu +. Damit ist das Extremum ein
Minimum und der Tiefpunkt ist 7' = (0, 4).

f" dagegen hat keine Nullstelle, f also keinen Wendepunkt. f” wechselt sein Vor-
zeichen nur an den beiden Polen +1. Der Zihler von f” ist immer negativ, der
Nenner ist negativ genau im Bereich | — 1,4+1[. Damit ist f” positiv in diesem
Bereich und sonst negativ. Also ist f im Bereich | — 1, 4+1] linksgekriimmt, sonst
rechtsgekriimmt.

Der Verlauf des Graphen ist der bereits bei Ubung 2, 1c) skizzierte.

" > +x—6

U2.2b) J@0) = — =o'

Der Funktionsterm ist nicht kiirzbar, aber der Nenner ist ein vollstédndiges Quadrat.
Dies kann man sich bei der Berechnung der Ableitung zunutze machen:

2?4z —6
f($)— <$_3)2 ’
et ) -8) -2 te-6)  Te-9
(x —3)3  (x—3)37
f(x) = T(x =32 —(7z—9)-3(x—3)? 7@x-3)—-3(Tz—9) —1dz+6
N (z —3)° a (z — 3)4 T (@—3)*
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Einzige Nullstelle von f’ ist %, sie ist einfach und damit Extremstelle von f.

Der Z&hler von f hat bei % einen VZW von — zu +, da aber der Nenner bei 2

7
(und in einer ganzen Umgebung) negative Werte hat, wechselt f’ bei % sein Vor-
zeichen umgekehrt von + zu —: % ist Maximalstelle von f. Der Hochpunkt ist

H=(3,f(3)) = (% 37) = (1,29;1,04).
f” hat nur die Nullstelle % ebenfalls einfach und somit Wendestelle von f. Der

Wendepunkt ist W = (2, f(2)) = (2, 32) ~ (0,43;0,81).

Skizze:
yl
/S
. . . . | . / . t t
- 1 T
. 322 + 322 — 15249
U 6, 2¢) f(z) = :

a3 —a2? —3x+3
Wir kiirzen den Funktionsterm und berechnen die Ableitungen:
3z —1)(x+3) 322+6x—9
x2 -3 - x2-3
6z +6) (2% —3) — (322 + 62 —9) - 27
Py = GO =3 - 322
(2% = 3)

_ 62® + 622 — 180 — 18 — 62° — 1222 + 18z —62% — 18

(x2 —3)2 (22 -3)2

£(z) = —12x(2” - 3) +<(52:c_j;;8).2(x —3)- 2

—12z(2? — 3) + (622 + 18) - 4x
(x2 —3)3
1223 +108z  12z(x* +9)
(22 -3)*  (a2-3)°

Damit erkennen wir, dass f’(x) keine Nullstelle, f also keine Extremstelle hat. Da
f/ nur negative Werte hat, ist f iiber jedem Teilintervall des Definitionsbereiches
monoton fallend.
f” hat nur eine einfache Nullstelle bei 0, dort liegt also eine Wendestelle von f vor.
Der Wendepunkt ist W = (0, f(0)) = (0, 3).
Diese Ergebnisse bestitigen den Verlauf des in Ubung 2 bereits gefundenen Gra-
phen, nur dass jetzt die genaue Lage des Wendepunktes bestimmt ist.

flx) =
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