3L1 Mathematik (Kg) 7. Januar 2009

Aufgaben mit Anwendungsbezug

1) Lehrbuch S. 86, Nr. 23
Loésung:
Die Forderungen an die gesuchte Funktion f(x) = ax? + bx + ¢ lauten:

F0)=0, f(50)=10, f/(10)=1.

Diese stellen 3 Gleichungen fiir die Unbekannten a, b, ¢ dar, und zwar lineare Gleichun-
gen, da diese Unbekannten nur in erster Potenz auftreten. (Vorsicht: x ist nicht gesucht,
x ist die Funktionsvariable.) Wegen 0 = f(0) = ¢ ist ¢ bekannt und es verbleiben zwei
lineare Gleichungen fiir a,b. Wir berechnen zunéchst allgemein f’(z) = 2ax + b und
stellen nun die beiden Gleichungen auf:

10 = £(50) = a - 50> + b- 50 <= 2500a + 50b = 10,
1=f'(50)=2a-50+b <= 100a+b=1.

Wir 16sen dieses lineare Gleichungssystem, etwa mit dem Einsetzungsverfahren (b =
1 —100a) und erhalten

2
10 = 2500a + 50(1 — 100a) <= 2500a =40 <= a = 125 = 0,016 .

200 _ —g = —0,6. Die gesuchte Funktion ist also

Daraus ergibt sich dann b =1 — 752 =

f(z) =0,0162% — 0,6

b) Bestimmung von T: Wir berechnen zunéchst die mdglichen Extremstellen, d. h. die
stationdren Stellen von f:

f () =2-0,016z — 0,6 =0,032z — 0,6 =0 <> z = 18,75.

Der zugehorige stationdre Punkt (18,75; f(18,75)) = (18,75; — 5,625) muss der gesuchte
Tiefpunkt sein, da die Funktion f quadratisch ist mit nach oben getffneter Parabel als
Graph. (Alternativ: f’ ist linear, die einzige Nullstelle also einfach und mit VZW, der
fithrende Koeffizient von f’ ist positiv, f also schliefflich steigend.)

Bestimmung von D: Der Durchhang ist der Abstand zwischen Seil und Verbindungslinie

10
50

AB. Diese Verbindungslinie wird beschrieben durch die lineare Funktion g(z) =
£. Damit betréigt der Durchhang

xr =

1 3 4
d(z) =g(x) — f(z) = =%~ 0,0162> + =L = —0,0162% + =
Wir untersuchen nun (wie eben) diese Funktion auf ein Minimum:
, 4
d'(x) = —0,032x + R =0 <<= =25

Da d’ linear ist, liegt an der Nullstelle ein VZW vor, d hat also bei = 25 ein Extre-
mum. Dieses muss ein Maximum sein, da d quadratisch ist und der Graph eine nach
unten gedffnete Parabel. (Alternativ: Der fiihrende Koeffizient von d’ ist negativ, f also
schlieBlich fallend, so dass der letzte (=einzige) Extrempunkt ein Maximum sein muss.)
Damit ist der gesuchte Punkt D = (25, f(25)) = (25, — 5).
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2) Lehrbuch S. 87, Nr. 8

Loésung:

Die Funktion h beschreibt die Hohe der Leiste in Abhéngigkeit von der x-Koordinate
(=Abstand von der linken Kante) (dies ist nicht die Breite der Leiste; diese betrégt
10 cm).

Die Héhe der Leiste an den Aufienkanten betréigt h(0) = 3 und 2(10) = £, unterschrei-
tet den geforderten Wert also nicht.

Wir untersuchen nun, ob A im Innern des Intervalls einen Minimalwert annimmt. Dazu
ermitteln wir zunéchst die stationédren Stellen:

1 9 18
/ _ 2 _ 2 — _ _
h (.ZE) = —2556 — —2556 + —25 =0 < 0==x 9x + 18 ( ieta!) (.’,E 3)(37 6)

<— r=3 V x=26.

Da h' quadratisch ist, sind die beiden (verschiedenen) Nullstellen einfach, also Extrem-
stellen von f. Die letzte Extremstelle 6 ist Minimalstelle, da f schlieBlich steigt. Der
Minimalwert ist h(6) = 3,72, der Minimalwert wird also nicht unterschritten.

3) Lehrbuch S. 87, Nr. 9

Lésung:
Angesichts der Skizze sollte man besser von der Breite des Fertigteils als von der Lange
sprechen. Die Hohe des Betonteils ist an der Stelle x gegeben durch

1 23 33
h(z) = f(z) — g(x) = —ESCS + %582 — E:c—i—?).

Damit betrégt die Hohe an den Réandern h(0) = 3, h(6) = 3.
Innere Extrema sind notwendig Nullstellen von A’

3 23 33 23
() =—a® + o — o = 21l =
(x) 0% +1O:c 10 0 <= =z 3:c+ 0

23 529 —-396 1
= z="4% = _6~(23i\/@)
Damit hat h zwei stationére Stellen 1 ~ 1,91 und x2 =~ 5,76. Beides sind Extremstellen
(da einfache Nullstellen der quadratischen Ableitung '), und zwar ist x5 Maximalstelle,
da h schlieBlich fillt (fiihrender Koeffizient von A’ ist negativ), wihrend z; Minimal-
stelle ist. Der innere Maximalwert betragt h(z2) ~ 3,04 und der innere Minimalwert
h(z1) = 0,2. Ein Vergleich mit den Randwerten (beide gleich 3) zeigt, dass diese lokalen
Extremwerte auch die absoluten Extremwerte iiber diesem Intervall 0 < z < 6 sind.

4) Lehrbuch S. 97, Nr. 1

Losung:

Die Verbrauchsfunktion f(x) = 0,00172% — 0,18z + 10,2 ist quadratisch, ihr Graph
also eine Parabel. Diese ist nach oben gedffnet und ihr Scheitelpunkt ist folglich der
einzige Extrempunkt, und zwar ein Minimalpunkt. (Den Scheitelpunkt kénnte man
ohne Differentialrechnung mittels quadratischer Ergdnzung bestimmen.) Dort liegt also
auch das absolute Minimum von f. Mit Differentialrechnung geht man wie folgt vor:
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Da f quadratisch ist, ist f’ linear und hat damit nur eine Nullstelle, und zwar mit

Vorzeichenwechsel:

f(x) =0,0034z — 0,18 =0 < z = 0,18
’ ’ 0,0034

An dieser Stelle hat f sein absolutes Minimum; der minimale Wert betragt f(52,9) = 5,4.

Bei der Geschwindigkeit 52,9 kTm ist der Spritverbrauch mit 5,4 m minimal.

5) Lehrbuch, S. 98, Nr. 2

Loésung:

a) Die Hohe des Bogens ist durch den y-Achsenabschnitt gegeben: 187,5m. (Dabei

benutzen wir den gegebenen Graphenl).) Wir bestimmen den Schnittpunkt des Innen-

bogens mit der Grundfléche:

f(z) =0 < 187,5—-1,579-1072 -2 —1,988-107%.2* =0
— z=2% A 1,988-107°-224+1,579-10722 — 1875 =0
15790 1875
1,988 7 1,988
— 2% =z~ —3971,33 + 1/3971,332 + 94315895,37 ~ —3971,33 + 10492,25

= x~ £+./6520,92 ~ +80,75.

Die Breite des Innenbogens betréigt also ungefahr 161,5 m.
b) Wir berechnen den Anstieg von f an der linken Nullstelle:

fl(xz) = =316-10"%2 —7,95-107 %23 = —107% - 2 - (3,16 + 7,95 - 10~* - %),
f'(—80,75) = 0,8075 - (3,16 4 7,95 - 0,80752) ~ 6,74

Der Schnittwinkel a des Bogens mit der Horizontalen ist der Winkel zwischen der Tan-
gente und der Horizontalen, und dieser ist durch den Anstieg gegeben: tana = f/(x).
Hier also

~ 52,9.

= z=12" A 0=2%+

10% = 22 4 7942,662 — 94,32 - 10°

o = arctan f'(—80,75) ~ arctan 6,74 ~ 81,56 .

c) Die rechte Fliigelspitze des Flugzeugs hat die Koordinaten (9,y). Die Forderungen
nach 10m Sicherheitsabstand besagen:
1. Der 10 Meter hoher liegende Punkt (9,3 + 10) soll unter dem Bogen liegen, also
y+10< f(9) <= y < f(9) —10.
2. Der 10 Meter weiter rechts liegende Punkt (9 + 10, y) soll ebenfalls unter dem Bogen
liegen, also y < f(9 + 10) = f(19).
Wir berechnen:

f(9) —10=1875—-10—1,579-1072-9% — 1,988 -107% - 9* ~ 176,21,

£(19) = 187,5 — 1,579 - 1072 - 19% — 1,988 - 107° - 19* ~ 181,54.

Das Flugzeug darf also die kleinere der beiden berechneten Héhen nicht iibersteigen,
also maximal 176,21 Meter hoch fliegen.

1) Rechnerische Uberpriifung, dass der gegebene Graph korrekt ist: f ist achsensym-
metrisch. f ist ganzrational mit negativem fithrendem Koeffizienten, also lirerl f(z) =
r— 00

—00, f besitzt also ein absolutes Maximum. f’(x) enthélt nur Potenzen mit ungeraden
Exponenten, hat also 0 als Nullstelle, Ausklammern von —z liefert einen quadratischen
Term az? + b mit a,b > 0, also ohne Nullstelle, vgl. b). Die einzige stationire Stelle 0
muss also die Stelle des absoluten Maximums sein.
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6) Lehrbuch S. 98, Nr. 4:

Loésung:
a) Die Graphen:

T S R S K@),
3000k ______ ______ ______ ______ ______ ______ ______ ______ ______ ;U(i)._.
5000k ______ ______ ______ ______ ______ ______ ______ ______ o ._

1;0 ; ; i 3;0 ; ; ; 5i0 -

Im Bereich, in dem der Umsatz hoher ist als die Kosten, macht das Unternehmen Ge-
winn, also (aus der Zeichnung abgelesen) etwa im Bereich 19 < z < 43.

b) Wir untersuchen die Gewinnfunktion G' (im Bereich z > 0):

G(z) = U(x) — K(z) = —0,0442> + 22 + 10z — 600,
G'(xr) = —0,1322° + 42+ 10 =0 <= 2? — 30,3z — 75,76 = 0
— z=15,15++/15,152 + 75,76 <= x ~ 32,63.

(Die negative stationdre Stelle kommt fiir das Problem nicht in Frage.) An der (einzi-
gen) stationéren Stelle hat der Gewinn ein Maximum, da die Gewinnfunktion schliefilich
fallt. Der maximale Gewinn betrigt G(32,63) = 327,1.

Wenn die Produktionseinheiten nicht teilbar sind (etwa Autos), so muss man die bei-
den Werte G(32) = 326,21 und G(33) = 326,77 berechnen. Der letztere gibt also den
maximalen Gewinn an.

c) Die verdnderte Umsatzfunktion ist oben bereits gestrichelt eingezeichnet. Sie liegt
immer unterhalb der Kostenfunktion, ein Gewinn ist nicht méglich.

d) Prézisierung der Fragestellung: Statt verlustfrei arbeiten kann und verlustfrei zu pro-
duzieren sollte es besser heiflen: ... bei der das Unternehmen die Mdéglichkeit hat, (bei
passenden Verkaufszahlen) verlustfrei zu arbeiten.

Wir suchen also eine Umsatzfunktion Us(z) = pz mit moglichst kleinem Stiickpreis p,
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deren Graph die Kostenfunktion trifft. Hier zunéchst die zeichnerische Losung:

yho L K@,
s000l. L L o L L L L o S
| S S TR/ SR s
s000b S
1000 ....... ...... . T ..... ...... ...... ...... ...... P .......
0 | 30 | 50 4

Ist = die Stelle, an der die gesuchte Umsatzfunktion die Kostenfunktion beriihrt, so
muss gelten:

Us(z) = K(z) N Uy(z) =K'(z) <= pr=K(z) N p=K'(2)
< K(z)=zK'(z) AN p=K'(2).

Wir miissen also die kubische Gleichung K (z) = xK’(z) losen. Dies ist nur niherungs-
weise (oder mit kubischen Auflésungsformeln, etwa einem Computer Algebra System
(CAS)) moglich.

Wir suchen Nullstellen von

h(z) = zK'(z) — K(z) = 2(0,1322% — 42 + 50) — (0,0442> — 22 + 50z + 600)
= 0,882° — 2% — 600.

Aus der Skizze entnimmt man zunéchst einen Ndherungswert von ~ 30. Wir schach-
teln nun die gesuchte Nullstelle ein, indem wir Funktionswerte und deren Vorzeichen
bestimmen:
z | 30 | 31 || 30,1 | 30,2 |303 |
h(z)| —24]99,61]| —12,18] — 0,24[11,82]

h hat also an den Stellen 30,2 und 30,3 Funktionswerte mit unterschiedlichem Vorzeichen
und ist dazwischen definiert und stetig, also muss dazwischen eine Nullstelle liegen
(Zwischenwertsatz). Durch die Berechnung weiterer Zwischenwerte (h(30,25) = 5,77)
kann man die Nullstelle weiter einschachteln (sie muss zwischen 30,2 und 30,25 liegen).
Wir kénnen also sagen: Eine Nullstelle von h liegt ungefdhr (gerundet) bei 30,2. Der
zugehdrige Preis ist p = K'(30,2) = 0,132 - 30,22 — 4 - 30,2 + 50 = 49,59. Bei einem
niedrigeren Preis macht die Firma immer Verlust.
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7) Lehrbuch S. 105, Nr. 9:

Losung:

Sei z > 0 die Hohe des entstehenden Kartons. Dann hat die Grundfliche die Mafle
40=3z 3”" und 20 — 2x. Diese beiden Mafle miissen positiv sein, also x < 10. Fiir 0 < x < 10
entsteht so ein Karton mit dem Volumen

40 — 3x
2

V(z)=x- (20 — 22) = g(soo — 1402 4 62%) = 32° — 702? 4 400z .

Wir bestimmen die Nullstellen der Ableitung

140 400
V'(x) = 92? —140x+400_0<:>x2—7:c+ ; =0 =
70 1 70 10 70 10
= — 4+ /702 -9-400= — £ —+/72-9-4= — +£ —V13 = 7,78+ 4,01
79 T 979 99 ’ ’
Da x < 10 sein muss, kommt nur der Wert
70 10
— — —V13 = 3,77
79 9 ’

als Extremstelle in Frage.
Da V'’ quadratisch ist und beide Nullstellen einfach, sind beide stationéiren Stellen Ex-
tremstellen von V. Die groflere ist eine Minimalstelle, da der fithrende Koeffizient von
V' positiv ist, und an der gefundenen Stelle x =~ 3,77 liegt das gesuchte Maximum. Das
maximale Volumen betréigt V' (3,77) = 673,84 Kubikzentimeter.
8) Lehrbuch S. 105, Nr. 10:
Loésung:
a) ZielgroBe: Gesamtlange der Nihte | = 47 + h,
Nebenbedingung (=Kopplung der Grélen h und r): V = wr? - h.
Eliminiere mit Hilfe der Nebenbedingung die Grofle h = %
Zielfunktion ist die rationale Funktion von r:

v
l(r)=dnr + h=dmr + —
o

Ableitung:
Vv 2V
l(r) =4mr + —r 2 =/ (r) =4m — — 3
™ ™
Nullstellen der Ableitung:
2V 4n?rd -2V Vv Vv
0=10(r) =4r — = == = r=15.
(r) = 4= 3 3 T o " 272

Extremstelle: Der Zahler von I ist 47213 — 2V; er ist monoton wachsend und &ndert an
seiner einzigen Nullstelle sein Vorzeichen von — zu 4+, wiahrend der Nenner dort positiv
ist. Also ist die gefundene stationére Stelle von [ eine Minimalstelle von .

Alternative Argumentation: Die Zielfunktion hat die Randgrenzwerte lim,_.ol(r) = oo
und limg o [(r) = co. Also muss [ im Definitionsbereich |0, oo[ wenigstens ein Minimum
haben. Da es nur eine stationére Stelle gibt, muss dies die Minimalstelle sein, und zwar
liegt dort das absolute Minimum.
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Die zugehorige Hohe ist

Die zugehorige minimale Nahtléange ist

v v
U({] 5) = 47/ 55 + VanV = 2VaxV + ViV = 3Van V.
s

272
Die minimale Nahtldnge ist also dreimal so grofi wie die Hohe; die drei einzelnen
Nahtstiicke sind also gleich lang!

b) ZielgroBe: Oberfliche O = 27r? + 27rh = 27(r? + rh),
Wie in a) eliminieren wir A und erhalten die Zielfunktion

2 wr
Ableitung:
v
O(r) =2n(r* + —r™ 1) = O'(r) =27(2r — —r=2)
7T T
Stationére Stellen:
213 —V Vv V
0=0'(r)=2-"__ "~ 3 = = /.
(r) 3 S = = o

Extremstelle: Wie oben fiir [’ argumentieren wir hier: O’ hat an seiner einzigen Nullstelle
einen Vorzeichenwechsel von — zu +, O hat dort also ein Minimum.
[Alternative Argumentation wie in a) mit den Randgrenzwerten (auch hier jeweils 00).]

v 14 {,/W
h = > = = = .
wr T 3/ 4‘/'? ™
Beachten Sie, dass die Hohe doppelt so grof ist wie der Radius:

4
h = W—V: Wg:ﬁ/zzm,
T 2T 2T

d.h. h ist genauso grofl wie der Durchmesser. Oder anders formuliert: Der senkrechte
Dosenquerschnitt ist ein Quadrat! Fiir die minimale Oberflache ergibt sich dann

Die zugehorige Hohe ist

2
o(y K) :27r<3 v, v ) = V2rV2 +2V27V2 = 3V2rV2.

2 42 [v
7T3 on

Dies bedeutet, dass die Mantelflache doppelt so grof3 ist wie Boden und Deckel zusam-
men.
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