I. Funktionsverlauf rationaler Funktionen

§1 Ganzrationale Funktionen und ihre Nullstellen

a. Der Funktionsbegriff. Wir wiederholen aus der Einfiihrungsphase

Eine Funktion ist eine Zuordnung, die jeder Zahl r (aus einer Menge D) eine eindeutig
bestimmte Zahl f(r) zuordnet. Man nennt f(r) (lesen Sie ‘f von r’) den Funktionswert
von f an der Stelle r.

Die Menge D nennen wir den Definitionsbereich von f und schreiben fiir solche Funktionen
auch f: D — R (lesen Sie: ‘f von D in R’).

Welcher Art die Zuordnung ist, ist dabei unerheblich; entscheidend ist, dass
1. jedem Element der Menge D eine Zahl zugeordnet wird, und
2. dass das zugeordnete Element jeweils eindeutig bestimmt ist.

Eine sehr einfache Methode, eine Funktion f zu definieren, ist die Angabe eines Funktions-
terms f(z) fiir f (beispielsweise f(z) = 3z + 1 oder f(z) = 22? — 2 + 3 0.4.). Die Zuordnungs-
vorschrift fiir f lautet dann:

Setze im Term f(z) fiir die Variable z eine beliebige Zahl r ein und rechne aus.
Das Ergebnis ist der dieser Zahl zugeordnete Funktionswert f(r).

Diese Vorschrift liefert zu einer Zahl r aber nur dann einen Funktionswert f(r), wenn die Ein-
setzung in den Term mdglich ist, d. h. wenn r zum Definitionsbereich des Terms gehort. Dies
bedeutet, dass der Definitionsbereich des Funktionsterms f(x) (wie frither schon definiert) gleich
dem maximalen Definitionsbereich ID ¢ der Funktion f im hier definierten Sinne ist.
Einen ersten (sehr begrenzten) Eindruck von einer Funktion erhélt man durch eine Werte-
tabelle, etwa:
v | 0|1]2] 3 [4]-1]-2|-3|
@] =7[1]a]=sl2[ 1 [ 1 ]2

Die Bedeutung ist wohl klar: Zu jeder Zahl x der ersten Zeile ist der zugeordnete Wert f(x) in
der zweiten Zeile angegeben. Eine Wertetabelle kann aber immer nur eine begrenzte Information
iiber die Funktion geben.

Die zweite wichtigere Moglichkeit ist die Dar-
stellung einer Funktion durch ihren Graphen. Fiir
jedes Element r des Definitionsbereiches D mar-
kiert man (siche nebenstehende Skizze) im Koordi-
natenkreuz den Punkt (7, f(r)), dessen z-Koordina-
te 7 und dessen y-Koordinate der zugehorige Funk-
tionswert f(r) ist. Die Menge aller dieser Punkte
(r, f(r)) in der z-y-Ebene ist der Graph von f.

G(f)

Der Graph einer Funktion f ist die Menge aller Punkte der Form (r, f(r)):

G(f)=A(r, f(r)|re D}y ={(r,s) | s = f(r)}.

G(f) ist also nichts anderes als die Losungsmenge der Funktionsgleichungy = f(x).

Der Graph einer Funktion hat eine sehr suggestive, anschauliche Aussagekraft, ist aber
wie jede graphische Darstellung von begrenzter Genauigkeit. Ist dagegen eine Funktion durch
einen Funktionsterm definiert, so kann man jeden gewiinschten Funktionswert mit beliebiger
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Genauigkeit berechnen. Man kann also Wertetabellen (beliebiger Lénge) erstellen und die dabei
gefundenen Ergebnisse ins Koordinatenkreuz eintragen. Da man aber nur endlich viele Punkte
zur Verfiigung hat, bleiben immer Liicken, man erhélt nie eine geschlossene Kurve. Man kann
zwar vermuten, wie etwa der Verlauf dazwischen ist, man hat aber keine Sicherheit. Eines der
fundamentalen Themen wird es sein, vom Funktionsterm auf Gestalt und Figenschaften des
Graphen zu schlieffen, und dies mit moglichst geringem Rechenaufwand.

b. Polynomterme und ganzrationale Funktionen. In der Einfiihrungsphase haben Sie
die Funktionsgraphen fiir zwei grundlegende Funktionenklassen bereits studiert:

1. Die linearen Funktionen (Funktionsterm f(x) = max + n) haben als Graphen Geraden
(genauer: die Gerade mit dem Anstieg m und dem y-Achsenabschnitt n).

2. Die quadratischen Funktionen (Funktionsterm f(z) = az?+bxz+c, a # 0) haben als Graphen
Parabeln. (Genauer: Das Vorzeichen von a bestimmt die Offnungsrichtung der Parabel und
der Betrag von a ist ein Maf} fiir die Weite der Parabel. Mittels quadratischer Ergénzung
kann man den Funktionsterm in die Scheitelpunktsform f(z) = a(z — d)? + e iiberfiihren,
aus der man den Scheitelpunkt (d, e) der Parabel abliest.)

Im Folgenden wollen wir diese Untersuchungen aus der Einfithrungsphase ausdehnen auf allge-
meinere Funktionen. Im Schulbereich werden nur Funktionen in einer Variablen betrachtet. Die
Funktionsterme werden also aus der Funktionsvariablen x und Zahlen mit Hilfe der Rechenope-
rationen +, —, - und : (bzw. stattdessen den Bruchstrich) aufgebaut. Wie wir wissen, bringt
die Division Probleme mit dem Definitionsbereich (Division durch 0 ist nicht moglich). Wir be-
trachten daher zundchst nur Funktionsterme, die die Division nicht enthalten. Diese kbnnen wir
(durch Ausmultiplizieren und Umsortieren) in die folgende Form bringen:

"™ + an_12" "+ .+ asx® + a1z + ag ()
mit n € INg und a,,,...,a9 € IR. Ein solcher Term ist eine Summe von Vielfachen von Poten-
zen von x, sortiert nach absteigenden Exponenten von z, ein sog. Polynomterm. Die Faktoren
Gpy,Gp_1,--.,09 vor den Potenzen der Variablen x nennt man die Koeffizienten des Polynom-
terms. Beispiele:

3% -2 =322 +0 -2+ (-2):
n=2,a=3,a, =0, ag = -2,

—72* + 1323 =20 — 1 = -T2t + 1323 +0- 22 + (=2) -2+ (—1) :
n=4,a4=-7,a3=13, a3 =0, a1 = -2, ag = —1.

Ist a, # 0, so ist n der hochste Exponent der Variablen z, der in dem Term vorkommt; man
nennt dann n den Grad, a, den fihrenden Koeffizienten und a,z™ den fiihrenden Term des
Polynomterms:

Ein Polynomterm vom Grade n ist ein Term der obigen Form (%) mit a,, # 0;
sein fithrender Koeffizient ist a,,, sein fithrender Term a,z".

In den beiden Beispielen oben ist der Grad 2 bzw. 4, der fiihrende Koeffizient 3 bzw. —7 und
der fithrende Term 322 bzw. —7z?.

Eine ganzrationale Funktion (oder auch Polynomfunktion) ist eine Funktion f, die
durch einen Polynomterm definiert werden kann.

Beachten Sie: Sind in () alle Koeffizienten 0, also f(z) = 0, so spricht man von der Nullfunktion.
Fiir diese ist der Grad nicht definiert!
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c. Polynomdivision. Ganzrationale Funktionen kénnen, miissen aber nicht durch Poly-
nomterme beschrieben werden. Sie kénnen auch durch einen formal anders gestalteten Funkti-
onsterm gegeben sein. So ist etwa auch durch den Funktionsterm

f(@) = (z = 1)(x+2)(z - 3)

eine ganzrationale Funktion definiert, da man f(z) durch ‘Ausmultiplizieren’ als Polynomterm
darstellen kann:
f(z)=(z - 1)(x+2)(z - 3) =2 — 22 — 52 +6.

Die nicht ausmultiplizierte, faktorisierte Form des Funktionsterms hat aber den grofien Vorteil,
dass man aus ihr unmittelbar die Nullstellen der Funktion f ablesen kann. Da ein Produkt nur
dann 0 sein kann, wenn einer der Faktoren 0 ist, gilt:

f2)=0 <= (z—1)(z+2)(z—3)=0
<— rz—-1=0V z+2=0V z2—-3=0
<— rx=1V zrxr=-2V =3

Zur Nullstellenberechnung ist also eine Zerlegung in Faktoren, insbesondere in lineare Faktoren
x — a sehr niitzlich. Das entscheidende Hilfsmittel dabei ist die sog.
Polynomdivision: Wir gehen aus von zwei Polynomtermen, etwa

f(z) =32 +42* —2®> + 32 -1 und g(z) =2 +22-3.

Wie von Polynomtermen gefordert, sind sie nach fallenden Exponenten von x sortiert. Wir wollen
versuchen, f(x) durch g(x) zu dividieren, und gehen dabei #hnlich vor wie bei der schriftlichen
Division mehrstelliger natiirlicher Zahlen. Wir beachten zunéchst nur die fihrenden Terme in
f(z) bzw. g(z) und dividieren diese:

3z 2% =323,

Dann multiplizieren wir den Divisor g(x) mit 3z und substrahieren dies vom Dividenden f(z):
( 325 +4x? —2? +3r 1) : (2?2 +22-3) =323+ ...
—( 325 +62% —923)
—22% 4923 —2? +32x -1
Entscheidend ist, dass bei dieser Subtraktion der fiihrende Term 32° gerade verschwindet. Es
entsteht so ein neues Polynom (wir nennen es f;(z))

filx) = f(z) =323 g(x) = —22* +92% —2? + 32 — 1,

dessen Grad kleiner ist als der Grad von f.

Man arbeitet nun mit f;(z) an Stelle von f(x) weiter: Wieder dividiert man den fithrenden
Term (jetzt —2z*) durch den fithrenden Term z? von g(x) und erhiilt als Ergebnis —2z2. Damit
multipliziert man den Divisor g(z) und subtrahiert das Produkt von f;(z):

( 325 +4x? —z? 32 —1) : (2?2 +20—3)=32% —22% + ...
—( 325 +62* —923)
—2x% 4923 —2? +3zx —1
—( —2z* —423 +62?)
1323 —72? +3z —1
Wieder entsteht ein neues Polynom

fo(@) = ful@) = (~20%) - gla) = f(x) — (3 — 22) - g(a) = 132° — Ta® + 3z — 1,
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dessen Grad wiederum wenigstens um 1 niedriger ist. Man verfihrt nun weiter wie oben be-
schrieben bis
( 325 +4x? —2? 43z 1) : (2?2 +22x-3)=323-222 + 132 - 33 +...
—( 325 +62* —923)
—2z* 4923 2?2 43z -1
—( —22* —42% +62?)
1323 —722 +3z -1
—( 1323 +262% —397)
—332% +422 -1
—( —332% —66x +99 )

108x —100
An dieser Stelle kann man das Verfahren nicht mehr weiterfithren, da das Restpolynom

r(xz) = 108z — 100
den Grad 1 hat, der fithrende Term also nicht mehr durch den fithrenden Term 22

teilbar ist:

von ¢g(z)

Der Grad des Restpolynoms r(x) ist kleiner als der Grad des Divisors g(z).

Dieses ‘Restpolynom’ r(z) ist entstanden, indem wir sukzessive gewisse Vielfache des Divisors
g(z) von f(x) subtrahiert haben, ndmlich

r(z) = f(z)—32> g(x)—(—22%)-g(x)—13z-g(2)—(—33)-g(z) = f(z)— (32> —22°+132—-33)-g(z).
Dabei ist der Faktor vor g(z) (wir wollen ihn ¢(z) nennen)
q(z) = 32> — 22% + 132 — 33

gerade der bei der obigen Rechnung gefundene ‘Quotient’. Unsere Polynomdivision hat also zu
den beiden Polynomtermen f(x) und g(x) zwei Polynomterme ¢(x) und r(x) geliefert mit den
folgenden beiden Eigenschaften:

f(@) = q(z) - g(x) + r(2) (%)

und
Grad von r(z) < Grad von g(z) . ()

Dieses Verfahren der Polynomdivision mit Rest ist allgemein anwendbar. Zwar war in obi-
gem Beispiel der Polynomterm g(x) ‘normiert’, d. h. der fithrende Koeffizient von g(z) war 1.
Dies hat die Rechnung erleichtert (es traten keine Briiche auf), aber das Verfahren ist auch
anwendbar, wenn etwa der fithrende Term in g(z) die Form 2x2 o. i. gehabt hétte. Man hitte
dann immer durch diesen Term (einschlieflich des Koeffizienten) dividieren miissen. Wir fassen
nun die Uberlegungen zusammen in dem folgenden

Satz: (Polynomdivision) Zu je zwei Polynomtermen f(z) und g(x) gibt es Poly-
nomterme q(x) und r(x) mit den Eigenschaften

f(@) = q(z) - g(x) +r(2) (%)

und
r(x) ist der Term 0 oder Grad von r(z) < Grad von g(x). ()

Man berechnet diese Polynome q(x) und r(x) mit Hilfe des oben beschriebenen
Verfahrens.
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d. Nullstellen und Linearfaktoren. Eine wichtige Konsequenz der Polynomdivision ist
der fundamentale Zusammenhang zwischen Nullstellen und Linearfaktoren. Wie wir bereits oben
bemerkt haben, liefert ein Linearfaktor x — a stets die Nullstelle a:

(@)= (x—a) -h(z) = f(a)=0.

Von dieser Aussage gilt auch die Umkehrung;:

Satz: (Nullstellen und Linearfaktoren)

Ist f(x) ein Polynomterm vom Grad n und a eine Nullstelle,

so gilt f(z) = (z — a) - h(x) mit einem Polynomterm h(x) vom Grad n — 1.

Man sagt, aus dem Funktionsterm f(x) ldsst sich der Linearfaktor 2 —a ‘abspalten’.

Zum Beweis dieses Satzes und zur Berechnung von h(x) dividiert man f(z) durch (z — a). Dies
ergibt
f(x) = (x —a) - q(z) +r(z),

wobei das Restpolynom r(z) entweder 0 ist oder einen Grad < 1 (=Grad von (z — a)), also den
Grad 0 hat. Folglich ist der Polynomterm r(x) eine Konstante ¢ und damit

J(@) = (¢ — a) - qla) +c.

Diese Gleichung gilt nun fiir alle z (!). Setzt man nun in diese Termgleichung a ein, so folgt

fla)=0-g(a)+c=c.

Die Konstante c ist also gleich dem Wert f(a). Ist nun a eine Nullstelle von f, so ist die Konstante
¢ = f(a) =0 und es folgt wie behauptet

f(x) = (z —a)-q(z).

Der durch Polynomdivision gefundene Quotient ¢(x) ist gerade der gesuchte Polynomterm h(x).
Sein Grad ist um 1 kleiner als der von f.

Da man aus einem Polynomterm vom Grad n hichstens n-mal einen Linearfaktor abspalten
kann, kann ein solcher Term auch nur hochstens n Nullstellen haben:

Ein Polynomterm f(z) vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

e. Rationale Nullstellen ganzrationaler Funktionen. Die bisherigen Uberlegungen
héngen entscheidend davon ab, dass man zu gegebenem Polynomterm f(x) eine Nullstelle fin-
det. Nun kennen Sie fiir normierte quadratische Polynomterme 22 + px + ¢ ein Verfahren zur
Berechnung der Nullstellen, die sog. p, g-Formel (oder fiir beliebige quadratische Polynomterme
axr?+bx+c die a, b, c-Formel). Fiir Polynomterme hoheren Grades gibt es eine solche Auflésungs-
formel i. a. nicht. Genauer gilt: Fiir Grad 3 und 4 gibt es zwar (komplizierte) Auflosungsformeln,
ist jedoch der Grad > 5, so gibt es nachweislich keine allgemeingiiltigen Auflésungsformeln.

Beschrankt man sich jedoch auf ganz-rationale Funktionen, deren Koeffizienten rationale
Zahlen sind — wie dies in unserem Unterricht sehr oft der Fall sein wird —, so kann man
zumindest die Nullstellen bestimmen, die rationale Zahlen sind. Sind die Koeffizienten a; in
dem Polynomterm

f(2) = apz™ + apn_12" '+ ..+ arz +ag

rationale Zahlen, so kann man durch Multiplikation mit dem Hauptnenner die Koeffizienten
ganzzahlig machen, ohne dass sich dabei die Nullstellen &ndern. Wir werden also im folgenden
nur Polynomterme mit Koeffizienten ay, . .., a, € Z betrachten! Dann gilt der folgende
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Satz: (Rationale Nullstellen ganz-rationaler Funktionen)
Gegeben sei ein Polynomterm

f(2) = apa™ +ap_ 12" '+ Faix+ag
mit Koeffizienten ay, . ..,a, € Z(!), a, # 0, ag # 0.
Ist r = % € (@) eine rationale Nullstelle von f mit zueinander teilerfremden Zéhler

b € Z und Nenner ¢ € IN, so muss notwendig gelten:

b teilt ag und c teilt a,, .

Als rationale Nullstellen von f kommen also nur Zahlen in Frage, deren Zihler ein Teiler von
ag und deren Nenner ein Teiler von a,, ist! Dafiir gibt es nur endlich viele M6glichkeiten. Diese
kann man bestimmen und dann durch Einsetzen feststellen, welche davon Nullstellen sind. Hat
man eine Nullstelle gefunden, so spaltet man den entsprechenden Linearfaktor aus f(x) ab und
arbeitet mit dem verbleibenden Polynomterm kleineren Grades weiter.

Ubungsaufgabe fiir Interessierte: Was gilt im Falle ag = 07

Als Spezialfille des obigen Resultates seien erwahnt:
1) Als ganzzahlige Nullstellen b (Nenner ¢ = 1!) kommen nur Teiler von ¢ in Frage!
2) Ist a, = 1, so muss der Nenner ¢ = 1 sein; alle rationalen Nullstellen g sind notwendig
ganzzahlig.

Den einfacheren Beweis fiir den Spezialfall 1) haben wir im Unterricht besprochen. Hier der
allgemeine Beweis: Es sei — wie angegeben — 0 = f (g), also

b" bt b
Ozan67+an,1wj+...+alg+ao.

Nach Multiplikation mit ¢™ erhédlt man:
0=a,b" + an_1b" e+ an_ob" 2 + ...+ abe™ 4+ apc™ . ()
Lost man dies nach —agc™ auf, so erhélt man:

—apc™ = apb”™ + ap_ 10" e+ ...+ ajbe

=b-(apd" a1 " e+ .. Fac™ ).

Da der Ausdruck in Klammern eine ganze Zahl ist (die Koeffizienten a; liegen in Z (!) und b, ¢
ebenfalls), ist b ein Teiler von —agc™. Da b und ¢ aber teilerfremd sind, muss b ein Teiler von ag
sein.

Lost man nun (%) nach —a,b™ auf, so erhélt man entsprechend aus

—apb" = (A 10" Fan_ob" 2+ . arhe 2+ apc™ ),

dass ¢ ein Teiler von —a,,b"™ sein muss. Wie oben folgt wieder: c ist Teiler von a,,. Damit ist der
obige Satz vollstandig bewiesen.
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f. Zerlegung in Linearfaktoren. Wir gehen aus von einem Polynomterm f(z) = a,z™ +
ap_12" 1 4+ ...+ a1z + ag. Gesucht sind alle Nullstellen und damit verbunden eine méoglichst
weitgehende Zerlegung des Terms f(x) in Linearfaktoren. Beachten Sie, dass jede Faktorisierung
zugleich eine Aufspaltung des Problems in zwei Teilprobleme liefert, auf die man alle Methoden
erneut anwenden kann. Wir wollen nun alle uns zur Verfiigung stehenden Mittel zusammenstel-
len:

1) Faktorisieren durch Ausklammern einer z-Potenz. Dies ist genau dann méglich, wenn das
absolute Glied 0 ist. In diesem Falle ist 0 eine Nullstelle des Polynomterms.

2) Faktorisieren durch binomische Formeln.

3) Fiir quadratische Terme wende man die p, g-Formel oder quadratische Ergénzung zur Be-
rechnung aller Nullstellen an. Sind Nullstellen vorhanden, so liefern diese dann auch eine

Faktorisierung:

Satz: (Vieta) Fiir einen normierten quadratischen Term 2 + pz + ¢ und Zahlen
a, b sind folgende Aussagen dquivalent:

A) a,b sind simtliche Nullstellen von 22 4 px + q.

B) 22 +pz+q= (x —a)(z —b).

C) —p=a+bund ¢ = ab.

Die Aquivalenz von B) und C) erhiilt man durch Ausmultiplizieren
2 +pr+q=(r—a)(r—b)=2*— (a+b)x+ab

und Vergleich der Koeffizienten. B) = A) ist klar. Die entscheidende Aussage A) = B)
wird in der Einfithrungsphase mit Hilfe der p, ¢-Formel bewiesen, folgt aber hier aus unserem
Abspaltungssatz: Ist a eine Nullstelle von x? 4 px + ¢, so lisst sich der Linearfaktor x — a
abspalten: 22 + pz + ¢ = (z — a) - g(z). Der verbleibende Faktor g(z) ist dann notwendig
linear und hat ebenfalls eine Nullstelle. Diese muss dann b sein und g(z) = = — b.

4) Substitution:
Diese ist moglich, wenn im Polynomterm f(z) alle auftretenden Ezponenten von x Vielfache
einer festen Zahl k > 2 sind (z. B. k = 3 in 2® + 223 + 5 = 0 oder k = 2 in 32° — 224 —
322 +1 = 0). Man ersetzt (substitutiert) dann 2* durch eine neue Variable z und erhilt so
eine Gleichung niederen Grades in der neuen Variablen 2z (22 + 2z + 5 = 0 im ersten und
323—222—-32+1 = 0 im zweiten Fall). Diese l6se man unter Verwendung aller zur Verfiigung
stehenden Hilfsmittel — soweit dies moglich ist. Dies liefert dann auch eine Faktorisierung
der Terme mit der Variabeln z. Am Schluss muss man dann noch die Substitution rickgingig
machen, indem man fiir jede gefundene Losung z die Gleichung 2% = 2 (durch Wurzelziehen)
16st bzw. in allen Faktorisierungen die Variable z wieder durch z* ersetzt.

5) Polynomdivision:
Man suche eine rationale Nullstelle a (gemifl obigem Satz, S. 6) und spalte durch Polynom-
division den zugehorigen Linearfaktor x —a ab. Den entstehenden zweiten Faktor untersuche
man dann mit allen zur Verfligung stehenden Mitteln.

Das hier skizzierte Verfahren bricht ab, wenn

a) alle Nullstellen gefunden sind (!), oder

b) eine Gleichung mindestens dritten Grades vorliegt, die
1) nicht durch Substitution vereinfacht werden kann und
2) keine rationale Nullstelle mehr hat.

g. Nullstellenordnung und Vorzeichenwechsel. Gelingt bei diesem Verfahren eine
Bestimmung aller Nullstellen der ganzrationalen Funktion und damit eine faktorisierte Form
des Funktionsterms f(z), so kann man daraus nicht nur unmittelbar die Nullstellen der Funktion
f ablesen, sondern auch die Vorzeichenverteilung fiir die Funktionswerte f(z). Gehen wir einmal
von folgendem Beispiel

fl@)=(z=1)*(@+2)(z-3). (%)
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aus. Die Nullstellen von f sind offensichtlich +1 und —2, +3. Das Vorzeichen von f(z) wird nun
durch das Vorzeichen der einzelnen Linearfaktoren bestimmt:

Ist eine gerade Anzahl von Linearfaktoren negativ, so ist das Produkt (und damit der Funkti-
onswert f(x)) positiv;

ist eine ungerade Anzahl von Linearfaktoren negativ, so ist auch der Funktionswert f(x) nega-
tiv.

Nun ist aber das Vorzeichen eines einzelnen Linearfaktors x — a fiir verschiedene Werte von z

leicht abzulesen:
{ >0 firz>a,
T —a

<0 firz<a.

So sind fiir alle reelle Zahlen z, die grofler als alle auftretenden Nullstellen sind, d. h. fiir x > 3,
alle Linearfaktoren in (%) positiv (x+2 > 5, x —1 > 2, z —3 > 0), das Produkt also auch. Liegt
x zwischen der zweiten und dritten Nullstelle, also 1 < x < 3, so ist nur der letzte Linearfaktor
x — 3 negativ, alle anderen sind positiv, also das Produkt f(z) negativ. Genauso untersucht man
die anderen Bereiche zwischen den Nullstellen. Auf diese Art und Weise erhéilt man einen ersten
groben Uberblick iiber den Verlauf der Funktion f und kann eine vorliufige Skizze des Graphen
entwerfen. Der in der nachfolgenden Skizze angedeutete Graph ist ein denkbarer Verlauf, er
kann in den Einzelheiten durchaus anders aussehen (siehe die spétere Diskussion in Kapitel III).
Durch die obigen Uberlegungen sind jedoch gewisse Bereiche der Koordinatenebene bestimmt,
in denen der Graph mit Sicherheit nicht verlaufen kann. Diese sind in der nachfolgenden Skizze
schraffiert.

Wir wollen an diesem Beispiel auch das wichtige Phinomen des Vorzeichenwechsels an einer
Nullstelle studieren. Die Funktionswerte f(x) dndern offenbar bei den Nullstellen = —2 und
x = +3 ihr Vorzeichen, bei +1 hingegen nicht. Betrachten wir einmal die Nullstelle 4+-3: Hier
dndert der Linearfaktor x — 3 sein Vorzeichen, fiir x < 3 hat er negative Werte und fiir x > 3
positive. Da die anderen Linearfaktoren bei +3 ihr Vorzeichen nicht &ndern, ergibt sich insge-
samt ein Vorzeichenwechsel fiir f(z). Anders bei +1: Hier dndert zwar der Linearfaktor z — 1
ebenfalls sein Vorzeichen, sein Quadrat (z — 1)? aber natiirlich nicht. Es ergibt sich also kein
Vorzeichenwechsel fiir f(z). Wir erkennen so einen Zusammenhang zwischen Vorzeichenwechsel
an einer Nullstelle ¢ und der Haufigkeit, mit der der zugehorige Linearfaktor x — a in der Zer-
legung von f(z) vorkommt. Ein Vorzeichenwechsel bei a liegt dann vor, wenn der Linearfaktor
x — a in ungerader Anzahl in der Produktzerlegung von f(x) vorkommt. Kommt er dagegen in
gerader Anzahl vor, so kann sich das Vorzeichen nicht &ndern.

Diese Héaufigkeit eines Linearfaktors  — a in der Zerlegung von f(z) nennt man die Vielfachheit
(oder Ordnung) der entsprechenden Nullstelle a:

Definition: Die Vielfachheit einer Nullstelle a einer ganzrationalen Funktion f gibt
an, wie oft der Linearfaktor x —a insgesamt aus dem Polynomterm f(z) abgespalten
werden kann.

Ist k die Vielfachheit der Nullstelle a, so sagt man auch ‘a ist eine k-fache Nullstelle von f’.
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Wie wir oben gesehen haben, kénnen wir an der Vielfachheit einer Nullstelle erkennen, ob
die Funktion f dort einen Vorzeichenwechsel hat oder nicht:

Satz: (Vorzeichenwechsel und Nullstellenordnung)
Eine ganz-rationale Funktion f hat genau an den Stellen einen Vorzeichenwechsel,
wo sie eine Nullstelle ungerader Ordnung hat.

Wir haben uns dieses Ergebnis klar gemacht fiir ganz-rationale Funktionen, deren Funktionsterm
f(z) sich wvollstindig in Linearfaktoren zerlegen ldsst. Der Satz gilt aber in der formulierten
Allgemeinheit: Wir zerlegen f(x) = (z — a)* - g(z), wobei k die Nullstellenordnung von f an
der Stelle a ist. Dies bedeutet, dass sich der Faktor x — a nicht noch ein weiteres Mal abspalten
lasst, also g(a) # 0 ist. Aus g(a) # 0 werden wir spéter folgern, dass die ganzrationale Funktion
g ‘in der N&he’ von a ihr Vorzeichen nicht &ndert. Ob also f bei a einen Vorzeichenwechsel hat,
liegt ausschlieBlich am Verhalten von (z —a)*, und damit daran, ob k ungerade oder gerade ist.

h. Grad und Graph. Ist der Graph einer ganzrationalen Funktion gegeben, so kann man
aus der Zahl der Nullstellen entnehmen, wie grof3 der Grad mindestens sein muss. In dem linken
Beispiel hat die Funktion f vier Nullstellen, von denen mindestens eine doppelt ist, da dort kein
Vorzeichenwechsel vorliegt. Also kann man aus dem Polynomterm f(x) mindestens 14+141+42=5
Linearfaktoren abspalten und f muss mindestens den Grad 5 haben.

Diese Uberlegungen kann man auch auf den rechten Graphen anwenden, der nur eine Nullstelle
hat. Verschiebt man den Graphen geeignet in y-Richtung, so erhilt man 5 Nullstellen. Bei
einer solchen Verschiebung verédndert sich lediglich das absolute Glied ag des Funktionsterms,
aber nicht der Grad. Man kann nun die obigen Uberlegungen auf den verschobenen Graphen
anwenden und so feststellen, dass der Grad mindestens 5 sein muss.

Man kann obige Uberlegungen ausweiten auf die Zahl der Schnittpunkte zweier Funktions-
graphen. Die Schnittstellen zweier Graphen G(g) und G(h) sind die Nullstellen der Differenz-

funktion f = g — h. Sind g und h ganzrationale Funktionen, so ist die Differenz f ebenfalls
y H

ganzrational und der Grad von f ist hdchstens so grofl, wie der grofiere der beiden Grade von g
und h. Es gibt also htchstens so viele Losungen, und damit Schnittpunkte, wie der grofiere der
beiden Grade von g und h angibt! Die obige Skizze zeigt ein Beispiel mit den Graphen zweier
ganz-rationaler Funktionen vom Grade 3 bzw. 4.

3L1 Mathematik (Kg) 9 27. Februar 2009



Betrachten wir nun einmal den Spezialfall, dass eine der Kurven eine Gerade ist, also zu
einer ganzrationalen Funktion vom Grad < 1 gehdrt. Dann ist die Anzahl der Schnittpunkte
héchstens so grofl wie der Grad der anderen Kurve. Wir erhalten so aus obigen Uberlegungen:

Schneidet eine beliebige Gerade den Graphen einer ganz-rationalen Funktion ¢ in
r Punkten, r > 2, so muss g mindestens den Grad r haben.

Dieses Kriterium verallgemeinert unsere obigen Uberlegungen: Dort hatten wir gesehen, dass der
Grad mindestens so grof ist wie die Zahl der Nullstellen. Die Zahl der Nullstellen ist aber nichts
anderes als die Anzahl der Schnittpunkte des Graphen der Funktion mit der xz-Achse. In dem
jetzt formulierten Kriterium kann man nun statt der xz-Achse jede beliebige Gerade betrachten,
die den Graphen in mindestens 2 Punkten schneidet: Die Anzahl der Schnittpunkte gibt dann
die Mindestgrofle des Grades an.

In dem folgenden Beispiel ist eine Gerade eingezeichnet, die den Graphen G(g) in 6 Punkten
schneidet. Also muss der Grad von ¢ mindestens 6 sein.

§2 Rationale Funktionen, Grenzwerte

a. Rationale Funktionen. In diesem ersten Abschnitt wollen wir zunichst unsere Uberlegun-
gen zur Vorzeichenverteilung von den ganzrationalen Funktionen auf die rationalen Funktionen
iibertragen. So wie man die rationalen Zahlen definiert hat als die Quotienten ganzer Zahlen
(mit von 0 verschiedenem Nenner), so definiert man:

Eine rationale Funktion f ist der Quotient zweier ganzrationaler Funktionen, wobei
die Nennerfunktion nicht die Nullfunktion ist:

Dabei sind g(z) und h(z) Funktionsterme beliebiger ganzrationaler Funktionen, fiir
h(z) ist lediglich der Term ‘0’ ausgeschlossen.

Anmerkungen:

1) Unsere bisherigen ganzrationalen Funktionen sind natiirlich auch rationale Funktionen im
Sinne dieser Definition, da man als Nenner die konstante Funktion » vom Wert 1 (h(z) = 1)
wéahlen kann.

2) Anders als die ganzrationalen Funktionen sind rationale Funktionen im allgemeinen nicht
auf ganz IR definiert, sie haben Definitionsliicken. Diese sind gegeben durch die Nullstellen des

Nenners h(x): An Stellen @ € R mit h(a) = 0 ist f(a) = igzg nicht definiert, die Funktion
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f besitzt dort eine Definitionsliicke. Der Definitionsbereich einer rationalen Funktion f mit
Nennerterm h(z) besteht also aus allen reellen Zahlen mit Ausnahme der Nullstellen des Nenners:
D(f) = R\ {a € R|h(a) = 0}.

f besitzt also nur endlich viele Definitionsliicken; ihre Anzahl ist hochstens so grofl wie der Grad

des Nenners h(z).

3) Die Vorzeichenverteilung einer rationalen Funktion bestimmt man genauso wie bei einer ganz-
rationalen Funktion. Man zerlegt Zéhler und Nenner in Linearfaktoren. Auf das Vorzeichen von
f(z) haben die Linearfaktoren des Z#hlers denselben Einfluss wie die des Nenners. Als mogliche
Stellen fiir Vorzeichenwechsel kommen also die Nullstellen des Zéhlers und die Nullstellen des
Nenners in Frage. Nun wechselt ein Quotient sein Vorzeichen aber nur dann, wenn der Zihler
oder der Nenner, aber nicht beide (!) ihr Vorzeichen wechseln. Damit erhalten wir das folgende
Resultat:

Satz: a) Rationale Funktionen kénnen ihr Vorzeichen nur an ihren Nullstellen oder
ihren Definitionsliicken wechseln.

b) Eine rationale Funktion f wechselt bei a ihr Vorzeichen genau dann, wenn dort
der Zahler oder der Nenner, aber nicht beide, eine Nullstelle ungerader Ordnung
haben.

Wir haben im Unterricht an einfachen Beispielen (f(z) = L bzw. f(z) = -%) gesehen,
dass bei rationalen Funktionen gegeniiber den ganzrationalen Funktionen neuartige Phinomene
auftraten. So gilt etwa fiir die Funktion f(z) = -%5:

1. N#hert sich z der Definitionsliicke 0 an, so wachsen die Funktionswerte f(x) betraglich iiber
alle Grenzen.
2. Wichst « tiber alle Grenzen, so néhern sich die Werte f(z) immer mehr der Zahl 0.

Beide Phanomene werden durch den Begriff des Grenzwertes und der Konvergenz erfasst.

b. Grenzwerte im Unendlichen. Wir betrachten zunichst die Situation 2., in der x
iiber alle Grenzen wichst, man sagt ‘x strebt gegen oo’ und schreibt © — oo. Was soll es nun
bedeuten, dass sich die Funktionswerte f(x) einer Zahl a beliebig annidhern? Die Nihe zu einer
Zahl a beschreibt man durch den Abstand: f(x) ist ‘nahe’ bei a, wenn der Abstand |f(x) — al

‘klein’ ist. Man gibt also eine positive Zahl £ > 0 vor (etwa %, ﬁ, ...) und verlangt, dass die
Funktionswerte f(x) von der Zahl a weniger als ¢ Abstand haben:
lf(z)—al<e <<= —e<flr)—a<+e <<= a—e<f(x)<a+te.

Aber fiir welche z soll dies gelten? Da diese Anndherung erfolgen soll, wenn x iiber alle Grenzen
wéchst (z — 00), verlangt man die obige Abschétzung fiir hinreichend grofie x. Das bedeutet,
es muss eine von ¢ abhéngige Schranke z(¢) geben, von der ab die Abschitzung gilt:

|f(x) —a|l <e firz>az(e), z(e) geeignet .
Damit haben wir beschrieben, was wir unter ‘ndher kommen’ verstehen wollen. Um aber zu
erfassen, dass die Funktionswerte f(z) der Zahl a beliebig nahe kommen, muss man die obige
Bedingung nicht fiir ein (wenn auch noch so kleines) € > 0 fordern, sondern fiir alle!
Damit kommen wir zur allgemeinen Definition des Grenzwertes von Funktionen (fiir den Grenziiber-
gang r — 00):

Definition: Eine Zahl a € R ist Grenzwert einer Funktion f fiir den Grenziiber-
gang x — oo, wenn folgendes gilt:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein x(e) mit: |f(z) —a| < ¢ fur alle z > z(¢) .
Ist dies der Fall, so schreibt man

lim f(x) =a (in Worten: Limes f(z) fiir  gegen oo ist gleich a).
Tr—00
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Auf der Basis dieser Definition kann man nun Konvergenznachweise fiihren, vorausgesetzt
man hat einen ‘Kandidaten’ a fiir den Grenzwert. Man muss dann fiir beliebiges ¢ > 0 die
Ungleichung |f(z) —a| < e fiir groe  (x — oo0) untersuchen und zeigen, dass sie schlieflich
gilt. Das heifit, dass von einer geeigneten (von e abhéngigen) Zahl z(¢) ab alle Funktionswerte
f(z) (z > x(e)) die Abschitzung |f(z) — a| < € erfiillen.

2 +5
Tz -9

Beispiel: Wir fithren dies einmal fiir die Funktion f(x) durch und zeigen, dass

2
fiir x — oo der Grenzwert - ist:

. 2x+5 2
lim = —.
z—oo Tx — 9 7

Entsprechend der Definition geben wir ein beliebiges € > 0 vor und untersuchen die Abschéitzung

20 +5 2‘ ‘7(2x+5)—2(7x—9)‘
—— | < e£ <e€
Tx—9 7 (Tz—9)-7
‘14x+35—14x+18‘<
5
49z — 63
53|
<
1492 —63] ~° ()

Wihlt man x groB genug (némlich z > 93), so ist 492 — 63 > 0 und daher [49z — 63| = 49z — 63.
Obige Umformung kann also fortgesetzt werden durch

53 49z — 63
>

() = r—63 <° p

0 ()
= B _4or 63
9

< §+63<493c
3

53 +9<
= —+c-<zx.
49 7

2

Wihlt man nun z(e) = 2= + 2, so gilt fiir # > z(¢) die gewiinschte Abschitzung ‘f(x) - 7‘ <e.

T 49¢
Da diese Uberlegung fiir jedes ¢ > 0 giiltig ist, ist gezeigt

2e+5 2

lim .
z—oo Tx — 9 7

Durch die explizite Bestimmung von z(e) ist sogar mehr gezeigt. Man kann z. B. fiir ¢ = 0,001
angeben, von welcher Stelle ab die Abweichung zwischen Funktionswert f(z) und Grenzwert
a= % geringer als 0,001 ist:

53
~49.0,001

+g:§.1000+gz1082,92.

e =0,001 = =z(e) m

Wenn z oberhalb dieser Schranke liegt, dann ist f(x) von a = % um weniger als 0,001 entfernt.
(Numerische Beispielwerte: f(1083) ~ 0,2867142, 2 = 0,285714 ~ 0,2857143).

Anmerkung: Alle bisherigen Uberlegungen und Definitionen iibertragen sich analog auf
den Grenziibergang r — —oo, bei dem die z-Werte unter alle (negativen) Schranken fallen.
Man kann aber den Grenziibergang x — —oo folgendermafien auf den Grenziibergang x — oo

zuriickfithren:

lim f(z)= lim f(—x)

T——00 T—00
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c. Grenzwertsétze. Das obige Beispiel zeigt, dass der Nachweis der Konvergenz auf der
Basis der Definition miihsam ist. Auflerdem hat man das Problem, erst einen Kandidaten a
fir den Grenzwert finden zu miissen. Statt nun immer wieder #hnliche Uberlegungen anstel-
len zu miissen, ist es sinnvoll, die allgemeinen Gesetzméafigkeiten zu erforschen. Dazu gehoren
die folgenden Grenzwertsitze, die es ermdoglichen, aus bekannten Konvergenzaussagen neue zu
gewinnen. Ein besonders einsichtiges Beispiel ist der

Schachtelungssatz: Haben zwei Funktionen f(x) und g(z) denselben Grenzwert

lim f(z) =a= lim g(z)
Tr—00 Tr—00

und ist h(z) eine Funktion mit f(x) < h(z) < g(z) fiir hinreichend grofie x, so ist
auch h(z) konvergent mit demselben Grenzwert:

lim h(x) =a.

T—00

Zum Beweis betrachten wir ein beliebiges € > 0. Wegen der vorausgesetzten Konvergenz von f
und a gilt von einem geeigneten x(g) ab a —e < f(x) < a + ¢ und dasselbe fiir g(x). Da h(z)
zwischen f(z) und g(z) liegt, folgt natiirlich
a—e< f(z)<h(z)<glx)<a+e
und die Behauptung lim h(z) = a folgt.
Tr—00

Nicht so einfach ist der Nachweis der folgenden

Grenzwertsitze: Die Funktionen f und g seien fiir x — oo konvergent mit den
Grenzwerten a bzw. b:

lim f(z)=a und lim g(z)=0>.

Tr—00 Tr—00
Dann gelten fiir x — oo die folgenden Aussagen:
a) (Summe) Die Summen-/Differenzfunktion f(z) £ g(z) ist ebenfalls konvergent
mit dem Grenzwert a + b:

lim (f(z) £ g(x)) =a=+b.
b) (Produkt) Die Produktfunktion f(z) - g(z) ist ebenfalls konvergent mit dem
Grenzwert ab:

lim (f(2)g(x)) = ab.
Tr—00
¢) (Quotient) Wenn zusétzlich fiir hinreichend grofie x die Funktionswerte g(x) # 0

sind und auerdem der Grenzwert b # 0 ist (!), dann ist auch die Quotientenfunk-

tion g ((i)) konvergent mit Grenzwert %:

x
glx)#0, lim g(x)=b#0 = lim —/—= = —.
(@) £0. lim g(r) =b#0 = Jim o=

Dieser Satz erlaubt es nun, aus bereits bekannten Grenzwertaussagen neue herzuleiten.
Ausgangspunkt ist dabei oft die folgende sehr einfache, aber grundlegende Grenzwertaussage:
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Deren Nachweis auf der Basis der Definition ist wesentlich einfacher als bei obigem Beispiel. Wie
oben starten wir mit einem beliebigen £ > 0 und untersuchen, wann !% — 0! € ist. Wegen x — oo
konnen wir « > 0 voraussetzen und erhalten

1 ‘ 1 1
——0l=—-<éeg = —<=x.
T T €

Wihlt man also x(e) = I, so gilt fiir alle > x(e) die geforderte Abschéitzung. Da diese

Uberlegung fiir jedes € > 0 gilt, haben wir bewiesen:

1. Beispiel: Wir berechnen erneut — jetzt mit den Grenzwertsidtzen — den Grenzwert

. 2x+5
lim .
z—oo 7T — 9

Dazu formen wir zunéchst den Funktionsterm so um, dass er aus Teiltermen aufgebaut ist,
deren Grenzwerte wir kennen. Dies geschieht bei allen rationalen Funktionen, indem man in
Zahler und Nenner die hochste z-Potenz ausklammert:

2245 z(2+2) 245

o) = = s =9 70

8|8 =

Nun betrachtet man den Aufbau dieses Terms und untersucht schrittweise auf Konvergenz. Wie
erwahnt, hat die Funktion % den Grenzwert 0. Nach den Grenzwertsitzen folgt, dass dann auch
5. % den Grenzwert 0 und daher der Z#hler 2 4+ 5 - % den Grenzwert 2 hat. Genauso folgert
man aus den Grenzwertsitzen, dass der Nenner den Grenzwert 7 hat. Da der Grenzwert des
Nenners # 0 ist, konvergiert der Quotient gegen %, und der Konvergenzbeweis (einschliefllich
der Bestimmung des Grenzwertes!) ist vollstandig.

Man erkennt, dass der Grenzwert durch die fithrenden Koeffizienten von Zihler und Nenner
bestimmt wird. Jedoch gilt dies nur, wenn — wie in diesem Falle — Z&hler und Nenner denselben
Grad haben.

2. Beispiel: (Zihlergrad < Nennergrad) Wir berechnen — wieder mit Hilfe der Grenz-
wertsitze

3z +7 3+ 7 1 347 3
lim L:hm al j(—)x)g =1im—-%:0'_:0-
x~>oo5x2—|—10x—9 33*”)0‘%'2(54—?—?) T—00 I 5+?—? 5

Man sieht: Unabhéingig von den fithrenden Koeffizienten ergibt sich am Ende der Grenzwert 0,
wenn der Nennergrad grdfler ist als der Zihlergrad.

3. Beispiel: (Zdhlergrad > Nennergrad) Wir untersuchen mit Hilfe der iiblichen Umfor-
mungen den Grenzwert von

o

B ) hF10- -9

3x +7 oz

522+ 102 -9  2?(5+ 1
- 3+ 1) 3471

f(x)

+ |8
SEEN

Mit den Grenzwertsétzen zeigt man wieder, dass der als zweiter Faktor auftretende Bruch den
Grenzwert % hat. Der erste Faktor (x) hat aber keinen Grenzwert, er wichst iiber alle Grenzen:
x — oo. Dann muss auch der gesamte Term {iber alle Grenzen wachsen. Man schreibt dafiir

522 4+ 10z — 9

Py— — oo fir z — 0.
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Es hat sich eingebiirgert hierfiir auch das lim-Symbol zu verwenden, obwohl kein Grenzwert in
R existiert(!), und schreibt

1 522 + 10z — 9

s BT
Diese Aussage besagt, dass die Funktionswerte schliefslich jede Schranke tbersteigen. Genauer
vereinbart man folgende

Definition: Es ist lim f(z) = oo, wenn folgendes gilt:
Tr—00

Fiir jede Schranke M gibt es ein x(M) mit: f(x) > M fiir alle x > (M) .

Sinngemé&B definiert man lim f(z) = —oo und entsprechende Aussagen fiir x — —o0.
Tr—00

d. Asymptoten rationaler Funktionen. Wir fassen alle unsere Ergebnisse {iber die
Grenzwerte rationaler Funktionen im Unendlichen zusammen in folgendem

Satz: Sei f eine rationale Funktion mit dem Funktionsterm

—1
anx™ + ap1" "+ a1+ ag

und a,, # 0, by, # 0. (Also sind n der Zihlergrad und m der Nennergrad von f, a,
der fithrende Koeffizient des Zihlers und b,, der fiihrende Koeffizient des Nenners.)
a) Ist der Zdhlergrad n kleiner als der Nennergrad m, n < m, so gilt

lim f(z) = lm_f(x) =0,

und wir sagen: Die z-Achse ist Asymptote (Schmiegegerade) fiir f.
b) Stimmen Z#hler- und Nennergrad iiberein, n = m, so gilt

lim f(z)= lim f(z)=-—

Tr—00 r—r—00 bm ’
a
und wir sagen: Die Parallele zur z-Achse mit der Gleichung y = b—n ist Asymptote
fiir f. "

c) Ist der Zahlergrad n grofier als der Nennergrad m, n > m, so gilt

too  filr 2 s,

. b
lim f(x) = m .
T00 (=) o fiir < 0,
m

Ist n — m gerade, so gelten fiir x — —oo dieselben Grenzwertaussagen, wiahrend
bei n — m ungerade sich die Vorzeichen umkehren:

T—00

— lim f(x) fiir n —m ungerade.
Tr—00

lim f(z)=

T——00

{ + lim f(z) fir n —m gerade,

Beweis: Wir klammern im Zahler 2™ und im Nenner ™ aus und erhalten

f(x)

" apFapx Tt F a4 agr

T A S

(%)
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Aus den Grenzwertsétzen erhilt man wegen b,, # 0: Der zweite Bruch konvergiert gegen a,, /by, .
Das Verhalten des ersten Faktors 2™ /2™ héngt nur von n und m ab:

Ist n = m, so ist dieser Faktor 1, und f(z) strebt gegen a,,/b,,, wie in b) behauptet.

Ist n < m, so ist m —n > 0 eine natiirliche Zahl und es gilt

n

x ..
— = — 0 firz— +o00.
xm (I/-mfn

Aus (x) ergibt sich die Behauptung von Teil a).
Ist schlieBlich n > m, so ist n — m > 0 eine natiirliche Zahl und daher
n
m

. T . _
lim — = lim z" = 0.
r—oo0 ™M T—00

Da 7= nicht Null ist, folgt daraus geméf (*) die erste Aussage von c). Fiir z — —oo gilt

lim z™

m | 00 fir n — m gerade,
xr——00

—oo fiir n — m ungerade,

und die zweite Behauptung von c) folgt.
Eine besonders kompakte Fassung dieses Satzes ist die folgende Aussage:

Satz: Ist f rational und sind a,x™ bzw. b,,,x™ die fithrenden Terme von Zihler
bzw. Nenner, so gilt:

. . apx™ . a
lim f(z)= lim —/—— = lim —x
r—+oo r—+oo bm(L'm r—+oo bm

n—m

Die Grenzwerte einer rationalen Funktion im Unendlichen werden allein durch die
fiihrenden Terme von Zidhler und Nenner bestimmt; man muss lediglich das Ver-
halten von reinen Potenzen ™™™ ermitteln.

Wir wollen nun den Fall c¢) (Z#hlergrad grofier als Nennergrad) noch etwas genauer unter-
suchen, und zwar mit Hilfe der Polynomdivision: Ist f eine rationale Funktion, so kann man den
Zahler mit Rest durch den Nenner dividieren. Betrachten wir einmal das Beispiel

_x2—|—3x
42

/(=)

Dividiert man den Zihler g(z) = 22 + 3z durch den Nenner h(z) = x + 2, so erhiilt man als
Quotient ¢(z) = z + 1 und als Rest r(z) = —2, also

2
z° + 3z
p— p— 1
f(zx) P T+ +x+2

Damit haben wir f(x) dargestellt als Summe aus einem Polynomterm ¢(z) = x + 1 und einem

2
gebrochen-rationalen Term s(z) = ;Ex; =1 bei dem der Zihlergrad (= Grad von r(z))
x x
kleiner ist als der Nennergrad (gleich Grad von h(z)). Gemif obigem Satz a) konvergiert s(x)

gegen 0 fiir z — +oo. Wegen f(x) = z + 1 + s(z) bedeutet dies, dass der Abstand zwischen
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f(z) und = + 1 gegen 0 strebt: Der Graph von f schmiegt sich immer mehr der Geraden mit

yl

s(z) = f(z) — q()

der Gleichung y = x + 1 an; f hat damit eine Asymptote, ihre Gleichung ist gegeben durch
y=x+ 1.

Wir halten unsere anschauliche Vorstellung einer Schmiegegeraden in der folgenden Defini-
tion fest:

Definition: Eine Asymptote fiir eine Funktion f ist eine Gerade, die Graph einer
linearen Funktion ¢ ist mit der Eigenschaft:

Der Abstand zwischen f(x) und g(x) konvergiert gegen 0 fiir x — +oo.

In Formeln:

lim (f(z) - q(x)) = 0.

r—too

Diese Uberlegungen kann man allgemein fiir beliebige rationale Funktionen f durchfiihren,

()
h(z)

¢(z) + s(z) mit ganzrationaler Funktion ¢ vom Grad n — m. Da der Grad von r kleiner als der

deren Zihlergrad grofler ist als der Nennergrad. Division mit Rest ergibt f(z) = q(z) +

Grad von h ist, hat s(x) = Zg% den Grenzwert 0 fiir x — £o00. Dies ergibt den folgenden

Satz: Sei f(x) eine rationale Funktion und ¢(z) der durch Division mit Rest be-
stimmte ganzrationale Anteil. Dann gilt:

Tim (f(x) — q(x)) = 0.
Der Graph der rationalen Funktion f schmiegt sich also fiir  — 00 dem Graphen
der ganzrationalen Funktion ¢ an.
Dabei hat g hat als Grad die Differenz n — m von Zéhler- und Nennergrad von
f und als fiihrenden Koeffizienten den Quotienten % der fithrenden Koeffizienten
von Zéhler und Nenner von f:

q(z) = I gn=m 4.
bm

Auf diese Weise hat man eine weitere Methode, mit der man das Verhalten einer rationalen
Funktion f im Unendlichen bestimmen kann: Man dividiert den Zéhler von f durch den Nenner
mit Rest und untersucht den gefundenen Quotienten g(x). Das Verhalten der rationalen Funktion
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f im Unendlichen stimmt dann mit dem von ¢ iiberein. Da ¢ ganz-rational ist, ist letzteres
bekannt. (¢ hat den Grad n —m und den fithrenden Koeffizienten Z—n)

m
Mit diesen Uberlegungen konnen wir nun genau angeben, wann eine rationale Funktion eine

Asymptote besitzt, ndmlich dann, wenn der durch Division mit Rest bestimmte Quotient g(x)
linear ist, also den Grad n —m < 1 hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Z#hlergrad n
von f um hochstens 1 grofler ist als der Nennergrad m:

Folgerung: Eine rationale Funktion f hat genau dann eine Asymptote, wenn der

Zahlergrad n um hochstens 1 grofler ist als der Nennergrad m: n < m + 1.

Im Falle n = m + 1 ist die Asymptote schrdg mit Anstieg Z—n,

im Falle n = m ist die Asymptote eine Parallele zur z-Achse mit der Gleichung
Qn,

y = — und

b
im Falle n < m ist die z-Achse Asymptote.

e. Grenzwerte an endlichen Stellen. Ein weiteres neues Phdnomen bei rationalen Funk-
tionen war das Auftreten von Liicken und die dadurch notwendig werdende Untersuchung von

Grenzwerten an Stellen zp € R. Man definiert nun den Grenzwert lim f(z) &hnlich wie bei
T—XQ

x — 00. Man kommt so zu folgender

Definition: Eine Zahl a € R ist Grenzwert einer Funktion f fiir den Grenziiber-
gang x — x, wenn folgendes gilt:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0 mit: |f(z) —a| <efalls0 < |z — xg| <.
Ist dies der Fall, so schreibt man

lim f(z) =a (in Worten: Limes f(z) fiir = gegen xq ist gleich a).

T—XQ

Anschaulich gesprochen: Die Werte f(z) kommen dem Grenzwert a beliebig nahe (beschrieben
durch den Abstand €), wenn nur x nahe genug bei z( ist (beschrieben durch den Abstand 9),
wobel x = xg auler Betracht bleibt.

Die in Abschnitt c. formulierten Grenzwertsétze gelten fiir Grenziiberginge r — xg ge-
nauso wie fiir x — oo. Aus ihnen ergibt sich die besonders einfache Berechnung von Grenzwerten
an Stellen xg im Definitionsbereich. Es gilt dann ndmlich:

Satz/Definition: Fiir alle rationalen Funktionen f gilt:

(S) ro € Dy = xlirilo f(z) = f(zo) .

Fiir rationale Funktionen ist der Grenzwert an Definitionsstellen nichts anderes als
der Funktionswert an dieser Stelle, oder anders formuliert:

Strebt x gegen g, so strebt f(x) gegen f(xo) — vorausgesetzt f ist bei z¢ definiert!
Funktionen mit dieser Eigenschaft (S) heiflen stetig.

Alle rationalen Funktionen sind stetig.
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Zur Bestimmung der Grenzwerte rationaler Funktionen an Definitionslicken geht man fol-
gendermaflen vor. Ist xo eine Liicke von f, also eine Nullstelle des Nenners, so unterscheidet
man folgende Fille:

1. Fall: x¢ ist keine Nullstelle des Z&hlers. Dann gilt

lim |f(x)] = o0
T—XTQ

denn aus f(x) = Wx; mit h(zg) = 0, g(xo) # 0 folgt wegen der Stetigkeit von Ziahler und
Nenner hm g(z) = g(xg) # 0 und lim h(z) = h(xzg) = 0 und daher mit dem Grenzwertsatz
—T0 T—X0
fiir Quotlenten (g(zo) # 0
1 h 0
hm—:limﬂ: =0, also lim |f(x)| = 0.
a—zo f(x) a—wo g(x)  g(x0) z—o

2. Fall: z( ist Nullstelle des Nenners und des Zéhlers von f. Dann spaltet man in Zéhler und
Nenner den Linearfaktor x — g so oft wie moglich ab und kiirzt:

9(x) _ (z—20)" - g1(2) ket 91(x) s
f(fI,') - h(fI,') - (x_xo)l_hl(x) —(II,' (I,'[)) : hl(fI,') _ f(fI,') furxi‘éxo-
Hierbei sind k bzw. [ die Vielfachheiten von xq als Nullstelle des Zahlers bzw. des Nenners und
folglich g1 (zo) # 0, h1(z¢) # 0 (andernfalls konnte man weitere Linearfaktoren abspalten). Da
f und f auBerhalb von o iibereinstimmen, haben sie bei z denselben Grenzwert xlinﬁrcl fz) =
—Zo

lim f (). Zur Berechnung des Grenzwertes von f unterscheiden wir:
T—XQ

Fall 2.1 k < [: In diesem Fall ist [ — k > 1 und f(z) = % hat somit ebenfalls bei
xo eine Liicke. Da aber xq keine Nullstelle des Zéhlers g; von f ist, folgt gemiB dem 1. Fall:
Tim (7)) = Jim [ ](2)] = o0
Fall 2.2 k > I: In diesem Fall ist k —[ > 0 und f = % Wegen hy(xg) # 0 ist f bei
xo definiert und (wegen der Stetigkeit)

lim f(z) = lim f(z) = f(z) € R

Tr—XQ Tr—XQ

Im Fall 2.2 hat f einen endlichen Grenzwert bei zg. f ist dann eine stetige Fortsetzung von f
an der Stelle g und man nennt daher xq eine stetig hebbare Liicke von f.
Wir fassen zusammen:

Satz: Es sei f eine rationale Funktion und xg eine Definitionsliicke von f.
a) Ist die Liicke xo keine Nullstelle des Zihlers von f, so gilt

lim |f(x)] =o0.

Tr—XQ

Man nennt dann z( einen Pol von f.

b) Ist 2o Nullstelle von Nenner und Zihler, so spalte man in beiden den Linearfaktor
r — g so oft wie moglich ab (durch Polynomdivision) und kiirze. Man erhilt so
eine rationale Ersatzfunktion f und es gilt

lim f(z) = lim f(z).

T—XQ T—XTQ

bl) Ist xo auch Liicke von f , SO ist xg ein Pol von f.
b2) Ist f bei xo definiert, so ist

lim f(z) = f(z) € R

Tr—XTQ

und xq ist stetig hebbare Liicke von f.
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f. Einseitige Grenzwerte. In manchen Fillen bendtigt man neben dem oben definierten
Grenzwert lim f(z) noch die sogenannten einseitigen Grenzwerte:
Tr—XQ

linksseitiger Grenzwert lim f(z) = lim f(z) und rechtsseitiger Grenzwert lim f(z) = lim f(z).
ac/aco T—XTQ \300 T—XTQ

r<xg T>x0

Ihre Definition ist wortlich die des gewohnlichen (beidseitigen) Grenzwertes, nur dass die Varia-
ble z wie angegeben auf Werte © < xg bzw. z > xg eingeschrankt wird.

Fiir die einseitigen Grenzwerte gelten die Grenzwertsitze uneingeschrinkt. Auflerdem
gilt: Der (beidseitige) Grenzwert an einer Stelle xy existiert genau dann, wenn die beiden ein-
seitigen Grenzwerte existieren und dbereinstimmen:

lim f(z) =a <= lim f(z)= lim f(z)=a.
o ac<ac00 ac>ac00
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II. Differentialrechnung

§3 Der Ableitungsbegriff

Unsere bisherigen Diskussionen in Kapitel II ermoglichen nur die Bestimmung der Nullstellen
und Liicken rationaler Funktionen und des Vorzeichens der Funktionswerte. Welchen Verlauf
jedoch die Funktion dort hat, kann aus den bisherigen Uberlegungen nicht entnommen werden.
So lassen die Berechnungen des Beispiels (x) auf S. 8f. nicht nur den dort skizzierten Verlauf,
sondern etwa auch den folgenden zu:

y“

By

Um nun den Verlauf zwischen zwei Nullstellen bzw. Liicken genauer zu erfassen, wollen wir den
Begriff des Anstiegs des Funktionsgraphen prézisieren. Wenn uns dies gelingt und wir entscheiden
konnen, in welchen Bereichen der Funktionsgraph steigt und wo er fallt, so konnen wir den
Verlauf des Graphen schon recht genau bestimmen.

a. Sekantensteigung, Differenzenquotient, Ableitung, Tangente. Der Begriff des
Anstiegs eines Funktionsgraphen ist fiir lineare Funktionen bekannt. Eine lineare Funktion, d. i.
eine ganz-rationale Funktion vom Grade < 1, ist gegeben durch einen Funktionsterm der Form
f(z) = mxz+Dbmit reellen Zahlen m, b € R. Thr Graph ist eine Gerade mit dem y-Achsenabschnitt
b und dem Anstieg m. Dieser ergibt sich aus den Koordinaten zweier verschiedener Punkte
Py, = (z1,y1) und Py = (22, y2) auf der Geraden durch

Geradenanstieg m = Ay — 270
Ax  x9— 21
Will man nun fiir einen beliebigen Funktionsgraphen den Anstieg bestimmen, so hat man
zunéchst das Problem, dass der Anstieg an verschiedenen Stellen verschieden ist. Wir miissen
also zunichst eine Stelle a fixieren und untersuchen den Graphen in der Nihe des Punktes
P = (a, f(a)). Dazu wihlen wir in der N&he von P einen weiteren Punkt Q = (z, f(x)) auf
G(f) (z # a) und verbinden beide durch eine Gerade. Eine solche Gerade durch zwei Punkte

des Graphen G(f) nennt man eine Sekante.

yl

(z, f(=))

f(@) = f(a)

T

(a, f(a))
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Der Anstieg dieser Sekante ist gegeben durch

r—a

Man nennt diesen Sekantenanstieg wegen der Form des Terms auch Differenzenquotient. Dieser
ist (bei fixierter Stelle a) von z abhéngig: Er stellt eine Funktion von x dar. Andert man z, so
dndert sich in der Regel der Sekantenanstieg. Etwa fiir die Funktion f gegeben durch f(z) = 22
und die Stelle a ist der Differenzenquotient dann gegeben durch

2 2

Dy L8 = fa) _#* —a

r—a r—a

Will man den Anstieg von G(f) an der Stelle a, d. h. beim Punkt P = (a, f(a)) erfassen, so
nihert man sich mit dem Punkt @ = (z, f(x)) immer mehr P, d. h. x n#dhert sich immer mehr
a. Man untersucht dann das Verhalten der Sekantenanstiege D(x) bei Annéherung von z an a,
d. h. man fithrt den Grenziibergang x — a durch. Existiert dann der Grenzwert von D(z) fiir
x — a, so definiert man diesen als Anstieg von f an der Stelle a und bezeichnet ihn mit f'(a):

Definition: Es sei f eine Funktion und a eine Stelle im Definitionsbereich. Dann
definiert man:
a) f ist an der Stelle a differenzierbar, wenn der Grenzwert

L @) = f(a)

r—a Tr —aQa

in R existiert.
b) Ist dies der Fall, so nennen wir den Grenzwert

) — tim T =@

r—a r—a

den Anstieg von f an der Stelle a.
¢) Indem man jeder Stelle a, an der f differenzierbar ist, den Anstieg f’(a) zuordnet

a— f'(a)

erhéilt man eine neue Funktion f’, die sog. Ableitung(sfunktion). Ihr Definitionsbe-
reich ist die Menge

D(f")={a € D(f)| f ist bei a differenzierbar}.

d) Man sagt f ist differenzierbar, wenn f an allen Stellen ihres Definitionsbereiches
differenzierbar ist.

Nachdem wir den Begriff des Anstiegs einer Funktion f an einer Stelle a definiert haben, kénnen
wir nun auch den Begriff der Tangente prizise fassen:

Definition: Die Tangente an einen Graphen von f im Punkt (a, f(a)) ist die
Gerade durch diesen Punkt (a, f(a)), die denselben Anstieg hat wie f an dieser
Stelle, deren Anstieg also f’(a) ist.

Die Tangente ist nur dann definiert, wenn f’(a) definiert ist, wenn also f an der
Stelle a differenzierbar ist.
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Anmerkung: Die Tangente an den Graphen von f an der Stelle a, das soll heiflen im
Punkte (a, f(a)), ist gegeben durch den Graphen der linearen Funktion

Tangentenfunktion von f zur Stelle a: ¢(z) = f(a) + f'(a)(z — a).

Beweis: Da die Tangente den Anstieg f’(a) hat, ist sie Graph einer linearen Funktion
t(x) = mz + b mit m = f’(a). Man muss nun nur noch b bestimmen. Dazu verwenden wir die
zweite Forderung bei der Tangentendefinition: Die Tangente soll durch den Punkt P = (a, f(a))
verlaufen; das bedeutet, dass P auf dem Graphen von ¢ liegen, also t(a) = f(a) sein muss:

fla)=t(a) = f'(a)-a+b, alsob= f(a)— f'(a) a.

Damit erhélt man — wie behauptet — die Tangentenfunktion (von f zur Stelle a)

t(z) = f'(a)x + f(a) = f'(a) -a = f(a) + f'(a)(z — a).

b. Differenzierbarkeit und Stetigkeit. Man beachte, dass die Existenz des Anstiegs
f'(a) bzw. einer Tangente an einer Stelle a nicht selbstversténdlich ist. Zunéchst einmal kann
eine Funktion nicht differenzierbar sein, wenn sie nicht wenigstens stetig ist:

Satz: Ist eine Funktion f an einer Stelle a differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.

Differenzierbare Funktionen sind stetig.

Beweis: Wir miissen zeigen:

lim @) = fla) existiert in R = lim f(x) = f(a).

r—a Tr—a r—a

Wir setzen voraus, dass der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert, und betrachten fol-
gende Darstellung fiir f(x):

(z—a) giltig fiir z # a.

Aufgrund der Grenzwertsétze ergibt sich daraus

f(z) =f(a)+w-(x—a) — f(a)+ f'(a)-0= f(a) firz—a,
X a \jfo_/
—f'(a)

was zu beweisen war.

Aber auch stetige Funktionen sind nicht notwendig differenzierbar. Typisches Beispiel ist
die Betragsfunktion:

Beispiel: Die Betragsfunktion f(x) = |z| ist an der Stelle a = 0 nicht differenzier-
bar; sie besitzt an dieser Stelle keine eindeutige Tangente.

Zur Begriindung untersuchen wir den Differenzenquotienten fiir die Stelle a = 0:

f(z) = f(0) _ |«

z—0 z
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Entsprechend der Definition des Betrages ergebn sich die einseitigen Grenzwerte

i L@ =SSOy Ty
z\,0 x—0 z—0 X z—0 x
>0 >0
i & =FO) el e
z,/0 x—0 z—0 X z—0 T
<0 >0
f(z) = fla)

Wenn aber die beiden einseitigen Grenzwerte von nicht iibereinstimmen, kann der

r—a
gesuchte (beidseitige) Grenzwert lirr[l) ... nicht existieren: f(z) = |z| ist an der Stelle 0 nicht
xTr—

differenzierbar. Geometrisch erkennt man dies an dem Knick, den der Graph dort hat.

Anschaulich gesprochen liegt Differenzierbarkeit vor, wenn der Graph glatt
ist und keinen Knick hat (wie bei der Betragsfunktion an der Stelle 0).

An allen anderen Stellen ist die Betragsfunktion jedoch differenzierbar. (Bestimmen Sie zur
Ubung die Ableitungsfunktion f’ samt ihrem Definitionsbereich!)

Als Gegenstiick zum obigen Beispiel wollen wir nun zeigen, dass alle rationalen Funktionen
differenzierbar sind:

‘ Satz: Rationale Funktionen sind differenzierbar. ‘

Beweis: Sei f eine rationale Funktion und a eine Stelle im Definitionsbereich von f. Wir
untersuchen den Differenzenquotienten

Dy [@) = 1@

r—a

Da f eine rationale Funktion ist, ist f(z)— f(a) und dann auch D(x) rational. Wegen des Nenners
x — a ist D an der Stelle a nicht definiert, a ist eine Liicke von D. Der Zdhler f(z) — f(a) ist
jedoch bei a definiert und hat dort den Wert f(a) — f(a) = 0; es lisst sich also im Ziahler der
Linearfaktor  —a abspalten: f(x)— f(a) = (x —a)g(x), wobei g eine bei a definierte (!) rationale
Funktion ist. Damit l&sst sich in D(z) der Linearfaktor kiirzen und man erhilt

D(x):w =q(z) firz#a.

r—a

Da g bei a definiert und als rationale Funktion stetig ist, existiert

lim f@) = fla) _ lim ¢(z) = q(a) € R.

r—a Tr—a r—a

Dies bedeutet: f ist an der Stelle a differenzierbar. (Beachten Sie: ¢ ist nichts anderes als die
Ersatzfunktion D und die Liicke a von D hat sich als hebbare Liicke von D erwiesen.)

In den Ubungen haben Sie Gelegenheit, diesen Beweis an konkreten Beispielen nachzuar-
beiten und dabei dann explizite Formeln fiir f'(a) herzuleiten (siehe auch Abschnitt c.).

c. Die Ableitung der Potenzfunktionen. Wir wollen hier nun allgemein fiir beliebige
Potenzfunktionen die Ableitungsfunktion f’ explizit bestimmen.

Potenzregel: Alle Potenzfunktionen f(x) = 2™ (n > 1) sind differenzierbar;
die Ableitung ist f’(z) = nz™~L.
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Beweis: Wir betrachten eine beliebige Stelle ¢ und untersuchen den Differenzenquotienten

" —a”
D(z) = —.
(2) = ——
Dieser lisst sich folgendermafien darstellen
" —a”
D(z)="—— ="' 4a" 2 +a*" 3 +. . . +a" 2z +a"". (%)
T —a

Diese Formel haben Sie in Spezialfillen in den Ubungen selbst ermittelt. Man beweist (¥) am
besten durch Ausmultiplizieren

(x—a) (z"' + az"? + e + a"%x + a7t
= z" + ax™! + . + a" %2 4+ o lz
_ a,x”’l _ a2xn72 anflx — am”

Loat—a - - - - -

f/(a) = lim “——— = lim (2" " +az" 2+ a®2" > + ... +a" P +a" )
r—a T —Q Tr—a

:anfl_’_aaan_’_a

=n-a"'.

2an73+'”+an72a+an71

Dies gilt fiir alle a € R = ID(f) und die Behauptung ist bewiesen.

Bei sinnvoller Interpretation ist die Potenzregel auch richtig fiir n = 0. Fiir n = 0 erhilt
man die konstante Funktion f(x) = 2° = 1. Thr Graph ist eine Gerade parallel zur x-Achse, ihre
Ableitung also an allen Stellen 0. Allgemein gilt:

Bemerkung: Konstante Funktionen f(z) = ¢ (¢ € R) haben die Ableitung f’(z) = 0.

f(z) = ¢ konstant = f'(z) = 0.

Wir wollen nun die Potenzregel sogar ausdehnen auf negative Exponenten, d. h. auf die
Kehrwerte f(z) = % = 27" von Potenzfunktionen. Wieder miissen wir den Differenzenquoti-
enten von f untersuchen. Sei also a eine Stelle des Definitionsbereiches von f, d. h. a # 0. Dann

gilt fiir den Differenzenquotienten (wieder unter Benutzung der oben hergeleiteten Formel (%))

1 1

i T an . av—u1" y 1 )xn—an

r—a  z"a"(r—a)  z"a" T—a
1 -1 —2 2,.n—3 —2 -1
:(_xnan)(xn +ax"  +a 2"+ . a4 a” )7

so dass man den Grenzwert bestimmen kann:

f'(a) = iig(lz[(_xnan Y&t Far" P+ a®2" P L a" P a )]
1
B (_anan Y@t aa"? 4 a%a" P .+ a" Pa+a" )
_ na"! n
T a2n - _an+1 '
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Beschreibt man nun die Ausgangs- und Ableitungsfunktion nicht durch Briiche, sondern durch
Potenzen mit negativen Exponenten, so erhdlt man

fla)=27" = f'(x) = —na™""!

und erkennt, dass die Potenzregel in der angegebenen Form auch richtig ist fiir negative Expo-
nenten:

Potenzfunktionen f(x) = 2™ sind auch fiir n € Z differenzierbar mit f’(z) = nz"!.

Wir erwihnen ohne Beweis, dass dieser Satz sogar fiir gebrochene Exponenten (allerdings
mit einer kleinen Einschrinkung) richtig bleibt. Setzt man in der Potenzregel n = 1/2, so erhilt
1
man fiir f(z) = /z = 2'/? die Ableitung f'(z) = J271/2 = NG Fiir diese Aussage wollen wir
x
ad hoc einen Beweis geben und zugleich auf die dabei auftretende Problematik hinweisen:

Satz: Die Wurzelfunktion f(x) = y/z ist an allen Stellen x > 0 differenzierbar, und
die Ableitungsfunktion ist gegeben durch

1
2z

An der Stelle x = 0 ist die Wurzelfunktion nicht differenzierbar.

f'(z)

Zum Beweis untersuchen wir wieder den Differenzenquotienten:

Vi-a_  Ji-a Vi - /a 1

r—a  (VoR-(VaR T (Vi-Va)(VitVa) Vit Val

Damit kénnen wir an Stellen a > 0 den Grenziibergang x — a durchfiihren:

VT —Va 1 1 1

= lim

T i—a T—a xﬂa\/}+\/a:\/a+\/622\/6'

Beachten Sie, dass wir beim vorletzten Gleichheitszeichen die Konvergenz /r — \/a, also die
Stetigkeit!) der Wurzelfunktion benutzt haben sowie die Tatsache, dass a # 0 ist.
Fiir die Stelle a = 0 muss man den Differenzenquotienten

Vi-v0 _vr 1

xz—0 r T

1
untersuchen. Fiir z — 0 hat aber — keinen Grenzwert in IR, sondern wiéchst iiber alle Grenzen:

VT
17(0) existiert nicht!
Diese Resultate lassen sich auch deutlich am Verlauf des Graphen der Wurzelfunktion er-
kennen. Dieser Graph ist die obere Hélfte der an der Winkelhalbierenden des I./III. Quadranten

D' Die Stetigkeit der Wurzelfunktion haben wir hier nicht nachgewiesen, man kann sie jedoch
ebenfalls aus der Beziehung (*) folgern: Man benutzt, dass die rechte Seite immer < 1/y/a
ist und damit der Differenzenquotient beschrinkt bleibt. Dies ist nur mdoglich, wenn mit dem
Nenner z — a auch der Zihler /z — \/a gegen 0 strebt.
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gespiegelten Normalparabel mit Scheitel (0,0) (siehe Skizze). Die Normalparabel hat in ihrem

yl

Scheitelpunkt die z-Achse als Tangente. Bei der Spiegelung geht diese in die y-Achse iiber.
Die y-Achse beriihrt also im Koordinatenursprung den Graphen der Wurzelfunktion. Fiir die
y-Achse ist aber keine Steigung definiert. Dies entspricht genau dem obigen Resultat, dass fiir
die Wurzelfunktion an der Stelle 0 der Anstieg f’(0) nicht existiert.

d. Erste Ableitungsregeln. Nachdem wir die Ableitungsfunktionen aller Potenzfunktio-
nen kennen, wollen wir nun allgemein ganzrationale Funktionen ableiten. Wichtiges Hilfsmittel
sind dafiir die folgenden Ableitungsregeln.

Satz: (Erste Ableitungsregeln)

a) (Faktorregel) Ist eine Funktion w an einer Stelle a differenzierbar und ist ¢ € R
eine beliebige Konstante, so ist auch f = c¢-u (definiert durch f(x) = ¢-u(z)) auch
die Funktion f = cg, die durch den Funktionsterm f(z) = ¢ - g(z) gegeben ist,bei
a differenzierbar und es gilt

f'(a) = (c-u)(a) = c-u'(a).

b) (Summenregel) Sind » und v an einer Stelle a differenzierbar, so ist auch ihre
Summenfunktion f = u+v (definiert durch f(x) = u(xz)+wv(z)) bei a differenzierbar
und es gilt

f'(a) = (u+v)'(a) = v'(a) +v'(a).

Beweis: a) Wir miissen den Differenzenquotienten von f = ¢ - u zur Stelle a untersuchen.
Dieser ist gegeben durch

fle) = fla) _c-ul@)—c-ula) _ ulz)—ula)

r—a r—a r—a

Da u bei a differenzierbar ist, ergibt sich aus den Grenzwertsitzen

7o =ty S = oy M ).

Ad b): Wieder betrachten wir den Differenzenquotienten von f:

f(x) = fla) _ (u(x) +o(z)) = (u(a) +v(a)) _ ulz) +v(x) = ula) - v(a)

Tr—a r—a Tr—a
_ u@) ~ula) _ v(z) ol
Tr—a Tr—a
i (a) /()
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Gemal den Grenzwertsitzen erhilt man daraus dann
v(z) —v(a)

lim fa) = fla) _ lim u(w) = ula) + lim ——= =4/(a) +v'(a) .
z—a T —a z—a T —a z—a T —a
Damit ist Teil b) bewiesen.

Beliebige ganzrationale Funktionen werden durch Addition und Multiplikation mit Zahlen
aus den Potenzfunktionen f(z) = z" aufgebaut. Dabei sind fiir n beliebige natiirliche Zahlen
oder 0 zuléssig. Aus Potenz-, Faktor- und Summenregel ergibt sich daher die folgende allgemeine
Ableitungsformel fiir alle ganzrationalen Funktionen:

Satz: Die Ableitung einer ganzrationalen Funktionen
f((L‘) = anxn + anflxnil +...+ a2$2 + a1x + ag

ist wieder ganzrational:

2

f(x) = na,x" 4+ (n—1ap_12" = + ...+ 2ax +ay .

Der Grad von f’ ist um 1 kleiner als der Grad von f (wenn letzterer > 1 ist).

e. Produkt- und Quotientenregel. Bisher haben wir nur fiir Potenzfunktionen und
darauf aufbauend mittels der Faktor- und Summenregel fiir alle ganz-rationale Funktionen die
Ableitungen bestimmen kénnen. Wir wissen zwar, dass auch alle rationalen Funktionen differen-
zierbar sind (vgl. S. 24); um aber ihre Ableitungen allgemein berechnen zu kénnen, benstigen
wir Ableitungsregeln fiir Produkte und vor allem fiir Quotienten von Funktionen:

Satz: a) (Produktregel) Sind die Funktionen u, v an der Stelle a differenzierbar, so
ist auch ihre Produktfunktion f = w-v (definiert durch f(x) = u(z) - v(z)) bei a
differenzierbar und es gilt

f'(a) = (w)'(a) = u'(a) - v(a) + u(a) - v'(a).

b) (Quotientenregel) Sind die Funktionen u, v an der Stelle a differenzierbar, so ist
auch ihre Quotientenfunktion f = % (definiert durch f(x) = ggg ) bei a differen-
zierbar - vorausgesetzt, a gehort zum Definitionsbereich von f, d.h. v(a) # 0! Die

Ableitung berechnet sich dann als

Fla) = <E>,(a) u'(a)v(a) — u(a)v'(a) '

v 2(q

Merkregeln:

Ableitung eines Produktes: ‘Ableitung des ersten Faktors mal zweiter Faktor plus erster Faktor
mal Ableitung des zweiten Faktors.’

Ableitung eines Quotienten: ‘Ableitung des Zdhlers mal Nenner minus Zdihler mal Ableitung des
Nenners, und das Ganze dividiert durch das Quadrat des Nenners.’

Manch einer wird sich fragen, warum gilt fiir die Ableitung des Produktes nicht eine so ein-
fache Formel®) wie fiir die Summe? Dazu schauen wir uns einmal den Beweis an. Wieder miissen

D Uberpriifen Sie selbst am Beispiel u(x) = 2°, v(z) = 2*, dass die Ableitung des Produktes
nicht das Produkt der einzelnen Ableitungen sein kann! Beachten Sie dabei insbesondere die
Grade!
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wir den Differenzenquotienten w berechnen und den Grenzwert fiir + — a untersuchen.
Dabei benutzen wir einen beliebten kleinen mathematischen Trick (siehe (*) in nachfolgender
Umformung). Ahnlich wie bei der quadratischen Ergéinzung fiigt man einen Term hinzu, der die
Umformung erleichtert — und zieht ihn sogleich wieder ab. Dies ergibt

f(x) = fla) _ w(@)v(z) — u(a)v(a)

r—a r—a

=0

u(z)v(z) —u(a)v(x)q— u(a)v(z) —u(a)v(a)
_ u(ﬂc)v(wi - Z(a)v(w) N u(a)v(wi - Z(a)v(a)
u(z) — u(a) v(x) —v(a)

:ﬁ-v(x)—i—u(a)- T

Durch diese Umformungen haben wir den Differenzenquotienten von f durch die Differenzen-

quotienten von u und v ausgedriickt. Deren Verhalten fiir x — a ist bekannt, da uw und v dif-

ferenzierbar sind: Ihre Differenzenquotienten streben gegen den jeweiligen Ableitungswert u’(a)

bzw. v'(a). Da v bei a differenzierbar, also erst recht stetig ist (siehe S. 23), gilt lim v(z) = v(a)
r—a

und man erhélt aus den Grenzwertsétzen insgesamt

) — tim T =

u(z) — u(a) v(z) —v(a)

= lim - lim v(z) + u(a) - lim
T—a Tr—a T—a T—a Tr—a

=u/(a)v(a) + u(a)v'(a).

Fiir die Quotientenregel geht man genauso vor, man beachte aber, dass a zum Definitionsbereich
von f gehort, also v(a) # 0 ist. Wir formen zunéchst den Zahler f(z) — f(a) des Differenzen-
quotienten wie oben um:

_ ) — u(z) u(a) _ u(z)v(a) — u(a)v()
f(x) f( ) ’U(fl') ’U(a) ’U((L‘)’U a)
=0
__r (w(z)v(a) —u(a)v(a) + u(a)v(a) —u(a)v(z))

und nach Division durch x — a erhalt man

f((L‘) — f(a) — 1 X (’LL((L') — u(a) v(a) _ u(a) ’U((L‘) — v(a)) )

T —a v(z)v(a) T—a T—a

Wieder gilt v(z) — v(a) und wegen v(a) # 0 erhélt man aus den Grenzwertsétzen,

/ 1 f (1‘) B f (a) _ 1 ! o /
f(a) = tim ST s (0 (@)ula) — (@ (a).
was zu beweisen war.
Aus der Quotientenregel folgt nun, dass die rationalen Funktionen nicht nur differenzierbar
sind, sondern sogar gilt:

Ableitungen rationaler Funktionen sind wieder rational.
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Denn: Rationale Funktionen f sind Quotienten ganzrationaler Funktionen: f = 7. Die Ablei-
tungen von u, v sind wieder ganzrational (s. S. 28), also ist die Ableitung

/ /
I u'v 2uv
v
Quotient von ganzrationalen Funktionen, d.h. eine rationale Funktion.
Beachten Sie: Wahrend bei ganzrationalen Funktionen die Ableitungen ‘einfacher’ als die
Ausgangsfunktionen sind (der Grad sinkt), gilt dies fiir rationale Funktionen nicht; hier sind die
Ableitungsterme in der Regel komplizierter als die Ausgangsfunktionsterme.

84 Monotonie und Extrema

a. Extremstellen und stationire Stellen. Nachdem wir nun in der Lage sind, beliebige
rationale Funktionen abzuleiten, wollen wir uns jetzt wieder der Frage zuwenden, was wir aus
der Kenntnis der Ableitung f’ iiber die Funktion f selbst erfahren kénnen.

Definition: Sei f eine Funktion und «a eine Stelle im Definitionsbereich von f.
a) Wir sagen: f hat bei a ein (lokales) Mazimum, wenn in einer (kleinen) Umgebung von a
f(z) < f(a) gilt, d. h. genauer: es gilt f(z) < f(a) fir allex € Dy, a —e < z < a+ € mit einem
(kleinen) € > 0.
b) Entsprechend spricht man von einem (lokalen) Minimum , wenn f(a) < f(x) in einer Umge-
bung von a gilt.
c¢) f hat bei a ein Extremum, wenn dort ein Maximum oder Minimum vorliegt.
Wir nennen a entsprechend Mazimal-, Minimal- oder einfach Eztremstelle, und den zugehorigen
Punkt (a, f(a)) des Graphen von f nennen wir dementsprechend Hoch-, Tief- bzw. Extrempunkt.

Minimalstelle

a lokale {Maximalstelle} von f < f(x) {E}f(a) fiir  nahe genug bei a.

a Extremstelle von f <= a Maximal- oder Minimalstelle von f.

Satz: (Notwendiges Extremstellenkriterium) Es sei f eine Funktion und a € Dy.
a) Ist a eine Extremstelle von f im Innern des Definitionsbereiches und ist f bei a differenzierbar,
so0 ist a eine Nullstelle von f.

a lokale Extremstelle von f A f differenzierbar bei a = f’(a) = 0.

b) Aber Achtung: Nullstellen von f’ sind nicht unbedingt auch Extremstellen!

Der Beweis von a) ergibt sich unmittelbar aus der Definition von f’(a). Wir nehmen einmal
an, dass f’(a) > 0 ist. Dann muss auch der Differenzenquotient W, der sich dem positiven
Wert f’(a) ja immer mehr annédhert, schliefllich fiir x nahe bei a ebenfalls positiv sein. Fiir ein
geeignetes (kleines) € > 0 gilt dann

f(x) — f(a)

>0 fiir alle x € D¢,z nahe genug bei a.
x—a

Dies bedeutet, dass der Zahler f(z)— f(a) und der Nenner z—a in der Nihe von a stets dasselbe
Vorzeichen haben. Ist also # € ID; nahe genug bei a und z < a, so ist f(z) < f(a), und ist
x> a, so ist f(x) > f(a). Da a im Innern des Definitionsbereiches liegt, gibt es Stellen x € Dy
nahe genug bei ¢ mit < a und solche mit x > a. Damit erkennt man, dass fiir x in der Nihe
von a sowohl Werte f(z) ober- wie unterhalb von f(a) auftreten; a kann also keine Extremstelle
sein. Genauso schliefit man fiir f’(a) < 0 und erhélt insgesamt: Ist f’(a) # 0, so ist a keine
Extremstelle von f, womit der obige Satz bewiesen ist.
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Der Beweis zeigt, dass an Stellen a mit f’(a) > 0 die Funktion f wichst, wéhrend sie an
Stellen a mit f'(a) < 0 fallt. Ist dagegen f’(a) = 0, so kann man nichts Allgemeingiiltiges iiber
Wachstum oder Abnahme bei a sagen. Man nennt die Nullstellen von f’ auch stationdre Stellen
von f. Den zugehérigen Punkt (a, f(a)) auf dem Graphen von f nennen wir entsprechend einen
stationdren Punkt. Die stationiren Punkte eines Graphen sind also die Punkte, an denen die
Tangente waagerecht verlauft.

Stationéire Stelle von f = Stelle mit waagerechter Tangente = Nullstelle von f.

Damit kann man das notwendige Extremstellenkriterium fiir differenzierbare Funktionene so
formulieren:

Innere Extremstellen sind notwendig stationére Stellen.

Dieses Kriterium ist aber nicht hinreichend, d.h. aus f’(a) = 0 kann man nicht folgern, dass a
eine Extremstelle ist:

Es gibt Nullstellen von f’, die keine Extremstellen von f sind.

] fa) =
Dies zeigt der nebenstehend skizzierte Graph der Funkti-
on f(x) = z3: An der Stelle a = 0 gilt f'(a) = 3a® = 0,
also ist a stationire Stelle von f. Aber der Punkt (0,0)
ist kein Extrempunkt von f.

Man nennt einen solchen Punkt einen Sattelpunkt.

Um also die Extremstellen einer differenzierbaren Funktion zu ermitteln, muss man zunéchst
die Nullstellen von f’ bestimmen. Ob aber bei einer Nullstelle a der Ableitung f’ tatséichlich ein
Extremum von f vorliegt, und welcher Art es ist (Maximum oder Minimum), hingt nun davon
ab, welches Verhalten f vor und hinter der Stelle a hat. Dies wollen wir im néchsten Abschnitt
genauer untersuchen.

b. Monotonieintervalle
Definition: (Monotonie) Es sei f eine Funktion und I ein Intervall im Definitionsbereich.
a) Wir definieren:

IVIA

f monoton {Wfaa(ilfsggd} iber I < f(z1) { }f(xg) fir alle z1, 20 € I, 21 < 9.

b) Wir nennen eine Funktion f iiber I monoton, wenn sie entweder iiber ganz I monoton
wachsend oder iiber ganz I monoton fallend ist.

¢) Gilt in den Abschétzungen der Funktionswerte sogar f(z1) { i } f(22), so spricht man von
strenger Monotonie.

Das entscheidende Mittel zur Untersuchung der Monotonie von Funktionen ist der folgende

Satz: (Schwacher Monotoniesatz)Ist f iiber einem Intervall I differenzierbar und hat die
Ableitung f’ iiber I nur positive Werte: f’(x) > 0 fiir alle x € I, so ist f iiber I streng monoton
wachsend.

f'(z) >0 fiir allex € I = f ist streng monoton wachsend iiber I .

Warnung: Die Aussage des Monotoniesatzes gilt nur iiber Intervallen, also zusammenhéngen-
den Bereichen der Zahlengerade. Sie gilt nicht, wenn die Funktion im Bereich I eine Defini-
tionsliicke hat! Als Gegenbeispiel betrachte man die Funktion f(z) = —1 (siehe Skizze). Ihre
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Ableitung f’(z) = -y ist positiv iiber dem ganzen Definitionsbereich von f, aber f ist nicht

iiber dem ganzen Definitionsbereich monoton wachsend, sondern nur iiber den Teilintervallen
| — 00, 0] bzw. |0, co[ (vgl. Skizze).

Der Monotoniesatz ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Funktionsuntersuchungen. Auf-
grund dieses Satzes ist die Untersuchung der Monotonie einer Funktion f gleichbedeutend mit
der Untersuchung der Vorzeichenverteilung ihrer Ableitungsfunktion f'!

Monotonieuntersuchung von f = Vorzeichenuntersuchung von f’.

Wir kénnen also unsere Uberlegungen aus Kapitel I zur Vorzeichenverteilung einer Funktion auf
die Ableitung f’ anwenden und so die Monotonieintervalle der Ausgangsfunktion f bestimmen.
Man geht dazu folgendermafien vor:
1) Die Ableitung f’ berechnen.
2) Die Vorzeichenverteilung von f’ bestimmen (siehe Kapitel I, §1 g., §2 a.).
3) Dadurch sind maximale Intervalle I bestimmt, {iber denen f’ nur positive bzw. nur negative
Werte hat. Uber diesen Intervallen ist f dann streng monoton steigend bzw. fallend.

Mit Hilfe der Monotonieintervalle kann man nun auch die Extremstellen ermitteln. Aufgrund
des notwendigen Extremstellenkriteriums (s. S. 30) kommen nur Nullstellen von f’ als innere
Extremstellen in Frage. Der folgende Satz gibt ein hinreichendes Kriterium dafiir, wann eine
Nullstelle von f tatséchlich Extremstelle ist.

Satz: (Hinreichendes Extremstellenkriterium)
Sei f differenzierbar und a eine Stelle im Innern des Definitionsbereiches.
"a) Hat f’ bei a eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel, so besitzt f bei a ein Extremum:

a Nullstelle von f’ mit Vorzeichenwechsel = a Extremstelle von f.

3

Genauer gilt: Wechselt f’ bei a sein Vorzeichen von ‘—’ zu ‘+’, so hat f bei a ein Minimum,
wechselt f/ bei a sein Vorzeichen von ‘4’ zu ‘—’, so hat f bei a ein Maximum:

a Nullstelle von f’ mit Vorzeichenwechsel von — zu + = a Minimalstelle von f.
a Nullstelle von f’ mit Vorzeichenwechsel von 4+ zu — = a Maximalstelle von f.

b) Ist a zwar eine Nullstelle von f’, aber die Werte von f’ in der Néhe einheitlich positiv oder
einheitlich negativ (liegt also kein Vorzeichenwechsel vor), so hat f bei a auch kein Extremum,
sondern einen sog. Sattelpunkt:

a Nullstelle von f ohne Vorzeichenwechsel = a Sattelstelle von f.

3L1 Mathematik (Kg) 32 27. Februar 2009



Beweis: a) folgt aus Satz (7.4): Gilt ‘kurz vor’ a, d. h. in einem kleinen Intervall Ja — ¢, a]
(mit € > 0) f'(x) <0, so ist f in diesem Bereich geméfl Satz (7.4) streng monoton fallend, also
f(a) der kleinste Wert von f in diesem Bereich; gilt ‘kurz nach’ a, d. h. in einem kleinen Intervall
[a,a+e] (mite > 0) f'(z) > 0, so ist die Funktion f in diesem Bereich streng monoton steigend,
also auch hier f(a) der kleinste Wert. Damit hat man eine kleine ‘Umgebung’ |a — €,a + €|
von a gefunden, in der f(a) der kleinste auftretende Wert ist. Das heifit aber nichts anderes,
als dass f bei a ein strenges lokales Minimum hat. Genauso argumentiert man fiir den anderen
Vorzeichenwechsel und fiir b).

Anmerkung: Sieht man einmal von den Funktionen ab, deren Ableitungsfunktion f’ iiber-
all den Wert 0 annimmt, so haben alle differenzierbaren Funktionen, die Ihnen iiblicherweise im
Mathematikunterricht begegnen werden, die folgende Eigenschaft: In der Nédhe einer Nullstelle
a von f liegt keine weitere Nullstelle von f’ (die Nullstellen von f’ liegen isoliert) und einer der
in a) oder b) genannten Fille liegt vor.

Fiir differenzierbare Funktionen f, deren Ableitung nur isolierte Nullstellen hat, kann man
kurz sagen:

Innere Extremstellen von f = Nullstellen von f’ mit Vorzeichenwechsel.

c. Der Monotoniesatz. Die auf diese Weise nicht erfassten Funktionen f mit Ableitungs-
funktion f’(x) = 0 sind aber wohlbekannt, denn es gilt der folgende wichtige

Satz: Ist I ein Intervall (!) und f eine auf I differenzierbare Funktion, so gilt:

f'(z) =0 fiir alle x € I <= f iiber I konstant: f(z) = ¢ fiir alle x € 1.

Dass eine konstante Funktion iiberall die Ableitung O hat, ist klar. Entscheidend ist die
Behauptung = . Diese scheint anschaulich genauso klar, aber Vorsicht: Die Stérke des Satzes
liegt gerade darin, dass er fiir jede beliebige differenzierbare Funktion gilt, insbesondere fiir die,
von denen wir eben noch keine Anschauung haben! Daher muss auch der Beweis frei von der
Anschauung durchgefithrt werden. Auflerdem ist der Satz ohne die Voraussetzung, dass I ein
Intervall ist, falsch!

Unterschétzen Sie die Bedeutung dieses Satzes nicht! Er ist grundlegend fiir die Be-
rechnungsformel fiir Integrale wie auch fiir die Losung von Differentialgleichungen,
etwa fiir Wachstumsfunktionen oder Schwingungen.

Fiir den Beweis dieses Resultates bendtigt man den Monotoniesatz. Hierbei geniigt aber
nicht der schwache Monotoniesatz (s. S. 31). Vielmehr muss dieser verschérft werden zum vollen
Monotoniesatz, wie er nachfolgend formuliert ist.

Satz: (Monotoniesatz) Gegeben sei eine Funktion f, die iiber einem Intervall I differenzier-
bar ist. Dann gilt die folgende Aquivalenz:

f(x) {2}0 fiir alle x € I <= f ist monoton {Wfaa(ilfsggd} iiber 1.

Die Verschéirfung gegeniiber dem schwachen Monotoniesatz besteht darin, dass man als
Voraussetzung nur bendtigt, dass f’(z) stets groBer oder gleich 0 ist. Man kann dann zwar nicht
mehr die strenge Monotonie folgern, wohl aber die Monotonie. Und dariiberhinaus erhélt man
hier eine A quivalenz, statt nur einer hinreichenden Bedingung.

Mit Hilfe des Monotoniesatzes wird der Beweis des obigen Satzes liber die Konstanz diffe-
renzierbarer Funktionen sehr einfach: Ist f'(x) = 0 auf ganz I, so ist natiirlich f/'(z) > 0 und
f'(z) < 0 auf ganz I, so dass nach dem Monotoniesatz fiir alle b > a sowohl f(b) > f(a) als
auch f(b) < f(a), also f(b) = f(a) gilt. Damit ist f konstant.
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d. Beweise.
Bemerkung: a) Eine Funktion f ist genau dann iiber einem Intervall I monoton wachsend,
wenn alle Differenzenquotienten > 0 sind:

f(x2) — f(21)

To — X1

>0 fur alle zy, 20 € I, 1 # 2.

Und f ist streng monoton wachsend, wenn alle Differenzenquotienten > 0 sind.
b) Entsprechend ist f iiber I monoton fallend, wenn alle Differenzenquotienten < 0 sind bzw.
streng monoton fallend, wenn alle Differenzenquotienten < 0 sind.

Wir beweisen nur eine der vier Aussagen. Die {ibrigen Beweise verlaufen analog. Wir haben
folgende Aquivalenzen:

f ist streng monoton wachsend iiber I
< f(x2) > f(x1) furalle zy,29 € I, 29 > 21
<= f(x2) — f(x1) und xo2 — z1 haben gleiches Vorzeichen fiir alle z1, 25 € T

— f(z2) — f(21)

To — X1

>0 fir alle 1,22 € I, 21 # 9

Zum Beweis des schwachen Monotoniesatzes (s. S. 31) miissen wir gemé&f obiger Bemerkung
zeigen:
Gilt auf einem Intervall I iiberall f'(x) > 0, so sind alle Differenzenquotienten W >0
(a,be I, a#Db).
Oder anders gewendet
Ist einer der Differenzenquotienten < 0, so muss an wenigstens einer Stelle z des Intervalls
der Ableitungswert f’(z) < 0 sein.
Fiir den Beweis ist entscheidend, dass wir ein Intervall zugrundegelegt haben, und wir werden
wesentlich die Vollstindigkeit der reellen Zahlen IR benutzen!
Wir gehen also davon aus, dass wenigstens ein Differenzenquotient < 0 ist. Es existieren daher
a,b € I, a < b mit W < 0, also f(b) < f(a). Wir betrachten nun den Mittelpunkt ¢
zwischen a und b. Da I ein Intervall ist, liegt ¢ in I (!) und f(c) ist definiert. Nun gibt es 2
Moglichkeiten:
Entweder 1) f(a) > f(c¢): Dann ist a < c und f(a) > f(c).
oder 2) f(c) > f(a): Dann ist ¢ < b und f(c) > f(a) > f(b).
In jedem Falle haben wir im Intervall [a, b] ein halb so langes Intervall [aq, b1] gefunden (ndmlich
[a, c] oder [c,b]), bei dem wiederum f(a1) > f(by) gilt. Wir kénnen nun dieses Verfahren der
Intervallteilung fortsetzen und erhalten eine Intervallschachtelung

[a, b] D [al,bl] D [ag,bg] Doy,

wobei stets f(a,) > f(by,) ist. Aufgrund der Vollsténdigkeit von R enthilt diese Intervallschach-
telung genau eine reelle Zahl, die wir z nennen wollen: a,, < z < b, fiir alle n und z ist der
Grenzwert der Folgen (a,) und (by,).
Wir wollen daraus nun eine Folge c,, konstruieren, die gegen z konvergiert und fiir die alle
Differenzenquotienten
f(cn) — f(z)

<0
iz = (%)

sind. Wir definieren das Folgenglied ¢,, als a,, oder b,, jenachdem welcher der folgenden Fille
vorliegt:

1) z = ay,: Setzen wir dann ¢, = by, so gilt f(c,) — f(2) = f(bn) — f(an) < 0und ¢, — 2z =
by, — ay, > 0, also ist (x) erfiillt.

2) z = b,,: Hier setzen wir ¢, = a,,, und wieder gilt (x).
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3) f(an) > f(2) und a, < z: Dann gilt w

4) f(z) > f(by) und z < by,: Dann ist w

Wegen f(a,) > f(b,) und a,, < z < b,, muss einer der 4 Félle eintreten. Wir erhalten so eine
Folge ¢,,, die wie a,, und b,, ebenfalls gegen z konvergiert, und fiir die alle Differenzenquotienten

f(cn)_f(z) <0

Cp — % -

< 0, und wir setzen ¢, = a,.

< 0, und wir setzen c,, = b,.

sind. Wegen ¢,, — z folgt dann durch Grenziibergang (wegen der Differenzierbarkeit von f an
allen Stellen von I, also insbesondere auch an der Stelle z)

Damit ist eine Stelle z € I gefunden mit f'(z) < 0, und der schwache Monotoniesatz ist bewiesen.
Wir kommen nun zum Beweis des Monotoniesatzes (s. S. 33): Die Richtung <= beweist
man mittels obiger Bemerkung: Ist f monoton wachsend, so sind fiir alle x # a die Differenzen-

quotienten
f(z) — f(a)
r—a

>0.
Damit muss auch der Ableitungswert f’(a), gegen den diese Differenzenquotienten konvergieren
(fiir x — a), ebenfalls > 0 sein.

Die umgekehrte Richtung = folgern wir aus dem schwachen Monotoniesatz. Sei also
f'(z) > 0 fur alle x € I. Dann gilt fiir jede negative Zahl m < 0 natiirlich f'(z) > m (x € I).
Wir fixieren m < 0 und ein beliebiges a € I und betrachten die

Hilfsfunktion g(x) = f(z) — f(a) — m(x —a) :

Nun gilt nach den Ableitungsregeln ¢'(z) = f/'(z) — m fir alle z € I. Wegen f'(z) > m ergibt
sich dann fiir die Hilfsfunktion g

g'(r) >0 firallexel.

Man kann also auf g den schwachen Monotoniesatz (s. S. 31) anwenden und erhilt: g ist iiber [
streng monoton wachsend, also gilt fiir alle b€ I,b# a

g(b)—g(a) _ f(b) — fla) —m(b—a) _ f(b)— f(a)
0< b—a b—a T y—e ™

(Beachten Sie g(a) = 0.) Wir erhalten also fiir jede negative Zahl m:

1)~ 1)

m <
b—a

Dies bedeutet, dass die Zahl W oberhalb aller negativen Zahlen m liegt, also selbst nicht
negativ sein kann. Das heif3t:
)= fla) _

b—a -

Da diese Uberlegungen fiir jedes a € I und fiir jedes b € I, b # a gelten, ist damit gemiB
Bemerkung (7.8) der Monotoniesatz bewiesen.
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5 Hohere Ableitungen
Wir haben im vorhergehenden Paragraphen gesehen, dass man das Monotonieverhalten einer
differenzierbaren Funktion f mit Hilfe ihrer Ableitung f’ studieren kann. Und zwar ist das
Monotonieverhalten der Funktion f durch die Vorzeichenverteilung der Ableitungsfunktion f’
bestimmt. Insbesondere kann man dadurch die FExtremstellen der Funktion f als die Vorzei-
chenwechselstellen der Ableitungsfunktion f’ charakterisieren. Wir wollen uns nun mit weiteren
Charakteristika des Graphen G(f) einer Funktion f beschéftigen:

a. Kriimmung und Wendestellen. Wir wollen den Begriff der Krimmung eines Funk-
tionsgraphen mathematisch prézisieren. Wir veranschaulichen uns dazu einmal verschieden ge-
kriimmte Funktionsgraphen:

T TN

Der erste Graph hat offenbar eine Rechtskrimmung, wahrend der zweite linksgekrimmt ist.
Wenn man nun einmal die Anderung des Anstiegs bei beiden Funktionen vergleicht, so erkennt
man: Bei dem rechtsgekriimmten Graphen wird (mit zunehmendem z-Wert) der Anstieg immer
geringer, schliefflich sogar negativ! Beim linksgekriimmten zweiten Graphen hingegen wichst der
Anstieg (bei zunehmender z-Koordinate). Dies fiihrt zu der folgenden mathematisch prézisen
Definition des Kriimmungsbegriffes:

Definition: a) Wir nennen eine differenzierbare Funktion f iiber einem Teilintervall ihres
Definitionsbereiches rechtsgekrimmt, wenn ihre Ableitung f’ iiber diesem Bereich monoton fillt,
und linksgekrimmt, wenn f in diesem Bereich monoton wiichst.

fallend
steigend

rechts-

. gekrimmt <= f’ ist monoton {
links-

Graph von f ist {

yl
b) Unter einer Wendestelle einer Funktion f versteht
man solche Stellen a im Definitionsbereich, an denen die
Funktion ihr Kriimmungsverhalten dndert, das heifit: In /_\
einem kleinen Bereich ‘vor’ a ist f rechts- und kurz ‘nach’ :
a linksgekriimmt, oder umgekehrt. / ¢ ¥

Wir halten fest: Das Krimmungsverhalten einer Funktion f ist durch das Monotonieverhal-
ten threr Ableitung f’ bestimmt. Dementsprechend sind Wendestellen einer Funktion f solche
Stellen a, an denen die Ableitung f’ ihr Monotonieverhalten dndert, also Extremstellen der
Ableitung f.

Wendestellen von f = Extremstellen von f'.

Ist nun die Funktion f’ selbst auch differenzierbar, so sind geméfl §4b. die Extremstellen von f’
gerade die Vorzeichenwechselstellen der néchsten Ableitung (f’)’.
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Die Funktion f” = (f")" ist die zweite Ableitung von f. Entsprechend definiert man die
hoheren Ableitungsfunktionen FO = = (7Y, fO = (fO)) usw.
Formulieren wir die obigen Uberlegungen mit Hilfe dieser héheren Ableitungen, so erhalten wir:

Satz: a) Eine zweimal differenzierbare Funktion f kann nur (muss aber nicht!) an solchen
Stellen a eine Wendestelle haben, an denen die zweite Ableitung f” eine Nullstelle hat: f”(a) = 0:

a Wendestelle von f = f"(a) = 0.

b) Wechselt die zweite Ableitung f” bei a ihr Vorzeichen, so besitzt die Ausgangsfunktion f bei
a eine Wendestelle:

a Nullstelle von f” mit Vorzeichenwechsel —> a Wendestelle von f.

c¢) Ist a zwar eine Nullstelle von f”, aber die Werte von f” in der Nihe einheitlich > 0 oder
einheitlich < 0 (liegt also kein Vorzeichenwechsel von f” vor), so hat f bei a auch keine Wen-
destelle.

Fiir zweimal differenzierbare Funktionen f, deren zweite Ableitung nur isolierte Nullstellen
hat, kann man kurz sagen:

a Wendestelle von f <= a Extremstelle von f’ <= a Nullstelle von f” mit VZW.

Die Funktion f hat genau dort ihre Wendestellen, wo die Ableitung f’ Extremstellen hat, bzw.
wo die zweite Ableitung f” eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel hat.

b. Vorzeichenwechsel und Ableitungen. Ob eine rationale Funktion f an einer Null-
stelle a einen Vorzeichenwechsel hat, kann man an der Nullstellenordnung k (siehe Kap. I, S. 8)
der Funktion f an der Stelle a erkennen. Diese Nullstellenordnung kann man leicht ablesen,
wenn man alle Nullstellen von f bestimmt und den Funktionsterm in Linearfaktoren zerlegt
hat. Kennt man jedoch nur diese eine Nullstelle a, so muss man gemifl der Definition den
Funktionsterm f(x) von f so oft wie moglich durch den Linearfaktor z — a dividieren (mittels
Polynomdivision) und so die Nullstellenordnung ermitteln. Wir wollen nun noch eine andere Me-
thode kennenlernen, bei der man mit Hilfe der Ableitung Vorzeichenwechsel nachweisen kann.
Diese Methode erfasst aber nur einfache Nullstellen! Sie benutzt die folgenden Tatsachen:

Bemerkung: Es sei f differenzierbar bei a. Dann gilt:

fla)=0 A f'(a) #0 = f wechselt bei a sein Vorzeichen,
fla)=0 A f'(a) >0 = f wechselt bei a sein Vorzeichen von — zu +,
fla)=0 A f'(a) <0 = f wechselt bei a sein Vorzeichen von + zu —.

Achtung: Ist f’(a) = 0, so kann man nichts iiber einen evtl. Vorzeichenwechsel von f an der
Stelle a sagen. Die Bedingung f’(a) # 0 ist nur eine hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen
eines Vorzeichenwechsels, sie ist nicht notwendig. Sie besagt gerade, dass die Nullstelle a von f
von erster Ordnung ist (siehe d.). Vorzeichenwechsel an Nullstellen 3., 5. ... Ordnung werden
also durch obige Bemerkung nicht erfasst.

[Wir werden in Abschnitt d. sehen, dass man jedoch mittels hherer Ableitungen auch die genaue
Nullstellenordnung von f bei a bestimmen kann.]

Als Begriindung fiir die obige Bemerkung erinnern wir uns an den Beweis des notwendigen
Extremstellenkriteriums (s. S. 30): Ist f'(a) > 0, so steigt f an der Stelle a, d. h. ‘kurz vor’
a sind die Werte f(x) kleiner als f(a) = 0 und ‘kurz hinter’ a gilt f(z) > f(a) = 0. Im Falle
f'(a) < 0 argumentiert man genauso.
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c. Hinreichende Kriterien fiir Extrem-/ Wendestellen mittels hoherer Ablei-
tungen. Extremstellen sind ‘Vorzeichenwechselstellen’” der ersten Ableitung f/, wihrend Wen-
destellen ‘Vorzeichenwechselstellen’ der zweiten Ableitung f” sind. Aufgrund obiger Bemerkung
wissen wir, dass fiir eine Funktion bei a ein Vorzeichenwechsel sicherlich dann vorliegt, wenn
die Funktion bei a den Wert 0 hat, ihre Ableitung aber nicht! Fiir die Anwendungen muss man
nun aber genau im Auge behalten, fiir welche Funktion man einen Vorzeichenwechsel feststellen
will; fiir f oder f’ oder f”!

Beachtet man dies und kombiniert man nun die obige Bemerkung mit den Kriterien fiir
Extrema (s. S. 33) bzw. fiir Wendestellen (s. S. 37), so erhilt man die folgenden, notwendigen
bzw. hinreichenden Kriterien fiir Extrem- und Wendestellen:

Satz: a) Es sei f 2-mal differenzierbar und a € IDy. Dann gilt:

a Extremstelle von f = f/'(a) =0,
f'(a)=0 A f"(a) >0 = a Minimalstelle von f,
f'(a)=0 A f"(a) <0 = a Maximalstelle von f.

b) Es sei f 3-mal differenzierbar und a € IDy. Dann gilt:

a Wendestelle von f = f"(a) =0,
f(a)=0 A f"(a) #0 = a Wendestelle von f,

Diese Kriterien sind im Schulbereich sehr beliebt, haben aber im Vergleich mit unserem
Vorzeichenwechselkriterium wesentliche Nachteile:
1. Im Falle f'(a) = f"(a) = 0 erhélt man keine Entscheidung iiber eine Extremstelle.
2. Ebenso erhélt man im Falle f”(a) = f"'(a) = 0 keine Entscheidung fiir Wendestellen.
3. Die Berechnung der dritten Ableitung f”’ ist zwar fiir ganzrationale Funktionen problemlos,
fiir gebrochen-rationale Funktionen dagegen kann die Berechnung einer dritten Ableitung bereits
erhebliche Probleme bereiten. Dagegen erfordert die Bestimmung der Nullstellenordnung von f”
bei a einen wesentlich geringeren Aufwand. (Man braucht nur die Funktion im Zahler zu unter-
suchen, und diese ist ganzrational! Siehe dazu die Beispiele fiir Kurvendiskussionen rationaler
Funktionen.)

Fazit: In aller Regel ist die Untersuchung eines eventuellen Vorzeichenwechsels (bei
1" bzw. ") vorteilhafter als die unreflektierte Anwendung der obigen Kriterien.

d. Kettenregel. Eine weitere wichtige Regel betrifft die Ableitung von Funktionen, die
durch sog. Verkettung entstehen: Man fithrt zwei Funktionen u und f nacheinander aus:
v u(@) - f(u(x)).
Fiir den Funktionsterm bedeutet dies, dass in den Term f(x) der Term u(z) eingesetzt wird.

Satz: (Kettenregel) u sei differenzierbar bei a und f sei differenzierbar bei u(a). Dann ist die
Verkettung g(z) = f(u(x)) bei a differenzierbar und es gilt

g'(a) = f'(u(a)) - v'(a).

Merkregel: Ableitung der Einsetzung einer (‘inneren’) Funktion u in eine (‘duflere’) Funktion f:
‘AuBlere Funktion ableiten und innere einsetzen, mal innerer Ableitung’; noch prégnanter, aber
auch unpriéziser: ‘Aufere Ableitung mal innerer Ableitung’.

Beweisidee: Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass u(x) # wu(a) ist fiir  nahe genug
bei a. (Dies gilt fiir die schon frither betrachteten differenzierbaren Funktionen mit isolierten
Nullstellen der Ableitung.) Wir erhalten unter dieser Annahme

9(@) —ga) _ flu(@)) — f(u(a)) _ flu(z)) — f(u(a)) u(z)—ula)

T —a T—a u(z) —u(a) T—a
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Fiir £ — a konvergiert der zweite Faktor gegen u/(a), wihrend im ersten Faktor ein Ausdruck der
Form W steht mit z = u(x) und b = u(a). Wegen der Stetigkeit von u an der Stelle a folgt
aus x — a sofort z = u(x) — u(a) = b. Fiir z — b konvergiert dann aber der Differenzenquotient
W gegen die Ableitung f'(b) = f'(u(a)). Also:

¢(a) = 1im 2079 _ ) ().

r—a r—a

Folgerung: (Nullstellenordnung und Ableitung)
a) Es sei k € Z eine ganze Zahl, k # 0 und f(x) = (z — a)¥g(x) mit einer differenzierbaren
Funktion g. Dann ist f differenzierbar und es gilt f’(z) = (z — a)* 1 (kg(x) + ¢'(z)(z — a)).
b) Hat eine rationale Funktion f bei a eine Nullstelle der Vielfachheit & > 2, so hat f’ bei a
eine Nullstelle der Vielfachheit k — 1.
c) Hat f bei a eine einfache Nullstelle, so gilt f'(a) # 0.
d) Hat eine rationale Funktion f bei a eine Polstelle der Vielfachheit & > 1, so hat f’ bei a eine
Polstelle der Vielfachheit k£ + 1.
Man kann dies etwa so zusammenfassen:

Beim Ableiten steigen die Polordnungen um 1,
die Nullstellenordnungen > 1 sinken um 1.
Nullstellenordnung = 0 bedeutet, es liegt keine Nullstelle vor!

Zum Beweis von a) folgern wir zunichst aus der Ketten- und allgemeinen Potenzregel, dass
(x —a)™ als Ableitung die Funktion m(x —a)™ ! hat (die Ableitung der inneren Funktion x —a
ist 1!). Mit der Produktregel folgt dann

fll@)=m(z—a)" " g(2) + (& = a)™ - ¢'(x) = (x — )"} (mg(z) + (z — a)g/(x)) .

Fiir den Beweis von b)/c) wiederhole man zunéchst die Definition der Vielfachheit einer
Nullstelle (s. S. 8): Ist a eine Nullstelle von f von der Ordnung k, so gilt geméfl dieser Definition
f(z) = (z — a)*g(x) und es muss gelten g(a) # 0 (denn andernfalls kénnte man noch weitere
Faktoren (z — a) aus g(z) abspalten.) Dann folgt nach a) f’(z) = (z — a)*~! - h(x), wobei wir
abkiirzend h(x) = kg(x) + (x — a)g’(x) schreiben. Wegen h(a) = kg(a) +0- ¢'(a) = kg(a) # 0
hat dann fiir £ — 1 > 1 die Funktion f’(z) = (2 — a)*~'h(z) bei a eine Nullstelle der genauen
Ordnung k — 1, wihrend bei k — 1 = 0 folgt f/(a) = h(a) # 0.

d) Hat die rationale Funktion f bei a eine Polstelle der Ordnung k, so gilt (nach evtl.

Kiirzen) f(z) = f,((?) mit Z, N ganzrational und a ist k-fache Nullstelle von N, aber keine

Nullstelle von Z. Also Z(a) # 0 und N(z) = (z —a)* Ny (x) mit Ni(a) # 0 (siche Argumentation
am Anfang von b/c)). Also

wobei die rationale Funktion g(z) = 151((32) bei a definiert ist (wegen Nj(a) # 0) und dort einen
Wert g(a) # 0 hat (wegen Z(a) # 0). Also gilt f(x) = (ng?)k = (x—a) " *g(z) und folglich (siehe

a))
fl(z)=(z—a) " ((~k)g(z) + (x — a)g'(z)) =: (xf(%

mit h(a) = —kg(a) + 0= —kg(a) # 0. Also hat f’ bei a ebenfalls einen Pol, jetzt jedoch mit der
Ordnung &k + 1.
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Als Konsequenz dieser Uberlegungen erhalten wir den folgenden Zusammenhang zwischen
Nullstellenordnung und héheren Ableitungen:

Satz: Die Vielfachheit einer Nullstelle a einer ganzrationalen Funktion f ist die kleinste
Zahl k € IN mit f*)(a) # 0 (zur Erinnerung: f(®) ist die k-te Ableitung von f):

a Nullstelle von f mit der Vielfachheit k
= 0= f(a)=f(a)=f"(a)=...= f* V() und fP(a)#0. ().

Die so gefundene Beschreibung () der Nullstellenordnung kann man nun auf beliebige (nicht nur
ganzrationale) Funktionen iibertragen und legt fiir diese die obige Beschreibung als Definition
zugrunde (siehe nachfolgende Abschnitte).

Beweis des Satzes: Zunéchst folgt aus der Folgerung, b): Ist f(a) = 0 und f’(a) # 0, so
kann f bei a keine Nullstelle einer Ordnung > 2 haben, also muss die Nullstelle einfach sein.
Mit Teil c¢) der obigen Folgerung ergibt sich, dass f bei a genau dann eine einfache Nullstelle
hat, wenn f(a) =0 und f’(a) # 0 ist.

a einfache Nullstelle von f <= f(a) =0 A f'(a) #0.

Damit ist der Satz fiir k = 1 bewiesen.

Hat nun f bei a eine Nullstelle der Ordnung & > 2, so hat f’ nach der Folgerung b) bei a
eine Nullstelle der Ordnung k — 1, f” dann eine Nullstelle der Ordnung k — 2, usw. bis: f*~—1)
hat bei a eine einfache Nullstelle, also f*)(a) # 0. Damit ist (x) gezeigt.

Warnung! Teil b) der Folgerung ist nicht umkehrbar: Hat f’ bei a eine Nullstelle der
Ordnung k, so folgt nicht, dass f bei a eine Nullstelle der Ordnung k -+ 1 hat. Vielmehr braucht
f dort iiberhaupt keine Nullstelle zu haben! f(z) = 3z* und g(z) = 32* + 1 bestimmen zwei
verschiedene Funktionen mit derselben Ableitung f’(x) = ¢’(x) = 1222. Diese Ableitung hat
bei 0 eine dreifache Nullstelle. Wahrend zwar f bei 0 eine vierfache Nullstelle besitzt, hat ¢
iiberhaupt keine Nullstelle, da alle Werte von ¢ positiv sind. Hat f’ bei a eine k-fache Nullstelle,
so hat f bei a eine (k + 1)-fache Nullstelle, nur wenn a auch wirklich Nullstelle von f ist!

Hinweis: Die obige Charakterisierung einfacher Nullstellen zeigt, dass die hinreichenden
Kriterien fiir Extrem- und Wendestellen mitttels f” bzw. f” (siehe S. 38) jeweils nur die einfa-
chen Nullstellen von f’ bzw. f” erfassen. Bei Nullstellen htherer Ordnung von f’ bzw. f” liefern
diese Kriterien keine Entscheidung tiber Extrem- bzw. Wendestellen! Dies zeigt die Grenzen
dieser hinreichenden Kriterien auf und ist ein weiteres Argument dafiir, die Vorzeichenwechsel
von f’ bzw. f” direkt zu untersuchen.

IV. Transzendente Funktionen

Bisher haben wir die folgenden Funktionenklassen studiert: die ganzrationalen Funktionen, dann
die rationalen (definiert als Quotienten ganz-rationaler) und schlieBlich noch Funktionen, die aus
Wurzelfunktionen zusammengesetzt waren (sie bezeichnet man auch als algebraische Funktio-
nen). Wir wollen nun wichtige Vertreter der Klasse der transzendenten (= nicht algebraischen)
Funktionen kennenlernen: die Exponentialfunktionen, insbesondere die Euler’sche Funktion, so-
dann damit verbunden die Logarithmusfunktionen und schlielich die ebenso wichtige Gruppe
der trigonometrischen Funktionen (Sinus, Kosinus, Tangens und deren Umkehrfunktion Arkus-
tangens, etc.). Ihnen allen ist gemein, dass man sie nicht durch algebraische Rechenoperationen
definieren kann; zu ihrer Definition gehtrt untrennbar der Grenzwertbegriff.
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86 Exponential- und Logarithmusfunktionen

a. Wiederholung: Die Exponentialfunktionen. Es sei im Folgenden b eine positive reelle
Zahl. Dann haben Sie im 2. Semester Potenzen b® von b fiir beliebige reelle Exponenten x definiert.
Diese Definition erfolgte schrittweise:

1. z = n € IN: Dann definierte man die Potenz b™ als das Produkt aus n gleichen Faktoren

b"=b-...-b firn e IN.
—

n—mal

Auf der Grundlage dieser Definition erkennt man unmittelbar die folgenden fundamentalen
Potenzgesetze:

(P1): pntm b - b,
(P2): (™)™ = b,
(P3): n<m <= b" <b™ (fiir b>1).

2. x =n € Z: Man erweiterte die obige Definition durch die folgenden Festsetzungen:

1
=1 und b*”:b—n fiir b0 und n € IN.

Diese Definitionen waren nicht willkiirlich, sondern zwangsliufig, wenn die Eigenschaft (P1) auch
fiir nicht-positive Exponenten giiltig bleiben sollte. Denn geméf (P1) muss gelten

n=0 = b " =" =p™ = b’ =1 (Division durch b™ # 0)

und

1
m=-n = b"-b " =p"t0 =p0 =1 alsob*”:b—n.
Man kann dann zeigen, dass mit dieser erweiterten Definition die Eigenschaften (P1) — (P3)
giiltig bleiben (fur alle n,m € Z).
3.z =r= € ®: Fiir beliebige rationale Exponenten r = n/m mit n € Z, m € IN

erweiterte man die Definition zu

bw = Vbr  firb>0und n € Z, m e IN.

Auch diese Definition war zwangsliufig, wenn die Eigenschaft (P2) giiltig bleiben sollte, denn
gemB (P2) muss gelten

n

(bm)™ =bm ™ =b", also bm = Vb" (wegen b > 0).

Da b als positiv vorausgesetzt war, existiert die m-te Wurzel stets. Man kann dann wieder zeigen,
dass mit dieser erweiterten Definition die Eigenschaften (P1) — (P3) fiir beliebige Exponenten
in @ giiltig bleiben.
4. x € R: Eine reelle Zahl z ist gegeben durch eine Intervallschachtelung® von rationalen
Zahlen r;, s;:
ri<rg<rg<ry;<...<x<...<83<583<8<38;.

1) Siehe dazu das Einfiihrungsskript, S. 44f.
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Wegen der Eigenschaft (P3) bilden dann die Potenzen von b (wir setzen im Moment b > 1
voraus)
R I /L U i N A A I/ A/

eine Einschachtelung von b*. Wegen der Vollstdndigkeit der reellen Zahlen, existiert eine solche
Zahl. Man kann (und muss) nun zeigen, dass es nur eine Zahl in dieser Intervallschachtelung
gibt, und definiert dann dadurch b*. Auflerdem zeigt man, dass wieder die drei fundamentalen
Eigenschaften (P1) — (P3) giiltig bleiben, jetzt fiir beliebige reelle Exponenten.

Den Fall b < 1 fiihrt man mittels b” = (+)~* auf die Basis § > 1 zuriick.

Unter Verwendung des uns jetzt zur Verfiigung stehenden Grenzwertbegriffes kann man den
vierten Schritt der Definition von b* auch so beschreiben: Jede reelle Zahl x ist Grenzwert einer
Folge von rationalen Zahlen r,, (etwa der endlichen Abschnitte r,, der Dezimalzahldarstellung
von z). Dann ist b* der Grenzwert der Folge der Potenzen b :

r= lim r, = 0" = lim ™.
n—oo n—oo
Man sagt auch: Die auf @ bereits definierte Funktion f(z) = b* wird stetig auf R fortgesetzt.
Auf diese Weise ist nun fiir jede positive Basis b > 0 eine Funktion f definiert durch
f(z) = b*. Man nennt diese Funktion die Exponentialfunktion zur Basis b. (Im Kontrast zu den
Potenzfunktionen ist hier die Basis fest und der Exponent variabel.)
Bei den nun folgenden Untersuchungen der Exponentialfunktionen wird man nicht sténdig die

obige mehrstufige Definition benétigen, vielmehr benutzt man nur die folgenden Tatsachen (aus
denen sich aber, wie wir bereits gesehen haben, die frithere Definition zwangsliufig ergibt):

Satz: Die Exponentialfunktion zur Basis b > 0 ist definiert durch f(z) = b* und
hat die folgenden Eigenschaften:
a) b® > 0 fiir alle x € R, d. h. Exponentialfunktionen nehmen nur positive Werte
an, haben insbesondere keine Nullstellen,
)0 =1, bt =b,
) bETY = b - bY fiir alle x,y € R,
) (b%)Y = b*Y fiir alle x,y € R,
) fiir b> 1 gilt: x <y < b* < bY,
d. h. fiir b > 1 sind Exponentialfunktionen streng monoton wachsend,
f) fur b > 1 gilt:

eI R<IR"3

lim b* =00, lim b =0

Tr—00 Tr—r—00
g) Der Graph:
yl
bm
/ b
— . : .

Die Eigenschaften a), b), ¢), d) und e) ergeben sich aus der Definition sowie der Giiltigkeit der
Potenzgesetze (P1) — (P3). Fiir f) brauchen wir nur die erste Behauptung zu iiberpriifen, denn
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wenn b* — oo fiir z — oo gilt, so folgt daraus b% — 0 fiir x — o0, also

lim b* = lim b~ % = lim 1 =0.
T——00 T—00 z—o00 bT

Fiir die erste Behauptung in ) muss man wegen der Monotonie lediglich bemerken, dass bei
b > 1 die Folge der Potenzen (b™) unbeschrinkt ist.

Ubung: Formulieren Sie fiir b < 1 die zu e) und f) analogen Aussagen und skizzieren Sie
den Graphen. [Tipp: 0<b<1 = a= % >1und b* = (é)”C =a" "]

Anmerkung: AuBler den beiden grundlegenden Potenzgesetzen ¢) und d) sind alle anderen
oben formulierten Aussagen iiber die Exponentialfunktionen aus dem typischen Verlauf ihrer
Graphen ablesbar. Prigen Sie sich also den unter g) skizzierten Verlauf griindlich ein!

b. Wiederholung: Logarithmusfunktionen. Wir betrachten im Folgenden der Einfach-
heit halber nur Basen b > 1 (alle Resultate gelten in analoger Form auch fiir b < 1, nicht aber
fir b = 1). Nach Teil e) des Satzes wissen wir, dass die Exponentialfunktion streng monoton
wichst. Auflerdem wissen wir aufgrund der Grenzwertaussagen f), dass b* sowohl beliebig grofie
positive Werte annimmt als auch positive Werte, die beliebig nahe bei 0 liegen (siehe Graph g)).
Es ist also jede positive Zahl y als Potenz b* von b darstellbar: y = b*. Und wegen der strengen
Monotonie ist dabei der Exponent x eindeutig bestimmt; dieser ist der sogenannte Logarithmus
von y zur Basis b:

Der Logarithmus log, (y) zur Basis b von y ist der (eindeutig) bestimmte Exponent
xz € R mit b* =y
x =logy(y) < y=>0".

Ist also y = b”, so ist umgekehrt x = log,(y); die Logarithmusfunktion log, ist die Umkehrfunk-
tion zur Exponentialfunktion f(z) = b”.

Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktionen entnimmt man daher unmittelbar ent-
sprechende Eigenschaften fiir die Logarithmusfunktionen:

Satz: Die Logarithmusfunktion log;, zur Basis b > 1 hat die folgenden Eigenschaf-
ten:

) log, hat den Definitionsbereich ]0, oo].

) logy(1) = 0, log,(b) =1,

) logy(zy) = logy(x) + logy (y) fiir 2,y > 0,

)

)

Qo T o

log, (") = r - logy(x) fir x > 0, r € R,
fir z,y > 0 gilt: z <y <= log,(x) < log,(y),
d. h. log, ist streng monoton wachsend,
f) lim log,(z) = —oo, lim log,(z) = cc.
z\0 T—00

g) Der Graph:

)

bz

log,, ()
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c. Differenzierbarkeit der Exponentialfunktionen. In diesem Abschnitt wollen wir
die analytischen Eigenschaften der Exponentional- und Logarithmusfunktionen (wie Stetigkeit
und Differenzierbarkeit) untersuchen.

Satz: Die Exponentialfunktionen f(x) = b* (b > 0) sind differenzierbar und ihre Ablei-
tungsfunktion f’ ist ein konstantes Vielfaches der Funktion selbst:

Die Ableitung einer Exponentialfunktion ist proportional zur Ausgangsfunktion: ' ~ f.
Der Proportionalitdtsfaktor L(b) ist gleich f/(0), der Ableitung von f an der Stelle 0.

Geometrisch bedeutet dies: Der Graph der Ableitungsfunktion f’ entsteht aus dem Graphen
1/ fw) = b
J(x) = L(b) - b*

Y

L(b

/ 1 T

von f durch Streckung in y-Richtung mit dem Streckungsfaktor L(b) = f’(0). Die beiden mit
dickerer Strichstéirke skizzierten Strecken haben die gleiche Linge: Das Steigungsdreieck der
Tangente von f an der Stelle 0 hat eine Kathete der Liange 1 und die andere Kathete gibt
den Tangentenanstieg f’(0) = L(b) an. Dies ist zugleich der Wert von f’ an der Stelle 0, der
y-Achsenabschnitt von f’. (Im skizzierten Beispiel ist b = 4 und L(b) > 1; es kann aber auch
L(b) < 1 gelten, dann liegt eine Stauchung vor.)

Beweisidee: Da keine unserer bisherigen Ableitungsregeln fiir Exponentialfunktionen an-
wendbar sind, miissen wir auf die Definition zuriickgehen. Es sei f(x) = b® und a eine beliebige
Stelle, an der wir die Ableitung von f bestimmen wollen:

SR € B A ) I U
f(a)_ilg}z r—a _ilgrlz r—a

Um die nachfolgende Umformung besser erkennen zu kénnen, wechseln wir die Bezeichnung ein
wenig. Wir setzen h =z —a. Dann ist t =a+ h und es gilt * - a <= h =2 —a — 0. Damit
erhalten wir die folgende Beschreibung von f’:

f’(a):hmwzhm fla+h)— f(a) :hmw_

r—a Tr—a h—0 h h—0

Wir benutzen nun die fundamentale Potenzrechenregel b®+" = b - b und erhalten durch Aus-
klammern

be - (b —
f'<“>:%iﬂ%%-
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Hier ist nun wichtig, dass der Faktor b® nicht von h abhingt, so dass wir den konstanten Faktor
b® aus dem Grenzprozess ausklammern konnen:

bh—1
"(a) = b* - 1i .
fla)=b" =,

=:L(b)

bh—

(Den Beweis der Existenz des Grenzwertes L(b) = limj,_,o *5— miissen wir hier schuldig blei-
ben.) Wir haben damit aber immerhin gezeigt: Wenn dieser Grenzwert existiert, dann ist die
Exponentialfunktion f(z) = b* an jeder Stelle a differenzierbar und es gilt: f/'(a) = L(b) - b* =
L(b) - f(a) bzw. f(x) = L(b) - f(z) fir alle z.

Die Ableitung f’ der Exponentialfunktion f(z) = b ist ein konstantes Vielfaches
der Funktion f selbst: f/'(z) = L(b) - f(x) fiir alle z; oder anders formuliert:

f' ist proportional zu f.

Spezialisiert man die Gleichung f'(x) = L(b)- f(z) fiir = 0, so erhiilt man wegen f(0) = ° = 1
die Beziehung f'(0) = L(b)- f(0) = L(b); L(b) ist der Anstieg der Exponentialfunktion f(x) = b*
an der Stelle 0.

d. Die Eulersche Zahl e und der natiirlicheLogarithmus. Von besonderem Interesse
ist nun die Exponentialfunktion, fiir die der Proportionalitéitsfaktor gleich 1 ist, die also mit
ihrer Ableitung identisch ist:

Satz/Definition: Es gibt genau eine reelle Zahl e mit der Eigenschaft: Die Exponenti-
alfunktion zur Basis e stimmt mit ihrer eigenen Ableitung tiberein:

flx)y=¢" = f(z)=¢".

Diese Zahl e heif3t Eulersche Zahl.

Beweis: Die gesuchte Zahl e muss also die Eigenschaft L(e) = 1 haben. Wir machen den folgenden
Ansatz e = 27 . Dadurch ist eine reelle Zahl wohldefiniert, denn L(2) kann nicht 0 sein, da
sonst f(z) = 2% also Ableitung f’(xz) = L(2) - 2* = 0 hédtte und 2% konstant wire. Mit Hilfe der
obigen Ableitungsregel fiir Exponentialfunktionen und der Kettenregel folgt

ex:(Qﬁ)”ZQL?z ¢ ¢ -ﬁ:w%:e”.

—~
g™
8
S~—
~
Il
—~
(]
o
O
S~—
~
Il
h
—~
[\
S~—
(]
o
O

Damit ist die Existenz von e gesichert.

Aufgrund der Sonderstellung der e-Funktion verdient auch die zugehétrige Logarithmusfunk-
tion einen eigenen Namen:

Definition: Die Logarithmusfunktion log, zur Basis e wird natirliche Logarithmusfunk-
tion genannt und mit In bezeichnet:

In(z) =log.(z) =y <= €' ==x.
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Nachdem die Existenz der Eulerschen Zahl gesichert ist, kann man im Nachhinein die Ab-
leitungsregel fiir beliebige Exponentialfunktionen daraus herleiten und dabei zugleich die Be-
deutung von L(b) kldren. Die dabei verwendete Methode ist ganz allgemein anwendbar bei
Funktionen, deren Funktionsterm die Funktionsvariable x im Exponenten enthalten.

Satz: Alle Exponentialfunktionen f(z) = b* sind differenzierbar und es gilt

fx)=b" = f'(x) =b"-In(D).

Beweis: Wir stellen die Exponentialfunktion als Potenz von e dar:
h—en® Fz)=b" = e n(d)
Mit Hilfe der Kettenregel kann man nun die Ableitung von f bestimmen:
f(x) = (e2®) = 2O n(h) = 5° - In(b) .

Wir wollen nun aus der Ableitungsregel fiir die e-Funktion die Ableitungsregel fiir den
natiirlichen Logarithmus herleiten:

Satz: Der natiirliche Logarithmus In ist differenzierbar und es gilt

1
In'z = — fiir alle z € ]0, 00| .
T

Beweis: Wir wollen die Differenzierbarkeit von In hier nicht nachweisen, sondern voraussetzen,
und daraus dann die Ableitungsregel folgern.

GeméB der Definition des natiirlichen Logarithmus In(x) als Umkehrung der e-Funktion gilt
f(z) = e™®) = g fiir alle z > 0. Wir leiten nun diese Funktion ab, und zwar die linke Seite mit
der Kettenregel, wihrend die Ableitung von z natiirlich 1 ergibt. Also gilt

1= f'(z) =@ . In'(z) =2 -1In'(z).

Lost man nun diese Gleichung nach In’(z) auf, so erhiilt man wie behauptet

1
In’(z) = = fiir alle x > 0.
x

e. Die Differentialgleichung der e-Funktion. Die Definitionsforderung der Eulerschen
Zahl e, dass die e-Funktion e” ihre eigene Ableitung ist, ist durchaus bemerkenswert, erklirt
aber nicht die fundamentale Bedeutung der e-Funktion. Diese beruht auf dem folgenden Satz
iiber die Losungen einer fundamentalen Differentialgleichung. Bei Differentialgleichungen wer-
den nicht Zahlen, sondern differenzierbare Funktionen gesucht. In einer Differentialgleichung
ist eine Beziehung zwischen einer Funktion und ihrer Ableitung gegeben und das Problem ist,
die Funktionen zu finden, die diese Beziehung erfiillen. Viele physikalische, und allgemeiner na-
turwissenschaftliche, GesetzméfBigkeiten lassen sich zunéchst in Differentialgleichungen fiir eine
gesuchte Grofle formulieren, so dass die Losung solcher Differentialgleichungen von grundlegen-
der Bedeutung in vielen Naturwissenschaften ist.

3L1 Mathematik (Kg) 46 27. Februar 2009



Wir betrachten hier die Differentialgleichung f = kf. Wir suchen also die differenzierbaren
Funktionen f, deren Ableitung f’ proportional ist zur Funktion f selbst, und zwar mit dem
Proportionalitatsfaktor k:

Satz: (Die Differentialgleichung ' =k - f)
Es sei k eine reelle Zahl und f eine Losung der Differentialgleichung f' = k- f, d. h. f ist
eine differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft f'(z) = k- f(x) fiir alle x € R. Dann
gilt:

Es gibt eine reelle Zahl ¢ € R mit: f(z) =c-e"™.

Alle Losungen der Differentialgleichung f/ = k - f sind also Vielfache der Exponential-
funktion e** = (ek)®.
Dabei ist dann der Faktor ¢ gerade der sog. Anfangswert f(0) von f: ¢ = f(0).

Beweis: Wir betrachten die Quotientenfunktion

o) = 10

ekz

Da die e-Funktion nur positive Werte annimmt, ist g auf ganz R definiert. Berechnet man (mit
Quotienten- und Kettenregel) die Ableitung von g, so erhilt man fiir alle z

f'(x) et — f(x) ket f'(x) = f(z) -k

, —
9 ((L‘) - e2ka - ekx

Wegen f/(z) = k- f(z) ist der letzte Term 0, also ¢'(xz) = 0 fiir alle . Dann muss g aber iiber
dem Intervall (!) R konstant sein (s. S. 33). Also gibt es eine reelle Zahl ¢ mit g(z) = ¢ fiir alle
z € IR. Das bedeutet:

f(z)=c-e* firallex € R.

Setzt man in diese Gleichung x = 0 ein, so erhilt man f(0) = ¢, wie behauptet.

Dieser Satz ist die entscheidende Grundlage fiir die universelle Bedeutung der Exponen-
tialfunktion. Bei allen Naturvorgéingen, bei denen die momentane Anderungsrate (f'(z)) einer
Grofle f(z) proportional zur GroBe f(z) selbst ist, ergibt sich f als Vielfaches einer Exponential-
funktion. Beispiele sind radioaktive Zerfallsprozesse, elektrische Entladungsprozesse, Ausschalt-
vorgénge bei Spulen, aber auch Wachstumsprozesse in der Biologie oder Aufladungsvorgénge
in der Elektrizititslehre; iiberall werden die entscheidenden Groéfien durch die e-Funktion be-
herrscht.

Es ist schwer, die Bedeutung der e-Funktion inner- wie auflerhalb der Mathematik zu
iiberschétzen!

f. Die Regeln von de I"Hospital. Dies sind keine besonderen Regeln fiir Exponential-
funktionen, sondern sie stellen eine sehr allgemein anwendbare Methode zur Bestimmung von
Grenzwerten dar. Sie werden hier behandelt, da sie bei der Untersuchung transzendenter Funk-
tionen hiufig benutzt werden.

Es geht um die Bestimmung von Grenzwerten von Funktionen der Form f(z) = ig; Sind

g und h stetig und bei a definiert, so wissen wir aufgrund der Grenzwertsitze bereits:

h(a)¢oz>£g%:%, (1)
h(a) =0, g(a) #0 = allir}z % =00. (2)

Offen ist der Fall g(a) = h(a) = 0. Welchen Wert dann lim 22 annimmt, haben wir bei

z—a P(@)
ganzrationalem g und h mit Hilfe der Polynomdivision untersucht. Die Regeln von de ’Hospital
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stellen eine weitgehende Verallgemeinerung dar; sie basieren auf der Differentialrechnung. Die
folgenden Uberlegungen enthalten die Grundidee der Regel von de I’Hospital im einfachsten Fall.
Unter der Voraussetzung g(a) = h(a) = 0 gilt:

g(x) _g@)—gla) _gx)—gla) w—a _ "E
h(z)  h(z)— h(a) T—a h(z) — h(a) h(fﬂﬁ)U:Z(a) :

Wir erhalten also einen Quotienten der Differenzenquotienten von g und h. Sind nun ¢ und h
differenzierbar bei a, so strebt der Zéhler gegen ¢’(a) und der Nenner gegen h'(a). Der ganze
Bruch strebt dann gegen Z: EZ% — vorausgesetzt h'(a) # 0! Insgesamt ergibt sich so die folgende
zusétzliche Regel fiir bei a differenzierbare g, h:

_ P . g(x)  g'(a)
g(a) - h(a’) - 07 h (a’) 7& 0 = a%gr(lz h(fI,') - h’(a) . (3)
Anwendungsbeispiele:

x2 —3x

im =-3

z—0 e* — 1

. et —e . —e 7
lim 5 = lim = —.
zx——1 x4 —1 x——1 2 2

Nun kann es aber sein, dass auch h'(a) = 0 ist, wie in folgendem Beispiel:

et —1
lim 5
r—0 x

Darauf ist (3) dann nicht anwendbar. Wohl aber die folgende umfassende Form der Regel von
de "Hospital, deren Beweis jedoch nicht so einfach wie der obige ist.

1. Regel von de I’Hospital: (Grenzwerte vom Typ %) Es sei a eine Stelle im oder am
Rande des Definitionsbereichs von g und h. Beide Funktionen seien in einer Umgebung
von a differenzierbar und dort gelte h'(x) # 0. Dann gilt:

(4)

r—a r—a r—a h((L‘) - r—a h/(fL‘) ’

vorausgesetzt der letztgenannte Grenzwert existiert in IR oder ist gleich +o0.

Die Vorteile dieser allgemeinen Form sind

1. Anwendbarkeit auch bei h'(a) = 0,

2. rekursive Anwendbarkeit bei ¢’'(a) = h'(a) =0

3. Anwendbarkeit, wenn g, h bei a nicht definiert sind.
Die néchsten drei Beispiele belegen jeden dieser Vorteile:

et —1 et et -1 .er
lim = lim — = 4+oco0, lim = lim — = 400,
z—0 g2 z—0 21 (2) N 2 2N\0 22

e —2eT +1 . 2% —2¢" 4e2® —2e® 4 —2
lim = lim = lim = =1,
z—0 (I,'2 z—0 2x z—0 2 2

1

1 1 P 1
im 2EFD o B =1
r—0 1 —e® z—0 —e z—0 —(x + 1)e®
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Die zweite Regel von de I’'Hospital betrifft Grenzwerte vom sog. Typ %, d. h. lim

= i ) im
Falle lim h(z) = +o00. Aufgrund der Grenzwertsiitze ist uns hierzu bekannt:
r—a
lim h(x) = +o00, g bei a beschrinkt = lim 9() =0. (5)
r—a r—a h({I,‘)

Mit Hilfe der Differentialrechnung kann man weitere Félle behandeln:

2. Regel von de I’Hospital: (Grenzwerte vom Typ %) Es sei a eine Stelle im oder am
Rande des Definitionsbereichs von g und h. Beide Funktionen seien in einer Umgebung
von a differenzierbar und dort gelte h'(x) # 0. Dann gilt:

. _ . og(x) . g(@)
lim h(w) = koo = lim 375 = lim 257 (6)

vorausgesetzt der letztgenannte Grenzwert existiert in IR oder ist gleich +o0.

Als wichtigstes Anwendungsbeispiel dafiir formulieren wir:

Folgerung: Die Exponentialfunktion wéchst stirker als jede Potenz:

fL‘k
lim — =0 fiirallek >0,
z—o0 et
. h(x) o . .
lim =0 fiir jede ganzrationale Funktion h .
Tr—0o0 €

Enstprechend gilt: Die Logarithmusfunktion In wéchst schwécher als jede Potenz:

1
lim n(:) =0 fiirallek >0,
Tr—00 €T
In(z) L . . .
1 =0 fiir jede nicht konstante ganzrationale Funktion h .
+o5 h(a)

g. Wachstums- und Zerfallsfunktionen. (Dieser Abschnitt wird bei der néichsten Uber-
arbeitung vor Abschnitt e. eingefiigt.) In vielen Anwendungsbeziigen treten sog. exponentielle
Wachstums- und Zerfallsfunktionen auf. Dies sind Vielfache von Exponentialfunktionen, also
durch einen Funktionsterm folgender Art beschrieben:

flz)=c-a" (¢#0,a>0).

Dabei ist ¢ = f(0) der sog. Anfangswert und a = % = fifc(;r)l) der Anderungsfaktor (bei

Anderung von x um eine Einheit: Az = 1). a gibt also an, mit welchem Wert f(z) multipliziert
wird um f(z + 1) zu erhalten.

Ist @ > 1, so handelt es sich um eine Wachstumsfunktion, bei 0 < a < 1 um eine Zerfalls-
funktion. Den Anderungsfaktor nennt man dann auch Wachstums- bzw. Zerfallsfaktor.

Der Anderungsfaktor ist eng verkniipft mit der relativen durchschnittlichen Anderungsrate
p (pro Einheit Az):

@) - @) fe+D)
f() f(@)
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Die hier betrachteten Funktionen sind gerade die, bei denen diese Anderungsraten unabhdngig
sind von x! An jeder Stelle z ist der Anderungsfaktor bzw. die relative durchschnittliche Ande-
rungsrate (fiir den Zuwachs Az = 1) unveréindert gleich a bzw. gleich p = a — 1.

Jede exponentielle Wachstums- bzw. Zerfallsfunktion f(z) = ¢ - a” ldsst sich durch die
e-Funktion beschreiben:

flz)=c-a"=c- (eln“)x =c.ern@) = ¢ ko (k=1n(a)).

Die hier bei auftretende Konstante k& wird im Lehrbuch als Wachstums- bzw. Zerfallskonstante
bezeichnet. Thre Bedeutung erkennt man, indem man eine solche Wachstumsfunktion ableitet:

flx)=c-e* k=k- f(x).

Wir sehen wieder (vgl. unseren Einstieg in die Differentialrechnung der Exponentialfunktionen,
S. 45), dass die Vielfachen von Exponentialfunktionen eine Ableitung f’ haben, die proportional
ist zur Ausgangsfunktion f. Und der Proportionalitétsfaktorist gerade &k = Ina. Nach k aufgelost
erkennt man:

k J;/((f)) ist die relative momentane Anderungsmte von f.

Die Wachstums-/Zerfallskonstante k = Ina ist der natiirliche Logarithmus des
Anderungsfaktors a und gibt die relative momentane Anderungsrate der Funk-

tion f an: k = J}/((j)). Dies ist das Verhiltnis des momentanen Anstiegs f’(z) zum

Bestand f(x).

Die obigen Uberlegungen zur Differentialgleichung f = kf zeigen, dass eine Funktion mit
konstantem & (mit konstanter relativer momentaner Anderungsrate k) notwendig die obige Ge-
stalt f(x) = c-e* = c-a® (a = €*) haben muss! Es gibt keine anderen Funktionen mit dieser
Eigenschaft!
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§7 Die trigonometrischen Funktionen

a. Wiederholung: Definition am Einheitskreis. Wir be-
trachten den sog. Einheitskreis, den Kreis vom Radius 1, in
einem kartesischen Koordinatensystem und beliebige Punkte
P darauf. Diese kénnen auf verschiedene Weisen beschrieben
werden (siehe Skizze):

Sin(t) Lo P

1. Durch den Winkel o zwischen positiver z-Achse und der 1 -\t =arca
Verbindung vom Zentrum zu P. Dieser Winkel wird mit ei-
nem Vorzeichen versehen, positiv bei Drehung gegen Uhr- cos) |1 =
zeigersinn und negativ im umgekehrten Fall.

2. Durch die Mafizahl ¢t der Liange des den Winkel beschrei-
benden Kreisbogens auf dem Einheitskreis, das sog. Bogen-
maflt = arc a des Winkels, wieder mit dem entsprechenden
Vorzeichen je nach Drehrichtung.

3. Durch die beiden Koordinaten von P. In Abhéngigkeit vom
Bogenmaf t erhalten die Koordinaten von P einen Namen:
Die z-Koordinate ist der Cosinus cos(t), die y-Koordinate
ist der Sinus sin(t).
Auf diese Weise sind die trigonometrischen Funktionen sin und cos fiir beliebiges t € IR definiert.
Fiir 0 <t < 7, d. h. fiir Winkel a zwischen 0% und 90° erhiilt man aus dem Strahlensatz die
bekannte Beschreibung von Sinus und Cosinus am rechtwinkligen Dreieck:

. Gegenkathete Ankathete
sin(a) = —, cos(«)

Hypotenuse ’ B Hypotenuse ’

wobei priziser formuliert jeweils die Lange der entsprechenden Dreiecksseiten gemeint ist. Diese
Beschreibung ist aber nur fiir spitze Winkel richtig, wihrend die obige Definition am Einheits-
kreis allgemeingiiltig ist.

Aus der Definition am Einheitskreis entnimmt man unmittelbar die folgenden grundlegen-
den Eigenschaften:

—1 <sin(t) < +1, —1 < cos(t) < +1 (1)

Genauer ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras:

sin?(t) 4 cos?(t) = 1 (2)

Weiter gilt:

sin(t 4 27) = sin(t)

sin und cos haben die Periode 27 : {cos(t + 2m) = cos(t) )

Indem man den Punkt P mit dem an der z-Achse gespiegelten Punkt vergleicht, erkennt man:

cos(—t) = cos(t): cos ist achsensymmetrisch,
sin(—t) = —sin(¢):  sin ist punktsymmetrisch.

(4)

Mit Hilfe einer genauen Zeichnung des Einheitskreises erhilt man etwa den folgenden Verlauf
der Graphen der beiden trigonometrischen Funktionen:
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cos — |

sin

In dieser Skizze erkennt man eine Reihe weiterer Symmetrien, die sich alle aus entsprechen-
den Symmetrien am Einheitskreis ergeben (siehe Skript EPhase, S. 64). Eine besonders wichtige
wollen wir hier noch festhalten: Verschiebt man den Graphen der Cosinus-Funktion um 5 nach
rechts, so erhélt man den Graphen der Sinus-Funktion: cos(t — %) = sin(¢). Umgekehrt ergibt

dieselbe Verschiebung beim Sinus-Graphen den Graphen von — cos: sin(t — §) = — cos(t).

cos(t — 5) =sin(t), sin(t— 5) = — cos(t) (5)

b. Analytische Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen. Wir bemerken
zunéchst, dass aufgrund der obigen Definition die trigonometrischen Funktionen stetig sind:
Nahert sich ndmlich das Bogenmafl ¢ einem festen Wert ¢y, so ndhert sich der zugehorige
Punkt P = (cos(t), sin(t)) auf dem Einheitskreis dem Punkt (cos(tp), sin(tp)), insbesondere also
cos(t) — cos(tp) und sin(t) — sin(tp).

sin und cos sind stetig. (6)

Wir wollen dies nun zur Differenzierbarkeit verschérfen. So wie die Ableitungsformel fiir die
Exponentialfunktionen auf deren Funktionalgleichung exp(x + y) = exp(x) - exp(y) beruhte,
benutzen wir fiir die Ableitung der trigonometrischen Funktionen die

Additionstheoreme: Fiir beliebige a,b € R gilt:

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) ,
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b), sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) .

Diese lassen sich durch elementar-geometrische Uberlegungen beweisen.

Mit Hilfe der Additionstheoreme kénnen wir die Differenzierbarkeit von sin und cos an einer
beliebigen Stelle ty zuriickfithren auf die Differenzierbarkeit an der Stelle 0: Setzt man in einem
der Additionstheoreme a =t und b =t — tg, so erhilt man

sin(t) = sin(tg) cos(t — to) + cos(ty) sin(t — to) (A)

Sind nun cos und sin an der Stelle 0 differenzierbar, so sind nach der Kettenregel cos(t —ty) und
sin(t — to) an der Stelle ¢y differenzierbar. Mit Faktor- und Summenregel folgt dann aus (A),
dass auch sin(¢) an der Stelle ¢y differenzierbar ist mit

sin’ (o) = sin(tp) cos’(0) + cos(tg) sin’(0) fiir jedes to € R.
oder in vertrauterer Darstellung:
sin’(t) = sin(¢) cos’(0) + cos(t) sin’(0) . (7)
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Damit braucht man nur noch die Differenzierbarkeit beider Funktionen an der Stelle 0 zu un-
tersuchen. Wir zeigen nun, dass beide Ableitungswerte existieren, und zwar:

sin(0) =1 und cos’(0) =0. (8)
Die Bestimmung dieser Grenzwerte beruht auf der Abschétzung: 1
in(t
cos(t)<¥<1 firt #0. (%)

/—1—

Der nebenstehenden Skizze entnehmen wir: sin(t) < ¢ < d (bei
t > 0 und ¢t < 7). (Diese anschaulich einsichtigen Tatsachen
ergeben sich durch einen Léngen- (sint < ¢) und durch einen Ald

Fliachenvergleich (¢ < d). Eine priizise Begriindung erfordert ge- sin(t)

von krummlinig begrenzten Fldchenstiicken, die wir im Rahmen
der Integralrechnung behandeln werden.) Mit Hilfe des Strahlen-

naue Begriffe der Bogenlidnge von Kurven und des Flacheninhalts cos(D) /1 p

sin(¢)
cos(t)

satzes erhalten wir fiir die Grofie d: ¢ = = tan(t). Insgesamt

folgt also:
sin(t)
cos(t)

sin(t) <t sowie t<

Mit den iiblichen dquivalenten Umformungen erhilt man dann (x).
Im Fall t < 0 argumentiert man sinngeméf.
Wegen lin% cos(t) = cos(0) = 1 folgt aus () mit dem Schachtelungssatz die Existenz des Grenz-

wertes
in(¢
i S0 _
t—0 t

Also ist sin an der Stelle 0 differenzierbar mit sin’(0) = 1.

Da cos(t) in einer Umgebung von 0 positiv ist, erhilt man aus (2), dem Satz des Pythagoras,
cos(t) = 4/1 —sin?(t). Da sin an der Stelle 0 differenzierbar ist, erhalten wir mit bekannten
Ableitungsregeln und der Kettenregel dann: cos ist an der Stelle 0 differenzierbar und es gilt

cos'(0) = S (—25sin(0) sin’(0)) = 0.

24/1 — sin?(0)

Insgesamt erhalten wir nun aus (7) und (8): sin ist iiberall differenzierbar und es gilt sin’(t) =
cos(t). In gleicher Weise untersucht man die Differenzierbarkeit von cos. Insgesamt folgt damit
der fundamentale

Satz: Die trigonometrischen Funktionen sin und cos sind differenzierbar, und es gilt:

sin’ = cos, cos’ = —sin .

c. Die Schwingungsdifferentialgleichung. Die trigonometrischen Funktionen sind zu-
néchst (schon dem Namen nach) mit geometrischen Fragen verkniipft. Thre besondere universelle
Bedeutung in der Physik und allgemein in den Naturwissenschaften verdanken sie aber einer
anderen Tatsache. Aufgrund der obigen Ableitungsregeln erhalten wir sin” = — sin und cos” =
—cos. Die beiden Funktionen sin und cos sind also Losungen der Gleichung f” = —f. Man
nennt dies eine Differentialgleichung, weil hier eine Beziehung zwischen f und deren Ableitungen
hergestellt wird.

Das entscheidende Resultat ist nun: Jede Losung dieser Differentialgleichung ist durch die
beiden trigonometrischen Funktionen darstellbar. Dies hat zur Folge, dass iiberall, wo physika-
lische Groflen der obigen (oder einer eng verwandten) Differentialgleichung geniigen, notwendig
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die trigonometrischen Funktionen in Erscheinung treten. Die physikalischen Gréfien verhalten
sich also periodisch, es liegen harmonische Schwingungen vor. Daher nennt man diese Differen-
tialgleichung (und eng verwandte) auch Schwingungsdifferentialgleichung.

Satz: (Die Differentialgleichung f” = —f)
a) Ist f eine zweimal differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft f" = —f, so gibt es geeignete
Konstanten a,b € R mit

f(t) = asin(t) + bcos(t) .

Dabei sind a = f'(0) und b = f(0) die sog. Anfangswerte von f. (a,b) 7 b

b) Jede solche Funktion lésst sich auch in folgender Form darstel-

len: C\4
f(t) = Asin(t + @) :

</

mit A >0, A%2 = a? + b? und dem Winkel ¢ mit Acosyp = a und @
Asing = b (siehe nebenstehende Skizze, fiir A # 0 ist ¢ eindeu-

tig im Bereich | — w, 7]). Damit hat der Graph von f folgendes

Aussehen:

ME S
o~

A gibt also den gréfiten Wert von f an (physikalisch: die Amplitude der Schwingung) und ¢ die
sog. Phase (oder den Phasenwinkel) der Schwingung im Start(zeit)punkt.

Beweis: a) Gesucht sind Zahlen a,b mit f(t) = asin(t) +b cos(t). Dies ist nur eine Gleichung
fiir zwei Unbekannte. Da diese Gleichung aber fiir jedes t gelten soll, erhdlt man durch Ableiten
daraus eine zweite: f'(t) = acos(t) — bsin(t). Damit hat man ein System von 2 Gleichungen fiir
2 Unbekannte:

f(t) = a sin(t) + b cos(t)
f'(t) = a cos(t) — b sin(t)

Diese 16se man wie tiblich nach a,b auf. Multiplikation der ersten Gleichung mit sin(t), der
zweiten mit cos(¢) und Addition ergibt

Genauso erhélt man
b= f(t)cos(t) — f'(t) sin(t) .

Man iiberpriift leicht, dass die so gefundenen Terme fiir a,b die behauptete Darstellung in
a) liefern. Man muss aber noch zeigen, dass a, b tatsichlich Konstanten sind und nicht von ¢
abhéngen!
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Erst hierfiir wird die Voraussetzung an f benutzt: f”/ = —f. Mit ihrer Hilfe zeigen wir, dass
die fiir a, b gefundenen Funktionsterme die Ableitung 0 haben, also konstant sind:

(f(8) sin(t) + f'(t) cos(t))" = f'(t) sin(t) + f(t) cos(t) + f"(t) cos(t) + f'(t)(~sin(t))

= f(t) cos(t) + (—f(t)) cos(t) =0.
Genauso zeigt man, dass b konstant ist. Setzt man in der Darstellung f(t) = asin(t) + b cos(t)

t = 0 ein, so erhélt man f(0) = a-04b-1 = b, und entsprechend gewinnt man aus der Darstellung
fiir f” auch die letzte noch offene Behauptung von a): f/(0) = a.

Fiir die Darstellung b) benutzt man die Additionstheoreme:
Asin(t + ¢) = A - (sin(t) cos(p) + cos(t) sin(p)) = A cos(p) - sin(t) + Asin(yp) - cos(t) .
Dies ist gleich f(t) = asin(t) 4+ bcos(t), wenn folgendes gilt:
a= Acos(p) und b= Asin(yp).

Der Satz des Pythagoras ergibt a? 4+b? = A2(cos?(p) +sin®(p)) = A% und der Winkel ¢ ist dann
bestimmt durch

=sin(y), bzw. (a,b) = (Acos(p), Asin(p)),

|

5 sy,

wie in der Skizze dargestellt.

Anmerkung (nicht nur fiir Physiker): Die allgemeine Schwingungsdifferentialgleichung lautet
f" = —kf mit positivem k. Setzt man w = vk, so erhélt man die handlichere Form f” = —w?f.
Setzt man nun g(t) = f(1), so erfiillt g die Differentialgleichung g” = —g, denn:

w

o) =11y = g =21
— §'(1) = I"(2) = 5 (~wPA(2) = g1

Nach dem vorangehenden Satz folgt also g(t) = asin(t) + bcos(t) = Asin(t + ¢). Wegen f(t) =
g(wt) ergibt sich damit der
Satz: Jede Losung der sog. Schwingungsdifferentialgleichung f” = —w? f ist von der Form

f(t) = asin(wt) + beos(wt) = Asin(w(t + o))

mit f(0) =b, f(0) =wa, A= +va?+b? und (a,b) = (A cos(wty), Asin(wtyp)).
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