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Übungen (3)

Exponentialfunktionen

1) Stammfunktionen: S. 86, Aufgabe 10; S. 94, Aufgabe 4

2) Integrale: S. 94, Aufgabe 5; S. 86, Aufgabe 12

Der Logarithmus in der Integralrechnung

3) Stammfunktionen: S. 95, Aufgabe 8

4) Integrale: S. 93, Aufgaben 10–11
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Übungen (3) — Lösungen

1) S. 86, Aufgabe 10:

a) F (x) = ex, b) F (x) = ex+1, c) F (x) =
1

2
· e2x,

d) F (x) =
1

2
· e2x−3, e) F (x) = −e−x, f) F (x) = −

1

3
· e−3x+2.

S. 94, Aufgabe 4:

a) F (x) = 3e2x+1 ·
1

2
=

3

2
· e2x+1, b) F (x) = 2e−x+1 ·

1

−1
= −2e−x+1,

c) F (x) = −0,5e2− 1

2
x ·

1

− 1

2

= e2− 1

2
x, d) F (x) =

1

2
(ex − e−x),

e) f(x) = (ex − e−x)2 = e2x − 2 + e−2x , F (x) =
1

2
e2x − 2x −

1

2
e−2x ,

f) f(x) = (ex + e−x)2 = e2x + 2 + e−2x , F (x) =
1

2
e2x + 2x −

1

2
e−2x .

2) S. 94, Aufgabe 5:

a)

∫ 3

1

2e3x dx =
[2

3
e3x

]3

1
=

2

3
· (e9 − e3) =

2

3
e3 · (e6 − 1) ≈ 5388,67,

b)

∫ 1

−1

3e−x dx =
[

− 3e−x
]1

−1

= −3e−1 + 3e = 3e −
3

e
≈ 7,05,

c)

∫ 3

−2

(ex − e−x) dx =
[

ex + e−x
]3

−2

= (e3 + e−3) − (e−2 + e2)

= e3 − e2 −
1

e2
+

1

e3
≈ 12,61,

d)

∫ 1

0

(e−x + x) dx =
[

− e−x +
1

2
x2

]1

0

= −e−1 +
1

2
+ 1 =

3

2
−

1

e
≈ 1,13,

e)

∫ 0

−1

(ex − x − 1) dx =
[

ex −
1

2
x2 − x

]0

−1

= 1 − (e−1 −
1

2
+ 1) =

1

2
−

1

e
≈ 0,13,

f)

∫ 1

0

(ex − 1)2 dx =

∫ 1

0

(e2x − 2ex + 1) dx =
[1

2
e2x − 2ex + x

]1

0

= (
1

2
e2 − 2e + 1) − (

1

2
− 2) =

e2

2
− 2e +

5

2
≈ 0,76,

S. 86, Aufgabe 12:

∫ 1

0

kex dx = e ⇐⇒
[

kex
]1

0

= e ⇐⇒ ke − k = e ⇐⇒ k =
e

e − 1
≈ 1,58a)

∫ 1

0

(ex + kx) dx = 2 ⇐⇒
[

ex +
k

2
x2

]1

0

= 2b)
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⇐⇒ e +
k

2
− 1 = 2 ⇐⇒ k = 2(3 − e) ≈ 0,56

∫ k

0

ex dx = e ⇐⇒ ek − 1 = e ⇐⇒ k = ln(e + 1) ≈ 1,31c)

∫ 2

0

kekx dx = e − 1 ⇐⇒
[

ekx
]2

0
= e − 1 ⇐⇒ e2k − 1 = e − 1d)

⇐⇒ e2k = e ⇐⇒ 2k = 1 ⇐⇒ k =
1

2

3) S. 95, Aufgabe 8:

a) f(x) =
3

x
−

2

x2
+

1

x − 1
= 3x−1 − 2x−2 + (x − 1)−1,

F (x) = 3 ln |x| + 2x−1 + ln |x − 1| = 3 ln |x| +
2

x
+ ln |x − 1|,

b) f(x) =
1 − x − x2 − x4

2x2
=

1

2
(x−2 − x−1 − 1 − x2),

F (x) =
1

2
· (−x−1 − ln |x| − x −

1

3
x3) = −

1

2x
−

1

2
ln |x| −

1

2
x −

1

6
x3,

c) f(x) =
1

3(x − 4)
+

1

2(x + 3)
, F (x) =

1

3
ln |x − 4| +

1

2
ln |x + 3|,

d) f(x) =
2

2x + 1
−

3

3x − 1
+

1
1

2
x + 1

, F (x) = ln |2x+1|− ln |3x−1|+2 ln |
1

2
x+1|,

Anmerkung: Auch F2(x) = ln |2x+1|− ln |3x−1|+2 ln |x+2| ist eine Stammfunk-
tion von f . Wie erklären Sie den scheinbaren Widerspruch?

e) f(x) =
−3x3 + 1

2
x2 − 5x − 3

x2
= −3x +

1

2
− 5x−1 − 3x−2,

F (x) = −
3

2
x2 +

1

2
x − 5 ln |x| +

3

x
,

f) f(x) =
2

x
−

3

x + 1
, F (x) = 2 ln |x| − 3 ln |x + 1|,

g) f(x) =
2

x − 1
−

3

x + 2
, F (x) = 2 ln |x − 1| − 3 ln |x + 2|,

h) f(x) =
x − 4

x − 5
= 1 +

1

x − 5
(notfalls Polynomdivision!),

F (x) = x + ln |x − 5|,

i) f(x) =
2x + 1

2x − 1
= 1 +

2

2x − 1
, F (x) = x + ln |2x − 1|.

Das in den Beispielen h), i) angewendete Verfahren lässt sich auf alle rationalen
Funktionen anwenden, bei denen der Nenner linear ist: Man führt zunächst Po-
lynomdivision durch; als Ergebnis erhält man eine ganzrationale Funktion g(x) +

eine rationale Funktion der Form
c

ax + b
mit Konstanten a, b, c ∈ IR. Eine Stamm-

funktion der letzteren ist F (x) =
c

a
· ln |ax + b|.
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4) S. 93, Aufgabe 10:

a)

∫

−6

−2

1

x
dx =

[

ln |x|
]

−6

−2

= ln6 − ln 2 = ln
6

2
= ln 3,

b)

∫ e

1

1

x
dx =

[

ln |x|
]e

1

= ln e − ln 1 = 1,

c)

∫ 2

0,5

1

x
dx =

[

ln |x|
]2

0,5
= ln 2 − ln

1

2
= ln 2 − (ln 1 − ln 2) = 2 ln 2,

d)

∫

−1

−5

1

x
dx = ln 1 − ln 5 = − ln 5,

e/f) Das zu berechnende Integral

∫ b

a

1

x
dx ist wegen des Pols von

1

x
nur definiert,

wenn a, b > 0 oder a, b < 0, also a, b gleiches Vorzeichen haben. Dann ist b
a

positiv
und es gilt:

∫ b

a

1

x
dx = ln |b| − ln |a| = ln

|b|

|a|
= ln

∣

∣

∣

b

a

∣

∣

∣
= ln

b

a
.

Man erhält also in e) und f) dasselbe Ergebnis:

Haben a, b gleiches Vorzeichen, so gilt:

∫ b

a

1

x
dx = ln

b

a
.

Man kann diese allgemeine Formel natürlich auch zur Berechnung der vorangehen-
den Aufgaben a)–d) benutzen.

S. 93, Aufgabe 11: Alle Integrale sind definiert, da die Definitionslücken der
(rationalen, also stetigen) Integranden nicht im Integrationsintervall liegen.

a)

∫ 3

2

1

x − 1
dx =

[

ln |x − 1|
]3

2

= ln2 − ln 1 = ln 2 ≈ 0,69,

b)

∫ 1

−1

3

x + 5
dx = 3 ·

[

ln |x + 5|
]1

−1

= 3(ln 6 − ln 4) = 3 ln
3

2
≈ 1,22,

c)

∫ 0

−1

1

3x − 6
dx =

[1

3
ln |3x − 6|

]0

−1

=
1

3
(ln 6 − ln 9) =

1

3
ln

2

3
≈ − 0,14,

d)

∫ 3

2

4

5x + 10
dx =

4

5

∫ 3

2

1

x + 2
dx =

4

5

[

ln |x + 2|
]3

2

=
4

5
(ln 5 − ln 4) ≈ 0,18,

Korr.

e)

∫ 3

−1

−7

−2y + 8
dy =

∫ 3

−1

−7

−2x + 8
dx =

7

2

∫ 3

−1

1

2x − 4
dx =

7

2

[

ln |2x − 4|
]3

−1

=

7

2
(ln 1 − ln 5) = −

7

2
ln5 ≈ − 5,63.
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