4L1 Mathematik (Kg) 25. Mirz 2009

Ubungen zur Flichenberechnung aus dem Lehrbuch
Lambacher Schweizer, Analysis, Grundkursband, Klett-Verlag

1) LS, p. 141, Nr. 3

Ergebnisse:

a) A= 32, b) A=2%, c) A=9,

d) A=28, e) A=4, f) A= 4.
Lésung:

a) f hat nur eine Nullstelle bei 0, diese liegt nicht im Innern des Integrationsintervalls,
also findet im Integrationsbereich kein Vorzeichenwechsel statt. Wir berechnen daher
die gesuchte Fléiche als Betrag des entsprechenden Integrals:

4 3

1 ;74 4 32

/ (—0,52%) dx = [— 6:63} :—F—O:—E ~ —10,67.
0 0

Damit ist die gesuchte Fliche A = % ~ 10,67.
b) Wieder hat f nur eine Nullstelle bei 0, diese liegt nicht im Innern des Integrations-
intervalls. Also ist der gesuchte Flacheninhalt der Betrag des folgenden Integrals:

/0053d [1 4}0 0 1. (3 10,125
x'dr = |<z =0—=-(-3)'=——=— .
-3 ’ 8 -3 8 8 ’
Damit ist A = & = 10,125.

¢) f(z) = 2? — 4 = (x — 2)(z + 2) hat die beiden Nullstellen 4-2. Keine liegt im Innern
des Integrationsintervalls, also:

/2(x2—4)dx—[1x3—4xr S S g
L3 -1 3 3 - -

-1

d) f(z) = —32% — 1 = —3(2® + 1) hat nur die Nullstelle —1. Diese liegt nicht im

Integrationsintervall, also:

3 4

1, 1, 13 3 1 2% 2

28— 1)d :[—— _ } — 2 3 (———1)=-2 A== 1867.
/1( 57 —1dx Y T T 12 ( ) 3 3 ~ 8,07

e) f(z) = 323 — 3z = 3x(2? — 9) hat die Nullstellen 0 und +3. Keine davon liegt im
Integrationsintervall, also:

2
1 1 3 5,12 16 12 14 14
/(—:cg—?)x)dx:[—:c‘l——:cﬂ = ———=——, A="—"r~467.
) 12 2 Jo 12 2 3 3
f) f(z) = —-Z% hat keine Nullstellen, aber bei 0 einen Pol. Dieser liegt nicht im In-

tegrationsbereich, so dass die Fldche iiber das nachfolgende Integral berechnet werden
kann:

-5 -5
1 =5 17-5 1 1 1 1
_— d = — -2 d = [ _1i| = |:—i| = —— _— = —— A:—.
/_10< 562) ’ /10( v ) de = |z —10  Llaxl-10 5 + 10 10’ 10
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2) LS, p. 141, Nr. 4

Ergebnisse:

a) A= %, b) A =18, c) A= 3,

d)A:llﬁ7 e)A:%, f)A:%,
Lésung:

Wir 16sen die Aufgabe ohne Skizze der Graphen.

Da die vom Graphen und der x-Achse eingeschlossene Flache gesucht ist, miissen wir
die Integrationsgrenzen selbst bestimmen. Dies sind die Nullstellen von f.

a) f(z) = 20? — 8 = 2(2% — 4) hat die Nullstellen 2. Da nur zwei Nullstellen vorliegen,
braucht nur ein Integral berechnet zu werden:

-2 3

Also ist der gesuchte Flicheninhalt A = % ~ 21,33.

Beachten Sie: Wegen der Achsensymmetrie von f und der Symmetrie der Integrations-
grenzen ist eine Vereinfachung der Rechnung méglich (siehe Ubung (2), Aufgabe 2)).
b) f(z) = 0,522 — 3z = sx(z — 6) hat die Nullstellen 0 und 6. Wir erhalten

61 1
/0 (5562 —3x)dx = [6:63 — 5%

c¢) f(x) = (x —1)? —1 = 22 — 22 = z(z — 2) hat die Nullstellen 0 und 2. Wir berechnen

= — —-.6°=-18, A=18.

2
4 4

/($2—2$)d£13:[—£€ —wQ} :§—4:——, A=-.

. 3 3 3

d) f(x) = 2* — 422 = 2%(2? — 4) hat die Nullstellen 0 und £2. Da bei der mittleren

Nullstelle 0 kein VZW stattfindet (doppelte Nullstelle), hat f zwischen —2 und +2
einheitliches Vorzeichen und die gesuchte Fliache A ist gleich dem Betrag des Integrals:

A:'/_Z(w4—4x2)dx .

Wir berechnen also

2
1. 4.2 32 32 32 39 128
4 2 5 3
_ 4 d:[— __} B B L A
/_2@ Jdv = |g2" =07 =F - -5 t3) 15

und erhalten als Fliche A = % ~ 8,53. (Auch hier ldsst sich wieder die Symmetrie zur
Vereinfachung benutzen.)

e) f(z) = —1a3 + 227 — 5z = —Lz(2? — 102 + 25) = —2z(z — 5)? hat die Nullstellen 0
und 5. Also berechnen wir

5 2
1 4 9 1 4 24 5 57° 9 x 2¢ 5.1°
ERIE TP P JE DY) O O
/0(5:c+:l; x)dx 508 T3¢ 5%, :c(20+3 2)0
5 10 5 —15+40—-30 125
=25 (——4+——=-)—0=25- - _
(4+3 2) 12 127
12
A=1B 1042
12
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f) fz) = =3z—T+% = % hat nur eine Liicke, einen Pol bei 0 ohne VZW. Der
kubische Z#hler hat eine Nullstelle bei —1 (Koeffizienten des Zahlers 3, 4,7 legen einen
Versuch mit x = +1 nahe). Polynomdivision ergibt 323 +72% —4 = (z+1)(32% + 42— 4)

und der quadratische Faktor hat die Nullstellen

2 [4 4 2 4 2
&ﬁ+m—4:0¢:x:—§i §+§:—§i§<:>x:§V$:—Z

f hat zwar drei Nullstellen, aber dazwischen liegt ein Pol bei 0. Also schlief3t der Graph
von f mit der x-Achse nur ein Flichenstiick ein, und zwar in den Grenzen von —2 bis
—1. Wir berechnen daher

~1
3 -1 3 1
/ (=32 —T+4z™?)de = [— —w2—7x—4x_1} =——4+74+4—(—6+14+2)= ——.
-2 2 -2 2 2
und erhalten als von Graph und z-Achse eingeschlossener Fliche A = %

g) f(x) =2 —2* = —x(2® — 1) hat nur die Nullstellen 0 und 1. Wir berechnen also

1
1 1 41 1 1 3 3
/(:E—x‘l)dx:[—:cQ——:cﬂ =———-=—, A=—.
; 2" "5 T2 5710 10

h) f(z) = 23 — 42% 4+ 3z = z(2? — 42+ 3) = z(x — 3)(z — 1) (Vieta!) hat die Nullstellen
0, 1 und 3. Alle Nullstellen sind einfach und folglich mit VZW. Graph und x-Achse
schlieflen also zwei Flachenstiicke ein. Wir berechnen zunéchst die beiden Integrale:

1
1 4 3,9 1 4 3 5
3 2 4 3 2
— 4?4 30)de = ot - Set 4 Da? =SS 0=
/0(:10 x” + 3z)dx L it Py Bl D
3
1 4 3 513 81 27 1 4 3
3 2 4 3 2
— 42 + 32)d :[— _Z -—} = (Z-86+ ) - (5 °
/1(:10 z° + 3z)dx i 3:c+2:c1(4 —1—2) (432)
_1—52 S.0
_ 9. > _ 8
4 12 3
Die gesuchte eingeschlossene Fliche ist die Summe der Betréige der beiden Integrale:
8 5 37
A=-+—=—~=3,08.
3 + 12 12 ’

i) f(z) = 2(3 — 22) hat die Nullstellen 0 und #++/3. Alle sind einfach, so dass jeweils
ein VZW stattfindet: Der Graph von f schliefit mit der z-Achse zwei Flachenstiicke ein.
Wegen der Punktsymmetrie von f(x) = 3z — 2 geniigt es eines dieser Flichenstiicke
zu berechnen:

V3

3 1 qv3 9 9 9
3—3d:[—2——4} _2_ 2 922
/0 (3x — ) dx 5%~ 1%, 5~ 1 0 1

(Wegen der Punktsymmetrie ergibt sich [ f = —
-3
das Doppelte des soeben berechneten Wertes:

[
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3) LS, p. 141, Nr. 5

Ergebnisse:
a) A=1, b) A=%, c) A=32,
d) A=1, e) A=2.

Lésung:

a) f(z) = 2% + 1 hat nur die Nullstelle —1. Da diese Nullstelle im Innern des Integrati-
onsbereiches liegt und dort ein VZW stattfindet (23 + 1 ist streng monoton wachsend),
miissen zwei Integrale berechnet werden:

-1
1 -1 1 3 11
3 4
1d:[— } o 14— =-—2_9—_
/_2(:10+):c 4:c+ac_2 A ( ) 1 1
0
1 0 3 3
3 4
1d:[— } 0 (-9 =72,
/_1(:E+):c AR (4) T
Die gesuchte Fliche ist die Summe der Betriage der beiden Integrale:
1 3 7
A= —+-=—-.
4+4 2

b) f(x) = 22 — 3z = z(z — 3) hat zwei Nullstellen 0 und 3, beide mit VZW. Beide liegen
im vorgegebenen Integrationsbereich, also miissen dre: Integrale berechnet werden:

/_1f=F<o>—F<—1>, /Of:F<3>—F<o>, /3f=F<4>—F<3>.

Dabei ist F' irgendeine Stammfunktion von f. Wir erkennen, dass wir vier Werte von
F' berechnen miissen, die dann mit unterschiedlichen Vorzeichen kombiniert werden

miissen. Mit F(z) = 32 — 322 ergibt sich

1 3 11 27 9 64 8
Dies ergibt die Integralwerte:
0
11
f=FO) -F(-1) =,
-1
s 9
f=F@)-F(0) =,
0
perw-rE -S43 1
- 3 2 6

3

Der gesuchte Fldcheninhalt ist die Summe der Betrdige dieser Integralwerte, also

1 9 11 49
A=—+-+—=—~=817.
6 + 2 + 6 6 ’
¢) f(x) = 23 — 22 = 2%(z — 2) hat die beiden Nullstellen 0 und 2. Da bei 0 aber
kein VZW vorliegt (doppelte Nullstelle), braucht nur 2 beriicksichtigt zu werden. Wir

berechnen also zwe: Integrale
2 3
[ f=re-ren. [ r-re)-Fe.
—1 2
4
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Mit F(z) = $2* — 22° erhalten wir

F(-1)=1+3=35 F@=4-F =—2 F@) = —18= .

1 2
4 3 12

Dies ergibt die Integralwerte

2 4 11 9
| r=Fe)-Fey=—- 5= 1.

| r=re-Fo-1-3-3.

Damit ist der gesuchte Flidcheninhalt A = + % = & ~ 5,83.

d) flz) = 5 —-1=2 _1 hat bei 0 einen Pol und be1 +1 zwei einfache Nullstellen.
Davon liegt nur +1 im Integratlonsberelch Wir berechnen also die Integrale

g=r0 -y, [ r=re)-Fa)

0,5
Mit f(z) =272 —1und F(z) = —2~" —2 = —2 — x ergibt sich

1 1 ) 1 3
F(3)==2-5==32, F()= =2, F(2)=—5 —2=—.

Dies ergibt die Integralwerte

1 2
5 1 5 1
[r=mp=g [ iD=
und den Flécheninhalt A = l + l =1
e) flz) = -z =1 x”" hat einen Pol bei 0 und nur eine Nullstelle bei 1 (1 — 23

ist streng monoton). Im Innern dem Integrationsbereiches liegt keine Nullstelle, also
berechnen wir nur das eine Integral

Da dieser Wert positiv ist, ist dies zugleich der gesuchte Fldcheninhalt: A = 2
f) entfillt vereinbarungsgemas.

4) LS, p. 144, Nr. 3

Ergebnisse:
a) A=2L b) A =2, ) A=2—2/2~478
Losung:

a) Beide Funktionen sind iiber dem Intervall definiert. Die Flidche zwischen den zwei
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Graphen ist gleich der Fléache zwischen der Differenzfunktion h = f — g und der x-Achse
(in den vorgegebenen Grenzen). Wir bestimmen die Differenzfunktion

1 3
h(m):x2+1—1w2:iw2+1.

Diese hat keine Nullstellen und nur positive Werte, also gilt

2
3 1 2 1 21
A= (Ca2+41 :[—3 } S92 (— 1) =
/_1(4.CC +1)dx il + ( 1 ) 1

b) Wieder liegen keine Definitionsliicken vor. Die gesuchte Fliche zwischen den Graphen
von f und g ist gleich der Fliache zwischen dem Graphen von h = f — g und der z-Achse
(in den gegebenen Grenzen). Die Differenzfunktion ist

h(z) =23 -z —1.

Wir untersuchen h auf Nullstellen. h hat keine rationalen Nullstellen, da nur +1 in
Frage kidmen, aber keine Nullstellen sind. Eine exakte Bestimmung der Nullstellen ist
also nicht moglich. Wir untersuchen die Lage evtl. Extrempunkte: h/(z) = 322 — 1

hat zwei Nullstellen j:\/g . Dies sind Extremstellen von h (verschiedene Nullstellen der
quadratischen Ableitung, also einfach). Die Extremwerte sind beide negativ:
1 11 1 21 1 11 1 21

h(——) = _§ﬁ+ﬁ_l = §ﬁ_1 < 0, h(ﬁ) = §ﬁ_ﬁ_l = _§ﬁ_1 <0.

Also liegen die Extrempunkte beide unter der z-Achse. h hat also nur eine Nullstelle

und wegen h(1) < 0 muss diese im Bereich x > 1 liegen. Also hat h iiber dem Intervall
[—1,1] keine Nullstelle. Wir berechnen daher

1
1 1 1 1 1 1
3 4 2
. —1d::P gl =G 1) (541 =2
/_ 1(:10 r—1)dx Rt ( 1 3 ) — ( 5 T )
und die gesuchte Flache ist A = 2.

c¢) Beide Funktionen sind tiber dem Intervall I definiert (der Pol 0 von g liegt auflerhalb).
Wir bestimmen die Differenzfunktion

1 4ot 1

h(z) = f(z) — g(x) = 212 — 5,2 572

und ihre Nullstellen:

1 1
h(z) =0 < m4:1 — :c:i\/;

Die positive Nullstelle ¢ = \/g liegt im Integrationsintervall I, denn

1 1
S/t <1.
2 VZ
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Wir miissen also zwei Integrale berechnen und ihre Betrige addieren:

/OC h:H(c)—H(%), /Czh:H(Q)—H(c)

)0

mit irgendeiner Stammfunktion H von h. Mit H(z) = 223 + 5= erhilt man

1.1 13 16 1 67
H(Z)=—+1=-—"2, H@) =" +>=-—
SURET o HA=3+1=13
11 /1 1 11 2
() =H{/3) 3\/;+2f V2 (gtg)=3v2

Dies ergibt

¢ 2 13 2 67 2
h=2vV2- "=~ —014 h=— —2vV2~464.
/075 3‘f 12 ” / 12 3‘f ’

und als gesuchten Flidcheninhalt

13 2 67 2 20 4
=2 _ZVa4+ 22 ="2 2248,
2 3Vt T3 3 3\f /78

5) LS, p. 144, Nr. 4

Ergebnisse:
a)A:§7 b)A:%, C)A:?_gv
_ _ 37 _ 29 _
d) A=38, e) A= g, f) A=2% =58.
Lésung:

a) Beide Funktionen sind iiberall definiert. Die gesuchte Fliche ist gleich der Fléche,
die vom Graphen der Differenzfunktion h = f — g und der z-Achse eingeschlossen wird.

Wir bestimmen die Differenzfunktion
ha) = F(a) — gle) = 2 — (=2 + 42) = 22 — 4z = 2a(x — 2).

Deren Nullstellen sind 0 und 2. Also berechnen wir

2 o2 d 2 3 212 8
/0(11; x) dx 37 27 =3 3

Der gesuchte Flicheninhalt ist daher A = %.

b) Wieder liegen keine Definitionsliicken vor. Wir bestimmen die Differenzfunktion

h(z) = 2% + 2 — 327 = 2% — 22° = 2% (2 — 2).
Diese hat zwei Nullstellen: 0 und 2. Wir berechnen

2
1 2 412 1 4
/(:ES—Q:cQ)dac:[—:c‘l——:cﬂ :4——6—02——
) i 73 3

0 3
und der gesuchte Flidcheninhalt ist A = %.
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c) 0 ist ein Pol von f. Wir untersuchen die Differenzfunktion auf Nullstellen:

1 1 5 21 ,

= —4-102° +212° =0 <= 102° — 212> +4=0.
Mogliche ganzzahlige Nullstellen sind die Teiler von 4. Wir finden 42 als Losung. Poly-

nomdivision ergibt 1023 — 2122 +4 = (z — 2)(102? — x — 2) und der quadratische Term
hat die Nullstellen

R U TSR U RV E T B 1,2
=0 Va0 "5 20 Va0 20720 T FT2 VT Ty

Insgesamt hat h also drei Nullstellen, aber dazwischen einen Pol bei 0. Daher ist nur ein
Fliachenstiick zu untersuchen, ndmlich zwischen den Nullstellen % und 2. Wir berechnen
daher

2
1 5 21 1 5, 2112 1 _ 21 5 21, 27
= 20154 :[——— 2,20 e ) —e— 2y = 2L 16875,
ﬁ(;ﬂ prt e = o ], TG )Tt T 3

2

Dies ist zugleich der gesuchte Fldcheninhalt.
d) Die Differenzfunktion

h(z) =23 — x — 3z = x(2? — 4)

hat die drei Nullstellen 0 und +2. Daher schliefit der Graph von h mit der x-Achse zwei
Flachenstiicke ein. Wegen der Punktsymmetrie gilt
2
[
0

0 2
/ h:—/ h und folglich A =2
0
/($3—4$)d$:[—$4—2$2} =4-8-0=—4.
0 4 0

-2

Wir berechnen also

Die Flache, die von den Graphen von f und g eingeschlossen wird, betrdgt A = 2-4 = 8.

e) Wieder untersuchen wir die Differenzfunktion
hz)=a —2x— (—23 +2%)=22° —2* —2 =222 — 2 - 1).

Damit ist 0 eine Nullstelle. Aulerdem erkennt man +1 als Nullstelle (Koeffizienten 2,
—1, —1). Damit erhilt man die Faktorisierung

h(z) =2(22% =2 —1) = 2z(z — 1)(2z + 1)

und 0, 1, —% als Nullstellen von h. Wir berechnen also zwei Integrale und bestimmen

dazu eine Stammfunktion H(z) = 32! — $23 — 222 sowie die Werte H(0) = 0 und

1 1 1 1 3+4-12 )

H—— = — _ —— = — = — —

( 2) 32+24 8 96 96’
1 1 1 1
H=5-3"5=73
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Also erhélt man die Integralwerte

und schlieBlich die gesuchte Fliche A = & + & = 37 ~ 0,39.
f) Wir betrachten diesmal die Differenzfunktion

h(IE):g(il?)—f(l’):x2+21’—(—1’4+4x2):x4—3x2+2x:x(:v3—3:1;+2).

Wieder erkennt man neben der 0 die Nullstelle +1 und Polynomdivision sowie Faktori-
sierung nach Vieta ergibt

h(z) = :C(:CS —3x+2) = .CL’(.CL’—I)(.’B2+$—2) =z(x—1)(z—1)(z+2) = a:(a:—l)Q(:zc—l—Q).

Damit hat A die Nullstellen —2, 0 und +1. Wir miissen also zwei Integrale berechnen.
Wir wéhlen H(x) = %:c5 — 2% + 22 als Stammfunktion von h und berechnen

sowie

0 1
2 1
/ hZO——8:—5,6, /h:—:O,Q.
-2 5 0 o

Die gesuchte Flache ist die Summe der Betrige A = 5,8.
6) LS, p. 144, Nr. 5 (Druckfehler in ¢): P = (0,5;3,75).)

Ergebnisse:
a) A= 2, b) A=2, c) A=21.
Loésung:

a) Wir bestimmen zunéchst die Tangentenfunktion ¢ zum gegebenen Beriithrpunkt. Es
ist f'(x) = x, also

t(z) = fla) + f'(a)(x —a) =45+ 3(x —3) =3z —4,5.

Diese schneidet die x-Achse an der Stelle z = 1,5 (vgl. Skizze im Buch). Die gesuchte
Fléche berechnet sich aus der Flache zwischen Graph von f und der x-Achse in den
Grenzen von 0 bis 3 abzgl. der Dreiecksfliche unter der Tangente (im Bereich 1,5 bis
3). Also berechnen wir zunéchst

3
1, 1,3 9
/0256 S F P>

Die Dreiecksfliche unter der Tangente ist Ay = % -(3—1,5)-4,5 = 3,375. Damit ist die
gesuchte Fliche

A= g — 3,375 =1,125.

b) Die Funktion f hat nur eine Nullstelle bei 2 und sonst positive Werte. Wir bestimmen
die Tangentenfunktion zu f an der Stelle 0

f@)=(x—-2)* = fl(x) =4(x—2)° = t(x) = f(0)+ f/(0)x = 16 — 32z.
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Die Tangente schneidet die z-Achse an der Stelle % Wir berechnen also

2
1 2 32
Ay = —2)tdr = [ (@ -2°| =0-(-7) =64
1= [@=2tde = a7 —0- (=) =
und substrahieren die von der Tangente gebildete Dreiecksflache (vgl. Skizze)
1 1
As==-(=—-0)-16=4.
2=5°(370

Der gesuchte Fldcheninhalt ist daher A = A} — Ay = 2/4.

Aufgabe 5b) Aufgabe 5¢)

c) Hier liegt ein Druckfehler vor: Der angegebene Punkt P liegt nicht auf dem Graphen
von f. Gemeint ist P = (0,5;3,75).
f(z) = & — 1 hat die Nullstellen +2 sowie einen Pol bei 0. Wir bestimmen die Tan-

f@) =2~ 7 = @)= 2 =
— H2) = f(5)+ (G- 5) =~ 16— 5)= T 160

Die Nullstelle der Tangente ist folglich é_Z' Wir berechnen

2 2

11 1 1 112 1 1 1. 9

A = _ — = == _2— — — |:— R — i| _ —— = = — _2_ — e
L /_ (- pde /_ (x77 = g)dw 4t 3 3 373

und subtrahieren die Dreiecksflache

1 47 1. 15 225

Ay==(=—=2) —=—.
2= 5 (G172 7 T 5
Die gesuchte Flache ist demzufolge

9 225 351
A=A —Ap=-——=—= 4 )
1 2= 3 T E2 T B2 0,685546875
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7) LS, p. 144, Nr. 6

Ergebnisse:
a) A =2, b) A=1%, c) A=4.
Loésung:

Alle Funktionen sind kubisch, ihre zweite Ableitung folglich linear, so dass sie alle ge-
nau einen Wendepunkt haben. Man bestimmt dann die Normalengleichung n(x) zur
Wendestelle und die Differenzfunktion h(z) = f(x) — n(z). Eine Nullstelle dieser (kubi-
schen!) Funktion ist natiirlich die Wendestelle. Mittels Polynomdivision wird man auf
eine quadratische Gleichung gefiihrt, die in den 3 Teilaufgaben jeweils zwei Losungen
hat. Es entstehen so 3 Nullstellen, die zwei Fliachenstiicke begrenzen. Deren Flidchenin-
halte miissen dann bestimmt werden.

a) Es ist f/(x) = =322 +1 und f”(z) = —62. Die Wendestelle von f ist daher 0 und
die Wendenormale der Graph von

Gesucht ist die Fliche zwischen dem Graphen von f und der Wendenormale, also be-
trachten wir die Differenzfunktion

h(z) = f(x) —n(z) = -2+ 2 — (—2) = —2° + 22 = —x(z* - 2).

Die Nullstellen sind 0 und 4+/2. Wegen der Punktsymmetrie von h gentigt es ein Integral
zu berechnen:

V2

1 V2
/ (—x3+2x)dx:[—iw4+x2} =—1+2=1.
0 0

Die gesuchte Flache ist also A =2-1 = 2.
b) Es ist f/(z) = —2% + 2 und f”(x) = —2x. Wieder ist die Wendestelle 0 und die
Wendenormale gegeben als Graph von

n(z) = f(0) m(iﬂ 0)=—5=
Die Differenzfunktion ist
1 1 1 5 15
h(x) = — =242+ r=—2+ o= —z(@®-2).
() = f(z) — n(x) 3% +2x + 5% 3% + 5% x(x 5 )

Sie ist wieder punktsymmetrisch und hat die Nullstellen 0 sowie 44/ % Wir berechnen

wieder nur ein Integral

—— 2+ Sa)dr = | - =2 + "o =——+ ==

/\/%_5<1 5 [ 1 5 VE 757575
; 37 T3 12° 71" 68 16

Der gesuchte Fliacheninhalt ist demzufolge

A=2. DD
16 8
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¢) Esist f/(z) = —32% — 3z — § und f”(x) = —3z — 3. Also hat f die Wendestelle —1

und die Wendenormale ist Graph von

Die Differenzfunktion

1 3 1 3 1
h(z) = f(x) —n(x) = —5.363 - 5582 + §:c+ 3= —5(:103 +32% — 1 —3)

muss natiirlich an der Wendestelle —1 eine Nullstelle haben. Auflerdem erkennt man
auch +1 als Nullstelle (Koeffizienten 1, 3, —1, —3) und dann notwendig als dritten

Linearfaktor z + 3. Die Nullstellen sind also +1 und —3. Wir bestimmen eine Stamm-
funktion H von h und berechnen deren Werte an den Integrationsgrenzen:

1 1 1 3 81 27 9 9 9
H(p) — ——ph 23222 H(_gy—_ ot 20,9 9 9
() =—g2" —g2" + 2" + 5z, H(=3) s T tiT3 g
1 1 1 3 7 1 1 1 3 9
H-)=—=4-4+--2-_L pgmy=—c_24-42_7
(=-g+5+t1-53="5 HU=-g-5+3+5=5%
und damit

—1 1
[ P Y
s 8 8 ., 8 '8

Die gesuchte Fliiche ist demzufolge A = 4. (Die betragliche Ubereinstimmung der beiden
Integrale ist Folge einer Symmetrie, aber nicht zum Koordinatenursprung, sondern zum
Wendepunkt.)

8) LS, p. 144, Nr. 7

Ergebnisse:
a) A=2, b) V = %40% Kubikmeter, c¢) = 35,4%.
Lésung:

a) Die gesuchte Fliche ist die Differenz aus der Rechtecksfliche A; = 8-2 = 16 und der
Fléche zwischen dem Graphen und der x-Achse tiber dem Intervall [—4;4]. Wegen der
Symmetrie berechnen wir

Damit ist die gesuchte Fliche A =16 — 2 - % = %

(Alternative: Man berechnet die gesuchte Fliche als Fléche zwischen dem Graphen von
f(z) = £2% und dem von g(x) = 2, der Parallelen zur z-Achse in der Héhe 2.)

b) Das Volumen ist das Produkt aus Querschnittsfliche A und Linge | = 2000 des
Kanals, also V = 2000 - 22 = %4300 ~ 21333 Kubikmeter.

c¢) Die Querschnittsfliche bei halbem Wasserstand ist die Fléche zwischen dem Graphen

von f und dem Graphen von g(z) = 1. Die Differenzfunktion ist

h(e) = gla) — f(@) =1 - 4a? =~ (a* - 9).
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TIhre Nullstellen sind 4++v/8 = +2v/2. Wegen der Achsensymmetrie von h berechnen wir
nur

/Oﬁ(l—%wQ)dx:[w—iw} \/_——\/_ \/_

Der Flécheninhalt ist das Doppelte, also A = g\/g Sein Anteil an der in a) bestimmten
Gesamtfléache ist
4 \/— 1

—f f~0354_354%

3

Dies ist zugleich das Verhéltnis der Wassermengen.

9) LS, p. 144, Nr. 8
Ergebnisse:
a) f(z) = —12%+ 2, b) A =18, c) V =88.
Losung:
a) Wir wihlen das Koordinantensystem so, dass die z-Achse auf dem Boden liegt und
die y-Achse die Symmetrieachse der Parabel ist.
1. Mit der Scheitelpunktsform setzt man an f(z) = az? + ¢ und bestimmt aus der
Nullstelle 3 den Wert von a:

9 1
—.2 —_ e ——
0—a3+2<:>a 5"

2. Wir gehen von den beiden Nullstellen aus und setzen an f(z) = a(z — 3)(z + 3) =
a(z? — 9) und berechnen aus dem y-Achsenabschnitt a:

9 1
§:a(02—9):—9a = a=—3.

3. Wir setzen f als quadratische Funktion mit bekanntem y-Achsenabschnitt an: f(x)
ax? + bx + %. Wegen der Achsensymmetrie ist b = 0 und man erhélt wie in 1. f(x) =
ax? + % und dann a.

b) Die gesuchte Fliche ist das Doppelte des folgenden Integrals:

3
1, 9 1, 91 9 27
_Z _d:[__S - -4+ =9
/0(w+)x 5% T 5%, 5 T3 :

also A = 18.

c¢) Der Querschnitt des Briickebauwerks ist ein Trapez mit der Flache As = 8-5 = 40. Die
Querschnittsfliche des Mauerwerks ist also Ao — A = 40 — 18 = 22 und das Bauvolumen
daher V = 22 - 4 = 88 Kubikmeter.
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