4L1 Mathematik (Kg) 20. April 2009

Vermischte Ubungen aus dem Lehrbuch

Lambacher Schweizer, Analysis, Grundkursband, Klett-Verlag

1) LS, p. 145, Nr. 1

Ergebnisse:

a):%, b)Az%, C)AZ%, d) A=2.
Lésung:
a) f(z) = 32 + 222 + 3z = 3x(2? 4+ 62 4+ 9) = 2z(z + 3)? hat zwei Nullstellen: 0 und
—3. (Dies bestétigt auch der angegebene Graph.) Wir berechnen also

0
1, 1, 2, 3,0 27 2 9
“a3 42 3d:[— o W —0— (2L g2y =2
/_3(3:c+:c+:v):c TR LA (4 —1—2) 1

und der gesuchte Flidcheninhalt ist A = %.

b) Die Nullstellen von f sind bereits berechnet worden. Dabei ist —3 eine doppelte
Nullstelle, also ohne VZW, so dass f im angegebenen Intervall keinen VZW hat und
daher der gesuchte Flicheninhalt der Betrag des Integrals ist:

0
1, 1, 25 3,0 64 128 8
S8 4222 13 d:[— g —0— (= -2 oy = 2
/_4(3:c+:v+:v):c AR LA Cal (3 3+) 3

Der Flacheninhalt ist nun A = %.

¢) Wir berechnen die Differenzfunktion

1 1 1 1
h(z) = f(x) — 3% = §w3 + 222 + g:c = §$($2 +6x+8) = gsc(:zc +2)(z+4) (Vietal).

Diese hat die 3 Nullstellen 0, —2 und —4. Wir berechnen also zwei Integrale:

—2
1, ., 8 1, 24 4,2 4 4
/_4(3:c+:v+3:c):r; 12:c+3:c+3:c LT3 3
0
1, ., 8 1, 24 4,0 4 4
ot 42+ So)de = | ot 4 Sat 4 50?| —0- S =2
/_2(3:c+x+3:c):r; T +3:c +3:c B 3 3

o s N _ 4,4 _8
Damit ist die gesuchte Fliche A = 3 + 3 = 3.

d) Wir berechnen die beiden Normalen und erginzen die Skizze. Es ist f'(z) = 22 +

4z + 3. Damit hat die Normale im Punkt (0, f(0)) = (0,0) den Anstieg —% = —3

und die Gleichung ni(z) = —zz. Die Normale im Punkt (-2, f(—2)) = (=2, —2) den
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Anstieg —ﬁ =1 die Gleichung no(z) = =2+ (z +2) =z + 3.

Wir berechnen zunéichst die Schnittstelle zwischen den beiden Normalen:

1 4
ni(x) = na(x) <= —gsc:g—l—x — zr=-1.

Damit berechnen wir die gesuchte Flache in zwei Teilen:

/_; (ng(:c)—f(x))d:c:/_; (:c—l—g—%:cS—QxQ—?)x)dx

~1

1 4 1
:/ (—§$3—2x2—2x+§)da£: [——.384——563—.%24——:6}
-2

—1

1 4 1 2 2 50 13

:/ (—=ax® =222 — —2)dx = [——:c4——:c3——:c2} .
_9 3 3 —1

Die gesuchte Fliche ist also A = L + % = 2.
2) LS, p. 145, Nr. 2

Ergebnisse:
a) A=3, b) A=33 c) A= 1.
Lésung:

a) A = As + A4. Berechnung: Schnittstellen der Parabel mit der x-Achse sind —2 und
0. Wir berechnen also zwei Integrale:

/_2( 2 4 22)d [1 3 2}_2 S 4 (-9+9) =2
x x)dx = |zz° +x =—— — (- = -
-3 3 -3 3 3’

" d L g, 21" 4
2 — [_ } ____.
/2(56 +2z) dx 37 +z , 3
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Damit ist A5 = %, Ay = % und A = %.
b) A= A; + Ay + A4. Wir betrachten die Differenzfunktion
1 3 5 3
h(x) = —— = — (2?4 22) = —a? — = —.
(x) 5%+ 5 (z° + 2x) vt =g+ g
Diese hat die Nullstellen (siehe auch die gegebene Skizze) —3 und % Wir berechnen
also )
2 5 3 1 5 3 1%
/_3(—302 — 5zt i)dx = [— gscg — 2’ + oz
1 5 3 9 45 9 19 27 343

- __( -z

24 16 ' 4 T 2= 8T T s

Also A = %.
c) A = As. Die Schnittstelle von Gerade und Graph im ersten Quadranten ist 1/2 (s.o.)
und wir berechnen wieder ein Integral iiber die Differenzfunktion

|

2 5 3 1 5 3 19
2 3 2

—x° — = —|——dx—[——:c——:c +oz| = —.

/0( 2" 2) 3 4 2 lo 48

Also A= A3 = %.
3) LS, p. 145, Nr. 3

Ergebnisse:
a) A=3, b) A=A=2V17- 2.
Loésung:

Wir skizzieren zunéchst die beiden Graphen. Beide Funktionen sind achsensymmetrisch,
f ist eine nach unten gesffnete Normalparabel mit dem Scheitel S = (0, 17), g hat einen
Pol bei 0 und iiberall positive Werte und Grenzwert 0 im Unendlichen. Die Nullstellen

von f sind £4/ % und die Schnittstellen beider Funktionen sind

1 o, 17 4 2 2 2
ﬁ:—x +Z<:>4£C — 172" +4 =0 << z=2" N 4z° —172+4=0
17 289 17 15
2
TTATR 64 8 8

— ’=4 Vv 2°

1 1
=7 = e=2 V=g

2
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a) Die Differenzfunktion h(z) = f(x) —g(z) hat zwar 4 Nullstellen, aber wegen des Pols
0 sind nur zwei Integrale zu berechnen, die wegen der Achsensymmetrie von h identisch
sind:

2
1 , 17 1 1 17 72 1 8 17 117 9
/;<:c +x ) dx w+:c x + ( +57 8) 1

Der Flacheninhalt der beiden hell schraffierten Fliachenstiicke zusammen ist also %.
b) Das in b) beschriebene Fliachenstiick ist dunkel schraffiert. Zu seiner Bestimmung
berechnen wir zunéchst die Fldche zwischen der Parabel und der z-Achse (wegen der

Symmetrie) in den Grenzen von 0 bis /1 = @:

V17 VIT

=N 17 1, 17 1%F 17 17 17
2 3
10 g = [__ 4t } = V1T + V1T = V1T
0 (- 4) o 3:6 4 o 0 24 8 12

Die Flidche zwischen Parabel und z-Achse betrigt also %\/ 17. Subtrahiert man hiervon
die in a) bestimmte Fléche, so erhélt man

1
A:—7\/1_—9.

6 2
4) LS, p. 145, Nr. 4
Ergebnisse:
a) A=322, b) A=12, c) A=2—-24/8~69.
Loésung:
a) Gesucht ist die Fliche zwischen f(z) = 22 und g(z) = 4 in den Grenzen von 0 bis

zur positiven Schnittstelle:
1
flz) =9g(z) — Z:cQ =4 <= zr==24.
Also berechnen wir

4
1 1 .4 16
4— =22)d :[4 ——3} — 16— — =22
/0( g0 dr = A= e 3

Damit ist der orange gefirbte Flacheninhalt A = %
b) Fliche zwischen f(z) = J; und g(x) =1 in den Grenzen von der positiven Schnitt-
stelle 1 bis zur oberen Grenze 4:

4

/14<1—%)dx=/14<1—x‘2)d$= [“””_1}1:4*%‘(1“):%

Also ist A = 9.
c) Die beiden Parallelen zur z-Achse schneiden den Graphen an den Stellen /8 und 4.

Wir berechnen zunéchst die Flache zwischen dem Graphen von f und der Parallelen
y = 2 in den Grenzen von /8 bis 4:

4
1 1 4 16 2 8 4
/Hzf”)df“: 55 %] = 8- VB2 = g+ B
8

Diesen subtrahiert man von der Rechtecksflache zwischen beiden Parallelen in den Gren-
zen von (O bis 4:

8 4 32 4
A=4.24°_2\/8="2_2\8~69.
+ 3 3\f 3 3\/§ 6,9
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5) LS, p. 145, Nr. 5

Ergebnisse:
a) b=3, b) a = —4, (Korr!) c¢) b= 43, d) a = 3. (Korr!)
Lésung:

a) Wir 16sen die Gleichung
b 1 .10 1
9:/ 22 do = [—mﬂ — P e 27 = e b=23.
0 3 3
b) Wir 16sen die Gleichung
5 1 .15 125 1
63:/ 22 dp = [gmﬂ =2 2db = ' = 125189 = —64 <= a=—4.

c) Hier erhalten wir zwei Losungen:

b
1 1
40:/ 2w3dw:§b4—§ — p* =81 «— b=+3.
1

6) LS, p. 146, Nr. 6

Ergebnisse:
a) z =5, b) b= 20
Lésung:

a) Die Funktion f(z) = % hat keine Nullstellen und ist auf dem Intervall ]0, co[ defi-
niert (0 ist einziger Pol). Die Werte von f sind immer positiv, so dass alle betrachteten
Fliachen gleich den entsprechenden Integralen sind.

1 172 1 1 1
0,5 %

b) Gesucht ist b mit

— 1_1< 1)_99 1101 200
b 2 1007 200 b 200 101"
7) LS, p. 146, Nr. 7
Ergebnisse:
a) b=12, b) b= /864, c) c=9v/2.
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Lésung:
a) Die orangerot eingefirbte Fldche ist als Integral darstellbar. Wir 16sen daher die
Gleichung

b12 13b 13 3
288:/ 57 dx:[—:c} = b = 128 =1 > b=12.
0

b) Die blau geféirbte Fliche ist die Differenz der Rechtecksfliche A = b- f(b) = 2b® und
dem in a) betrachteten Integral. Also 16sen wir

1 1 1
288 = 553 — 663 = 553 = 864 =103 < b= /864~ 9,52.

c¢) Die Fliche wird begrenzt von zwei Graphen. Wir betrachten daher die Differenzfunk-

tion n(z) = ¢ — 222 und berechnen ihre Nullstellen z = £+v/2c. Also suchen wir ¢ > 0

mit Vo
2
¢ 1 1 ,1V2¢
72:/ (c— zx?)dx =2- [cw——wﬂ
~V2e 2 6 Jo
1 1 2
— 36:(:\/2(:—620\/2(::\/i-c%—g\/i.c%:\/i.c%.g
4 1 2 1
<:>C%:5—:27\/§:27‘25<:>C:27§'2§:9\3/§%11734

V2

8) LS, p. 146, Nr. 8
Ergebnisse:
a) c =3, b) c=9.
(In a) erfordert die Kldrung des Falles ¢ < 1 einige Anstrengungen.)
Lésung:
a) f(x) = —a? +c ist achsensymmetrisch und hat die Nullstellen &+/c. Diese Nullstellen
liegen im Innern des Integrationsintervalls [—1,+1] genau dann, wenn ¢ < 1 ist. Wir
miissen bei der Fliachenberechnung also zwei Félle unterscheiden:
1. ¢ > 1: Dann betragt die gesuchte Fléche (wegen der Symmetrie)

o, 1, 1 1 2
2 [ (—=x +c)dx:2[——:c +c:r;} =2(c—7)=2c— -.
0 3 0 3

Wir bestimmen ¢ mit 5 4
2=2c—Z < c=<.
°73 °T3

2. ¢ < 1: Dann setzt sich die gesuchte Flache aus mehreren Flidchenstiicken zusammen.
Wir berechnen

Ve 1 ,7ve 1 4
2/ (=2 +c)dx = 2[cw - —:cg} = 2(c\/c — gc\/E) = gc% :
0
1
1 4
2/ (—2® +c)dr =2(c— =) — —c%).
Ve 37 3
Die Gesamtfléiche betragt in diesem Fall

4 5 4 53 2 8 3 2
—c2 +—c2 4+ - —2c=—-c2 —2c+ —.
3 3 3 3 3
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Die Frage, fiir welche ¢ dies den Wert 2 hat fithrt auf eine kubische Gleichung in +/c
(Substitution). Da aber nur Losungen ¢ < 1 gesucht sind und fiir ¢ = 1 sich nur ein
Flachenwert % ergibt, untersuchen wir direkt die gefundene Fléchenfunktion (definiert
fiir ¢ > 0)

8 2 1
Alc) = gc% —2ct 5 = Ale) =4c? -2

Damit hat A’ nur die Nullstelle ¢ = 1 (mit VZW, da A’ monoton wichst), also A nur

dort eine Extremstelle, die ein Minimum sein muss (A(1) = %, A(0) = %, A(%) = %)

Zugleich zeigen die berechneten Randwerte, dass A im Intervall 0 < ¢ < 1 nur Werte
zwischen % und % annimmt: Im Falle ¢ < 1 kann die Fléche also nicht 2 werden.

b) Die Fliiche zwischen Graph und z-Achse wird begrenzt von den Nullstellen 4+/c und
wir l6sen die Gleichung

ve 4 3 3
36 =2 (—x +c)dx:§c2 = 2T=c2 <= c=09.
0

9) LS, p. 146, Nr. 9
Ergebnisse:

a) $m?, b) 1:2.

Losung:
a) Wir betrachten die Differenzfunktion und ihre Nullstellen:

h(r)=mz—2°>=0 < =0V z=m.

Die Fliche zwischen Graph und Gerade betrigt daher (in Abhéngigkeit von m > 0)

" 1 gm 1 1 1
/0 (mzx — %) dx = [%wQ — §:c3}0 = §m3 — §m3 = 6m3.

Dies ist zugleich der obere Teil der markierten Dreiecksfléche.

b) Der untere Teil betragt %mS (siehe Teilrechnung in a) oder von der Dreiecksfléche %3
den oberen Teil m3/6 abziehen) und das Verhiiltnis der oberen zur unteren Teilfléiche
also%:%:1:2ist.

10) LS, p. 146, Nr. 10
Ergebnis: a) m = 3.
Lésung:
a) Wir betrachten die Differenzfunktion und ihre Nullstellen:

h(z) = mz — 2’z(m —2?) <= =0 V z=+ym,.
Die Fléache betriagt also

Wir 16sen also
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Da m > 0 vorausgesetzt ist, kommt nur m = 3 in Frage.
b) Die Dreiecksfliiche betréigt 3v/m - (v/m)® = 1m*, wird also vom Graphen halbiert.

11) LS, p. 146, Nr. 11
Ergebnisse:

343 23
a) 8 und 8

Loésung:
Beide Fléchen zusammen ergeben die Fliche zwischen der Geraden und dem Graphen
in den Grenzen von 0 bis 4. Wir betrachten also die Differenzfunktion

(Korr!) b) m =

QO

h(z) =mz — f(x) =mz+(r —2)2 —4 =224+ (m —4)z = 2(x — (4 —m)).

Die Nullstellen von h (= Schnittstellen der Parabel und der Geraden) sind 0 und z =
4 —m. (z liegt — wie in der Skizze vorgegeben— im Bereich [0, 4], solange 0 < m < 4 ist.)
Wir berechnen also die Integrale

4—m
1 4—m ,14m
2 (4 _ [t _2=m o
/0 (z* — (4 —m)x)dx [3:6 5 :c}o
1 1 1
) — 24— ) = — 24— )
4
1 4—m ;14
2_(4- |22
/4_m(:1c (4 —m)x)dx [3:6 5 :cL_m
64

23—8(4—m)+%(4—m)3.

a) Fir m = % ergibt sich als blaue Fliche

1.7, 343

3
(=) =—=~xT71
6<2) 48 7,15
und als orangerote Fléche
64 1 343 23
3 ( 2) + 48 48 ’

b) Damit beide Flidchen gleich grof sind, muss gelten (fiir m < 4)

1 64 1 32 4

—(4-m)>=— —8(4— —(4—m)? 8m = — =—.

6( m) 3 ( m)—|—6( m)° <= 8m g & m=g
Alternative Losung von b) (ohne Berechnung der einzelnen Fliachen): Damit die blaue
und orangefarbene Fléche gleich grof§ sind, miissen die beiden entsprechenden Integrale
entgegengesetzt gleich sein, also das gesamte Integral (nicht die Fléche) von 0 bis 4 den
Wert Null haben:

4
P = §+(m—4)-8 = -3 =m—4 <= m= 3

4
0= h dr =
/0 (@)dw = [3a%+ "

12) LS, p. 146, Nr. 12
Ergebnis: ¢t = 12.

4L1 Mathematik (Kg) 8 20. April 2009



Lésung:

Die Funktion f(z) = —2? + tz = —x(x — t) hat die Nullstellen 0 und ¢. Die Fliche
zwischen Graph und z-Achse ist (die Parabel ist nach unten geoffnet, das Flachenstiick
liegt also oberhalb der x-Achse):

t 3 3
1, t 0 £t 1
A= | (—2® +tz)d :[——3 s ] L AT ) P
/0<x+x)x TR Sl P Y 6

Dieser Flachenwert soll 288 sein:

1
288:6t3 — t=v6-288 = /12 144 = 12.
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