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5.
Bilde die Ableitung.
a) f(x)=e2* ¢) f(t)=e™" e) f(x)=2e"+x+1 g) f(x)=ae"*""+c¢

—x —x+1
b) f(t)=3,5¢2**" d) g(x)=2¢ ? f) f(x)=c** h) h(x)=e 9
6.
Bilde dic n-te Ableitung,
a) f(x)=e~* b) f(x)=e3*4x""! ¢) f(h=e**! d) f(t)=e™*
7.

Berechne zu den Stellen —1; 0; 1; 2 jeweils die Gleichung der Tangente an den Graphen von
x—e*[von x—e®%>*; von x—3-e%'*]. Wo schneidet diese Tangente jeweils die 1. Achse?

8.

In der Umgebung von 0 unterscheidet sich der Graph von x+—e* nur wenig von der Tangente
im Punkt P(0; 1). Stelle hieraus eine Niherungsgleichung fiir ¢* auf und berechne Néherungswerte
fiir %092; e7%00; ¢®!_Sind diese Werte jeweils groBer oder kleiner als der genaue Wert?

9.
a) Beweise: Die Tangente an den Graphen der e-Funktion im Punkt P(x; e) schneidet die 1. Achse
an der Stelle x— 1.

b) Welche geometrische Konstruktion fiir die Tangente ergibt sich hieraus?

10.

Gib eine Stammfunktion F von f an.

a) f(x)=¢* b) f(x)=e**! ¢) f(x)=e?* d) f(x)=e?*"3 e) [(x)=e* f) f(x)=e 3x+2

11.
Berechne den Inhalt der Fliche unter dem Graphen von f iiber dem Intervall [0; 2] [[—2; 3]].
a) fx)=e*+x+2 b) f(x)=2-e**! c) f(x)=e*+e7* d) f(x)=e?**+e %
12.
Bestimme k so, daB das Integral den angegebenen Wert hat.
1 1 k 2
a) [ke*dx=e b) f(e*+kx)dx=2 ¢) ferdx=e d) {keF*dx=e—1
[ 0 (o} 0
13.

Vereinfache folgende Terme.

a) lne? c) ln]/é e) lni—2 g) ln]/g i) ln% k) e In2 m) e~ '"V3

by In din)e  Hl2e e j e I) eiln3 n) 2¢-In0.1
14.

Fusse jeweils zu einem Term zusammen.

a) 1n(x+1)—lnx+ln% ¢) 3lnx—In(2+x)—In(x—2)
b) In(x+1)+In(x—1)—2Inx d) In(e**1)-In(e ™)

15.

Bestimme die Lésungsmenge.

a) Inx=3 ¢) In(x+1)=2 e) In(3x—5=0 g) et =3 i) eV*=2

b) Inx=—1 d) In(x?)=1 fy er=2 h) e2x*1=1 j e =7

16.

An welchen Stellen schneidet der Graph der Funktion x+—In x die Geraden mit y=n (wobei neZ)?
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(5) Wendepunkte

Wendestellen kénnen héchstens dort vorliegen, wo §(x) =0 gilt. (Anhang, Seite 175)
Nach ¢) gilt aber {”(x) >0 fiir alle xeIR. Daher hat die Funktion f keine Wendestellen.

(6) Monotonieverhalten

Ein hinreichendes Kriterium fiir strenge Monotonie wird durch
das Vorzeichenverhalten von f* geliefert: Ist f'(x)> 0 (bzw. ' (x) < 0)
in einem Intervall, so ist f dort streng monoton wachsend (bzw.
fallend) (Anhang Seite 175).

Wie in (4) berechnet man: f'(x) <0 ist Aquivalent zu x <2%In2 und
'(x) >0 ist dquivalent zu x>%1n 2.

Deshalb ist die Funktion f im Intervall {xeR |x<ZIn 2}

streng monoton fallend, im Intervall {xeR [x > In 2}

streng monoton wachsend.

(7) Wertemenge
Wegen (6) ist der Punkt T auch absoluter Tiefpunkt des Graphen
von {. Deshalb ist die Wertemenge nach (4) gleich

(yeR|y=31/2}={yeR|y=1,890} (wobei }-}/2~1890).

Ubungen

1.

Untersuche die gegebene Funktion.

a) xr—e*—2 ¢) x> ier—e™) e) x—e2*—2e*+1 A g X—e

b) xroet*—e* d) xise*—-3e *+2 Af) xR r e kx Ah) xox-e*

2,

Hingt eine Leitung frei zwischen zwei Masten, so wird ihr Verlauf 2. Achse

bei geeignet gewidhltem Koordinatensystem sehr gut durch die ———AI Ach
Gleichung y =1(e*+¢~*) wiedergegeben. S — =
Untersuche die Funktion [ mit f(x)=1(e* +¢~*); xeR. A

3.
Beweise, daB die Funktion f, mit f,(x)=e**+ke®**V* genau dann eine Wendestelle hat, wenn
k<0 und k+ —1 ist. Berechne dann den Wendepunkt des Graphen.

4.
Untersuche die Funktion f. Fertige eine Zeichnung an (Produktregel bzw. Quotientenregel erforder-
lich).

a) f()=3 = A9 f)=: A€ f(x)=x’c™*
b) f(x)=:::; Ad) fx)=(x>—1)e* Af) fx)=x(x—1)e™*
5.

Bestimme alle ganzrationalen Funktionen 3. Grades [5. Grades; n-ten Grades], die an der Stelle
0 mit der Funktion f im Funktionswert und in den ersten 3 [5; n] Ableitungen ibereinstimmen.

a) f(x)=e" b) f(x)=L(e*—e %) ) fx)=3("+e™) Ad)f(x)=x-e7*
6.

Untersuche die Funktion f und gib die Gleichung der Wendetangente(n) an. Berechne den Flichenin-

halt ziwischen dem Graphen von f und der 1. Achse iiber dem Intervall [—1;2] 2y

€
a) f(x)=1e?*—e* b) f(x)= —e2*+ 2 ¢) f(x)=e*+4e™~ d) f(x)= pEF
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Ubungen

4.

Bilde die 1. und 2. Ableitung.

a) f{(x)=In(x+1) ¢) f(x)=log; x+3* e) f(ty=In(1+kt) g) f(x)=Inb-log,x
b) f(x)=log, x+x+2 d) f(x)=2 In (2x) f) h(t)=%ln(%—1) h) f(x)=e€?"*+In(e?")
5.

An welchen Punkten sind die Tangenten an den Graphen der Logarithmusfunktion In parallel
zur Geraden mit 2x —3y+7=0 ? Wie lautet jeweils die Gleichung der Tangente?

6.

Untersuche die gegebene Funktion.

a) x—Inx—1x?; xeR* b) xtox—In(x+1); x> —1 ¢) x+—1+Inx|; x+0

7.

In der Umgebung von 0 unterscheidet sich der Graph von x—In (1 +x) nur wenig von der Tangente
im Ursprung O.

Folgere hieraus die Ndherungsgleichung In (1 +x)~x. Berechne hiermit Néherungswerte fir

: (1 —P
In 1,05; 1n 0,99; ln(l 100).

8.
Ein Wachstumsproze werde durch die Exponentialfunktion tn—-»(l +Tg6)l beschrieben.

Begriinde, daB p als prozentuale Wachstumsrate gedeutet werden kann (p>0).

Es sei d die Verdopplungszeit des Prozesses, d.h. zur Zeit t+d ist der Funktionswert stets doppelt
so groB wie zur Zeit t.
Beweise: p-d=~70
Anleitung : Uberlege: <1 +
beachte: In 2x0,7.

9.
Beweise: Wird eine Gerade mit der Gleichung y=mx+b (m=+0) an der 1. Winkelhalbierenden

gespiegelt, so hat die gespiegelte Gerade die Gleichung y =% x—%.

%)d=2; forme um und benutze die Niherungsgleichung aus Aufgabe 7;

10.
Berechne das folgende Integral.

a) _jsidx bjldx o |

0,5

F 1 b1 b1
~dx  d) | ;dx e)j;dx (a, b>0) f)j;dx (a, b<0)
-5 a a

11.
Berechne mit Hilfe linearer Substitution (siche Seite 50).
3 +1 3 [ 1 34 3 —7
a) figdx b 9 | 3= D J 5510 9 9 | =579y
12.

Berechne den Inhalt der Fliche unter dem Graphen der Funktion f mit f (x)=% iiber dem Intervall
a) [1;4]; b) [—2; —0,5].
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2.4. Vermischte Ubungen*)

Differentiation und Integration

1.
Gib zur Funktion f jeweils f’ und f an. Fasse gegebenenfalls zusammen (z. T. mit Kettenregel).
a) f(x)=e*"*4+3e 2*felx—del 73 f) f(k)=e""*—4x
b) f(x)=5e~%1*+025e** ! —2et7#x g) fx)=e *+x—1
¢) f(x)=(e*— 1) +(e*+1)* h) f(x)=e *—$x2+0,3x
d) f)=(e >+ 17+~ 1)? i) f)=4xP—3e7x 42
e 4+ef\2  [fer—e *\2 . e —ePye 41
9 10 =("5) +(*5) e
2.
Bestimme zu folgenden Funktionen jeweils f’ und f".
a) f(x)= — 4 b) f(x)=0,25* c) f(x)=(1ﬁ)2x d) f(x)=27"1—32x"1 1133
3.
" Bestimme zu folgenden Funktionen jeweils f' und " (Produktregel).

a) f{(x)=x-¢€* ¢) fx)=2—x)¢* e) f(x)=(x>—2x+3)e™*
b) f(x)=x-e™ " d) f{(x)=(x—3)e”* f) fx)=(@—x*)e*+(x2—4)e™*
4.
Ermittle zu folgenden Funktionen f jeweils eine Stammfunktion F.
a) f(x)=3e2*+! ¢) f(x)= —0,5¢2 %> e) f(x)=(e*—e %>
b) f(x)=2e"**1 d) f(x)=°‘L2°ff. f) f(x)=(c*+e%)?
5.
Berechne die folgenden bestimmten Integrale.

3 +3 (4]
a) 23" dx o J (e—eMdx e) | (e*—x—1)dx

1 2 et

+1 1 1
b) § 3e7*dx d) [T +x)dx f) JE—1)7dx

-1 0 o
6.
Berechne f'(x) und "' (x) ( Quotientenregel und Kettenregel ).

_ e _ e _ 1 e+l _ e
D= BIR=2" -5 D=2 ="
7.
Berechne f’. (z. T. mit Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel)
a) f(x)=In(x+1)+In(x—1) ‘ e) fx)=In(2x+1)+In(2x—-1) i f(x):%
b) f(x)=1n(x?)+1n (i—)—ln(Z X) f) f(x)=x-Inx K) f(x)=(x*—4)Inx
3x
¢) f(x)= ln(l/;‘) —In (%) 2 f)=x-Inx D f)=Mn =
]/; Inx 1
d) f(x)=x>—Inx+1 h) f(x)=—1~ m) fx)=In
i) f(x)=(nx)? n) fx)=In(x2+1)

*) In den Aufgaben werden teilweise neben der Kettenregel die Quotientenregel und die Produktregel bendtigt.
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I ]
8.
Bestimme zur Funktion f jeweils eine Stammfunktion F.
3 2 1 2 3 1 2
A W)= —a+ D) = 5 Tx+1 8 (X=1—5—13
_1—x—x?—x* _ =3 44x2-5x-3 _x—4
b) f(x)—T— e) f(x)Mﬁ—— A h) f(x)—x_5
1 1 _2 3 . _2x+41
c) f(x)—m+m 1) f(x)—; o Ad) fx)= o
9.
Bestimme zur Funktion f jeweils eine Stammfunktion F ( Kettenregel ).
2x —X X e _e—e™"
DW=y B0 9f®=5i; O 0= ¢ (=0T
10.
Berechne das bestimmte Integral.
31 Tx41 s 1 Px+1
W fyax O 5 dx 9 {372 0x 29 [ 179
P2 F2x’—4x-1 o 2 {ox+2
b) § o7 dx d) = dx Y g(z(x+3)‘3(x+1))dx ab) | oydx
Flachenberechnungen
71.
Fertige eine Skizze an und lies die Schnittstellen ab.
Berechne die von den Graphen von f ugd g eingeschlossene Fliache.
(Eine Skizze erleichtert das Auffinden der Schnittstellen.)
a) f(x)=¢" gx)=(—1)-x+1 ' e) f(x)=2% g(x)=—2x*+8x—4
b) f(x)=el~* gx)=(1—e)-x+e f) f(x)=—2*"14+12 g(x)=3x2—18x+23
) f(x)=e¥~* gx)=(1—e)-x+3e—2 ~ A g fx)=4e -2 g(x)=3—¢*
d) f(x)=3* g(x)=2x2+1 2 A W) fx)=e—5 g(x)=—6e™*
Funktionsuntersuchungen
12,
Untersuche die Funktion f. Fertige eine Zeichnung an.
a) f(x)=e2x "1 _ex*! ) fx)=x—e"! e) f(x)=ez;—;l
b) f(x)=e*—x—1 d) f(x)=2+3x—2**! A f) f(x)=2"—05x>—2
13.
Untersuche die Funktion f. Fertige eine Zeichnung an. ( Produktregel )
a) f(x)=4xe™ " ¢) f(x)=(x>+3x+2)e* €) f(x):xZ';1
b) f(x)=x2e* d) {(x)=(x*-2x+2)e" A fx)=(x3—4).¢
14.
Untersuche die Funktion f. Fertige eine Zeichnung an.
a) f(x)=Inx—x b) f(x)=Inx +x>—1 A ¢ f(x)=ln(;:i)
15.
Untersuche die Funktion f. Fertige eine Zeichnung an. ( Produktregel)
a) f(x)=x%(lInx—2) b) f(x)=3x—2x1Inx c) f(x)=xlnx—x72
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e ]

Fldichen; Rotationsvolumina

16.
a) Bestimme den Inhalt der Fliche, die vom Graphen der Funktion f: xr»e™*, der Tangente an
fin P(0; 1), der 1. Achse und der Geraden x=5 [10; 100; u] eingeschlossen wird.

b) Was erhilt man fiir u >0 ?

17.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =e**.

a) Von O(0; 0) aus wird eine Tangente an den Graphen von f gelegt. Bestimme den Beriihrpunkt
und die Tangentengleichung.

b) Der Graph von f, die Tangente aus Teilaufgabe a) und die negative 1. Achse begrenzen eine
Fldche. Berechne den Inhalt.
(Hinweis: Wihle zunichst als untere Integrationsgrenze uelR™ und ermittle anschlieBend den
Grenzwert fiir u —» —0.)

18.

Zeige, daB sich die Graphen der Funktionen f mit f(x)=e**? und g mit g(x)=2e—e™* an der
Stelle —1 beriihren. Zeichne beide Funktionsgraphen und berechne den Inhalt der von beiden
Funktionsgraphen und der 2. Achse eingeschlossenen Fliche.

19.

Die von den Graphen von f und g mit f(x)=e*—0,5 und g(x)=e~*~0,5 und der 1. Achse einge-
schlossene Fliche rotiere um die 1. Achse. Berechne das Volumen des Rotationskorpers.

' 20.

Gegeben sei die Funktion f mit f(x)% fiir x> 0.

a) Berechne den Inhalt der Fliche zwischen dem Graphen von f und der 1. Achse iiber dem Intervall
[1; k], k>1 sowie das Volumen des bei Rotation dieser Fliche um die 1. Achse entstehenden
Korpers.

b) Untersuche das Verhalten von Flicheninhalt und Volumen fiir k — co.

Extremwertaufgaben
21.
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=e*.

a) Ermittle die Gleichung der Geraden g durch die Punkte P,(0; 1) und P,(1; e) des Graphen der
Funktion f. Fertige eine Zeichnung an.

b) Fiir welches xe[0; 1] ist die Differenz der Funktionswerte g(x)—f(x) maximal? Berechne das
Extremum.

22.

Gegeben sei die Funktion f mit a)f(x)=In %; b) f(x)=e™*

Welches Rechteck mit achsenparallelen Seiten zwischen dem Graphen von f und den Koordinaten-
achsen im 1. Quadranten hat maximalen Flicheninhalt?

23.
a) Gegeben sei die Funktion f mit f(x)=e
Welcher Punkt des Graphen von f hat vom Ursprung den kleinsten Abstand?

b) Gegeben sei die Funktion f mit f(x)= 1n(§).

x+1

Welcher Punkt des Graphen von f hat vom Ursprung den kleinsten Abstand?
Hinweis: Genau dann, wenn der Abstand ein Minimum hat, hat auch das Quadrat dieses Abstandes
ein Minimum.
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Bestimmung von Funktionen, Funktionenscharen

24.

Bestimme die ganzrationalen Funktionen g 2. Grades, welche den Graphen von f mit f(x)=¢"

[mit f(x)=e*] im Punkte P(0; 1) beriihren. Zeichne eine nach oben und eine nach unten gedffnete
beriihrende Parabel zusammen mit dem Graphen von f in dasselbe Koordinatensystem.

25.

Bestimme die ganzrationalen Funktionen 2. Grades, welche den Graphen von f mit f(x)=In(x+1)

[mit f(x)=In (Til)] im Punkt P(0; 0) berithren. Zeichne eine nach oben und eine nach unten gedffnete

beriihrende Parabel zusammen mit dem Graphen von f in ein Koordinatensystem.

26.

Gegeben sei die Funktion f mit f(x)=Inx, x>0.

a) Welche der Tangenten an den Graphen von { verlduft durch den Ursprung?

b) Was ergibt sich entsprechend fiir In(x+1)?

27.

Gegeben sei die Funktion f mit f(x)=¢"

a) Welche der Tangenten an den Graphen von { verlduft durch den Ursprung?

b) Was ergibt sich entsprechend fiir die Funktionenscharen f(x)=e*~* bzw. f(x)=¢**?
28.

Fiir keR sind die Funktionen f, und g, gegeben durch f,(x)=¢** und g, (x)=¢"
Wie ist k zu wihlen, damit die Tangenten an die Graphen von f, und g im Punkt P(0; 1) mit

der 1. Achse ein  a) rechtwinklig-gleichschenkliges b) gleichseitiges Dreieck  bilden?
Fertige jeweils eine Skizze an!

29.
Gegeben sind die Funktionen f und g mit f(x)=x-¢* bzw. g(x)=x-¢7 %
a) Ermittle die Gleichungen der Wendetangenten an die Graphen von fund g

b) Was ergibt sich, wenn man die Gleichungen der Wendetangenten fiir f(x)=x¢
g, (x)=x-e~**, k0, berechnet und miteinander vergleicht?

kx

kx und

¢) Zeige, daB die Wendepunkte von f, bzw. g, auf einer Geraden liegen.
Was 1iBt sich iiber die Lage der Extrempunkte sagen?

30.

Gegeben ist die Funktionenschar f, mit f, (x) =(xX+4x+kje " keR.

Begriinde, daB eine Funktion f,, deren Graph eine Nullstelle hat, auch stets eine Extremstelle
hat

a) durch Vergleich der Gleichungen f(x)=0 und f(x)=0;

b) durch Betrachtung des Verhaltens von f(x) fiir x — + oo bzw. x - — o0, chne f; zu betrachten.

31.

a) Die Funktion F sei ein Produkt der Funktion x—e* mit einer quadratischen Funktion, das
heiBt F(x)=(ax>+bx+c)-¢* mit festen Zahlen a, b, ceR.
Zeige, daB dann auch die Ableitungsfunktion F’ ein Produkt der Funktion x+—»e* mit einer
quadratischen Funktion ist.

b) Es ist f(x)=(x>—3x—1)c". Bestimme mit Hilfe des Ergebnisses aus a) eine Stammfunktion F
zu f.
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32.
Gegeben ist dic Funktionenschar f, mit f, (x)=x+1—k-e*, k >0.

a) Untersuche f, auf Extrema und Wendepunkte, zeichne den Graphen fiir k=1.
b) Zeige, daB die Hochpunkte der Funktionenschar f, auf ciner Geraden liegen.
33.
Gegeben ist die Funktionenschar f, mit f, (x)=(k—x)e*, kelR.
a) Zeige, daB der Graph einer jeden Funktion f, genau einen Extrempunkt hat.
b) Zeige, daBl die Extrempunkte aller Funktionen f, auf dem Graphen der Exponentialfunktion
x—e” liegen.
34.
Untersuche die Anzahl der Lésungen der Gleichung e*—x+k=0 in Abhingigkeit von keR.
&

35.

Die Funktion f ist gegeben durch f(x)=ae*+be™* mit festen Zahlen a, belR\ {0}. Zeige, daB der
Graph von f entweder einen Extrempunkt oder einen Wendepunkt besitzt.

36.

Gegeben ist die Funktionenschar f, mit f, (x) =%-ln x, k>0.

a) Bestimme die Gleichung der Tangenten t, und der zugehdrigen Normalen n, an den Graphen
von f im Punkt P(1; 0).
. Zeichne f,, t, und n, in dasselbe Koordinatensystem.
b) Fir welches k hat das von n,, t, und der 2. Achse begrenzte Dreieck minimalen Flicheninhalt?

Anwendungsaufgaben
37.
Das Element U 234 zerfillt mit der Halbwertszeit 2,44 - 103 Jahre.

a) Wieviel Prozent der urspriinglichen Menge sind noch nach 1000 [10000; 100000; t] Jahren vor-
handen?

b) Nach welcher Zeit sind noch 10 [5; 1; p]% der urspriinglichen Menge vorhanden?

¢) Gib eine Funktion an, die den bereits zerfallenen Anteil zum Zeitpunkt t>0 angibt. Zeichne
den Graphen in ein geeignetes Koordinatensystem.

38.

Die Bevolkerung cines Staates wachse entsprechend der Funktion N mit N(t)=Ng-e**~% wobei

N, =120-10° die Anzahl der Einwohner im Jahr 1990 (t,) bezeichnet und o=0,03 Wachstums-

rate) ist.

a) Wie grol3 wird die Bevolkerungszahl im Jahre 2000 sein?

b) Vor wieviel Jahren war die Bevdlkerungszahl halb so groB wie im Jahre 19907

¢) Um wieviel Prozent nimmt die Bevolkerungszahl jahrlich zu? Vergleiche mit der Wachstumsrate!

1
Jahr (

39.

Die Bevolkerung eines Staates nahm in 5 Jahren um 2 Millionen Einwohner zu. Die jahrliche
Zunahme betrug 0,5%. Bestimme die Bevolkerungszahl nach Ablauf dieser 5 Jahre. Nach wie vielen
Jahren wird sich die Bevolkerungszahl verdoppelt haben?
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40.

Im Jahr 1987 hatten die USA 242 Millionen Einwohner. Mexiko hatte in diesem Jahr 81 Millionen

Einwohner. Das jdhrliche Bevolkerungswachstum betrug fiir die USA in den letzten Jahren durch-

schnittlich 1%, fiir Mexiko durchschnittlich 2,6%. Es sei als konstant unterstellt.

a) Bestimme jeweils die Bevolkerungszahl in Abhingigkeit von der Zeit. Stelle die Wachstumsfunk-
tionen graphisch dar.

b) Berechne die Verdoppelungszeiten. a

¢} Wann wird die Einwohnerzahl der USA nur noch doppelt so groB wie die von Mexiko sein?

41.
Der Luftdruck nimmt mit zunechmender Héhe ab, und zwar bei einem Aufstieg von 1000 m um
(etwa) 12% (konstante Temperatur unterstelit). Am Erdboden herrsche der Luftdruck p, = 1013 hPa.
a) Wie hoch igk der Luftdruck in einer Héhe von 100 m [von 2000 m, von 8000 m] iiber dem
Erdboden?
In welcher Hohe ist der Luftdruck auf die Hélfte von p, gefallen?

b} Bestimme k so, dal} die Funktion x— pye™** den Luftdruck in einer Hohe von x Metern angibt.

42,

Ein Anfangskapital K, von 10000 DM sei mit dem Zinssatz 7% langfristig angelegt.

- a) Wie grof} ist das Kapitel K, (Anfangskapital zuziiglich Zinsen) nach ¢inem Jahr?

b) Beweise: Nach n Jahren betrdgt das Kapital K, =K, 1,07".

¢) Berechne mit einem Taschenrechner die Potenzen 1,07 fiir n=1,2, 3, ..., 30 und stelle das
Wachstum des Kapitals graphisch dar.

d) Wann ungefdhr hat sich das Anfangskapital verdoppelt?

43.

Ein Anfangskapital von 5000 DM war bei wechselnden Zinssiitzen 5 Jahre lang angelegt und hat
sich in dieser Zeit (mit Zinseszins) auf 6755 DM erhdht. Welcher feste Zinssatz (genannt Rendite)
hétte (ungefdhr) dicses Resultat erbracht?

Anleitung : Verwende einem Taschenrechner und schachtele den gesuchten Zinssatz durch fortwah-
rendes Probieren so ein, daB er auf 2 Stellen hinter dem Komma genau ist.

44.
Ein Kapital von 10000 DM wird zu einem Zinssatz von 4% jihrlich verzinst,
a) Wie hoch ist das Kapital nach 1 Jahr [5; 10; n Jahren]?

b) Wie hoch ist das Kapital am Ende des ersten Jahres, wenn die Verzinsung %- jdhrlich
E- jahrlich; %- jdhrlich; %- jéihrlich] zu einem diesem Zeitraum entsprechenden Zinssatz von
2% [1%; %%; %%] erfolgt? Was erhilt man fiir n —c0? (Momentanverzinsung)

(Verwende zur Ermittlung des Grenzwertes, da3 lim (1 +%)n= e ist.)

45.
Berechne ausgehend von einem Jahreszinssatz von 5% [10%;p %] und einem Anfangskapital
von 2000 DM wie in Aufgabe 42b) das Gesamtkapital nach einem Jahr bei Momentanverzinsung.

46.

Ein Kapital wird zu einem Jahreszinssatz von 5% [10%; p %] verzinst. Wie wire der entsprechende
Zinssatz bei Momentanverzinsung zu wihlen, wenn man auf 1 Jahr bezogen den gleichen Zuwachs
erhalten mochte?



3/4L1 Mathematik (Kg) 31. Dezember 2008
Ubung zu e* und Inz — Lésungen

1) Ergebnisse: S. 86, Aufgabe 13:

a) 2, b) -2, c) 3
d) 3, e) 2—In(k), f) In(2)+ 3,
g) 3 (n(3)-1), h) 3k, o
o3 k) 3, D V3
m) %, n) 20.
Losungsweg: Anwendung der Logarithmengesetze
In(e”) =z, (1)
eln(:c) =z, (2)
In(a - b) = In(a) + In(b) , (3)
In(3) = In(a) — Inb), (4)
In(a") =r-1In(a), (5)
v 1
In(y/a) =lnar = . Ina (6)
a) In(e?) = 2, b)In =Ine 2 = -2,
) In(e’) (1) )1 (1)
c) 1n(\/z):1n(e%)(:)§ d) In {/e = Ines 5%’
1
e) ln% = Ine? —Ink = 2 —1Ink, f)In(2-e3) = In2+1ne® = 3+1n2,
4) (1) (3) (1)
ln\/g =1n2 =1In3—Ine) = L(In3-1),
) "o ¢ 2 okl ) 1 1
h) In(e3*) = 3k, i)In /e = = lne = =,
)1( )(1) ) \1/_(6)n1 ()1n
n3 _— k) e~ 1n2 — =1
et o )€ " () ¥
) e = ()% = Vel = V3, m) eV = o =
2 e
n) 2e~ 01 = 6130’1 5 % = 20.
S. 86, Aufgabe 14:
a) In(ZHh), b) In(letle=ly _ 221,
3 3
C) ln(m) = ln(xgc—_4), d) —.CCS — .TQ.

Losungsweg (Anwendung der Logarithmengesetze, speziell (3) und (4)):
a)In(z+1)—Inz+Ini=In(*t. 1) =Inztl

T z2
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b) In(z +1) +In(x — 1) = 2Inz =In((z + 1)(z — 1)) = Inz? = In ””1;1,
¢)3lnzx—In(2+z)—In(z—2) =Inz® —In(2+2z) —In(z —2) = In
d) In(e*™1) - In(e™*") = (z + 1)(—2?) = —23 — 22,

S. 86, Aufgabe 15:

3

X
In —5—,

$3 _
@) (@-2)

a) L={e, b) L={i}, ¢) L={e—1},
d) L= {\/Ev _\/E}v e) L= {2}7 f) L= {IH(Q)}v
g) L={2In(3)}, h) L={=22-1y i) L={(n(2)},

) L= {4/ 20

Losungsweg (Logarithmengleichungen 16st man durch Anwendung der Exponentialfunk-
tion und Exponentialgleichungen durch Anwendung der Logarithmusfunktion; beides
sind Aquivalenzumformungen, indern also die Losungsmenge nicht!):

a)lnr =3 & e =¢3 = x=¢3,

b)lnz=-1 <= e"?=¢! <= z=¢1=1

olnfz+1)=2 < z+1=¢* & z=¢>—1,

dIna2=1 < " =¢l = 22=¢ — z =14/,

e)In(3z —5)=0 < 3r-5=e"=1 < =2,

f) e* =2 <= In(e*) =In2 <= = =1In2,

g)ei* =3 <= lr=In3 < z=2In3,

h)y el =1 <= 224+1=In}=-In2 « z =522

)eV® =2 = Jr=In2 <= = (In2)>.

wegen In2>0
e =7 <= 32 =7 <= z=+/1InT.
2) S. 86, Aufgabe 5:

a) f'(x) = 2%, b) f(t) = 7e*tL, c) f'(t)=—et,
d) fl(z)=—e"%, e) fl(x)=2e"+1, f)  f(x) = kek®,
g) f(z)=aue™™™, h) A'(z)=-% et
S. 86, Aufgabe 6:
a) fM(@)=(-1)" e, b) f(x) = 5",
Q) FO(E) = A ) O = (ke

S. 93, Aufgabe 4:
a) f'(2)= g, ['(@) =—Gimer b)) @) = gaE t L @) = - mae
c) f(x) = s +1nE) 3% f(2) = — gz +1n(3)? - 37,
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Q) fla)=2 fa)=—2. o) ()=, @) = ke
f) W) =gq=5 M0 = —ggge &) ['@)=5 ") =4
h) fl(x)=22x+2, f'(x) =2.

3) Wir wiederholen die allgemeine Tangentengleichung: Ist f an der Stelle a differen-
zierbar, dann ist die

Tangentengleichung: y = f(a) + f'(a) - (z — a).

Hierbei ist a die Beriihrstelle, (a, f(a)) der Beriihrpunkt der Tangente mit dem
Graphen.
S. 86, Aufgabe 7: Ergebnisse:

f(z) a=—1 a=0 a=1 a=2
e |y=.-(z+2) y=z+1 y =ex y=e’(z—1)
e2 y:2\1/g(:c+3) y=1@x+2) |ly=ve-(z+1) |y=% 2
- 106 656
3¢t |y =iz @+ 1) |y = S +10)|y =37 (@ +9) |y = G- (v +8)

Die Tangentengleichungen sind in faktorisierter Form angegeben, so dass man die
Schnittstelle der Tangente mit der x-Achse unmittelbar ablesen kann.
Schnittstellen der Tangenten mit der x-Achse:

f(z) la=—-1la=0ja=1|a=2
ev -2 | =11 0 1
e? -3 | =2 | -1

3etc | —11 | —10| —9 | —8

Es zeigt sich: Bei f(z) = e® (1. Zeile) ist die Schnittstelle der Tangente mit der
x-Achse immer gleich a — 1 (siehe nachfolgende Aufgabe 9), bei f(x) = e? ist sie
immer gleich @ — 2 und bei f(z) = 3e16 liegt die Schnittstelle immer bei a — 10.
Welche iiber Aufgabe 9 hinausgehende Vermutung entnehmen Sie daraus? Beweisen
Sie sie wie Aufgabe 9.

S. 86, Aufgabe 8: Die Tangente an den Graphen von f(z) = e” an der Stelle
a = 0 ist gegeben durch die Funktion ¢,(z) = e* + ¢*(z — a) = 1 + z. Damit ist
f(z) = e” in der Ndhe von 0 (in ,erster Naherung®) gegeben durch

er ~ 1+ z fiir z nahe bei 0.

Insbesondere *9/e = €%992 ~ 1,002, e~ 0:001 =
el = Wern1]l.

ﬁ% ~ 1— 0,001 = 0,999 und
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S. 86, Aufgabe 9: a) Die Tangentenfunktion zu f(x) = e” ist t,(x) = f(a) +
f'(a)(x —a) = e* + e*(z — a), wobei a die Beriihrstelle ist. Die Nullstelle von ¢,
ergibt sich zu:

to(z) =0 <= e’ +e(x—a)=<= e*(z—a+1)=0 <= x=a—1.

Damit ist die Nullstelle der Tangente gleich a — 1, wenn a die Beriihrstelle ist. Dies
ist genau die behauptete Aussage.

b) Geometrische Konstruktion der Tangenten an den Graphen der e-Funktion: Man
falle das Lot vom Beriihrpunkt (a,e®) auf die z-Achse, gehe auf der z-Achse 1
Einheit nach links und zeichne die Gerade durch diesen Punkt (¢ — 1,0) und den
Beriihrpunkt b = (a, f(a)).

Zusatz: Ist f(x) = c-e*, so ist die Nullstelle der Tangentenfunktion ¢, gerade a — k:

ta(:zc):f(a)—l—f’(a)(:c—a):c-e%+£~e%~(:1c—a):£~e

e

(k+z—a),

ta(z) =0 <= k+2r—-—a=0 <= z=a—k.

Dies beweist die sich in Aufgabe 7 aufdrangende Vermutung.

S. 93, Aufgabe 5: Gesucht sind Tangenten, die parallel zu der gegebenen Gera-
den verlaufen, d.h. die dieselbe Steigung wie diese Gerade haben. Wir formen die
Geradengleichung um:

2 7
20 —3y+7=0 < Jy=20+7 < y = §w+§.

Damit hat die Gerade die Steigung m = % und gesucht sind die Stellen x mit
) = 2

Fir f(z) = Inx gilt: f'(z) = % Also miissen wir die folgende Gleichung l6sen:

2 1 2
)=z = —=- <= z=—.
@) =3 z 3 T

Nur an der Stelle % hat der natiirliche Logarithmus In eine Tangente parallel zur
gegebenen Geraden. Die Tangentengleichung lautet

y:f(a)—i—f'(a)(:l;—a)zlng+§(:ﬂ—g):;:c—l—l—ln?)—an.

S. 93, Aufgabe 7: Wir berechnen die Tangentenfunktion zur Funktion f(z) =
In(1+ ) an der Stelle a = 0: Nach der Kettenregel ist f/'(z) =In'(1+2x)-1= H%
und damit die Tangentenfunktion

t(x) = f(0) + f'(0)(z —0) =In(1) +z ==

Damit gilt fiir  nahe bei 0 (in ,erster Naherung*)

In(1 + ) ~ z fiir x nahe bei 0.
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oder dquivalent:

In(x) ~ « — 1 fiir x nahe bei 1.

Also In1,05 ~ 0,05, In0,99 ~ —0,01 und In(1 — 55) =~ —55.

4) S. 94, Aufgabe 1):

1
a) f(x) _ eac—4 +3e—2x +el—:c . 561—356’

3
f/<$) — eac—4 . 66—2:1: . el—:c + 561—356’
9
f/,<$) — eac—4 4 126—2:1: 4 el—:c o 561—356.

1

b) f(,[E) = 56—0,1517 4 072564:6—}-1 _ 26%_1357
1 1 1
f/($) — _0756—0,1:5 +e4:c+1 + 565_19”7
1 1.2

f(x) = 0,05e7 01 4 gttt — gei—zw.
) f@) = (" —1)2 + (" +1)2 =22 + 2, f'(z) =4e2*, f'(z)= 8.
d) flz) =(e"+1)?+ (7" = 1)* =2e7* +2,

fl(z) =—4e 2, f'(z) = —8e 2.

e) flz) = (S55) 4 (S5)" = e | ke B L (o2 o2,

flla)=e* =™, f'(x) =2 (¥ +e72) =4 f(a).

\)

1
i) f(z) = Z:cg —3e " 4 22
3
fl(x) = Sa? 43¢ 422, f(x) = 7 3e vt 42
3z _ 2z —x 1
j) f(:v):e crre Tl e’ +e T fe "

fl(x) =2 —e® =272 — e fl(z) = 4e* — " +4e 2 477,

S. 94, Aufgabe 2):
a) f(.’.E) = 4" = —(eln4)$ — _e$1n4’
fl(x) = —In4-e*™ = —1n4-4%  f'(z) = —(In4)? - 4*.
b) f(z) = 0,25% = (i)w gt geind
Fll)=—Ind-e ™M = _In4.-47*,  f"'(z) = (In4)? 47"
¢) fz) = (V2)* = (22)*" =27,
f(x)=1n2-2°,  f'(z)=(n2)?. 2%

1
d) f(:t) — 2x+1 _ 32:5—1 4 5:63 _ 37

Y

GV )
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3
fl(r) =1n2-2** —2In3. 3% 1 ¢ §x2,

f(x) = (In2)?-2°Tt —41In3.3%*~! 4 3.

S. 94, Aufgabe 3):
a) f(x) =€,
fl(z) =" +xe” = (x+ 1),
f(x)=e"+ (x+1)e* = (z+2)-€".
b) flz) =x-e*,
fll@)=e" +a(—e™) = (-z+1)e",
f”(;c) =——e "+ (—z+1)(—e")=(z—2)-e".

c) f(z) =(2—x)- e,

f(x)=—e"+ (2 —12)e” = (1 —x)e”,

f'(x) = —€e* + (—x+ 1)e* = —ze
d) f(z) =(z-3)-e7",

fll@)=e"+(@=3) () =(-z+4) ",

ff(x)=—e "4+ (—z+4)(—e*)=(x—5)-e "
e) fla) =(a® =22 +3)- ",

flx)=02z—2)e "+ (2> —20+3)- (—e*) = (2> +42 —5) - e %,

f"(z) = (—2z+4)e * +(—2? +42—5)(—e %) = (22 —62+9)e™® = (z—3)%e 7.
f) f(x) = (4 —2?)e” + (2% — 4)e™ %,

fl(x) = (—22)e” 4 (4 — 2%)e” + 2ze™ " + (2% — 4)(—e™ %)

= (—2® — 2z +4)e” + (—2® + 2z +4)e 7,
f'(x) = (=22 —2)e" + (2> —2x+4)e” + (—2x+2)e " + (—2> + 2 +4)(—e )

(—2? — 4z + 2)e” + (2 — 4z — 2)e™".

S. 94, Aufgabe 6):

e
2 @) =<,
e?rr—e’-1  e(z—1)
! prm prm—
f (':E) - :CQ ZCQ ’
() = (e®(x—1)+e®) - 2? —e®(z —1) -2z
= o,
(") x—2e"(x—1)  e"(x* — 2z +2)
B x3 B x3 .
Alternativ mit Produkt- statt Quotientenregel:
f(z) =z te”,
x
—1
f/($):—$_26$+$_16$:$_26$(—1+$):e ('ZQ )’

f/,<$) _ —|—2.’13_36$ o w—Qew o w—Qew +$—1ew

2_2 2)e®
:$_3€$~(2—2$—|—1’2):($ T )e.

b) fla) = 7,
o (e 1) —eT 1 e (—x—2)
fi(x) = (z + 1)2 - (x+1)2
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fix) = (x+1)
B (x+1)-(x+1)—e (-2 —-4) (x* + 4z +5)
N (x+1)3 N (x+1)
) f@) = g = (1)
fla) =+ )7 =
() =2(e* +1)3e” - e” — (e +1)72 ¢
_ T/ x — T T _ e’ (eac - 1)
—6(6 +1) 3'(26 —(6 +1))_<6x+1)
T4+1
Q) fl@) = S
yooy o ef(e®=1) = (e + 1) 2"
fi(z) = (e” — 1)2 - (e* —1)2
by —2e(e” —1)2 4 2e” - 2(e” — 1) - e”
f (':E) - (ex o 1)4
_—2e"(e" — 1) +4e** 2e"(e” + 1)
N (er —1)3 (et —1)3
e) Erweitert man den gegebenen Funktionsterm mit e” so erhilt man
e * 1
f(x) = =

e +1  1+4er
Dieser Aufgabenteil stimmt also mit c¢) {iberein.

S. 94, Aufgabe 7):
a) f(z) =ln(x +1) +In(x - 1), f(z) =4 +-4

b) f(x) = In(z?) —|—ln(i) —In(2z) =2Inz —Inz — (1n2—|—lnx) =—1In2,

f'(z) = 0.
1 1 1 ) )
c) ln(\/:;)—ln(%) :§ln:c—|—§ln:c:61n:c, f’(:zc):&
d) f(z) =2® —Inz + 1, f’()_2x—%
e) f(z) =In(2x+1) —In(2xz — 1), f'(z) = 2x2+1 — 2:52—1 = (2x+1_)212x_1).
1
f) f(z) =xzlnz, f(z)=lnz+z-—=1+Inz.
x
1
g) f(r)=2%Inx, f(r)=2xnz+ 2. — z(1+2Inx).
1
h) f(:(;):ﬂ:w Inzx,
1 l1-Inz
"(z) = —a7% 1 = = 1 1
f(z) nx+ - . 2 (= 1nx—;l) >
nzx
1 1 21n =
) 1) = (na? =hots. () =2r =2
) x , nz—2z-- her-1 1 1
x) = —, x) = = = — :
) f@) Inx fle) = In? z 2z Inz Inlz

k) f(r) = (z* —4)Inx, f’($):2xlnx+(x2—4)oi.
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3 1 1 1 1
) f(#) =In —— =In3z —In(z — 1), f’(:lc)zﬂ i e |
1 -2
) 0) =ty =l )= e a
n) f@) =In(@? + 1), f@) = 20—

5) S. 90, Aufgabe 4 d): f(z) = (2% — 1)e”.
Der Definitionsbereich ist ganz R.
Nullstellen: Wegen e* > 0 sind die Nullstellen von f genau die Nullstellen von
22 — 1, also 1, und es liegt in beiden Fillen ein Vorzeichenwechsel vor.
Grenzwerte: Der Grenzwert fiir x — oo ist offenbar oo, wihrend zur Bestimmung
des Grenzwertes fiir + — —oo die aus der Regel von de 'Hospital gefolgerte Tatsache
lim, o ”é—: = 0 bendtigt wird. Man erhélt damit

2 -1 x? 1

lim (2% —1)e” = lim ((—2)* — 1)e™* = lim = lim — — lim — =0.
Tr— —00 T— 00 T— 00 ex r—o0 e¥ r—o0 e

Ableitungen: Mit der Produktregel erhilt man
f'(x) = 2ze” + (22 — 1)e* = (2% + 22 — 1) - ”,
f'(x) = 2z +2)e” + (22 + 22 — 1)e” = (2% + 4z + 1) .

Extrem- und Wendestellen: Da e® > 0 ist, sind die Nullstellen und Vorzeichenver-
teilung von f” und f” durch die beiden quadratischen Terme gegeben:

Fx)=0 < 22 +22-1=0 < z=—-1+2,
fla)=0 <= 2’ +42+1=0 < z=-2+V3.

In allen Féllen liegen Vorzeichenwechsel vor (quadratische Terme mit 2 verschiede-
nen Nullstellen!), so dass die Funktion f an den Stellen —1 + V2 Extrem- und an
den Stellen —2 + /3 Wendestellen hat.

Wegen f'(z) > 0 <= z?+2x—1 > 0ist f’ schlieBlich monoton steigend, also hat f
an der letzten Extremstelle —1++/2 &~ 0,41 ein Minimum und bei —1—+/2 ~ —2,41
ein Maximum.

yl
1 4
I e o
T I 4 4 4 + 4 s
W
T
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S. 90, Aufgabe 4 e): f(z) = z%e™".

Der Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: Es ist f(x) = 227 > 0 und f(z) =0 <= x = 0. Damit ist 0 einzige
Nullstelle von f, und zwar ohne Vorzeichenwechsel. Zugleich erkennt man, dass 0
Minimumstelle von f ist (s. u.).

Grenzwerte: Es ist

2
lim z%¢™® = lim — =0,
T— 00 r—o0 e¥
lim 2%e™* = lim z%e” = .
r— — 0O r— 00

Ableitungen: Mit der Produktregel erhilt man
fl(x) =2z + 2% (1) = —(2% — 22) - e ",
f'(x) = =2z —2)e " + (2 — 22)e™® = (2% — 4o +2)e".

Extrem- und Wendestellen: Wieder sind wegen e~* > (0 die Nullstellen und Vorzei-
chenverteilung von f’ und f” durch die quadratischen Faktoren gegeben:

fl)=0 <= 22 —22=0 <= 2=0 V z=2,
fl2)=0 <= 2 —4242=0 < =2+ V2.

In allen Fallen liegen Vorzeichenwechsel vor (quadratische Terme mit 2 verschiede-
nen Nullstellen), so dass 0 und 2 Extrem- und 2 & v/2 Wendestellen von f sind.
Da 0 Minimumstelle von f ist, ist +2 Maximumstelle.

yl

W2

S. 90, Aufgabe 4 f): f(z) = z(x — 1)e™*.

Der Definitionsbereich ist wieder R. Nullstellen sind 0 und 1, beide mit Vorzeichen-
wechsel. Das Vorzeichen von f(x) ist gleich dem Vorzeichen von z(z — 1) (da e™*
immer positiv ist), also ist f(x) schlielich positiv.

Die Grenzwerte im Unendlichen sind

-1
lim z(z —1)e”® = lim 2@ —1) =0,
T— 00 T— 00 et
lim z(z—1)e™ = lim (—z)(—z —1)e” = lim z(x + 1)e” = 0.
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Die Ableitungen von f(x) = (2% — x)e™% sind:

flx)=C2r—1e *+(2? —x)- e (=1) = (—2* + 3z — 1)e?,
f'(x) = (20 +3)e "+ (—2® + 3z — 1)e - (=1) = (2 —br +4)e™ ™.

Zur Bestimmung der Nullstellen von f’ und f” braucht man nur die quadratischen
Faktoren zu untersuchen:

3 5 3 1
fliz)=0 <= 2* -32+1=0 < x:—i\/j:—i—\/g,
2 4 2 2
f'(2) =0 <= 2° -52+4=0 <= (z—-4)(r—1)=0 <= =1V x=4.

In allen Féllen liegen Vorzeichenwechsel vor, also sind %i % /5 Extrem- und 1 sowie
4 Wendestellen von f.

Das Vorzeichen von f'(z) = (—2% + 3z — 1)e™® ist gleich dem Vorzeichen des
quadratischen Terms —z2 + 3z — 1, also schlielich negativ. Daher ist die letzte
Extremstelle ein Maximum, die andere hingegen ein Minimum.

yl
1_
H W
Wy o o e——
Tl ' T

S. 90, Aufgabe 4 a): f(z) = &2

. urgape a): f(xr) = .

, Aufg e

Definitionsbereich: Wegen e* > 0, also 1 + e* > 1 wird der Nenner niemals 0, so
dass die Funktion auf ganz R definiert ist: ID(f) = R.
Nullstellen: Die Nullstellen der Funktion sind die Nullstellen des Z&hlers, also

f(x) =0 <= " =2 <= x=In2.

In 2 ist die einzige Nullstelle von f. Es liegt ein Vorzeichenwechsel von — zu + vor,
da e” und folglich auch e” — 2 monoton wachsen.

Grenzwerte: Wegen lim e® = 0 folgt
—_— T— —00

—2.

) ) e* -2 0-2
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Fiir x — oo gilt e — co. Um das Verhalten des Bruches zu studieren, klammern
wir in Z&hler und Nenner (den dominierenden Term) e® aus:

ex(l—i)_l—e%

€Tr) = i =
f@) (41 L+1
Wegen lim e% = 0 folgt
r—00
2
-2 1-0
— € — —
L S e S

Ableitungen: Mit der Quotientenregel berechnen wir

g ef(1+e”)—(e" —2)e”  3e”
fiz) = (1+ ev)2 (1 4ev)?
vy 3e"(14€%)? —3e” - 2(1 +e%)e”  3e”(1+e”) — 6e*”
filz) = (1+ ex)4 B (14 e7)3
_3e"(1—¢€")
- (1+er)3

Extremstellen: Da e® keine Nullstellen hat, hat auch f’ keine Nullstellen, f also
keine Extremstellen.
Wendestellen: Wegen e” # 0 gilt:

() =0 < 3e"(1—¢e")=0 <= 1-¢e"=0 < " =1 < z=0.

Bei x = 0 hat f eine Wendestelle, denn f” dndert dort sein Vorzeichen: Da e* > 0
ist, ist das Vorzeichen von f” bestimmt durch 1—e®, und 1—e” ist monoton fallend,
dndert also an seiner Nullstelle das Vorzeichen (von + zu —). f wechselt an der
Stelle 0 also seine Kriimmung von links- zu rechtsgekriimmt.
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S. 90, Aufgabe 4 b): f(z) = %.

et +e*
Definitionsbereich: Es ist e* 4 e~* > 0, also hat der Nenner von f keine Nullstelle:
f ist auf ganz R definiert.

Symmetrie: Der Graph von f ist punktsymmetrisch, denn

Nullstellen: Es gilt
fx) =0 <= " —e"=0<<= e"=€e" <= rv=—12 < z=0.

Einzige Nullstelle ist x = 0.

Grenzwerte: Wegen der Punktsymmetrie brauchen wir nur die Grenzwerte fiir
r — 00 zu bestimmen. Aus den bekannten Grenzwerten lim, ... e* = oo und
lim, oo™ ® =lim,_,_, e* = 0 erhalten wir

lim (e £e7%) = lim e* = 0.
r—00 r—00

Zahler und Nenner von f(z) konvergieren also gegen co. Um den Grenzwert des
Quotienten berechnen zu kénnen, klammern wir wieder (den dominierenden Term)
e’ aus:

er — % eac<1 o 6—256) 1— e—2:c

fla) = er + e - e? (14 e2%) 14 e 22

und erhalten so
1—e 27 B 1-0

und wegen der Punktsymmetrie lim,_,_ f(z) = —1.

Ableitungen: Mit der Quotientenregel erhalten wir

(6" — e (CL)(E ) = (¢ = e )" e (<L)

/ _
f (':E) - (635 +e_x)2
(eac + e—ac)Q o (eac o e—ac)Q 62:1: + 92+ 6—2:15 o (eQ:c — 24+ 6—255)
o (eac +e—x)2 - (eac +e—x)2
4
- (eac +e—x)2 ’

und ausgehend von f/(z) = 4-(e* +e~%)~2 mit der Produkt- und Kettenregel dann

fﬂwz—&&+fﬂ*«a—aﬂ=—£gﬁ£;g

Extremstellen: f’ hat keine Nullstellen, f also keine Extremstellen; genauer: f’
ist immer positiv, f also monoton steigend. Dies zeigt zugleich, dass f an seiner
Nullstelle x = 0 das Vorzeichen von — zu + wechselt.
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Wendestellen: Da f und f” bis auf den Faktor —8 denselben Zihler haben, hat
auch f” bei 0 eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel, 0 ist Wendestelle von f.

e—ac

S. 90, Aufgabe 4c): f(x) = 4o

Definitionsbereich: Wegen 1 + e® > 0 hat der Nenner keine Nullstellen, f ist also
auf ganz R definiert.

Nullstellen: f hat keine Nullstellen, da der Zahler e™” stets positiv ist.
Grenzwerte: Fiir z — oo strebt der Zédhler von f gegen 0 und der Nenner gegen oo,
der Bruch also gegen 0: lim,_,~ f(z) = 0.

Fiir x — —oo strebt der Zahler gegen oo und der Nenner gegen 1, der Bruch also
gegen oo: lim,_,_ f(z) = 0.

Hinweis: Indem man den Bruchterm fiir f(z) mit e® erweitert, erhdlt man die
folgende etwas iibersichtlichere Darstellung

e T 1

T 1ter  er(lter)

f(x)

Aus ihr entnimmt man unmittelbar, dass f keine Nullstellen hat und die Grenzwerte
von f limy o f(z) =0 und lim,_,_ f(z) = oo sind.
Ableitungen: Mit der Quotientenregel berechnen wir (unbedingt kiirzen!)

() = —e T(14+e®)—e e _—et -2
(14 e7)2 (1+4e%)2’
F(z) = e T(1+e")2 +(e7®+2)-2(1+¢e%) € _ e"T(l+e")+2e"(e™" +2)
(1+ex)4 (1+ev)3
e+ 3+ 4de”
(1 4em)3

Extremstellen: Der Term fiir f/(z) zeigt, dass f’ nur negative Werte hat, f also
monoton fillt. Insbesondere gibt es keine Extremstellen.
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Wendestellen: Genauso erkennt man, dass f” nur positive Werte hat, f also stets
linksgekriimmt ist und insbesondere keine Wendestelle hat.

yl

S. 93, Aufgabe 6: a) Da Logarithmen nur fiir positive Zahlen definiert sind, ist
der Definitionsbereich ID(f) =]0, co].
1 1
/ 1
=—— =—— -1
fla)= —a f'(5) = -

Nullstellen von f:

1
S =0 <= 1-2°=0 < z=+1.
X

Aber Achtung: Mit f ist auch f’ nur auf |0, co[ definiert, —1 gehort also nicht zum
Definitionsbereich von f’. Daher ist nur +1 Nullstelle von f’. Wegen f”(1) = -2 <

0 liegt ein Maximum vor. Der Wert des Maximums betrigt f(1) = —1.

Nullstellen von f” gibt es nicht, also auch keine Wendestellen.
b) Definitionsbereich ID(f) =] — 1, co].

/ 1 1 1
fley=1-Tm o=y
f’ hat einzige Nullstelle bei x = 0. f”(0) = 1 > 0, also liegt ein Minimum vor; der
Wert des Minimums ist f(0) = 0.
f” hat keine Nullstellen, f also keine Wendestellen.
c¢) Der Definitionsbereich D(f) = {x | |z| > 0} = {z € R | x # 0} zerfillt in zwei
Teilintervalle | —oo, 0] und ]0, co[. Man untersucht dann die Funktion auf den beiden
Teilstiicken getrennt. Wegen des Betrages in der Definitionsformel fiir f(x) gilt
f(=z) = f(x), also ist der Graph von f symmetrisch zur y-Achse. Daher braucht
man nur den Verlauf von f iiber ]0,00[ zu studieren. Dort gilt f(x) = 1 + In(x).
Der Graph von f entsteht in diesem Bereich durch Verschiebung des bekannten
Graphen von In(z) um 1 nach oben.
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Skizzen:

a)

6) S. 95, Aufgabe 12 a): Funktionsuntersuchung f(z) = e?*~1 — 1,
Der Definitionsbereich ist ganz R.
Nullstellen:

201 — ot tl ey 99 =g 41 = z=2.

f(x) =0 <= e
Um gleichzeitig auch einen evtl. Vorzeichenwechsel erkennen zu konnen, benutzt
man am besten die folgende faktorisierte Form von f(z):

f@)=e" (e -1)=0 = " 2=1 <= 2-2=0.

Da der Faktor e**! stets positiv ist und e*~2 — 1 monoton steigt, muss f an seiner
Nullstelle das Vorzeichen wechseln, und zwar von — zu +. (Diese Faktorisierung
wird auch im Folgenden niitzlich sein.)

Grenzwerte: Fiir x — oo streben e?*~! und e**! gegen oo, es ist dann aber nicht
klar, wohin die Differenz e?*~! — ¢**! konvergiert. Um das zu erkennen, benutzen
wir wieder die obige Faktorisierung und erhalten fiir x — oo:

— z+1 | r—2 -1
flz) =¢ (e ) — 00,
— 00 — 00

——

— 00

Der Grenzwert fiir x — —oo ergibt sich einfacher:

flz) =21~ 50 fiir s — —c0.
N~
—0 —0

Ableitungen:
f’(.fC) — 26256—1 . eac—l—l _ eac—l—l . (2635—2 . 1)7
f”(.fC) — 46256—1 . eac—l—l _ eac—l—l . (4635—2 . 1)

3/4L1 Mathematik (Kg) 25 Ubung zu e® und Inz — Loésungen



Als Nullstellen der Ableitungen findet man

1
flx) =0 <= 272 =1 < e$_2:§
— r—2=-I2 << r=2-In2~1,31,
() =0 <= 4" ?=1 <= x2—-2=—-1In4 < 2=2—-1n4~0,61

In beiden Fillen liegt ein Vorzeichenwechsel vor, denn der Faktor 2e*~2 — 1 bzw.
4e*~2 — 1 ist monoton wachsend; es findet also jeweils ein Vorzeichenwechsel von —
zu + statt. Die Extremstelle 2 —In 2 ist somit eine Minimumstelle. Der Berechnung
der y-Koordinaten von Tief- und Wendepunkt sind gute Ubungen zum Rechnen
mit Logarithmen und Exponentialfunktion:

3 3 3

_ 3-2mIm2  3-lm2_ € e 4,1 1. e
J2-In2)=e —¢ _(eln2)2_eln2_e '(2_2_5)——Z7
e3 e3 1 1 3e3

2_14:3—21114_ 3—Ind4 _ . — 3 Iy — T
i nd) =e € (eln1)2 ~ clnd € (42 4) 16

Damit ist T = (2-In2, =% ) ~ (1,31; —5,02) der Tief- und W = (2—In4, —32) ~
(0,61; — 3,77) der Wendepunkt von f.

yl

S. 95, Aufgabe 12 b): Funktionsuntersuchung f(z) = e* —x — 1.

Der Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: Bei der Aufstellung einer Wertetafel oder genauem Hinsehen erkennt
man, dass z = 0 eine Nullstelle von f ist: f(0) = ¢ — 0 — 1 = 0. Die weite-
re Funktionsuntersuchung wird zeigen, dass 0 die einzige Nullstelle ist und dort
kein Vorzeichenwechsel vorliegt. [Eine algebraische Losung der Nullstellengleichung
e” = x + 1 etwa durch Logarithmieren ist nicht moéglich, da die Unbekannte nicht
nur im Exponten, sondern auch als Basis auftritt. Solche Gleichungen sind nur bei
Vorliegen zusétzlicher Besonderheiten exakt 16sbar, ansonsten miissen Naherungs-
verfahren wie etwa das Newton-Verfahren angewandt werden.|
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Grenzwerte:

Die letzte Berechnung zeigt zugleich, dass sich f(z) beim Grenziibergang r — —oo
immer weniger von a(x) = —x — 1 unterscheidet:

lim (f(z) —a(z)) = lim e =0.

r——00 r——00

Der Graph von a ist eine Asymptote fiir f beim Grenziibergang r — —oo.

Ableitungen: f'(z) = e — 1, f"(x) = €. Damit ist f” stets positiv, der Graph
von f also linksgekriimmt. Die einzige Nullstelle von f’ ist x = 0: f(z) =0 <=
e’ =1 <= z = 0. Wegen der Linkskriimmung hat f bei 0 ein Minimum. Dies
zeigt zugleich die obigen Behauptungen iiber die Nullstellen von f.

yl

S. 95, Aufgabe 12 c): Funktionsuntersuchung f(x) = 2 —e* 1.

Diese Aufgabe lédsst sich auf Teil b) zuriickfithren, denn ersetzt man in der hier
gegebenen Funktion x durch x + 1, so erhélt man f(x +1) = 2+ 1 — e*T171 =
—(e” —x — 1), und dies ist genau das Negative der in b) gegebenen Funktion. Dies
bedeutet, dass der hier gesuchte Graph von f aus dem in b) bestimmten Graphen
durch Verschiebung um 1 nach rechts und Spiegelung an der z-Achse entsteht. Alle
Ergebnisse von b) lassen sich dann unmittelbar hierauf iibertragen.
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Skizze:

Hier nun eine Funktionsuntersuchung nach iiblichem Muster, z. B. weil man diesen
Zusammenhang nicht gesehen hat oder weil man nicht zuvor b) behandelt hat oder
auch nur zur Ubung:

Der Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: Eine Nullstelle von f ist bei x = 1 zu finden. Ob es weitere gibt,
entscheiden wir aufgrund der nachfolgenden Funktionsuntersuchung, insbesondere
der Monotonie.

Grenzwerte:
lim (( oz —¢" ') =—0c0,
T——00 ~~~
— —00 —0
. z—1 . z—1 £
lim (z —e*7") = lim ¢ (—— —1) = —c.
T—00 T—00 N~~~ "eT—
—00 S~
—0
——
——1

Die erste Grenzwertberechnung zeigt, das durch a(z) = z eine Asymptote von f
fiir ¥ — —oo gegeben ist: lim, . o (f(z) — a(r)) = lim,__(—€*"1) = 0. Der
Graph von f schmiegt sich fiir x — —oco dem Graphen von a an.

Ableitungen:

fl@) =z -} fllz)=1—e""", () = —e"".

Man erkennt, dass f” nur negative Werte hat, f also rechtsgekriimmt ist. f’ hat
nur eine Nullstelle:

fllz)=0 = e !'=1 <= 2-1=Inl=0 < z=1.

Da f rechtsgekriimmt ist, hat f bei 1 ein Maximum. Dies ist zugleich die Nullstelle
von f. Also kann f keine weiteren Nullstellen haben; alle anderen Werte von f sind
negativ. (Skizze siehe oben.)

S. 95, Aufgabe 12 d): Funktionsuntersuchung f(z) = 2 + 3z — 2°1,
Definitionsbereich ist wieder ganz R.

Nullstellen: Die Nullstellengleichung 2 + 3z = 2**1! ist algebraisch nicht angreifbar,

3/4L1 Mathematik (Kg) 28 Ubung zu e® und Inz — Losungen



da die Unbekannte x zugleich im Exponenten und in der Basis auftritt. Man findet
in einer einfachen Wertetabelle aber, dass x = 0 und x = 2 Nullstellen von f sind.
Dass es keine weiteren Nullstellen geben kann, zeigt die nachfolgende Funktionsun-

tersuchung.
Grenzwerte:
2+3
lim (2+43z—2"") = —o0, lim 221 (2220 gy = oo,
T——00 N N~ T 00 S~~~ 9z+1
——00 —0 —00
—0

Die Berechnung des ersten Grenzwertes zeigt zugleich, dass durch a(z) = 2 + 3z
eine Asymptote von f fiir x — —oo gegeben ist.
Ableitungen: Wir stellen f durch die e-Funktion dar:

flz) =243z -2 =243z — (M2)*H! =2 4 3g — M2+
f/(.',E):3—€1n2‘(x+1)‘1n2:3_2x+1‘ln27
f//(w) — _2$+1 i ln22 ]

f” hat nur negative Werte, also ist f stets rechtsgekriimmt. Wir bestimmen die
Nullstellen von f”:

f(z) =0 3 — 2@+ In3 —In(In2) =In2- (z +1)

<~ xzw—lzl,ll.
In 2
Wegen der Rechtskriimmung hat f an dieser Stelle ein Maximum. Da dieses Maxi-
mum das einzige Extremum von f ist, ist f vor dem Maximum monoton wachsend
und dahinter monoton fallend, kann also nur 2 Nullstellen besitzen: Aufler den bei-
den bereits angegebenen Nullstellen gibt es somit keine weiteren. Zur Kontrolle:
Der maximale Funktionswert von f ist positiv:

In3 — In(In 2)

—1)~1,01.
( ln2 ) Y

Skizze:
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e3” —1
10e”
Der Definitionsbereich ist ganz R, da der Nenner nie 0 wird.
Nullstellen: f(z) =0 <= €3 =1 <= z = 0. Es liegt ein Vorzeichenwechsel

von — zu + vor, da €3* und also auch e3* — 1 monoton wiichst.
1

S. 95, Aufgabe 12 e): Funktionsuntersuchung f(z) =

Grenzwerte: f(x) = 0 (e** —e™™). Also
limi~(62x—e_””):oo lim i~(62”F‘—e_””):—oo.
z—oo 10 =~ N~ ’ z——00 10 N~ ~~
— 00 —0 —0 — 00

1 1
Ableitungen: f'(z) = 0 (2e** +e7"), f'(z) = 0 (4e** — ). Offenbar nimmt
f" nur positive Werte an: f ist monoton steigend.

(4€3" —1) =0 = 63:6:% < 3z =—-1In4

1
— x:—§~ln4:—§~ln2% —0,46.

1
=0

Damit hat f” nur eine Nullstelle; es liegt ein Vorzeichenwechsel vor, da 4e3* mo-
noton wachst. Also hat f an dieser Stelle einen Wendepunkt.
Skizze:

yl

S. 95, Aufgabe 12 f): Funktionsuntersuchung f(z) = 2% — 0,52% — 2.

Der Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: Eine algebraische Lésung der Nullstellengleichung ist nicht mdéglich,
aber man findet x = 2 als eine erste Nullstelle. Ob es weitere gibt, entscheiden wir
nach der Funktionsuntersuchung.

, . x? 2 . z? 1
Grenzwerte: Es ist f(z) =2%- (1 — 5 90 2_95) =27 (1- o+l 295——1)’ also:
z? 1
] — 1 z o, _ _ ) =
e = I 20 s ) =
—00 N e
—0 —0
lim f(r) = lim (2° —0,5-2°—2) = —00.
Tr——00 T——00 N e —
—0 00

3/4L1 Mathematik (Kg) 30 Ubung zu e® und Inz — Losungen



2 2
Ableitungen: f(z) = 2””—%—2 = exan—%—Q, fl(x) =e""2In2—2 = 2%.In2—x,

f"(x) = 2% -1n®2 — 1. Wir untersuchen auf Nullstellen:

1
f(z) =0 <= 2% = oy < eln2= —In(In®2) = —2In(In2))

2In(In2)
— r=——"-—"-~1,06.
In 2
f" wechselt an dieser Stelle sein Vorzeichen von — zu + (27 -In® 2 wiichst monoton),
also liegt hier eine Wendestelle von f. Diese ist zugleich eine Extremstelle von f’
(1), und zwar eine Minimalstelle (da f’ vorher fillt und hinterher steigt). Also sind
alle Werte von f’ gréfler oder gleich dem Wert von f’ an dieser Minimalstelle

21In(In(2) _ 2In(In2) In2 = 2In(In2)
Ot Sk S/ (S, Y 21n(In 2) —
I In2 J=In2-e + In2 In?2 In 2
1 2In(In2) ~0.30 > 0
~ In2 n2 '

Alle Werte von f’ sind folglich positiv und f ist monoton wachsend. Damit kann f
nur die bereits oben gefundene Nullstelle z = 2 haben.
Skizze:

yl

S. 95, Aufgabe 13 a): Funktionsuntersuchung f(z) = 4ze™".
Der Definitionsbereich ist ganz R.
Nullstellen: Die einzige Nullstelle ist 0, mit Vorzeichenwechsel.

Grenzwerte:
4
lim — = 0, lim 4ze™ = lim (— 4z €% ) = —00.
r—o0 e¥ T— —00 T—00 M~~~
Ableitungen:
fllz)y=4-e " +4z-(—e ") =41 —2)e™ ",
ffla)=4-((-1)- e+ (1—x) (%)) =4(x —2)e” "

3/4L1 Mathematik (Kg) 31 Ubung zu e® und Inz — Losungen



Die Nullstellen sind unmittelbar ablesbar: f’ hat nur die Nullstelle 1, mit Vorzei-
chenwechsel von + zu —, also ist 1 eine Maximalstelle von f. f” hat nur die Null-
stelle 2, mit Vorzeichenwechsel, also eine Wendestelle von f. Der Hochpunkt ist
H = (1,f(1) = (1,2) =~ (1;1,47), der Wendepunkt ist W = (2, f(2)) = (2, %) =
(2;1,08).

yl

S. 95, Aufgabe 13 b): Funktionsuntersuchung f(x) = z%e”.
Siehe S. 90, Aufgabe 4 e): Dort wurde die Funktion z?e~% untersucht. Die Graphen
sind spiegelbildlich zueinander bzgl. der y-Achse.

S. 95, Aufgabe 13 c): Funktionsuntersuchung f(z) = (z* + 3z 4 2)e ™",
Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen sind —1 und —2, denn 22 + 3z +2 = (z + 1)(x + 2) (Vieta!). An beiden
Stellen wechselt f sein Vorzeichen.

Grenzwerte:

lim (22 4 3z 4 2)e™® = 0 ('Hospital),  lim (2% + 3z +2)e™* = 0.

Ir—00 r——00

Ableitungen und deren Nullstellen:

fl(x)=2r+3)e ™ + (2> +3x+2)(—e ) = (—2® —z+ 1) ",
() = (22 —De 4+ (2 —z + 1)(—e®) = (2® —x — 2)e™ 7,
fllz)=0 <= 2 +2-1=0 <— x:—%iﬁ,

f'2) =0 <= 2> —2-2=0 < (z+1)(z —

An allen Nullstellen liegt ein Vorzeichenwechsel der jeweiligen Funktion vor, also
sind —1 und 2 Wendestellen von f und —% + § Extremstellen von f. Das Vorzei-
chen von f’ ist das Vorzeichen von —z? —z + 1 (e=% > 0!), also ist f’ schlieBlich
negativ, f schliellich fallend und die gréfite Extremstelle eine Maximalstelle, die
andere eine Minimalstelle. Damit liegt ein Hochpunkt bei H ~ (0,62;2,28) und ein
Tiefpunkt bei T = (—% — Y5, f(—1 — ¥5)) ~ (—1,62; — 1,19). SchlieBlich sind die
Wendepunkte Wy = (—1;0) und W = (2, 13) ~ (2;1,62).
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W2

S. 95, Aufgabe 13 d): Funktionsuntersuchung f(z) = (2* — 2z 4 2)e”.
Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen existieren nicht, da die quadratische Gleichung 2 — 22 4+ 2 = 0 keine
Losungen hat.

Grenzwerte:

lim (22 — 22 4 2)e” =00, lim (2? — 22+ 2)e” = 0 (’Hospital).

Ir—00 r——00

Ableitungen:

fl(x) = (22 — 2)e” + (2% — 2z + 2)e” = 22e”,

f(x) = 2xe® + 2%e® = (2% + 2z)e” .
f hat nur eine Nullstelle, bei 0, ohne Vorzeichenwechsel; f hat also keine Extrem-
stellen, aber eine Sattelstelle bei 0.

f" hat die beiden Nullstellen 0 und —2, beide mit Vorzeichenwechsel, also neben
der Sattelstelle 0 eine weitere Wendestelle bei —2.

yl
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2
-1
S. 95, Aufgabe 13 e): Funktionsuntersuchung f(x) = ‘ —.

Siehe S. 90, Aufgabe 4 d): Dort wurde die Funktion (2% — 1)e® untersucht. Die
Graphen sind spiegelbildlich zueinander bzgl. der y-Achse.

S. 95, Aufgabe 13 f): Funktionsuntersuchung f(z) = (z* — 4)e®.
Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: f hat nur eine Nullstelle: /4, mit Vorzeichenwechsel von — zu +.

Grenzwerte:
lim (2® — 4)e” = o0, lim (2® —4)e® =0 (’'Hospital).
Ableitungen:

f(x) = 32%e® + (2 — 4)e” = (2° + 32 — 4)e”,
f"(x) = (32 + 62)e” + (2 4 322 — 4)e” = (23 4 622 + 62 — 4)e” .

Zur Nullstellenberechnung von f’ und f” muss man kubische Gleichungen l6sen.
Nullstellen von f’: +1 ist Losung von a® + 322 — 4 = 0. Polynomdivision ergibt:
23+322 -4 = (x—1)(22 +42+4) = (x—1)(z+2)%. Damit hat f" die Nullstellen +1
mit Vorzeichenwechsel, und —2 ohne Vorzeichenwechsel. Damit ist +1 eine Extrem-
und —2 eine Sattelstelle von f.

Nullstellen von f”: Als Sattelstelle ist —2 auch Wendestelle, also Nullstelle von f”,
d.h. von 22 4 622 + 62 — 4. Polynomdivision durch z + 2 ergibt: 23 + 622 + 6z —4 =
(x + 2)(:1:2 + 4z — 2). Nullstellen von 22 +4x — 2 sind £ = —2 + /6. Damit hat
f"” neben —2 noch zwei weitere Nullstellen —2 + /6, beide mit Vorzeichenwechsel,
also Wendestellen von f.

Wir erhalten den Tiefpunkt 7" = (1, f(1)) = (1, —3e) =~ (1; —8,15), den Sattelpunkt
S = (-2, f(-2)) = (-2,—13) ~ (—2; —1,62) und die beiden weiteren Wendepunkte
Wi = (~2 =6, f(=2— V/6)) ~ (— 445; — 1,08) , Wa = (2 + V6, f(~2+ V6)) ~
(0,45; —6,13).
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S. 95, Aufgabe 14 a): Funktionsuntersuchung f(z) = lnxz — x.
Definitionsbereich ist der Bereich der positiven reellen Zahlen: ID(f) =|0, o[, da In
nur fiir positive Zahlen definiert ist.

Nullstellen sind algebraisch nicht bestimmbar, da die Unbekannte x sowohl unter
dem Logarithmus wie auflerhalb auftritt. Wir untersuchen zunéchst den Verlauf
des Graphen und kommen dann auf die Nullstellen zuriick.

Grenzwerte:
1
lim f(z) = lim - (ﬂ —1) = —oo (I'Hospital),
x oo x oo €T
—0
li =lim(lnz —x) =—00.
lim f(x) = lim(Inz —x) = —oc0
Ableitungen:

Pay=2-1, )=

Damit hat f” nur negative Werte, f ist also stets rechtsgekriimmt.

Einzige Nullstelle von f’ ist 1. Wegen der Rechtskriimmung von f ist 1 eine Maxi-
malstelle von f: T'= (1, f(1)) = (1, —1). Da dies die einzige Extremstelle von f ist,
ist —1 der grofite Wert, den f annimmt: f hat nur negative Werte, insbesondere
keine Nullstellen!

x2’

S. 95, Aufgabe 14 b): Funktionsuntersuchung f(z) = Inz + 2% — 1.
Definitionsbereich ist |0, col.

Nullstellen sind wieder nicht algebraisch bestimmbar. Man kann aber x = 1 als
Nullstelle erkennen. Ob es weitere Nullstellen gibt, untersuchen wir spéter.

Grenzwerte:
I —lim 2? (B Ly lim(Inz + 22 — 1) =
Jim f(z) = Jim 2® - (25 2 )= lm(nz+a”—1)=—co.
=~
—0 —0
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Ableitungen:
1 1
! = — 2 " —_ — 5 2 .
fla)="L4om,  f@w=-F+

f'(z) ist iiber dem Definitionsbereich |0, 00[ immer positiv, also ist f monoton
wachsend, hat insbesondere keine Extremstellen.

f(x) = 20° -1 hat die beiden Nullstellen + 1. beide mit Vorzeichenwechsel. Aber

x2

nur \/g = % liegt im Definitionsbereich, ist also Wendestelle von f. Der Wende-
punkt ist W = (5, f(J5)) = (0,71; —0.85).

Y1
1!
X
—1
S. 95, Aufgabe 14 c): Funktionsuntersuchung f(x) = In (:76 ).
—z

Definitionsbereich:

>0

x
definiert
f(z) definiert < —

— (z—-1>0ANT7T—2>0) V (z—1<0 AN T—2<0)
= (>1 ANT>2) V(<1 ANT<z) <= 1<z<T.

N J/

Widerspruch

Damit ist der Definitionsbereich des offene Intervall |1, 7].
Nullstellen:

r—1

f(z) =0 <= =l zx-1=7T—2 < x=4.

Grenzwerte: Wir bestimmen zunichst die Grenzwerte der inneren Funktion x—_; an

7_
den Riandern 1 und 7 des Definitionsbereiches:
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Daher folgt

-1 _
limln(:c )= lim Inz = oo, lim ln(:C )=limlnz = —o0.
xz 7 7T —x Z2—00 o \,7 7T —x 2\0

Ableitungen: Im Definitionsbereich |1, 7[ von f sind z — 1 und 7 — x positiv, also
ist f(x) =In(z — 1) — In(7 — x), also

fla)= == e () = e

xr—1 T—=x x—1 77—z’
1 1 1 1 1

f”<'x):_<$—1)2_<7—$)2.<_) <$_1)2+<7—LE)2.

Wegen 1 < x < 7 hat f’ nur positive Werte: f ist monoton wachsend und hat keine
Extremstellen.

(z—-1)2*—-(7T—2)*  12z—48

() =0 < 0=

Damit hat f” bei 4 eine Nullstelle. Wegen des linearen Z#hlers 12x—48 liegt offenbar
ein Vorzeichenwechsel vor: 4 ist Wendestelle von f.

y

S. 95, Aufgabe 15 a): Funktionsuntersuchung f(z) = 2*(Inz — 2).
Definitionsbereich ist |0, ocol.

Nullstellen: Uber dem angegebenen Definitionsbereich hat 22 keine Nullstellen. Der
Faktor In z — 2 hat nur eine Nullstelle:

nzr—2=0 + lnz =2 < z=¢2.

Es liegt ein Vorzeichenwechsel von — zu + vor, da Inz monoton wéchst.
Grenzwerte: Ein Grenzwert ist klar:

lim 2% - (Inz —2) = 00
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Fiir den Grenzwert bei 0 wollen wir die Regel von de I’'Hospital anwenden und
formen zunéchst folgendermaflen um:

1
lim z?(Inz — 2) = lim(2* Inz — 22%) = lim nl:c
r—0 x—0 5 x—0 x—2

Bei dem letzten Limes ist die Voraussetzung der zweiten 1’Hospitalschen Regel
erfiillt: Der Nenner konvergiert gegen co. Also

1 2
. Inz . P _ T
lim —— = lim % = lim(——) =0.
z—0 — z—0 — % z—0 2
€T €T

Anmerkung: Auf diese Weise kann man auch zeigen:

lim (2" Inz) =0 fir r > 0.

r—0

Auch an der Stelle 0 wird der Logarithmus von beliebigen Potenzen z” (r > 0)
dominiert. (Diese Aussage ist um so schérfer, je kleiner r ist!)
Ableitungen:

fl(x) =22(lnx —2) + 27 % =z-(2lnz-3),

2
() =2z —-3)+z-==2Inz—1.

x
Einzige Nullstelle von f’ (im Definitionsbereich von f) ist z = e2 = Ve3 ~ 4,48.
Es liegt ein Vorzeichenwechsel von — zu + vor, da In x monoton wichst: Also hat
f hier ein Minimum. Der Tiefpunkt ist
3 3
T= (3 f(e?) = (e}, (5 —2) = (Ve = 5) = (4,48 —10,04).
Einzige Nullstelle von f”(z) = 2Inaz — 1 ist = e2 = \/e; es liegt ein Vorzeichen-
wechsel vor, da 2Inx monoton ist, also hat f an dieser Stelle einen Wendepunkt:

W= (e, f(eh)) = (ehe- (5~ 2) = (Ve ) (165 —408).
y.
1:
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S. 95, Aufgabe 15 b): Funktionsuntersuchung f(z) = 3z — 2z Inz.
Definitionsbereich ist wieder ID(f) =]0, col.

Nullstellen: Uber diesem Definitionsbereich gilt z > 0 und daher

jw

f(x) =0 <= 2(3—-2Inz) =0 <= 3=2lnxr < z=e¢2.

Da 3 — 2lnz monoton féllt (und der Faktor z {iber ID(f) immer positiv ist), liegt
ein Vorzeichenwechsel von + zu — vor.

Grenzwerte:
xlirgo(3x —2zlnz) = lerr;ow (3 —w) = —00,
ilin(?)x - 2&1;1_:15) =0 (I’Hospital)—.>OO
—0
Ableitungen:

1 2
f'(x) =3—2Inz + 2x - 5) =1-2Inz, [f'(z)= —

Damit hat f” nur negative Werte (im Definitionsbereich von f) und f ist rechts-
gekriimmt; Wendestellen existieren nicht.

Einzige Nullstelle von f’ ist x = ez = Vve. Wegen der Rechtskriimmung hat f hier
einen Hochpunkt:

H=(e?, f(e?)) = (e7,e2(3 — 2Ine?)) = (Ve, 2v/e) ~ (1,65;3,3).
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2
S. 95, Aufgabe 15 c): Funktionsuntersuchung f(x) = zlnx — %

Definitionsbereich ist ID(f) =]0, oo|.

Nullstellen: Man wird auf die algebraisch nicht angreifbare Gleichung Inz = 5
gefithrt. Wir kommen auf die Nullstellen spéater zuriick.
Grenzwerte:
fim f(x) = Jim 2 (28 1) = oo lim (@) = lim(elng—2) = 0
Jim f(z) = lim 2 o ~g) =00, limf(z)=lim(glng——-)=0.
—0
—0
Ableitungen:
!/ 1 1 1
fflz)=lnz+2x-——z=lhz—z+1, f'(z)=--1.
x x

f” hat nur eine einzige Nullstelle, und zwar bei 1; es liegt ein Vorzeichenwechsel
von + zu — vor, da 1 monoton féllt. Also hat f’ (!) an dieser Stelle ein Maximum
und f eine Wendestelle.

Da diese Maximalstelle die einzige Extremstelle von f’ (!) ist, nimmt f’ hier seinen
groBten Wert an; dieser ist f/(1) = 0. Also sind alle anderen Werte f/'(z) < 0
und f ist streng monoton fallend. Wegen des oben bestimmten Randgrenzwertes
lim,_, f(z) = 0 folgt, dass alle Werte von f negativ sind: f hat keine Nullstellen!
Da f streng monoton ist, hat f keine Extremstellen. Die Wendestelle 1 ist wegen
f/(1) = 0 eine Sattelstelle von f. Der Sattelpunkt ist S = (1, f(1)) = (1, —1).

y

1t e ...... ...... ...... T .......

7) S. 97, Aufgabe 24:
Da g ganzrational vom Grade 2 sein soll, hat der Funktionsterm von g die Form
g(z) = ax® +br+cmit a,b,c € R und a # 0. Zwei Graphen beriihren sich an einer
Stelle, wenn sie dort im Funktions- und Ableitungswert iibereinstimmen. Gesucht
ist also ¢ mit den Eigenschaften g(0) = f(0) und ¢’(0) = f’(0). Wegen f(z) = e”
und f'(z) = €® gilt f(0) =1 und f'(0) = 1.
Die gesuchten Funktionen g miissen also die Bedingungen ¢(0) = 1 und ¢’(0) =1
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erfiillen. Wegen g(r) = az? + bx + c ist g(0) = ¢ und ¢'(z) = 2azx + b, g’(0) = b.
Also sind die gesuchten Funktionen gegeben durch

glx) =ax®* +x+1 (a #0).

Fir f(z) = e gilt f/(z) = —e™ und daher f(0) =1, f/(0) = —1. Die gleiche
Rechnung ergibt nun als Losungen g(z) = az? — 2+ 1 (a # 0).

S. 97, Aufgabe 25: Wie in der Vorangehenden Aufgabe setzen wir an: g(z) =
az® +bx+c. Esist f(z) =In(z+1) und f'(z) = 5. Die Bedingungen an g lauten
daher ¢(0) = f(0) =Inl1 =0 und ¢'(0) = f'(0) = % = 1. Dies fiithrt zu folgenden
Bedingungen fiir die unbekannten Koeffizienten a, b, c:

0=g(0) =c, 1=¢(0)=0b.

Also sind die gesuchten Funktionen gegeben durch g(z) = az? + =,

Fiir f(z) = In( = —In(x + 1) erhiilt man g(z) = az? — .

ac—l—l)

a=1a=2
N y‘

o=
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S. 97, Aufgabe 26: a) Die allgemeine Tangentengleichung (fiir eine Funktion f
und die Beriihrstelle a) lautet y = f(a) + f'(a)(x —a) = f'(a) -z + f(a) — f'(a) - a.
Diese verldauft durch den Ursprung, wenn der y-Achsenabschnitt f(a) — f'(a)-a =0
ist. Gesucht sind also die Beriihrstellen a mit

1
ca=1 < a=c¢e.

f(a):f’(a)~a <= lna:a

Damit verlauft nur die Tangente mit Berithrpunkt a = e durch den Ursprung; sie
hat die Gleichung

1
y:lna—l—a(:ﬂ—a) = yzl—l—g(:lc—e):

yl

b) Hier ist f(a) =1In(a+ 1) und f'(a) = a%rl Also suchen wir solche a mit

1 a
ln(a+1):a+1 a=o <~ (a+1)ln(a+1)—a=0.

Diese Gleichung enthilt die Unbekannte a im Logarithmus und auflerhalb, ist daher
nicht einfach rein algebraisch auflésbar. Aber a = 0 ist als Losung erkennbar (dies
ergibt sich auch daraus, dass f(0) = 0 ist und der Graph von f selbst durch den Ur-
sprung verlduft). Ob es aber weitere Losungen dieser Gleichung gibt, erkennen wir
erst nach einer geeigneten Monotonieiiberlegung: An der Stelle a = 0 hat die Funk-
tion (a+1)In(a+1)—a eine Nullstelle, die zugleich einziges Extremum dieser Funk-
tion ist. Es gibt also keine weiteren Nullstellen und damit keine weiteren Losungen
des gestellten Problems: Die einzige Tangente an den Graphen von f, die durch
den Ursprung verlduft ist, die Tangente im Ursprung: y = f(0) 4+ f'(0)(z — 0) = x.

S. 97, Aufgabe 27: a) Diese Aufgabe ldsst sich auf 26 a) zuriickfithren, da
f(z) = e* die Umkehrfunktion zu der in Aufgabe 26 a) behandelten Funktion
In ist. Die Graphen sind also spiegelbildlich zueinander bzgl. der Winkelhalbieren-
den im L /III. Quadranten. Spiegelt man die in 26 a) gefundene Tangente y = £
an der Winkelhalbierenden, so erhélt man z = ¥ <= y = ex und der in 26 a)
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gefundene Beriithrpunkt (e, 1) liefert durch Spiegelung den Beriihrpunkt (1,e) in
dieser Aufgabe.

Rechnerische Losung: f(z) = e®, f'(x) = e®. Gesucht ist also die Beriihrstelle a
mit (siehe 26 a))

fla) = fl(a)a <= e =¢€a < a=1.

Die gesuchte Tangente ist y = e® +e*(x —a) =e+e(z — 1) = ex.
b) f(x) = e*~*, f'(x) = e*~*. Also

fla) = fl(a)a < " " =e""Fg = a=1
Die Beriihrstelle ist ebenfalls immer a = 1, der Beriihrpunkt (1,e!=*) und die
Tangentegleichugn y = e' =% - z.
Fiir f(z) = e*®, f'(z) = ke*® ergibt sich:
ka ka 1
e =ke™ -a <= a= e

Die Beriihrstelle ist %, der Beriihrpunkt (%, e) und die Tangentengleichung y = ex.

8) S. 97, Aufgabe 28: Da die Graphen von f; und gj spiegelbildlich zueinander
bzgl. der y-Achse sind und der Beriihrpunkt P = (0,1) auf der y-Achse liegt,
bilden die beiden Tangenten ebenfalls ein zu y-Achse symmetrisches Dreieck, das
deshalb insbesondere gleichschenklig ist.

a) Hier muss man also nur die Rechtwinkligkeit iiberpriifen. Diese ist gegeben,
wenn der Winkel zwischen Tangente und z-Achse 45° betriigt (siehe Skizze). Dies
bedeutet, dass der Tangentenanstieg +1 oder —1 sein muss. Da der Anstieg f; (0) =
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k ist, bedeutet dies k = +1.

-

b) Das Dreieck wird durch die Nullstellen der Tangentenfunktionen und den Punkt
(0,1) bestimmt. Die Tangentengleichungen lauten kz + 1 oder —kx + 1. Die auf der
x-Achse liegende Seite hat die Lange % Die Lénge ¢ der anderen Dreiecksseiten

berechnet man nach dem Satz des Pythagoras: ¢ = 1% + (+)%. Also liegt ein
gleichschenkliges Dreieck vor, wenn

2 1
<E)2262:1+(E)2 = 4 =241 = k2 =3 « k=+3.

N

S. 97, Aufgabe 29: a) Esist f/(z) = e"+xe” = (z+1)e”, f"(x) = e*+(z+1)e”
(x 4 2)e”. Damit ist —2 die einzige Wendestelle von f und die Wendetangente von
f hat die Gleichung

Y= F(=2) + f'(=2)(x +2) = _62_2_ (e +2) = _e%.<x+4).

Wegen g(x) = — f(—x) ist der Graph von g punktsymmetrisch bzgl. des Ursprungs

zum Graphen von f, folglich auch Wendepunkt und Wendetangente. Damit ist die
Gleichung der Wendetangente von g

1 1
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Rechnerisch: ¢'(z) = e + z(—e %) = (—z + 1)e 7%, ¢"(x) = - + (—x +
1)(—e ") = (z — 2)e~ ", Wendestelle +2, Wendetangente y = ¢(2) + ¢'(2)(z — 2) =
2e 2 —e 2 (x —2) = —e 2(z —4).

b) Wir berechnen sukzessive:

fi(x) =eP® 42 ket = (kx +1)ek”
V(x) = keP® + (kx + 1) - keb® = (k2x + 2k)er™ |
2
Wendestelle: = = — T
Wendet t 2 -2 —( +2) : 1
1 16} . —_ — — — )= —— - — —.
endetangente: y e e (@ + 2 = o2

Die Wendetangenten von fr haben alle denselben Anstieg —e%.

Die Funktionen gj, sind nichts anderes als die Funktionen f_g; die Ergebnisse sind
in den vorangehenden also voll enthalten (ersetze jeweils k durch —k).

c) Die Wendepunkte von fj sind

2 2 2 2
Wk—(—gafk(—g))—(—?—g'e )
Fiir die Koordinaten der Wendepunkte gilt also z = —%, y = —%6_2 =z-e 2.

Also liegen alle Wendepunkte auf der Geraden mit der Gleichung y = e 2.

Wegen g = f_j gilt dies auch fiir die Wendepunkte der gy.
Die Extremstellen von fi sind —%, die Extrempunkte demzufolge

By= (1 1) = (-5, —7¢ 7).

Die Extrempunkte liegen alle auf der Geraden mit der Gleichung y = e~ 'x.

S. 97, Aufgabe 30: a) f;, hat genau dann eine Nullstelle, wenn die quadratische
Gleichung 22 + 4z + k eine Nullstelle hat, also genau dann, wenn der Radikand in
der p,q-Formel 4 — k > 0, also k < 4 ist. Fiir die Ableitung gilt

fil@) =2z +4)e ™ + (2% +4v + k)(—e %) =
(—2? =224+ @4 —k))e ™ = —(2* + 2+ k—4)e "

fr hat eine Extremstelle genau dann, wenn der quadratische Faktor in f; Nullstellen
mit Vorzeichenwechsel hat, wenn er also zwei verschiedene Nullstellen hat. Dies ist
genau dann der Fall, wenn der Radikand 1 — (kK —4) > 0, also k£ < 5 ist. Da diese
Bedingung fiir k£ < 4 selbstverstéandlich erfiillt ist, ist die Behauptung gezeigt.
b) Zunichst gilt generell: Ist eine Funktion zwischen zwei Nullstellen liickenlos
definiert und stetig, so muss sie dazwischen auch eine Extremstelle haben. Es ist
also hier nur etwas zu zeigen, wenn fi nur eine Nullstelle hat. Aber auch dann muss
es eine Extremstelle geben, weil nach 1’Hospital

lim (2% 4+ 4z + k)e ™ =0

xr— 00
ist: ‘Rechts’ von der Nullstelle muss noch eine Extremstelle liegen. [Im Unendlichen
liegt sozusagen noch eine weitere Nullstelle. |
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S. 98, Aufgabe 32:
a) Definitionsbereich ist ID(f) = R.

Ableitungen:
fr(x) =1—ke", J(x) = —ke”.
./ hat nur negative Werte, f ist also iiberall rechtsgekriimmt und hat keine Wen-
destellen. Einzige Nullstelle von f, ist z = —Ink (kK > 0!); wegen der Rechts-

kriitmmung hat f; hier ein Maximum. Der Hochpunkt ist
Hp=(—Ink, f(=Ink)) = (—Ink,—Ink+1— ke "¥) = (=Ink,—Ink).

b) Die beiden Koordinaten der Hochpunkte stimmen jeweils iiberein; die Hoch-
punkte liegen auf der Geraden mit der Gleichung y = .
Fiir die Zeichnung des Graphen von f; benéttigen wir weitere Informationen:

Grenzwerte:
x+1
li — 1 T 1) — —
Jm filw) = Bm e? (=Z= —1) = —o0,
—oo S~
—0

lim fi(z)= lim z+1— €% =—00.
Tr— —00 T— — 00 Ny =" S~~~

——00 —0

Nullstellen: f; hat bei 0 eine Nullstelle. Diese ist zugleich die einzige Extremstelle,
so das f1 keine weiteren Nullstellen besitzen kann. [Die nachfolgende Skizze enthélt
neben dem geforderten Graphen von f; in dickerer Strichstérke zur Veranschauli-
chung auch einige weitere Graphen fi. Die Gerade, auf der die Hochpunkte liegen,
ist gepunktet eingezeichnet.]

yl

2 1 1 1

S. 98, Aufgabe 33: a) Es ist f,(z) = —e” + (k —x)e” = (k—1—x)e® = 0. Da
die lineare Funktion £ — 1 — x bei z = k£ — 1 ihre einzige Nullstelle, und zwar mit
Vorzeichenwechsel hat, hat f;, genau einen Extrempunkt Ey, = (k—1, fx(k—1)) =
(k—1,er1).

b) Fiir die Koordinaten von Ej, gilt: z = k — 1 und y = e*¥~! = ¢%, also liegen alle
Extrempunkte der f; auf dem Graphen von y = e*.
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S. 98, Aufgabe 34: Wir untersuchen zunéchst die Randgrenzwerte und das Mo-
notonieverhalten der Funktion fi(z) = e* — z + k.

—k
lim (e” —z+ k) = lim ex(l—w

T— 00 T— 00 ex
lim (e —z+k)= lim (e —z+k)=o00,
Tr— —00 T——00 S~~~

—0
fr(z)=¢e" —1.

Also hat f nur eine Extremstelle, und zwar bei 0. Wegen der Randgrenzwerte muss
es ein Minimum sein; der Tiefpunkt ist T3 = (0, fx(0)) = (0,14 k). Die Anzahl der
Nullstellen héngt nun davon ab, ob der Tiefpunkt iiber, auf oder unter der x-Achse
liegt. Damit gilt:

):OO,

0 fallsk+1>0,d.h. k>—-1,
Anzahl der Losungen von e — k 4+ k = 0 ist { 1 fallsk+1=0,d.h. k=1,
2 fallsk+1<0,d.h. k< —1.

S. 98, Aufgabe 35: Wir berechnen die beiden Ableitungen
f(x) = ae® —be™ ", f(x) = ae® +be ™ = f(z).
Nullstellenberechnung:
fl(2) =0 <= ae” =be™® = ** = %,
f () =0 <= ae” = —be ™" = ** = —g.

1. Fall: g > 0: Dann hat die erste Gleichung genau eine Losung In(7 ), wihrend die

zweite Gleichung unlosbar ist, da e?* immer positiv ist. Also hat f keine Wende-
stelle, withrend die Nullstelle von f’ eine Extremstelle sein muss, da f”(z) # 0 fiir
alle x.

2. Fall: g < 0: Dann erhélt man genau umgekehrt: Die erste Gleichung ist unlosbar,

wahrend f” genau eine Nullstelle ln(—g) hat, die eine Wendestelle von f ist, da
f"" = f’ nie 0 wird.

S. 98, Aufgabe 36: a) Die allgemeine Tangentengleichung lautet y = f(a) +
f'(a)(z — a). Also bei fi(z) = 1 -Inz und fi(z) = =

1 1 1
tp(x) = Elnl—l— E(:zc— 1) = E(:zc— 1).
Der Tangentenanstieg ist %, der Normalenanstieg also —k (2 Geraden sind senk-
recht zueinander, wenn die Anstiege im Produkt —1 ergeben). Damit lautet die
Normalengleichung
ni(r) = —kx+b.

Da die Normale durch (1,0) verlaufen soll, muss gelten 0 = —k +b <= b =k,
und die Normalengleichung lautet vollsténdig

ng(r) = —kx+k.
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f2

b) Wir betrachten die y-Achse als ‘Grundseite’ des Dreiecks. Da P = (1,0) die
Spitze des Dreiecks ist, betragt die Hohe 1. Die Lange der Grundseite ergibt sich
aus den y-Achsenabschnitten von Tangente und Normale; sie betrégt k + % Damit
ist die Dreiecksflache

1 1 1 1
A(lc):§~(k+—)~1:—~(k+—).
Gesucht ist der Wert von k, fiir den A(k) maximal ist. Wir untersuchen also die
Funktion A auf Monotonie:

1 1. k=1 (k-1Dk+1)

Da k > 0 ist, ist nur k = 1 eine Nullstelle von A’; A hat hier ein Minimum, da A’
das Vorzeichen von — zu + &ndert. Der minimale Flicheninhalt ist A(1) = 1.

9) S. 96, Aufgabe 21: a) Gesucht ist die lineare Funktion g(x) = mx + n, auf deren
Graph die beiden Punkte liegen. P, = (0,1) gibt den y-Achsenabschnitt n = 1. Der
Anstieg ist m = $=f = e — 1 und die Funktionsgleichung also g(z) = (e — 1)z + 1.
Skizze:
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b) Wir untersuchen die Differenzfunktion d(z) = g(z) — f(z) = (e — 1)z + 1 — €
auf Extremwerte im Intervall [0,1]. Da 0 und 1 die Schnittstellen beider Graphen
sind, hat d dort den Wert 0: d(0) = d(1) = 0.

dz)=e—1-€"=0 <= e"=¢—1 < z=In(e—1).

d'(x) dndert an dieser Nullstelle das Vorzeichen von + zu —, da —e® monoton fillt.
Also hat d hier ein Maximum; der Maximalwert ist

dine—1))=(e—1Dn(e—1)+1 -V =(e—1)In(e—1) —e+2~0,21.

S. 96, Aufgabe 22: a) f(z) = In- = —Inz. Der Graph von f ensteht also aus
dem bekannten Graphen von In durch Spiegelung an der z-Achse:

y

In die Skizze ist bereits ein solches achsenparalleles Rechteck eingezeichnet. Sein
Flacheninhalt betrégt (in Abhéngigkeit von der eingezeichneten Grofie x):

Alz) =z - f(z) =—z -lnzxfir0 <z <1.

Die Randwerte von A sind lim,_.0 A(z) = —limz;_oxInz = 0 und A(1) = 0.

1
Az)y=—-Inz—z-=—=—-(Inz+1).

x
Einzige Nullstelle von A’ ist e™! = é Hier hat A’ einen Vorzeichenwechsel von
+ zu —, da —Inx monoton fillt; A hat hier also ein Maximum. Der maximale

Flacheninhalt betragt
Ale™) = —e ' In(e™!) =t
b) f(z) = e~*. Diese Funktion ist die Umkehrfunktion der in a) gegebenen Funkti-

on,denny = e % <= Iny=—x <= —Iny = z. Die beiden Graphen von a) und
b) sind also spiegelbildlich zueinander bzgl. der Geraden mit der Gleichung y = x.
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Aufgrund der Symmetrie erhilt man hier denselben maximalen Flécheninhalt.
Zur Ubung hier die entsprechenden Uberlegungen und Rechnungen fiir f(z) =
e .

yl

z 1 ' ' T

Wieder ist in die Skizze ein solches achsenparalleles Rechteck eingezeichnet. Sein
Flacheninhalt betrégt (in Abhéngigkeit von der eingezeichneten Groflie x):

Alz) =z f(z) =x-e " fir 0 < z.
Die Randwerte von A sind lim,_,, A(z) = 0 (I’'Hospital) und A(0) = 0.
Ax)y=e?+ax(—e")=e"(1—2x).

Einzige Nullstelle von A’ ist also 1, und zwar mit Vorzeichenwechsel von + zu —
(1 — z fallt monoton). A hat hier also ein Maximum. Der maximale Flécheninhalt
betriagt

A1) =et.

S. 96, Aufgabe 23: Ein beliebiger Punkt des Graphen von f ist von der Form
(x, f(z)). Sein Abstand vom Koordinatenursprung (0,0) ist nach dem Satz des
Pythagoras /22 + f2(xz). Wir untersuchen (entsprechend dem gegebenen Tipp)

yl
!
1_
— [V z? +f2(CC)
z 1 z

das Abstandsquadrat
h(z) = 2%+ f2(x).
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a) In diesem Falle ist f(z) = €*™! und damit h(z) = 22 + €2**2. Die Randgrenz-
werte von h sind limy, oo A(x) = lim,;—,_ o h(z) = co. Es muss also ein Minimum
existieren (was auch anschaulich klar ist). Nullstellen von h/(z) = 2z + 2¢%*12
sind nicht einfach rein algebraisch bestimmbar. Man findet jedoch durch Einsetzen
x = —1 als eine Nullstelle von h'. Dass dies die einzige ist, erkennt man an der
zweiten Ableitung, h”(x) = 2 + 4e*2, die nur positive Werte annimmt. Also ist
h! monoton wachsend und kann daher nur die eine Nullstelle —1 haben. An dieser
hat A ein Minimum, da wegen A”(x) > 0 die Funktion A linksgekriimmt ist. Der
Punkt des Graphen von f mit dem geringsten Abstand vom Koordinatenursprung
ist P =(—1, f(—1)) = (—1,1). Der minimale Abstand ist daher

V(D) =1+ f2(-1) =V1+1=V2.

b) Hier ist f(z) = In £ = Inz — 1. Dies ist wieder die Umkehrfunktion von a), denn
y=Inzr—1 < y+1=1Inz < e¥"! = . Damit ist der Graph von f spiegelbil-
dich zum Graphen aus a) beziiglich der Winkelhalbierenden im I./III. Quadranten.
Dadurch éndert sich das geometrische Problem nicht: Der geringste Abstand zu
(0,0) ist v/2, er wird im gespiegelten Punkt (1,—1) = (1, f(1)) des Graphen von f
angenommen.

Wieder zur Ubung hier die entsprechenden Uberlegungen und Rechnungen fiir
f(z) =1In . Die zu untersuchende Funktion ist hier

h(z) =22+ f?(2) = 2* 4+ (Inz — 1)% fir > 0.

Die Randwerte sind wieder limy_,o h(z) = lim,_o h(z) = co.

h'(z) =2x+2(lnz —1) - i =27+ %(lnw - 1)
Wieder kann man die Gleichung h’(z) nicht einfach algebraisch l6sen. Bei der Erstel-
lung einer Wertetabelle kann man zwar auf die Nullstelle z = 1 stoflen: h'(1) = 0,
aber der Nachweis, dass dies die einzige ist, bleibt schwierig. Der Weg iiber h”
fithrt auch nicht unmittelbar zum Ziel. Wieder ist eine geeignete Faktorisierung
der Terms hilfreich: 9

h'(z) = . (2 +Inz —1).

Wir untersuchen nun nur noch 22 — 1 + Inz. Diese Funktion hat bei x = 1 eine
Nullstelle. Sie ist fiir > 0 monoton wachsend (Ableitung 2z + 1), kann also keine
weiteren Nullstellen besitzen. [Beachten Sie: Durch das Abspalten des nullstellen-
freien (sogar positiven) Faktors % wird die Ableitung des verbleibenden Faktors
viel einfacher; seine Monotonie reicht aber fiir die hier anstehende Frage aus!]

10) S. 98, Aufgabe 37: a) Es sei m(t) die noch vorhandene Masse Uran 234 zum
Zeitpunkt ¢ (gemessen in Jahren). Da eine (konstante) Halbwertszeit vorgegeben
ist, liegt exponentieller Zerfall vor, die Funktion kann also angesetzt werden als

m(t) =mg-a’ (mo Ausgangsmasse, a < 1 Anderungsfaktor).

Aufgrund der bekannten Halbwertszeit Ty = 2,044 - 105 = 244000 Jahre gilt

—aTH = ¢ =2 Th =2 7w ~ 0,999997159 .

DN | —
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(Bitte arbeiten Sie in weiteren Rechnungen nicht mit einem (noch so genauen)
Niherungswert fiir a, sondern mit dem exakten Wert 2~1/2449001) Die Zerfallsfunk-
tion lautet demnach

m(t) =mg - 97 T (allgemeine Zerfallsfunktion zur Halbwertszeit Tx)

= my - 27 w00 (konkrete Zerfallsfunktion fiir diese Aufgabe)

Hieraus ergibt sich der Anteil des noch vorhandenen Uran 234 nach ¢ Jahren

m(t)

a(t =7 = 2_244t000 .
mo

Der Rest von a) besteht in der numerischen Auswertung:

N

a(1000) = 2~ 000
a(10000) = 2~ 245000

000

a(100000) = 2~ 23000

71 & 0,997163 ~ 99,7%
0

—5
~3 & 0,971992 ~ 97,2%
~3 & 0,752709 ~ 75,3%

o W

I
(I RN

N

b) Fiir den Zeitpunkt ¢, zu dem noch p% vorhanden sind, gilt also

p

t
—  — 927 211000 ,

100

Dies ist eine Exponentialgleichung fiir ¢, die man durch Logarithmieren 16st:

ot p t P
9wt = b ey n(2) = In(-2-
"= 100 saa000 (3 =In(355)
_In(-2- In( 00
¢ — 214000 ~2G80) _ 944000 200
In(2) In(2)
Numerische Auswertung:
In10
p=10: t10 = 244000 —— ~ 810550,
In2
In 20
p=5: t5= 244000 < ~ 1054550, (= t1o +244000)
n
Inl
p=1: 15 =244000 - 2190 1691101,
n

c) Der bereits zerfallene Anteil ist gegeben durch
st)=1—a(t)=1-2"Tn.

Den Graphen dieser Funktion z erhélt man durch Spiegelung des Graphen von a an
der z-Achse (—a(t)) und anschlieBender Verschiebung um 1 nach oben (1 — a(t)).
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Dies ist dasselbe wie die Spiegelung des Graphen von a an der Parallelen zur x-
Achse mit der Gleichung y = %

Yy
1_ ..................
................................................ Z(t)
05__
................................................ a,(t)
10° Th 5. 105 ti0 ' t

S. 98, Aufgabe 38: Anmerkung: Die in der Aufgabenstellung als Wachstumsrate
bezeichnete Grofle o ist in der Bezeichnung unseres Lehrbuchs die Wachstumskon-

f’(w))
fla) ™

stante (= relative momentane Anderungsrate

a) Die gefragte GroBe ist
N(2000) = 120 - 10 - %9310 ~ 161,98 - 10°.
b) Gesucht ist also die Zeitspanne At mit

1 1 In?2
5= = alt=Inz=-In2 < At = ——Z2 ~ 931,
(6%

Also jeweils etwa 23 Jahre vor einem beliebigen Zeitpunkt war die Bevolkerung
halb so grof§ wie zu diesem Zeitpunkt. (Bezogen auf 1990 also im Jahre 1967 oder
bezogen auf 2000 im Jahre 1977.)

¢) Die jahrliche Anderungsrate ist

N(t—i—l)—N(t) N(t—l—l) 0.03
— —1=e""2 —12~0.030454534 = 3.0454534Y .
N N ‘ ’ 041334

Die jihrliche Anderungsrate ist also ungefihr (aber eben nicht gleich) der Wachs-
tumskonstanten. (Beachten Sie: 1+ x ist die Tangentenfunktion zu e® an der Stelle
0. Fiir ‘kleine’ x ist daher e* ~ 1 4+ x. Hier bedeutet dies, dass die jahrliche Wachs-
tumsrate e® — 1 ungefihr gleich der Wachstumskonstanten « ist. Mit wachsendem
a wird die Abweichung aber immer grofer.)
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S. 98, Aufgabe 39: Es sei N(t) die Bevolkerungszahl zur Zeit ¢ (in Jahren). Da
eine konstante Wachstumsrate vorgegeben ist, liegt exponentielles Wachstum vor:

N(t) = No-a' mita=140,005=1,005.

Aus dem angegebenen absoluten Wachstum von 2 Millionen in 5 Jahren erhalten
wir

2.106

—— ~79,2-10°.
1,005° — 1 79,210

2-10°=N(5) = Ng =Ny - (a®> —1) <= Ny =

Nach Ablauf der 5 Jahre betréagt die Bevolkerungszahl also 79,2 + 2 = 81,2 Millio-
nen. Die Verdopplungszeit ¢t bestimmt sich durch

In(2) In(2)

2=a" &= t= =
¢ In(a)  In(1,005

~ 138,98 .

Bei einem 0,5-prozentigen jahrlichen Wachstum verdoppelt sich die Bevolkerungs-
zahl in etwa 139 Jahren.

S. 99, Aufgabe 40: (Wir bearbeiten die Aufgabe mit den gegebenen (veralteten)
Daten.) Es sei U(t) bzw. M(t) die Bevolkerungszahl (in Millionen) der USA bzw.
von Mexiko zur Zeit ¢ (in Jahren seit 1987). Damit ist 1t. Vorgabe Uy = 242 und
My = 81. Das konstante jahrliche Bevolkerungswachstum ist mit py = 0,01 und
pav = 0,026 angegeben. Also lauten die Wachstumsfunktionen

Ut) = Up(1 +py)t =242-1,01°,  M(t) = Mo(1 + par)t = 81 1,026" .

Skizzen siehe unten.
b) Die Verdopplungszeiten ¢ty bzw. ¢ fiir die USA bzw. Mexiko ergeben sich zu

2=(1+py)" =1,01" <= ty = In 2 ~ 69,66
’ In1,01 o
2=(1 +pM)tM = 1,026 «— t) = In 2 ~ 27
’ In 1,026 '
c) Gesucht ist die Zeit ¢ mit
U(t
M(t) = # e 2.81-1,026" = 242 -1,001" .

Diese Exponentialgleichung wird wie iiblich durch Logarithmieren gel6st:

Ut
M(t) = # e In162+ ¢In1,026 = In242 + tIn 1,01

. In 242 — In 162
~ 1n1,026 — In1,01

~ 25,53.

Zu diesem Zeitpunkt (im Jahre 2012) betrdgt die Bevolkerungszahl von Mexiko
bzw. der USA (in Millionen)

M(25,5) = 81-1,026%°° =156, U(25,5) = 242-1,01%%° = 312.
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S. 99, Aufgabe 41: Es sei p(h) der Luftdruck (gemessen in hPa) in der Hohe h
tiber dem Meer (gemessen in km). Vorgegeben ist pg = 1013 sowie eine konstante
Anderungsrate. Also liegt exponentielle Abnahme vor und wir kénnen ansetzen:

p(h) :p0~ah.

Die Anderqusrate pro 1000 m ist p = —12% (negativ, da der Luftdruck abnimmt),
also ist der Anderungsfaktor a =1+ p = 0,88 und es gilt

p(h) = 1013 -0,88" .
Numerische Ergebnisse:
100m: p(0,1) = 1013 -0,88%! =~ 1000,1,
2000m :  p(2) = 1013 - 0,88 ~ 784,5,
8000m : p(8) = 1013 -0,88% ~ 364,3.
Die ‘Halbwertshohe’ H (in km) ist gegeben durch

1 In2
— =088 — H=- ~ 5.4929 .
2 ’ In0,88 2

In einer Hohe von etwa 5422 Metern ist der Luftdruck auf die Hélfte gesunken.
b) Zunéchst schreiben wir die Funktion von der Variablen h (in km) auf  (in m)
um. Ist x die Hohe in Metern, so ist h = 1555 die Hohe in km, also ist der Druck
in der Hohe x

p(h) = p(x/1000) = po - 0,88 000

Mit 0,88 = " 0:88 erhilt man daraus die geforderte Beschreibung

x1n 0,88 _
=pp-e 1000 =mpg-e kx

, —1n0,88
@+ po - (088 T mit k = 1%70(’) ~ 0,000127833
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