4L1 Mathematik (Kg) 27. Mirz 2009

Symmetrie in der Differential- und Integralrechnung

Aufgabe 1:

a) Wiederholen Sie die Definition der Achsensymmetrie (zur y-Achse) und der Punkt-
symmetrie (zum Koordinatenursprung). Wie erkennt man bei ganzrationalen Funktio-
nen unmittelbar die Symmetrie?

b) Zeigen Sie (mit Hilfe der Kettenregel):

fl=2) = f(x) = —f'(-2)=f'(2), f(-2)=—fl2) = —f(-2)=—f(2),

und folgern Sie:

f punktsymmetrisch = [’ achsensymmetrisch,
f achsensymmetrisch = f’ punktsymmetrisch.

c) Zeigen Sie fiir eine beliebige Stammfunktion F' von f:
—F(—x) ist ein Stammfunktionsterm fiir f(—x).

und folgern Sie iiber einem zu 0 symmetrischen Intervall J

f(=z) = f(zr) = —F(—x)=F(z)+c, c=—-2F(0),
f(=z)=—f(zr) = —F(—xz)=—-F(x)+c, c=0.

d) Zeigen Sie damit schlieBlich:

f achsensymmetrisch = die Stammfunktion F' mit F'(0) = 0 ist punktsymmetrisch,
f punktsymmetrisch = jede Stammfunktion F' ist achsensymmetrisch.

Begriinden Sie, warum bei achsensymmetrischem f nicht jede, sondern nur diese eine
Stammfunktion punktsymmetrisch sein kann.
e) Zeigen Sie:

a

f punktsymmetrisch —- f(x)dx =

—CL

f achsensymmetrisch — f(z)dx =2- / f(z

Verwenden Sie diese Tatsachen bei der vereinfachten Berechnung der Integrale von
Ubung (2), Aufgabe 2).
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Lésung:
Es gilt definitionsgeméf:

f achsensymmetrisch <= f(—x)

x) = f(z) fur alle z,
f punktsymmetrisch <= f(—x)

—f(x) fiir alle x.

Ist die ganzrationale Funktion f gegeben durch einen Polynomterm f(x), so gilt:

Sind alle Exponenten von x in f(x) gerade, so ist f achsensymmetrisch.
Sind alle Exponenten von x in f(x) ungerade, so ist f punktsymmetrisch.

b) Wir leiten mit Hilfe der Kettenregel ab und erhalten wie behauptet:

f(=z) = f(z) = (f(-2)) =[f(2) < f(=2) (-1)=f(2)
= [(=2) = —f(2)
f(=z) = =fx) = (f(=2)) = -f'(2) < [f(-2) - (-1)=—f"(2)
(=)

c¢) Eine vorgebliche Stammfunktion bestétigt man durch Ableiten:

(—F(-2))" = —F'(-2) - (-1) = f(-2).

[Den Ansatz fiir die angegebene Stammfunktion erhélt man durch lineare Substitution. ]

Ist nun f(—z) = f(z) fiir alle z, so ist —F'(—x) eine Stammfunktion von f(z). Da auch F’
eine Stammfunktion von f ist, muss also iiber einem Intervall gelten: —F(—x) = F(z)+c
mit einer Konstanten c¢. Den Wert von ¢ ermittelt man durch Einsetzen von z = 0:
—F(=0) = F(0) + ¢ <= c=—2F(0).

Genauso argumentiert man fiir f(—z) = —f(z): Dann ist —F(—z) eine Stammfunktion
fir —f(z), also muss wieder ein ¢ € IR existieren mit —F(—z) = —F(x) 4+ ¢ und
Einsetzen von x = 0 ergibt —F'(0) = —F(0) + ¢ <= ¢ = 0. In diesem Falle gilt also
—F(—x) = F(x) fir alle .

d) Ist f achsensymmetrisch, also f(—x) = f(x), so gilt nach c) fiir die Stammfunktion
mit F(0) = 0:

—F(—z) = F(z) + 2F(0) = F(z) <= F(—z)=—F(z), F ist punktsymmetrisch.

Und bei punktsymmetrischem f, also f(—x) = — f(z) folgt aus c) sogar fiir jede Stamm-
funktion F' von f:

—F(—x) =—F(z) <= F(—x) = F(x), F ist achsensymmetrisch.

Bei achsensymmetrischem f ist die Stammfunktion F' mit F'(0) = 0 punktsymmetrisch.
Da punktsymmetrische Funktionen notwendig bei 0 eine Nullstelle haben, kénnen alle
anderen Stammfunktionen nicht punktsymmetrisch sein.

Ist f punktsymmetrisch, so ist jede Stammfunktion F' achsensymmetrisch und es gilt
folglich

_a f(z)dz = F(a) = F(~a) = F(a) = F(a) = 0.
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Ist f achsensymmetrisch, so wihle ich die punktsymmetrische Stammfunktion F' (also
F(0) = 0) und erhalte

| te)do = @) - F0) = F0).

" fle)dw = F(a) — F(—a) = F(a) + F(a) = 2F(a) = 2 /0 f(z)dz.

S. 49, Aufgabe 8:
Warnung: Alle folgenden Uberlegungen gelten nur, weil die Integrationsgrenzen
symmetrisch zu 0 liegen!
a/c) Der Integrand ist jeweils punktsymmetrisch, da in dem Polynomterm f(z) alle
auftretenden Exponenten ungerade sind. Das Integral ist folglich 0.
b/d) Der Integrand ist achsensymmetrisch, also geniigt es jeweils 2 fob f(z)dx zu be-
rechnen:

2 2 2 2 16
b) / (242 —4)d:c:2/ (202 — 4) da :2[§w3 —4;4 -3
0

—92 0

3 3 3
d) / (322 + 5a%) do = 2/ (322 + 50 do = 2 [:ﬁ v xﬂ =540,
-3 0

e/f) Bei Polynomtermen kann man den Integranden aufspalten in einen punktsymmetri-
schen Teil (alle ungeraden Exponenten zusammenfassen) und einen achsensymmetrische
Teil (alle geraden Exponenten). Unter Verwendung von e) erhélt man so

2 2 2
e) / (42° — 3) dx = / 4a° da —2/ 3dxr = —12,
—2 -2 0

4 4 4
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