ITI. Geometrie

4. Grundbegriffe der ebenen Geometrie
a. Punkte und Geraden. Schon seit den alten Griechen sind die Grundobjekte der Geometrie
die Punkte und Geraden. Dies sind idealisierte, abstrahierte Objekte, es sind keine greifbaren
Objekte der realen Welt, sondern ‘nur’ des Denkens. So hat in unserer Vorstellung ein Punkt
keinerlei rdumliche Ausdehnung, Geraden dehnen sich zwar in einer Richtung unbegrenzt aus,
haben aber keine ‘Breite’, Ebenen dehnen sich in zwei Richtungen unbegrenzt aus, haben aber
keine ‘Hohe’. Eine inhaltliche Definition, was ein Punkt, eine Gerade oder eine Ebene ist, wird
nicht gegeben. Fiir den Aufbau der Geometrie sind vielmehr die Eigenschaften wichtig, die wir
Punkten und Geraden beilegen, und die auch schon bei Euklid zu finden sind (die sog. Postu-
late). Einige davon lauten in heutiger Formulierung etwa: Durch je zwei verschiedene Punkte
verlduft genau eine Gerade, die sog. Verbindungsgerade. Dies beinhaltet, dass zwei verschiedene
Geraden hochstens einen Punkt gemeinsam haben. Mit je zwei verschiedenen Punkten einer
Ebene gehort auch die Verbindungsgerade vollstdndig zur Ebene. Wir werden in der Folge mit
diesen anschaulich einsichtigen Eigenschaften arbeiten.

Unter einer Strecke verstehen wir den zwischen zwei Punkten liegenden Abschnitt einer
Geraden, ein Strahl ist eine von einem Punkt ausgehende Halbgerade.

b. Winkel, Parallelitéit. Ein Winkel wird gebildet von zwei vom
selben Punkt ausgehenden Strahlen (Halbgeraden), den sog. Schenkeln
des Winkels. Nun begrenzen die beiden Schenkel zwei Sektoren der Ebe-
ne, so dass man zur Festlegung des Winkels zusétzlich einen Bogen ein-
zeichnet, der angibt, welcher der beiden Sektoren den Winkel bilden soll.

Fiir die Einfithrung eines Winkelmafeslegt man zunéchst fest: Zwei Winkel sind gleich grof,
wenn man durch Verschiebung und Drehung die die Winkel bildenden Sektoren zur Deckung
bringen kann. Zur Festlegung des Winkelmafles geht man aus von einem durch seine Gestalt fest-
gelegten Winkel und gibt diesem ein bestimmtes Maf}. Man kann
z. B. vom sog. gestreckten Winkel ausgehen, der dadurch definiert LA
ist, dass seine beiden Schenkel zusammen eine volle Gerade bilden. gestreckter Winkel
Diesem gestreckten Winkel gibt man das Gradmaf$ 180°. (Dies ist
historisch bedingt und willkiirlich.) Indem man nun diesen Winkel
gleichméfig unterteilt, kann man auch Bruchteile definieren und Vollwinkel
erhéilt so ein Gradmaf fiir Winkel. Statt vom gestreckten Winkel

kann man auch vom Vollwinkel ausgehen und diesem (da er sich
aus zwei gestreckten Winkeln zusammensetzt) das Gradmaf 360°
geben. Ein weiterer wichtiger Winkel ist der sog. rechte Winkel,

der definiert ist als Hilfte des gestreckten oder ein Viertel des Voll-
winkels. Er hat das WinkelmaB 90° und wird meist durch einen =+ - -
Punkt im Winkelbogen gekennzeichnet. rechter Winkel

Mit dem Winkelbegriff eng verbunden ist der Begriff der Parallelitit. Zwei Geraden nennt
man parallel, wenn sie die gleiche Richtung haben. Letzteres erklart man mit Hilfe des Win-
kelbegriffes etwa so: Zwei Geraden g, h haben dieselbe Richtung,

5 K
wenn sie in einer Ebene liegen und die Verbindungsgerade zweier A h
Punkte A, B auf g, h die beiden Geraden unter demselben Winkel
schneidet. Das bedeutet, dass in nebenstehender Skizze die Stufen-
/A

winkel o und o/ iibereinstimmen. Da o' und o als Gegenwinkel
an zwei sich schneidenden Geraden gleich grof§ sind, stimmen bei
Parallelen auch die Wechselwinkel o und « iiberein.

c. Dreiecke. Ein Dreieck wird gebildet von drei Punkten, die nicht auf einer Geraden
liegen; dies sind die Ecken des Dreiecks. Die Verbindungsstrecken der Ecken sind die Seiten.
Die Eckpunkte werden iiblicherweise entgegen dem Uhrzeigersinn mit den Buchstaben ABC
bezeichnet. Die Winkel werden mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet, und zwar ent-
sprechend dem Namen der Ecke: o, (6, v zu A, B, C. Schliellich bezeichnet man mit kleinen

g
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lateinischen Buchstaben a,b, ¢ die Lingen der den Ecken A, B,C gegeniiberliegenden Seiten
(siehe etwa untenstehende Skizze).

Der erste wichtige Satz der Dreiecksgeometrie ist der

Satz iiber die Winkelsumme:
In jedem beliebigen Dreieck betrigt die Summe aller drei Winkel 180°.

Dieser Satz basiert darauf, dass zu jeder Geraden und
jedem Punkt auflerhalb eine Parallele zu der Geraden durch
diesen Punkt existiert (euklidisches Parallelenpostulat). Legt
man durch den Punkt C' des Dreiecks eine Parallele zur Sei-
te ¢, so erhilt man das nebenstehende Bild. Aufgrund der
Parallelitét stimmen die gleichbezeichneten Wechselwinkel
iiberein. Man sieht, dass die drei Winkel zusammen gera-
de einen gestreckten Winkel bilden, also die Winkelsumme
a+ B+~ = 180" ist.

Neben den Winkeln sind die Seitenlingen wichtige Daten eines Dreiecks. Dies setzt eine
Léngenmessung voraus. Grundlage dafiir ist die Festlegung einer Ldngeneinheit durch Auswahl
einer Einheitsstrecke, d. h. des zwischen zwei verschiedenen Punkten liegenden Abschnitts einer
Geraden. Diese Wahl ist vollig willkiirlich!

Liegt die Langenmessung fest, so ist der Kreis vom Radius r mit Zentrum M definiert als
die Ortslinie aller Punkte P, die von M den festen Abstand r haben.

In jedem Dreieck gibt es aufler den Seiten weitere ausgezeichnete Geraden:

a) Seitenhalbierende: Eine Seitenhalbierende ist eine Gerade durch einen Eckpunkt und den
Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite. (Alle drei Seitenhalbierenden schneiden sich in ei-
nem Punkt, den man den Schwerpunkt des Dreiecks nennt.)

b) Winkelhalbierende: Eine Winkelhalbierende ist eine Gerade durch einen Eckpunkt, die den
Winkel an dieser Ecke halbiert. (Alle drei Winkelhalbierenden schneiden sich in einem Punkt,
dem Mittelpunkt des Inkreises.)

c) Hohen: Eine Hohe ist eine Gerade durch einen Eckpunkt, die im rechten Winkel zur ge-
geniiberliegenden Seite verlduft. (Alle drei Hohen schneiden sich in einem Punkt, dem Hdéhen-
schnittpunkt.)

d) Mittelsenkrechte: Eine Mittelsenkrechte ist eine Gerade durch den Mittelpunkt einer Sei-
te und senkrecht zu dieser. (Alle drei Mittelsenkrechten schneiden sich in einem Punkt, dem
Mittelpunkt des Umkreises.)

Unter den Dreiecken nehmen einige eine Sonderstellung ein. Neben den rechtwinkligen Drei-
ecken (die wir spiter behandeln werden) sind vor allem die gleichschenkligen zu nennen: Ein
Dreieck heifit gleichschenklig, wenn es zwei gleichlange Seiten hat. Den Punkt, an dem diese
gleichlangen Seiten zusammenstoflen, nennen wir die Spitze und die gegeniiberliegende dritte
Seite die Basis des gleichschenkligen Dreiecks. In der nachstehenden Skizze ist C' die Spitze und
¢ die Basis. C

Gleichschenklige Dreiecke sind symmetrisch zur Winkelhal-

bierenden durch die Spitze!

Dies erkennt man durch Vergleich der beiden Teildreiecke: Diese wer-
den durch Spiegelung deckungsgleich, da sie eine Seite (die Winkel-
halbierende) gemeinsam haben, im halben Winkel ¢ iibereinstimmen, b a
und weil wegen der Gleichschenkligkeit a = b ist. Die Teildreiecke
stimmen also in allen ihren Daten {iberein. So sind die beiden Win-
kel o und [ identisch. Weiter trifft die Winkelhabierende durch C'
die gegeniiberliegende Seite in deren Mittelpunkt M, und zwar im o 5
rechten Winkel. Dies bedeutet auflerdem, dass in einem gleichschenk- A M B
ligen Dreieck Hohe, Seiten- und Winkelhalbierende durch C' sowie die Mittelsenkrechte von ¢
zusammenfallen!

In den Ubungen sollen Sie umgekehrt zeigen, dass ein Dreieck gleichschenklig ist, wenn zwei
Winkel iibereinstimmen. Genauer gilt:

A c B

S

lc Mathematik (Kg) 24 10. Juni 2009



Satz: Mit den iiblichen Bezeichnungen sind fiir ein Dreieck die folgenden beiden Aussagen

dquivalent:

(i) a = b, d. h. das Dreieck ist gleichschenklig.

(ii) @ = (3, d. h. das Dreieck hat zwei gleiche Winkel.

In beiden Fillen ist das Dreieck symmetrisch zur Seitenhalbierenden = Winkelhalbierenden =
Mittelsenkrechten = Hohe.

d. Kongruenzsitze. Bei den obigen Symmetrieiiberlegungen haben wir bereits einen der
Kongruenzsitze benutzt. Man nennt zwei Dreiecke (oder allgemein geometrische Figuren) kon-
gruent oder deckungsgleich, wenn sie durch Drehung, Verschiebung und evtl. Spiegelung zur
Deckung gebracht werden kénnen. Die Kongruenzsétze geben nun Bedingungen an, die garan-
tieren, dass zwei Dreiecke kongruent sind.

Kongruenzsitze: Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in folgenden Stiicken iiber-
einstimmen:
(SWS) Einem Winkel und den beiden angrenzenden Seiten.
(WSW) Einer Seite und den beiden angrenzenden Winkeln.
(SSS) Drei Seiten.
(SSW) Zwei Seiten und dem der grifieren Seite gegeniiberliegenden Winkel.
Existenzsitze: Es gibt ein Dreieck mit vorgegebenen Bestimmungsstiicken, wenn in
dem jeweiligen Fall die nachfolgende Bedingung erfiillt ist:
(SWS) Der Winkel ist < 180°.
(WSW) Die Summe der Winkel ist < 180°
(SSS) Die Summe zweier Seitenléngen ist groBer als die dritte Seite.
(SSW) Der Winkel liegt der grofieren Seite gegeniiber.

Diese beiden Sétze sieht man besten ein, indem man versucht, ein solches Dreieck aus den
gegebenen Stiicken zu konstruieren.

Im Fall SWS zeichnet man zuerst den gegebenen Winkel und triagt auf beiden Schenkeln die
gegebenen Seitenlingen ab. Damit liegen dann alle drei Punkte fest, und es gibt immer ein
derartiges Dreieck (wenn der gegebene Winkel < 180° ist).

(SWS) (WSW)

Im Fall WSW zeichnet man zunichst die eine Seite und trdgt dann an beiden Endpunkten

die angrenzenden Winkel ab. Ist deren Summe kleiner als 180°, so schneiden sich die beiden
Geraden in dem dritten Eckpunkt des Dreiecks. (Ist die Winkelsumme > 180°, so kann es nach
dem Winkelsummensatz kein derartiges Dreieck geben.)

Behandeln Sie den Fall SSS als Ubung.

(SSS) (SSW)
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Im Fall SSW bendétigt man die zusétzliche Bedingung, dass der Winkel der gréfleren Seite ge-
geniiberliegt. Auch dies erkennt man an der entsprechenden Konstruktion: Man geht aus von
einer Seite und dem angrenzen Winkel. Man schldgt um den anderen Eckpunkt einen Kreis mit
der vorgegebenen Seitenlidnge als Radius. Ist diese Seitenlénge grofler als die andere, so trifft der
Kreis den freien Schenkel des gegeniiberliegenden Winkels in genau einem Punkt. (Ist sie jedoch
kiirzer, so kann der Kreis den freien Schenkel des Winkels in zwei, einem oder keinem Punkt
treffen. Es gibt also kein derartiges Dreieck oder aber auch moglicherweise zwei nicht kongruente
mit denselben Daten! Die genauen Bedingungen fiir die Existenz eines derartigen Dreiecks kann
man erst mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen (Sinus, Cosinus) erfassen.)

e. Vierecke. Unter einem (ebenen) Viereck wollen wir ei-
ne Folge von vier in einer Ebene liegenden Punkten ABCD
verstehen, von denen keine drei auf einer Geraden liegen und
deren Seiten, das sind die Verbindungsstrecken AB, BC, CD
und DA, sich nicht iiberkreuzen. Die Strecken AC und BD
sind die Diagonalen des Vierecks. Da sich ein Viereck aus zwei
Dreiecken ABC und ACD zusammensetzt, ist die Summe der
Innenwinkel eines Vierecks 360°.

Unter den Vierecken gibt es einige ausgezeichnete:
Ein Rechteck ist ein Viereck mit 4 rechten Winkeln.
Ein Quadrat ist ein Rechteck mit 4 gleichlangen Seiten.

2 C

D

Ein Parallelogramm ist ein Viereck mit 2 Paaren paralleler Seiten.
Eine Raute ist ein Parallelogramm mit 4 gleichlangen Seiten.

Ein Trapez ist ein Viereck mit einem Paar paralleler Seiten.

Ein Drachenviereck ist ein Viereck mit zwei Paaren benachbarter gleichlanger Seiten.

<> <>/

Parallelogramm Raute Drachenviereck Trapez

Zwischen den genannten speziellen Vierecken gibt es die folgenden logischen Zusam-
menhénge: (Man kann die nachfolgenden Pfeile lesen als ‘ist auch ein’.):

Quadrat — Rechteck

1 !
Raute — Parallelogramm
! !
Drachenviereck Trapez

Aus den Kongruenzsitzen fiir Dreiecke kann man die folgenden geometrischen Tatsachen ablei-
ten:
1) Jede Diagonale in einem Parallelogramm zerlegt dieses in zwei kongruente Dreiecke (WSW:
Diagonale als gemeinsame Seite, Ubereinstimmung der Winkel wegen Parallelitiit). Daher sind
in einem Parallelogramm einander gegeniiberliegende Seiten gleichlang, einander gegeniiber lie-
gende Winkel gleich grofl und die Diagonalen halbieren sich gegenseitig. Ein Parallelogramm ist
punktsymmetrisch zum Diagonalenschnittpunkt, d. h. dreht man es um diesen Punkt um 180°,
so geht es in sich {iber.
2) Ein Drachenviereck ist aus zwei gleichschenkligen Dreiecken mit gemeinsamer Basis zusam-
mengesetzt. Daher schneiden sich die Diagonalen rechtwinklig. Die Diagonale durch die Spitzen
dieser gleichschenkligen Dreiecke ist eine Symmetrielinie des Drachenvierecks.
3) In einer Raute gelten alle Eigenschaften eines Parallelogramms und eines Drachenvierecks.
f. Fladcheninhalte. Grundlage der Fldchenberechnung ist die Festlegung einer Flichen-
einheit. Man vereinbart als Fldcheneinheit den Fldcheninhalt des FEinheitsquadrates, also des
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Quadrates der Kantenlinge 1. Allgemein werden Flicheninhalte bestimmt, indem man das ge-
gebene Flidchenstiick mit Einheitsquadraten (oder bekannten Teilen davon) austfiillt (sofern dies
moglich ist) und abzihlt. Dies fithrt zu:

Fldche eines Rechtecks mit den Kantenldngen a,b: A =a-b.

Diese Flachenformel ldsst sich zwar aus der Festlegung der Flacheneinheit ableiten, wobei jedoch
Schwierigkeiten auftreten, wenn die Kantenldngen nicht kommensurabel (‘gemeinsam messbar’)
sind, d. h. nicht ganzzahlige Vielfache einer gemeinsamen Lénge sind. Wir werden daher die-
se Rechtecksformel zur Grundlage unserer Flichenberechnungen machen. Grundlagen unserer
Flachenberechnungen sind damit die folgenden drei elementaren Prinzipien:
1. Rechtecksfliche = Produkt der Kantenlédngen. (Dies ist im Kern die Definition des Flidchen-
inhalts.)
2. Zerschneidet man Flichenstiicke, so addieren sich die Einzelflicheninhalte zum Gesamt-
flicheninhalt.
3. Deckungsgleiche (kongruente) Flichenstiicke haben denselben Flécheninhalt.

Aus diesen einfachen Grundprinzipien ergeben sich die nachfolgenden Flichenformeln
fiir geradlinig begrenzte Flidchenstiicke. (Die Fléchenberechnung fiir krummlinig begrenzte
Flachenstiicke ist Gegenstand der Integralrechnung, die an unserem Kolleg im 4. Semester be-
handelt wird.)

Fléche eines Dreiecks mit der Grundlinie g und Héhe h: A = .

Zur Begriindung dieser Formel ergénzt man das Dreieck
zu einem Rechteck mit derselben Grundlinie und Hohe (siehe
Skizze). Die dabei hinzugenommenen Dreiecke sind kongruent
zu den rechtwinkligen Teildreiecken. Die Fliche des Rechtecks
ist also doppelt so grofl wie die Dreiecksfliche. Da die Recht-
ecksflache g - h ist, ist die Formel bewiesen.

Neben dem Dreieck ist noch die Fldchenberechnung eines - :
Trapezes von Nutzen. Wir betrachten ein paralleles Seitenpaar g
des Trapezes, die wir als Grund- und Deckenlinie ansehen, sowie deren Abstand als zugehorige
Hohe. Dann berechnet man die Flache eines Trapezes als Produkt der Héhe mit dem Durch-
schnitt der Langen von Grund- und Deckenlinie, also der durchschnittlichen Breite. Mit den
Bezeichnungen der nachfolgenden Skizze gilt:

a—+c
2

Fliche eines Trapezes mit parallelen Seiten a,c und Hohe h : A = h.
Zur Begriindung ziehen wir zu Grund- und Deckenlinie zwei senkrechte Linien durch die Mit-
telpunkte der beiden anderen Seiten. So entsteht ein
Rechteck, das dieselbe Fliche hat wie das Trapez,
da die abgeschnittenen bzw. hinzugenommenen Drei-
ecke auf den beiden Seiten jeweils kongruent sind.
(Begriinden Sie dies genau mit geeigneten Kongru-
enzsitzen.) Aus dieser Kongruenz ergibt sich auch,
dass Boden- und Deckenseite des Rechtecks zusam-
mengenommen genauso lang sind wie Grund- und Deckenlinie des Trapezes zusammen, also
gleich a + ¢. Damit hat das Rechteck die Breite “;rc und dieselbe Hohe h wie das Trapez, so
dass sich die behauptete Fliachenformel ergibt.

Auf ein Parallelogramm angewendet (a = c¢) erhélt man dann als Fliche das Produkt aus
einer Seitenléinge a mit der zugehorigen Hohe h:

Fléche eines Parallelogramms mit Grundlinie @ und Hohe h: A =a-h.
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g. Der Strahlensatz, dhnliche Dreiecke. Ein weiteres wichtiges Resultat der Elemen-
targeometrie ist der sog. Strahlensatz. Er sagt etwas aus iiber Streckenverhéltnisse.

Strahlensatz: Gegeben sind zwei Geraden a und b, die sich in einem Punkt S schneiden.
Weiter sind zwei Parallelen g und g’ gegeben, die die Geraden jeweils in 2 Punkten A, B bzw.
A', B’ (verschieden von S) schneiden.

Dann gilt: In den beiden Dreiecken SAB und SA’B’ stimmen die Lingenverhéltnisse ein-
ander entsprechender Seiten iiberein:
|SA'| |SB'| |A'B|
|SA|  |SB|  |AB|

(Es sei ausdriicklich betont, dass der Satz entsprechend seiner Formulierung auch gilt, wenn die
eine Parallele g’ etwa die gestrichelt skizzierte Lage hat!).
Man kann die obigen Gleichungen wie folgt umformen:
|SA|  |SA] |SA| |SA| |SB'| |SB]

|SB’|  |SB|’ |A’B'| |AB|' |A'B’| |AB|’

Man schreibt dies oft kiirzer in Form mehrgliedriger Proportionen:
|SA'|: |SB'|: |A'B'| = |SA|: |SB| : |AB|

In dieser Form werden die Léngenverhé&ltnisse innerhalb der beiden Dreiecke gebildet, und der
Strahlensatz sagt aus, dass in beiden Dreiecken die Langenverhéltnisse der Seiten iibereinstim-
men. Man nennt zwei Dreiecke dhnlich, wenn in ihnen die Seitenverhéltnisse dieselben sind. Man
kann dann den Strahlensatz folgendermaflen formulieren:

Strahlensatz: Zwei Dreiecke, die dieselben Winkel haben, sind dhnlich.

Man fithrt diese Form auf die erste Version zuriick, indem man die beiden Dreiecke an
einem Winkel zur Deckung bringt. Man erhilt dann die obige Strahlensatzfigur (der gemeinsame
Winkel liegt bei S) und damit die behauptete Aussage.

h. Beweis des Strahlensatzes. Schon die Griechen hatten einen Beweis des Strahlensat-
zes, und zwar auf der Basis der Kongruenzsitze. Dieser Beweis erfordert aber, dass die Langen
|SA| und |SA’| kommensurabel sind, d. h. dass eine Léngeneinheit existiert, von der beide Léngen
|SA|,|SA'| (ganzzahlige) Vielfache sind. Ein Beweis, der die Probleme der Griechen umgeht,
basiert auf geeigneten Flichenvergleichen.

Wir bezeichnen mit hs bzw. hp die Linge der Hohe, die durch A bzw. B verlduft und
auf dem anderen Strahl b bzw. a senkrecht steht. Weiter bezeichne F(ABC) den Flécheninhalt
eines Dreiecks ABC. Die Dreiecke A’B’B und A’B’A haben den gleichen Flicheninhalt, da
sie die gleiche Grundseite A’B’ und wegen der Parallelitéit von g, g’ gleichlange Hohen haben.
Entfernt man diese flichengleichen Dreieck aus dem grofien Dreieck SA’B’, so erhiilt man wieder
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flichengleiche Dreiecke, ndmlich die Dreiecke SAB’
und SA’B. In diesen sind hy4 bzw. hg Héhen und
es gilt

1
% [SA|-hy = F(SA'B) = F(SAB) = 3 -SB|-hu

Berechnet man die Fliache von SAB auf zwei Wei-
sen, so erhélt man

1 1
5 1SA|-hg = F(SAB) = 5 -|SB| - ha.

[sa] _ |sB|

SA] ~— SB
nisse der von S ausgehenden Abschnitte auf be‘lde‘n Str‘ahl‘en iiberein. Daraus ergibt sich sofort,
dass auch die anderen einander entsprechenden Abschnitte auf den beiden Strahlen in demselben
Léngenverhé&ltnis stehen.

Die zweite Aussage iiber das Verhiltnis der Abschnitte |AB|,|A’B’| auf den Parallelen kann
man durch Anwendung der ersten Aussage auf eine
andere Strahlensatzfigur folgern. Man zeichne dazu
eine Parallele o’ zu a durch B. Diese trifft ¢’ in ei-
nem Punkt C. Wir betrachten nun B’ als Zentrum
einer neuen Strahlensatzfigur mit den Strahlen b
und ¢’ sowie den Parallelen a und a’. Dann gilt
nach dem bewiesenen Teil des Strahlensatzes

Bildet man nun die Quotienten, so erhélt man i Damit stimmen die Langenverhélt-

|B'S| |B"A’|
|BS|  |cA’|”

Wegen der Parallelitit von g, ¢’ und a,a’ bildet
BAA'C ein Parallelogramm, so dass |CA’| = |BA]|
ist. Damit folgt dann die noch ausstehende Behauptung

|B'S| |B'A|
|BS|  |BA| "’

i. Rechtwinklige Dreiecke. Rechtwinklige Dreiecke ha-
ben definitionsgemé&f einen rechten Winkel. Dessen Schenkel b
nennt man die Katheten und die gegeniiberliegende Seite die
Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks. Nach dem Winkel-
summensatz erginzen sich die beiden anderen Winkel zu 90°.
Daraus ergibt sich dann die wichtige Tatsache:
Zerlegt man ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck durch die Hohe auf der Hypotenuse in
zwel Teildreiecke, so sind die beiden Teildreiecke untereinander und zum Gesamtdreieck
ahnlich.
Begriindung: Alle drei Dreiecke sind rechtwinklig, auflerdem enthélt jedes mindestens einen der
Winkel o oder 3. Wegen o + 3 = 90° kommen dann aber in jedem Dreieck beide Winkel o und
0B vor. Alle drei Dreiecke haben folglich dieselben Winkel und sind damit dhnlich.
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Dies bedeutet, dass fiir alle drei Dreiecke die Verhéltnisse Soitenls
einander entsprechender Seiten iibereinstimmen. Die neben- eel iﬁ&? fre
stehende Tabelle enthélt die einander entsprechenden Seiten £°8
der Dreiecke. Es gelten also mit den Bezeichnungen der Skizze Dreieck| o | 3 | 90°
die folgenden Proportionen links | h|q| b

h:q:b=p:h:a=a:b:c. rechts | p | b | a
gesamt| a | b | ¢

Dies ergibt insbesondere

< h?=p-q (Hohensatz des Euklid),

< a®>=p-c (Kathetensatz des Euklid),

< b? =¢q-c (Kathetensatz des Euklid).

Dl ol
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Der wohl berithmteste Satz {iber rechtwinklige Dreiecke ist der
Satz des Pythagoras: In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Liangenquadrate

der Katheten gleich dem Lédngenquadrat der Hypotenuse. Liegt etwa ¢ dem rechten Winkel
gegeniiber, so gilt a® + b = 2.
Man erhélt ihn unmittelbar aus dem Euklid’schen Kathetensatz:

a>=p-c,b®’=qc = >+ =(p+q)-c=c%.

lc Mathematik (Kg) 30 10. Juni 2009



