5L1 Mathematik (Kg) 10. September 2009

Ubungen (4)

Seien im Folgenden A = (2,1,0), B = (3,0,—1), C = (4,1,2) sowie D = (3,2,3),
E=(-1,21), F=(0,1,2).
1) a) Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir die Ebene e(A, B, C') durch die Punkte
A, B, C an.
b) Stellen Sie fest, welche der Punkte D, E, F' in der Ebene e(A, B, C) liegen.

2) a) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung fiir die Ebene ¢/, die durch den Punkt
E verlduft und parallel zur Ebene e(A, B, (') ist.
b) Untersuchen Sie, ob die Gerade ¢g(C, F') die Ebene e’ schneidet, und wenn ja, in
welchem Punkt.

3) Gesucht ist der Durchschnitt der Ebene e = e(A,B,C) mit der Ebene e’ =
e(C,E,F).
a) Welches Ergebnis erwarten Sie aufgrund Ihrer geometrischen Anschauung?
b) Reduzieren Sie das Problem auf ein lineares Gleichungssystem. Wieviele Glei-
chungen und wieviele Unbekannte umfasst es?
c) Wieviele Losungen erwarten Sie fiir dieses Gleichungssystem aufgrund Threr Ant-
wort zu a)?

4) Wir betrachten das Tetraeder ABCF'. 2
a) Warum bilden diese 4 Punkte ein Tetraeder?
b) Wir ‘zerségen’ das Tetraeder langs der in Aufgabe 2
a) gegebenen Ebene €’. Gesucht sind die dadurch entste-
henden neuen Eckpunkte A’, B’, C’. Erlautern Sie einen ¢
Ansatz fiir dieses Problem und reduzieren Sie es auf A
lineare Gleichungssysteme. Wieviele Gleichungen und C
wieviele Unbekannte umfasst dieses?
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Ubungen (4) — Lésungen

a) Eine Parameterdarstellung fiir die Ebene durch drei gegebene Punkte A, B, C
erhélt man durch

X €e(A,B,C) — OX =OA+r- -AB +s- AC fiir geeignete r,s € IR.

In unserem konkreten Fall also

2 1 2
OX=|1]|+r[-1])+s[0]. (%)
0 —1 2

b) Um zu iiberpriifen, ob ein Punkt (etwa E) in dieser Ebene liegt, muss man
untersuchen, ob sein Ortsvektor sich in der Form (x) darstellen ldsst, d. h. ob die
Gleichung

-1 2 1 2
1 0 -1 2

(mindestens) eine Losung (r, s) hat. Die Vektorgleichung (k) ist ein lineares Glei-
chungssystem von 3 Gleichungen mit 2 Unbekannten (r, s):

r+2s=-3 r = -1 r=—1
. - 1] = |—142s=-3| — |2s=-2
_7’+28: 1 1+282 1 282 O

Die letzten beiden Gleichungen fiir s widersprechen einander: Es gibt also keine
Losung! Damit liegt der Punkt E nicht in der Ebene e.

Fiir F' erhdlt man mit einer entsprechenden Rechnung ebenfalls: F' liegt nicht in
der Ebene e. Fiir den Punkt D erhélt man die eindeutige Losung r = —1, s = 1.

a) Da die Ebene ¢’ parallel zur Ebene e = e(A, B, C') verlaufen soll, kénnen wir als
Richtungsvektoren fiir ¢’ dieselben wie fiir e wihlen, namlich

1 2
uz@z(—l) und v:@:<0>.

-1 2

Da ¢’ durch E verlaufen soll, erhalten wir die Parameterdarstellung

—1 1 2
w:(ﬁ:@—l—ruﬁ—sv:( 2) —|—r<—1>—i—s<0>.
1 -1 2
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b) Parameterdarstellung fiir die Gerade g(C, F'):

con-()4()

Bestimmung des Durchschnitts g(C, F') Ne’:
-1 1 2 4 —4
2| +r{ -1 |+s{o]=(1]+1 0
1 -1 2 2 0
1 2 4 ) r 4+ 2s + 4t
—r|{-1|+s{0|+tlO0])=|-1]| < | —r = -1
-1 2 0 1 —r + 2s = 1

I
o

r=1 r=1 1
e [2s =r+1 — | 25 = 2 <:>7“:1,8:1,t:§
4 = 5 —1r — 2s 4t = 2

Da das Gleichungssystem losbar ist, gibt es einen Schnittpunkt S. Diesen erhélt
man, indem man in eine der beiden Parameterdarstellung den entsprechenden ge-
fundenen Parameterwert einsetzt. Dafiir bietet sich die Parameterdarstellung der

Geraden an:
4 1 —4 2
2 0 2
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Der Schnittpunkt ist S = (2,1,2).

3) a) Da der Punkt C zu beiden Ebenen gehort, E aber nur zu einer von beiden (siehe
Aufgabe 1) b)), sind die Ebenen verschieden, aber nicht parallel. Daher schneiden
sie sich in einer ganzen Geraden.

b) Wir erstellen zunéichst Parameterdarstellungen fiir beide Ebenen:

2 1 2
Xce <« 2=0X=0A+4+7r-AB+s-AC=| 1|+ -1 ]| +s|0
0 —1 2

<Xee”<:¢1ﬁz5?zz55+¢«éﬁ+u~5?::<?>+t<_i>+u<_é>.
2 1 0

Zur Berechnung des Schnittes muss man also das durch ‘Gleichsetzen’ entstehende
lineare Gleichungssystem 16sen:

92 1 2 4 -5 —4
Ll+r[ =L )+s{O) =1+t 1|+ul o0
0 —1 2 2 -1 0

1 2 -5 —4 2
— r| 1] +sl0)—¢t[ 1])-ul 0o]=1]0
~1 2 1 0 2

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 4 Unbekannten (je
zwei Parametern der beiden Ebenendarstellungen).
Wir wollen dieses Gleichungssystem erst 16sen, wenn wir mit dem Gauf3-Verfahren
ein systematisches Losungsverfahren fiir beliebige lineare Gleichugnssysteme ken-
nengelernt haben.
c) Nach a) wissen wir aber bereits, dass dieses Gleichungssystem unendlich viele
Losungen haben muss.

4) a) Da der Punkt F nicht in der durch A, B, C' bestimmten Ebene liegt, bilden die
4 Punkte ABCF ein Tetraeder.
b) Wir miissen die Schnittpunkte der drei Kantengeraden g(F, A), ¢g(F,B) und
g(F,C) mit der Ebene ¢’ bestimmen. Dazu stellt man fiir die Geraden und die
Ebene ¢’ Parameterdarstellungen auf (fiir ¢/ siehe oben) und setzt die Parameter-
darstellung der Ebenen jeweils mit der Parameterdarstellung einer Geraden gleich.
Es ergibt sich jeweils ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen (da Punk-
te und Vektoren drei Koordinaten haben). Die Unbekannten sind der eine Parame-
ter aus der Geradendarstellung und die zwei Parameter aus der Ebenendarstellung,
insgesamt also drei Unbekannte.
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Fortfithrung der Aufgaben 3) und 4) mit dem Gauf3-Verfahren:

3) Wir losen das bereits bei 3) b) aufgestellte Gleichungssystem mit dem Gaufl-
Verfahren. Bei Reihenfolge der Unbekannten r, s, ¢, u ergibt sich die nachfolgende
erweiterte Matrix und ihre Umformung in Dreiecksgestalt:

2
2
)

1 2 54|2 1 2 5412 12 5 4
-1 0-10]0 | « 02442 |« 02 4 4
-1 2 102 04644 00-2-4

(Bei Beachtung der beiden Nullen in der letzten Spalte héitte man (durch Spal-
tentausch) den Rechenaufwand verringern kénnen. Er war aber ohnehin nicht sehr
groB, und die folgenden Uberlegungen zeigen, dass ein solcher Spaltentausch auch
Nachteile hat.)

Wir stellen nun nach Abschluss der Gauf3-Verfahrens zunéchst einmal fest, dass das
Gleichungssystem den Rang r = 3 hat, losbar ist (m = r, keine Nullzeile) und 1
Parameter frei wihlbar ist (d = n —r = 1). Damit gibt es unendlich viele Lésun-
gen (wie schon bei der Losung der urspriinglichen Aufgabenstellung erkannt). Diese
wollen wir nun bestimmen.

Wir 16sen das Gleichungssystem nun wie iiblich ‘unten nach oben’ auf. Die letzte
Gleichung besagt:

—2t—-4u=0 <<= t= —2u.

Lost man die Gleichungen weiter nach s und dann r auf, so erhdlt man Formeln
fir s und r in Abhéngigkeit von dem (bei der Auflésung der letzten Gleichung
gewéhlten) freien Parameter u. [Es ergibt sich s = 2u + 1 und r = 2u und die
Losungsvektoren sind von der Form

T 2u
s | [ 2u+1
t | —2u
U U

mit frei wihlbarem Parameter u.] Aber diese Formeln fiir r, s werden gar nicht mehr
bendétigt, um die Schnittpunkte zu bestimmen. Man muss nédmlich zwischen den
Parametern 7, s,t, u, die in dem Gleichungssystem vorkommen, und den gesuchten
Schnittpunkten unterscheiden. Diese Schnittpunkte kann man entweder als Punkte
der Ebene e mit den Parametern r, s oder als Punkte der Ebene ¢’ mit den Para-
metern ¢, u beschreiben. Um also die Schnittpunkte zu beschreiben, muss man ein
zusammengehorendes Parameterpaar r, s oder t,u in die zugehorige Parameterdar-
stellung einsetzen. Setzt man t = —2u, u € IR beliebig, in die Parameterdarstellung
von €’ ein, erhilt man die fiir die Schnittpunkte S:

o) ()2 ()9

Dies ist eine Parameterdarstellung fiir die Menge aller Schnittpunkte; diese stellt
offenbar eine Gerade dar, und zwar durch den Punkt C' = (4, 1,2) mit dem Rich-

6
tungsvektor < —2 ) .
2
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Man erkennt nun, dass die Berechnung von r, s hierfiir gar nicht benotigt wurde!
Man kann aber zur Kontrolle einmal nach r, s auflésen (s.o.) und die Ergebnisse
dann in die Parameterdarstellung von e einsetzen. Man erhélt dann

ene’: (ﬁz(%)—kQu(—%)—k@u—l—l)(%):<il>+u<—g>.
0 —1 2 2 2

Dies ist genau dieselbe Parameterdarstellung fiir die Schnittgerade. (Dass sich die-
selbe Parameterdarstellung ergibt, liegt daran, dass wir auch denselben Parameter
u benutzen! Bei einer anderen Auflésung des Gleichungssystems, etwa nach Zeilen-
oder auch Spaltentausch oder Wahl eines anderen freien Parameters, erhélt man
andere Parameterdarstellungen fiir dieselbe Schnittgerade.)

4) Hier miissen wir die Schnittpunkte der Ebene ¢’ mit den drei Kanten g(F, A),
g(F, B) und g(F,C) ermitteln. Die Parameterdarstellungen sind:

-1 1
e : OX = 2>+7’<—1>+s<(2)>,
1 -1 2

g(F,A): OX= (1)>+t< (2)>

2 2
0 3
g(F,B): OX= 1>+u<—1>,
2 -3
g(F,C): OX = ?)4—1}(3),
2 0

Die Ermittlung des Schnittpunktes A’ fithrt (bei Reihenfolge der Parameter r, s, )
auf folgende Rechnung

1 2 =2 1 12 =211 12 =21
-1 0 0|-11]+« 02 =2 0|« 02 =20
-1 2 2 1 04 0] 2 00 4] 2

Um den gesuchten Schnittpunkt zu ermitteln, braucht man nur den Geraden-
Parameter ¢ zu ermitteln, der sich unmittelbar aus der letzten Gleichung ergibt:
t = 1/2. Der gesuchte Schnittpunkt A’ ergibt sich, indem man diesen Wert von ¢
in die Parameterdarstellung der Geraden einsetzt. Dies ergibt A’ = (1|1|1).

Die anderen Rechnungen verlaufen vollig analog, nur der Richtungsvektor der Ge-
raden dndert sich. Sein Negatives stellt jeweils die dritte Spalte dar.

Berechnung von B':

1 2 -3 1 12 =31 12 =31
-1 0 1|-1 ]+« 02 =2 0|« 02 =20
-1 2 3 1 04 0] 2 00 4] 2

Wieder ergibt sich der (Geraden-)Parameter v = 1/2 und B’ = (3|1]1).
Berechnung von C”:

1 2 4 1 12 -4 1 12 -4 1
-1 0 0|—-1]+« 02 —4] 0|« 02 —-4]0
-1 2 0 1 04 —4| 2 00 4] 2

Wieder ergibt sich der (Geraden-)Parameter v = 1/2 und C’ = (2|1]2).
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