5L1 Mathematik (Kg) 21. September 2009
Ubungen (5)
1) LS, p. 97: Léngen und Absténde
2) LS, p. 105: Eigenschaften des Skalarproduktes

3) Zeigen Sie fiir ein beliebiges Parallelogramm die Giiltigkeit der folgenden
Parallelogrammerelation:
Die Summe der Lingenquadrate beider Diagonalen ist gleich der Summe der Ldn-
genquadrate der vier Seiten.
Mit den Bezeichnungen der nebenstehenden Skiz-
ze bedeutet dies:

d? +|e” = 2(al” + 2[5 .

4) LS, p. 102f.: Skalarprodukt und Orthogonalitét

5) Zeigen Sie mit Hilfe des Skalarproduktes: Ein Parallelogramm ist genau dann ein
Rechteck, wenn die Diagonalen gleich lang sind.
Tipp: Driicken Sie die Léngengleichheit der Diagonalen mit Hilfe des Skalarpro-
duktes aus und vereinfachen Sie.

6) Gegeben sind 5 Punkte A = (3,—4,—1), B = (5,0, 3),
C=(9,2-1),D=(7,-2,-5) und E = (0,5, —4).
a) Zeigen Sie, dass ABCD die Ecken eines Rechtecks
sind. Wie lang sind die Seiten?
b) Zeigen Sie, dass die 5 Punkte ABCDE eine senk-
rechte quadratische Pyramide bilden. Dies bedeutet: Die
Spitze E liegt orthogonal iiber dem Mittelpunkt der qua-
dratischen Grundfliche ABCD (siehe Skizze).
c) Wie hoch ist die Pyramide?

7) LS, p. 101 f.: Winkelberechnungen

8) fiir Interessierte: bitte wenden
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Fiir Interessierte

8) a) Begriinden Sie fiir zwei beliebige Vektoren , ¢ durch geeignete Rechnung mit

dem Skalarprodukt:

G4+71Lid—7 < |af =7 .

Erldutern Sie den Zusammenhang mit binomischen Formeln.
Formulieren Sie den geometrischen Inhalt dieser Aquivalenz in Worten.
Folgern Sie aus dieser Beziehung die nachfolgenden geometrischen Sachverhalte:
b) Ein Parallelogramm ist genau dann eine Raute (d. h. hat 4 gleichlange Seiten),
wenn die Diagonalen orthogonal zueinander sind.
c¢) Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn eine Seitenhalbierende die Ge-
genseite senkrecht schneidet bzw. wenn eine Mittelsenkrechte durch den gegeniiber-
liegenden Eckpunkt verlauft.
d) Ein Punkt P hat genau dann von zwei verschiedenen Punkten A, B denselben
Abstand, wenn er auf der Mittelsenkrechten von A, B liegt. Folgern Sie hieraus:
Der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks ist der Mittelpunkt des
Umkreises.
e) Folgern Sie aus a) (mit Hilfe nachstehender Skizze) den Satz des Thales:
Verbindet man die beiden Endpunkte eines Kreisdurchmessers mit irgendeinem an-
deren Punkt des Kreises, so erhdlt man ein rechtwinkliges Dreieck mit dem Durch-
messer als Hypotenuse.

S

s s
U U

f) Formulieren und begriinden Sie die Umkehrung des Satzes des Thales.
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5L1 Mathematik (Kg) 21. September 2009

Ubungen (5) — Loésungen

5) Seien @ und b benachbarte Kantenvektoren des Parallelogramms, dann sind @ + b
und @ — b Diagonalvektoren und es gilt:

G+bl=|a—b < |a+b%=|a—b? < (@+b)+(@+b) =(@—0b)+(@—b)
= |+ > +2-Geb=|a?+ b2 =2 -Geb = Geb=0 <> a.Lb.
2
6) a) Wegen DC = | 4 | = AB ist ABCD ein Parallelogramm. Wegen
4

E:(Z) , ﬁ:( 3) ,also AB+ AD =8+8—16=0

4 4

sind die Kantenvektoren dieses Parallelogramms orthogonal; es liegt also ein Recht-
eck vor. Wegen

AB|=vV4+16+16=6, |[AD| =16+ 4 + 16 =6

haben die Rechtecksseiten die gleiche Lange 6; es liegt sogar ein Quadrat vor.

b) Dass E nicht zur Bodenebene gehort, folgt aus dem unten berechneten (positi-
ven) Abstand.

Da die Grundfldche nach dem in a) Bewiesenen ein Quadrat ist, bleibt nur noch zu
zeigen, dass der Verbindungsvektor vom Mittelpunkt M des Quadrates zur Spitze
E orthogonal ist zur Bodenebene. Wir berechnen M als Mittelpunkt zwischen AC'
und erhalten M = (6, —1,—1). Da 4, ¥ zwei linear unabhéngige Richtungsvektoren
der Bodenebene sind, geniigt es zu zeigen, dass ME orthogonal zu 4 und U ist:

o () (3) ()

— ME°1IZ-12—1—24—12=0, ME +5=-24+12+12=0.

—6
c) Die Hohe der Pyramide ist die Lénge des Vektors M E = ( 6 ),

-3
also /36 +36 +9 = 9.
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7) Aufgabe 101/7:

) ab -1 ( ~11 )~ 110"
a) cosa = 5 = a = arccos(————) ~ ,87.
ld| - o]  V13-VT74 V1374
geb 0 .
b) cosa = iL S =— = a=90" (@ Lb)
- o] -
asb 33 33
c) cosa = S5 = — a = arccos(—————) ~ 54,9°.
) |d| - |b] 97v 34 (\/97\/34)
8
d) cosa = —— = a ~ 65,6°.
) V11yv/34
19 19
e) cosa = ——=— = a~57,1°
) V35v35 35

f) a =90°, denn @+ b = 0.

Aufgabe 101/8:

2) &= AT (_g),zzm: (g),a:m: (_i).Also
a=lad=V17T~4,12, b= |b| =2v2~ 283, ¢c=|d = V13~ 3,61.

Bei der Berechnung der Winkel beachte man, dass die Vektoren von dem jeweiligen
Eckpunkt ausgehend gebildet werden:

o = /(AB,AC) = /(¢,b) = arccos (2\/;7@) ~ 78,7°,
3= L(BA,BC) = /(—¢,d@) = arccos (ﬁ) ~ 42,37,
v = /(CA,CB) = L(~b,—d) = arccos (ﬁ) ~ 59°.

Natiirlich hatte man den dritten Winkel mit dem Winkelsummensatz berechnen
kénnen. (So haben wir eine kleine Kontrolle: Die Winkelsumme ergibt tatséchlich
1800.)

b) &= AB = (_9),5:m: (g),a:m: (—7).Also

6 14

a=ld =7V5~1565, b=|b] =217~ 825, ¢ =|d =3V13 ~ 10,82.

—30

— /(AB,AC) = L(2,b) = ) ~109,7°,
a ( ) (¢,b) arccos(2\/ﬁ.3\/ﬁ)
147
— /(BA,BC) = /(-¢2.d) = = Y x2970,
g ( ) (—c,d) arccos(g\/ﬁj\/g)
- 98
= /(CA,CB) = /(~b,—-d) = — ) ~40,6°.
0% ( ) ( Q) arccos(2\/ﬁ.7\/g)

Aufgabe 101/9:

@E:( o),p@y:m/&

—4
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E:( 2),|@;:4\/§,
4

-2

BC = ( 4>, |BC| = 2/5.
0

Damit ist das Dreieck gleichschenklig und folglich die gegeniiberliegenden Winkel

gleich: v = a. Man muss also nur einen Winkel berechnen:

o= 1(1@, E) = arccos ( ~ 50,87

16 )
2v/5 - 42
Damit ist ¥ = o = 50,8° und 8 = 180° — 2a = 78,5°.

Y
b) DE = <_2 , IDE| = 2V/5,
2

Wieder liegt ein gleichschenkliges Dreieck vor und folglich geniigt die Berechnung
von

p=0= Z(ﬁ,ﬁ) = arccos ( )~ TL6°.

4
4+/10
Es ergibt sich ¢ = Z(ED, EF) = 180° — 2 § = 36,9°.
a) Es gilt

G+TLia—7 < 0=(0+7)(@—0) =a]’—|7* = i =|7].

In Worten bedeutet dies: Zwei Vektoren sind genau dann gleich lang, wenn ihr
Summenvektor senkrecht zum Differenzvektor ist.
Es handelt sich hierbei offenbar um die dritte binomische Formel fiir das Skalar-
produkt

R S 2 2

(@ + )« (@ — ) = |a]” — 0] .
b) Seien @ und v die linear unabhéngigen Kantenvektoren eines Parallelogramms.
Dann sind 4 — ¢ und @ + ¥ die Diagonalenvektoren und diese sind genau dann
orthogonal, wenn die Kantenvektoren « und ¢ gleich lang sind, also eine Raute
vorliegt.
c¢) Sind @ = AB und ¥ = AC zwei Seitenvektoren eines Dreiecks, so ist 7 — @ = BC

Richtungsvektor der dritten Seite und %(ﬂ’ + ¥) = AMpc Richtungsvektor der
Seitenhalbierenden. Dann gilt gemé&f a)

1
w0,V gleich lang «<—= V—ud L i+ ¥ <= -4 L 5(1]’4—17)

<= Dreiecksseite L Seitenhalbierende
<= Mittelsenkrechte = Seitenhalbierende
<= Mittelsenkrechte trifft gegeniiberliegende Ecke.
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d) Dies ist eine Umformulierung von c¢), denn ein Punkt C' hat von 2 Punkten A, B
genau dann den gleichen Abstand, wenn das Dreieck ABC' gleichschenklig ist. Nach
c) ist dies genau dann der Fall, wenn C' auf der Mittelsenkrechten von A, B liegt.
Ist M der Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten, so hat M von A, B und von
B, C, also von allen drei Punkten denselben Abstand. Damit ist M Mittelpunkt
des Umkreises und die dritte Mittelsenkrechte verlduft auch durch M.

e) Da der Punkt P auf dem Kreis liegt, sind die eingezeichneten Vektoren ¢ und
gleich lang, also sind die Vektoren ¥ + @ und ¥ — 4, dies sind gerade die Kanten-
vektoren des Dreiecks, orthogonal zueinander.

f) Es gilt umgekehrt:

Die Eckpunkte aller rechtwinkligen Dreiecke mit fester Hypotenuse liegen
auf einem Kreis.

Begriindung: Wenn die Kantenvektoren @ + ¢ und @ — ¢ des Dreiecks orthogonal
sind, dann sind nach a) die Vektoren «# und ¥ gleich lang, d.h. der Eckpunkt hat
vom Mittelpunkt der Hypotenuse denselben Abstand wie die Endpunkte der Hy-
potenuse. Also liegt der Punkt auf dem Kreis mit der Hypotenuse als Durchmesser.
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