5L1 Mathematik (Kg) 2. November 2009
Ubungen (7)

1) a) Wir betrachten die Pyramide aus Ubung (5), Aufgabe 6 mit den Eckpunkten
A=(3,-4,-1), B=(5,0,3), C = (9,2,—1), D = (7,—2,—5) und E = (0,5, —4).
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung fiir die Bodenebene dieser Pyramide.
[Zur Kontrolle: 2z — 2y + z = 13.]

b) Berechnen Sie mit der Hesse’schen Abstandsformel die Hohe der Pyramide.

2) Wir gehen aus von dem Dreieck von Ubungen (6), Aufgabe 1 mit den Eckpunkten
A=(23),B=(67),C=(7,11).
a) Bestimmen Sie Normalenvektoren fiir die Dreiecksseiten und damit dann Glei-
chungen fiir sie.
[Zur Kontrolle: g(A,B) : x—y =—1,¢9(A,C): 8x—by=1,¢9(B,C): do—y =17
b) Berechnen Sie die Langen der drei Hohen des Dreiecks.
c¢) Berechnen Sie erneut die Hohenfufipunkte.
3) Gegeben sind die Punkte A = (2,1,0), B = (3,0,—1), C = (4,1,2) sowie D =
(0,1,2).
) Zeigen Sie, dass diese 4 Punkte ein Tetraeder bilden.
) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung fiir die Ebene e durch A, B, C.
) Bestimmen Sie die Hohe des Tetraeders (e als Boden betrachtet).
) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung fiir die Ebene €', die parallel zur
Bodenebene e durch den Schwerpunkt S des Tetraeders verlauft.
e) Wir ‘zersiigen’ das Tetraeder lings der Ebene e’. Bestimmen Sie die neuen
Eckpunkte A’, B’,C".
4) a) Begriinden Sie ohne Rechnung, dass gegeniiberliegende Kanten eines beliebigen
Tetraeders windschief sein miissen.
b) Bestimmen Sie fiir das Tetraeder der vorangehenden Aufgabe die Abstéinde
der gegeniiberliegenden Kanten.
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Ubungen (7) — Lésungen
1) a) Da gemiB Ubung (5), Aufgabe 6 die Pyramide senkrecht (man sagt auch gerade)

—6
ist, ist der Vektor M E = ( 6) ein Normalenvektor fiir die Bodenebene e =
-3

2
e(4, B,C). Damit ist auch 7 = —%ME = (—2) ein Normalenvektor fiir e und
1
eine Gleichung fiir e hat die Form 2x — 2y + z = d. Den Wert von d bestimmen wir
durch Einsetzen von B in diese Gleichung:

Bee = 2-5-2-04+1-3=d < d=13.
Wir erhalten also die als Kontrollergebnis angegebene Gleichung fiir e:
X =(2,y,2) €e <= 2x—2y+2z=13.

Ohne Verwendung der Vorkenntnisse aus Ubung (5) kann man mit Hilfe des Vektor-
produktes einen Normalenvektor zur Ebene e ermitteln. Wir wéhlen zwei beliebige
linear unabhéngige Richtungsvektoren fiir e aus, etwa

2 4
ﬁ:@:(zl),ﬁ:ﬁ:( 2)
4 —4

und berechnen deren Vektorprodukt
4 2
det ( 4 _ 4)

2 4 9 4 —24
uxv=14]x 2] = —det(4 4) = 24 | .
4 —4 ) 4_ —12
det(4 2)

Damit erhalten wir (nach Division durch —12) denselben Normalenvektor 7 und
damit dieselbe Gleichung fiir e wie oben.

b) Die Hohe der Pyramide ist der Abstand des Punktes E = (0,5, —4) von der Ebe-
ne e durch A, B, C, D. Dieser berechnet sich nach der Hesse’schen Abstandsformel
gemaf

2-0-2-5—-4-13] 27
d(Pe) =12 0=2°5 2T
V22 422 +12 V9

2) a) Es ist AB = (i), ein Normalenvektor ist 7. = (_1) und eine Gleichung fiir

g(A, B) daher von der Form x —y = d. Setzt man A = (2,3) ein, so erhélt man
2 — 3 =d, also d = —1. Eine Gleichung fiir g(A, B) ist also z — y = —1.

Es ist AC = (g), iy = (_g), 8x — by = d eine Gleichung fiir g(A,C) und
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nach Einsetzen von A = (2,3) ergibt sich 16 — 15 = d, also d = 1. Die gefundene
Gleichung ist daher 8z — by = 1.

BC = (}1), Mg = (_111), Gleichung 4x — y = d, Einsetzen von B = (6,7) ergibt

24 — 7 =d, also d = 17 und die Gleichung wie angegeben.
b) Berechnung der Abstédnde der Eckpunkte von den gegeniiberliegenden Seiten:

71141 3

dC.gA By =1+ H_ 5
gt m =T
8-6-5-7—1] 12
dB, A,C = = )
(B,9(4,C)) /64 + 25 /29
8317 12
d(A, 9(B,C)) = | L

V42 112 V1T

c¢) Berechnung der Hohenfu3punkte:
Hohe durch C: Eine Gleichung fiir g(A, B) ist z — y + 1 = 0. Damit gilt fiir den
HohenfuBpunkt H.,:

T - 1 . 7T—11+1 3
Hc :7’~nc:7’-(_1) mltr:W:_ﬁ’

also OH. = OC — H.C = (J) +g.(_1) und damit H, = (i, 12).

Hohe durch A: Eine Gleichung fiir g(B, C) ist 4 — y — 17 = 0. Damit gilt fiir den
FuSpunkt H,

A 4.2—-3-—-17 12
Ha :S‘ﬁazs‘( 4) mits= —— =

-1 42 412 e
und damit H, = (82, 392).

also
~— (2 12 4
OHQ_(?,)+17 (_1)
17 17

Hohe durch B: Eine Gleichung fiir g(A, C) ist 82 — 5y — 1 = 0. Damit ergibt sich
fiir den Fulpunkt Hy:

; 8 . 86-5T-1 12
B =t-fy=t- tt= ==
b " (—5) o 64 + 25 89

~—= (6 12 8
o= (%) -l 5).

und damit Hy, = (32, 82,
a) Wir 16sen zuerst b) und verifizieren dann durch einfaches Einsetzen, dass D die
Koordinatengleichung der Bodenebene e nicht erfiillt, also nicht zu e gehort.

b) Da es sich um eine Ebene (Dimension 2) im 3-dimensionalen Raum handelt,
kann man mit Hilfe des Vektorproduktes zuerst einen Normalenvektor und daraus

also

5L1 Mathematik (Kg) 3 Ubungen (7) — Losungen



dann eine Normalengleichung bestimmen.
Zwei linear unabhéngige Richtungsvektoren der Ebene sind

1 2
ﬁz@z(—l) und Uz@z(O).

-1 2
-2
XxUv=|[ —4
2
1

und damit ist 7 = —%ﬁ XU = ( 2 ) ein Normalenvektor fiir e. Eine Koordinaten-
—1

gleichung fiir e lautet daher  + 2y — z = d und wir bestimmen d durch Einsetzen

eines der drei Punkte A, B,C. Wir setzen A = (2,1,0) ein und erhalten 2 4+ 2 = d.

Damit ist « + 2y — z = 4 eine Koordinatengleichung fiir e.

c) Wir benutzen die Hessesche Abstandsformel

Wir berechnen ihr Vektorprodukt

1

=24+ 24+4] 4 2 o
d(D,e)— 12+22+12—%—§\/6~1,63.

d) Der Schwerpunkt eines Tetraeders ist gegeben durch 0S = %(07 + OB +
oC + (ﬁ), also S = (%,3,3). Da ¢’ zu e = e(A, B,C) parallel sein soll, haben

404014
beide Ebenen dieselben Normalenvektoren, eine Gleichung fiir e’ also auch die Form
x+2y— 2z =d'. Zur Bestimmung von d’ setzen wir den Punkt S in diese Gleichung

ein: 0 5 3
—+2.-——-=d < d=3.

4 + 4 4

Eine Koordinatengleichung fiir €’ ist daher x + 2y — z = 3.

e) Wir bestimmen die Schnittpunkte der Ebene e’ mit den drei Kanten g(D, A),

9(D, B), g(D,C):

X = (z,y,2) € g(D,A) < <Z€>:(ﬁ)}+tm:<(l)>+t< (2)> (te R).

z 2 2

Ein solcher Punkt X liegt nun in ¢/, wenn er die Koordinatengleichung fiir €’ erfiillt,
wenn also gilt

3
rH+2y—2=3 <= (2)+2-1-(2-2t) =3 < 4t =3 < t:l

Damit ist der gesuchte Schnittpunkt A’ gegeben durch

N 0 3/ 2
OA =11+~ 0=
9 4\ 9
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Genauso geht man fiir die beiden anderen Kanten vor. Man erhélt ebenfalls jeweils

den Parameterwert ¢t = 3 (wenn man die Parameterdarstellungen in gleicher Weise

mit dem Basispunkt D ;ufstellt). Die gesuchten Punkte sind dann B’ = (%, %, —%)
und C’ = (3,1,2).
Zusatzfrage: Warum ergibt sich immer derselbe Parameterwert?

4) a) Sei ABCD ein beliebiges Tetraeder und angenommen, die Kanten ¢(A, B),
g(C, D) wiren nicht windschief. Dann ldgen beide Geraden und mit ihnen die 4
Punkte A, B,C, D in einer Ebene; Widerspruch zur Definition eines Tetraeders.
b) Der Abstand zweier Geraden ist der kiirzeste Abstand der Punkte dieser Gera-
den. Dieser wird angenommen fiir die Punkte der Geraden, deren Verbindungsvek-
tor senkrecht zu beiden Geraden verléduft.

1. Abstand zwischen g1 = g(A, B) und g2 = g(C, D):
Gesucht sind P € g(A, B) und @ € g(C, D) mit @ 1 AB und @ 1 OD.

Peg(A,B) — OP=0A+rAB = (%) —i—?“(—%) (reR),
0 -1

Qeyg(C,D) <~ @:w—i—sC—D): (le>+s<_g> (se€R).
2 0

Gesucht sind nun r, s € R mit @ s 1@, CD:

2 —4 1 —4 1
PQ=00-0P=|(0|+s| o]-rl-1)2L| o], (-1
2 0 —1 0 -1
<— —8+16s+4r=0 AN —4s—3r=0
— 4ds+r=2 N 4ds+3r=0 <= r=-1 A SZZ'
Damit erhdlt man P = (1,2,1) und @ = (1,1,2). [Man iberpriift leicht, dass
0
PQ = (—1
1
Der Abstand der beiden Geraden betrigt nun

0
d(g1,92) = d(P,Q) = ’@’ = '(—})' —2.
2. Abstand zwischen g3 = g(A,C) und g4 = g(B, D):

Pecg(AC) — OP=0A4+rAC = (%) +r<(2)> (re R),
0 2

) tatséichlich zu beiden Richtungsvektoren AB und CD senkrecht ist.]

Qe€yg(B,D) <~ (ﬁz@—i—sﬁ:( 8)—1—3(_?) (seR).

1 -3 2 -3 2
POQ=0Q-0P=|-1)+s| 1|=rlo)L]| 1], (o0

—1 3 2 3 2
<— —T+19s=0 A —4r=0 <= r=0 A s:%.
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Damit erhélt man P = A und @ = (33, -5, 2) und als Abstand der Geraden

d(gs, g4) = d(P,Q) = ’@’ _

1 ( —2 9
— [ —12 || = =238 ~0,65.
5 19

3. Abstand zwischen g5 = g(A, D) und g6 = g(B, C):

P e g(A D) — OP=0A+rAD = (?) +7’<_(2)> (reR),
0 2

Q€ g(B,C) — @:@+SW:< g)m(%) (s € R).
-1 3

w-sa-on- () (1) (- () ()

1 4
<—— —3+1ls—4r=0 AN —4+4s—8r =0 <— s:§ A r:—g.

Damit erhélt man P = (%,1,—%) und Q = (%, %,—%) sowie als Abstand der
beiden Geraden

d(gs,g6) = d(P,Q) = ’@’ _

1{ 2 2 2
[ -8 || ==V18=2v2~0,94.
9\ 5 9 3

Ich empfehle dringend, bei derartigen Rechnungen am Ende zur Kontrolle zu iiber-
priifen, ob der gefundene Abstandsvektor @ bzw. ein glattes Vielfaches davon

1
(hier ( —4 ) ) tatséichlich orthogonal zu den gewéhlten Richtungsvektoren der bei-
1

1 -2

den Geraden ist (hier (1) und ( 0 ) ). Dies ist sehr schnell durchgefiihrt und
3 2

deckt evtl. Rechenfehler auf.

b’) Losung von b) unter Verwendung von Vektorprodukt und Abstandsformel wind-
schiefer Geraden (siehe Skript). Wir bestimmen einen gemeinsamen Normalenvek-
tor 7 = u x ¥ zu den beiden windschiefen Geraden als Vektorprodukt von zwei
Richtungsvektoren u, v der beiden Geraden, wir wéhlen je einen Punkt P bzw. )
auf den Geraden und berechnen damit den Abstand:

_ |- PQ|

7]

d

1. Abstand zwischen g1 = g(A, B) und g2 = ¢(C, D): Dann wéhlen wir
2 1 —4

PQ=AC=|0|, @a=AB=|-1]|, s=CD=| o).

2 -1 0
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Fiir das Vektorprodukt erhalten wir

1 4 1 0
i=dxi=-1|x| 0o]= —det( . o) = 4
~1 0 - —4

und damit dann

0 2 . ]
(_j) . (3) — s, =vB=aE, 4= =vE

2. Abstand zwischen g3 = g(A,C) und g4 = g(B, D):

9 3
0 1
det(2 3)

o

A= X = —det(2 _3) :(-12),
2 3

9
3
det(o 1)

AB 1 ] 8 2
feAB =12 ]+ -1]=8, d= -2 = 2V38
5 1 V152 19

3. Abstand zwischen g5 = g(A, D) und g6 = g(B, C):

-9 1 —2
2 3 -2
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