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Ubungen aus dem Lehrbuch: S. 111/112 — Lsungen

Koordinatengleichungen sind ‘ausmultiplizierte’ Normalengleichungen:

-1 4

a)0 = [a?— ( 2)} . ( 5) = 4x1+bro—x3—(4-(—1)+5-2—-5) = 4dx1+5xe—w3—1.
5 -1

Damit ist 4z1 + 5x2 — 3 = 1 eine Koordinatengleichung fiir E.

5 —1
b)E: 0= [.f— <3>i| . (—2) :—.161—2:62—(—11) <— 11 + 229 = 11.

0 0
-9 5
Q) E: 0= [yz’— 4 } (0 =501 423 (~16) < bx1 + 25 = —16.
—6 1
Die Normalengleichung einer Ebene durch den Punkt P = (pi,p2,ps) mit dem
ni
Normalenvektor 77 = (nz ) hat die Form
ng
0=1m+(Z—9p)

und die Koordinatengleichung
n1T1 + nexe + N33z = n1p1 + nepe + naps(=d).

a) Koordinatengleichung der Ebene: 3x1 — 229 + Tz3 =3(—1) —2-24+ 7 = 0.

b) 8z + 3z3 = 2.

c) Txy — Txy + 3z = 0.

Wir bestimmen eine Koordinatengleichung (wie in 4) und iiberpriifen dann, ob
die gegebenen Punkte diese Gleichung erfiillen. Wenn ja, liegen sie in der Ebene,
andernfalls nicht.

Als Koordinategleichung fiir E' erhalten wir: 21 + 29 — 223 =2-2—-5—-2-7=—15

Ergebnisse: A¢ E, Be E,Ce E,D¢FE.

Man bestimmt zunéchst einen Punkt P € E, indem man in der Koordinatenglei-
chung zwei Koordinaten 0 setzt und die dritte dann bestimmt. Zusammen mit dem
Normalenvektor 77, den man aus den Koeffizienten der Koordinatengleichung zu-
sammensetzt, erhélt man dann eine Normalengleichung fiir E:

a) x1 =22 =0 = b3 = 10 <= 23 = 2, also P = (0,0,2). Mit dem

2
Normalenvektor i = (3) erhilt man die Normalengleichung

()

b) 2o =23 =0 = z1 =1, also P = (1,0,0) € E. Mit dem Normalenvektor

1
n= ( -1 ) erhilt man die Normalengleichung

()
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¢)xo =0 = 21 = L also P = (1£,0,0) € E. (Will man Briiche vermei-

den, so wihle man o = -1 = xz; = 5, also @ = (5,—1,0) € E.) Mit dem
4

Normalenvektor 7 = (3) erhélt man die Normalengleichung

0

5 (1) - 8 <0 o (3)+fp- ()]0

d) z3 =1 = z3 =4, also P = (0,4,1) € E. Mit dem Normalenvektor 7i =

0
( 4) erhilt man die Normalengleichung

()

e) Dies ist eine sehr einfache Koordinatengleichung: Die Ebene besteht genau aus
den Punkten, deren Koordinatensumme 100 ergibt. Damit ist die Wahl von P € E
vollig unproblematisch.
Schematisches Vorgehen: 9 = 3 =0 = x; = 100, also P = (100,0,0) € E. Mit
1
dem Normalenvektor 7 = ( 1 ) erhélt man die Normalengleichung
1

() (e

0
f) P=1(0,-5,0) € E, 1 = (1 ), Normalengleichung:
0

() (3

(Spétestens hier fragt man sich, was der Sinn einer Normalengleichung sein soll,
wenn eine Koordinatengleichung gegeben ist. Der einzige Unterschied zwischen bei-
den ist, dass in einer Normalengleichung explizit ein Punkt P der Ebene angegeben
wird.)

6) Wir berechnen zu zwei linear unabhéngigen Richtungsvektoren #, v der Ebene das
Vektorprodukt @ x ¥ und erhalten so 4 x ¢’ (oder ein passendes Vielfaches davon)
als Normalenvektor 77 der Ebene. Zusammen mit dem in der Parameterdarstellung
angegebenen Ausgangspunkt P konnen wir dann eine Normalengleichung 77 ¢ (¥ —
p) = 0 angeben und in eine Koordinatengleichung 7 « & = d(= 7 * p) umrechnen.

1 -2 9
a) U X U= (3) X ( 1) = (—3), P =(2,1,2) € E ergibt die Normalen- bzw.

0 3 7
Koordinatengleichung
9 2
Bi| =3 ) |7-(1])]=0 = 901325 +7ay =29,
7 2
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4 1 —12 4
b) i x = 1 x| -2]|= 12 | =-3( -4 ], P=(6,9,1) € E ergibt die
—4 —4 -9 3

Normalen- bzw. Koordinatengleichung

4 6
joR <_4> . [yz’— (9)} — 0 <= 4z; — Azy + 323 = —9.

3 1
2 1 3
c)uxv=|1|x|1]=|-8],P=1(0,0,0) € E ergibt die Normalen- bzw.
2 ) 1
Koordinatengleichung

3
E: (—8) =0 <— 3x1 — 8xg +x3=0.
1

1 -2
d) uxv= (1) ( ) ( 3) = (13,11,12) € E ergibt die Normalen-
1 1

bzw. Koordinatengleichung

(-

-1 4 25
e) Ux V= ( 1) X ( 7) = ( 3), P = (1,0,8) € E ergibt die Normalen-

—2 11 11
bzw. Koordinatengleichung

95 1
B ( 3) . [az’— (o)} — 0 <= 257, + 310 — 1123 = —63 .
11

N — W

) =0 < —221+3x2 —x3 =-5.

8
5 1 26
fuxv=7|x|2]=1|-19 ], P=(0,0,0) € E ergibt die Normalen- bzw.
1 4 3
Koordinatengleichung

26
E: (—19) e =0 <= 2621 — 1922 + 323 =0.
3

10) a) Ebenen sind parallel, wenn sie linear abhingige Normalenvektoren haben. Wir

bestimmen aus den gegebenen Koordinatengleichungen Normalenvektoren der Ebe-
nen und untersuchen, welche davon Vielfache voneinander sind:

2 3 —4 -3
nm=\|—-1],n02=15], ng= 2], gy = -5 = —Tiy.
3 3 -3 -3
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Damit sind 7is, 74 linear abhéngig und Fy || E4. Weiter gibt es keine parallelen
Ebenen unter diesen.
b) Fi || By = 1, ist Normalenvektor zu F}, also 2x; — x9 + 3z3 = d eine
Koordinatengleichung fiir F1. P = (2,3,7) € F} = d=2-2—-3+3.7=22. Also
F1 : 2.’E1 — X2 —l—3$3 = 22.
F || E; = ifip ist Normalenvektor zu F» und daher 3z; + 5xo + 3x3 = d eine
Koordinatengleichung fiir F». P = (2,3,7) € Fo = d=3-2+5-3+3-7=42.
Also Fy : 3x1 + bxo + 3x3 = 42.

11) Eine Gerade ist parallel zu einer Ebene, wenn ein Normalenvektor der Ebene auch
orthogonal ist zu der Geraden, d.h. zu einem Richtungsvektor der Geraden.

1 -2
a)ﬁE:(1>J_( 1>,alsog\|E.
1 1
1 1
b) g = (3) L (—2>,alsogME.
2 3
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