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Mathematik, Leistungskurs

Aufgabenstellung:

Zwei Radsportler setzen zur Belastungskontrolle wahrend des Trainings Pulsmessgerite
ein, die die momentane Herzfrequenz der Sportler anzeigen und aufzeichnen. Die aus den
ermittelten Werten erstellten Herzfrequenzkurven eines 10-miniitigen Trainingsabschnitts

konnen anndhernd durch die Graphen der Funktionen g mit
gt)=0,5-t>—6,75-t> +21-t+120, 0<t <10, und h mit
h(t)=0,5-t°=7,5-t> +24-t+120, 0<t <10,
dargestellt werden (siehe Abbildung). Dabei wird die Zeit t in Minuten (min) seit Beginn

des Trainingsabschnitts (t = 0) und die Herzfrequenz in Schldgen pro Minute (S/min) an-

gegeben. f(t)’ nt)
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a) Der Trainer hatte den Sportlern vorgegeben, ihre Herzfrequenz wahrend des Trainings-
abschnitts zwischen 100 S/min und 160 S/min zu halten.

Untersuchen Sie rechnerisch, ob die Vorgaben des Trainers eingehalten wurden.
(11 Punkte)
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b) Untersuchen Sie, ob die Zeitpunkte, zu denen die Herzfrequenzen der beiden Sportler
wdhrend des Trainingsabschnitts jeweils am stdrksten abgenommen haben, tiberein-
stimmen. (9 Punkte)

¢) Ermitteln Sie die mittlere Herzfrequenz des 1. Sportlers in den ersten k Minuten des
Trainingsabschnitts und berechnen Sie diesen Wert fiir k =10. (8 Punkte)

Die Funktionen g und h gehdren zur Funktionenschar f, mit
f,()=0,5- =1,5-(a+1)-t*+6-a-t+120,t € IR,a> 0,

die im Folgenden betrachtet wird. Es gilt g(t) = f;5(t) und h(t) = f,(t) .

d) Untersuchen Sie den Graphen der Funktion f, in Abhdngigkeit vom Parameter a auf
Extrempunkte.

Begriinden Sie, dass alle Funktionen f, mit a > 5% eine Nullstelle im Intervall [2;10]

besitzen und somit fiir eine Beschreibung von Herzfrequenzwerten nicht geeignet sind.
(12 Punkte)

e) Zeigen Sie, dass sich die Graphen aller Funktionen f, der Funktionenschar in genau

zwei Punkten S,(0]120) und S,(4|128) schneiden.
Ermitteln Sie den Inhalt A(q,; a,) der Fldche, die die Graphen zweier Funktionen

fo, und f, , a; <a,, der Funktionenschar einschliefen.

Berechnen Sie die MaBzahl der Fldche, die die Funktionen f, 5 und f, einschlieBen und

interpretieren Sie das Ergebnis im obenstehenden Sachzusammenhang. (10 Punkte)

Zugelassene Hilfsmittel:

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

Mathematische Formelsammlung

Werterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Muttersprachliches Wérterbuch fiir Studierende, deren Muttersprache nicht Deutsch ist

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Unterlagen fir die Lehrkraft

Abiturprifung 2008
Mathematik, Leistungskurs

1. Aufgabenart
Analysis

2. Aufgabenstellung

siehe Priifungsaufgabe

3. Materialgrundlage
o entfdllt

4. Beziige zu den Vorgaben 2008

1. Inhaltliche Schwerpunkte
e Untersuchung von ganzrationalen Funktionen einschlieflich Funktionenscharen,
Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen mit Ableitungsregeln (Produkt-
regel, Quotientenregel, Kettenregel) in Sachzusammenhédngen auch unter Einbezie-
hung gebrochen-rationaler Funktionen
¢ Untersuchungen von Wirkungen
e Flachenberechnung durch Integration

2. Medien/Materialien
o entfallt

o

Zugelassene Hilfsmittel

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

Mathematische Formelsammlung

Weérterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Muttersprachliches Worterbuch fiir Studierende, deren Muttersprache nicht Deutsch ist

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen
6.1 Modellldsungen

Modelllésung a)

Bestimmung der Extrema der Funktion g:

g =15t"-13,5-t+21=0=t=2vt=7
gt)=3-t-13,5=¢"(2)=-7,5<0Ag"(7)=7,5>0

(Alternativ: Vorzeichenwechsel der Funktion g’ an den Stellen t=2; t=7)

Die Funktion g besitzt das relative Maximum g(2) =139 und das relative Minimum
g(7)=107,75. Beide Werte liegen innerhalb des vorgegebenen Intervalls ]100;160[.

Da auch die Randwerte g(0) =120 und g(10) =155 innerhalb dieses Bereichs liegen, wur-
den die Vorgaben des Trainers vom ersten Sportler eingehalten.

Mit h(t)=0,5-t> —7,5-t* + 24 -t +120 erhilt man h(8) = 88 . Der zweite Sportler hat die

Vorgaben nicht eingehalten, da er z. B. zur Zeit t = 8 nur eine Herzfrequenz von 88 Schla-

gen pro Minute hatte.

Modellldsung b)

Gesucht ist jeweils die Stelle t, an der die Anderungsrate g° bzw. h” ein negatives Minimum
besitzt.

Bestimmung des absoluten Tiefpunkts des Graphen der Funktion g’:

g =15t -13,5-t+21=1,5-(t —4,5)* —9,375.

Der Graph ist eine nach oben gedffnete Parabel mit Scheitelpunkt G(4,5|-9,375).

(Alternativ: Bestimmung des Wendepunkts des Graphen von g und Untersuchung der
Randwerte)

Die Anderungsrate g’ besitzt an der Stelle t = 4,5 ein absolutes Minimum. AuBerdem gilt
g'(4,5)=-9,375<0, d. h., die Anderungsrate ist negativ. Die Herzfrequenz des ersten

Sportlers nimmt 4,5 Minuten nach Beginn des Trainingsabschnitts am stdrksten ab.

Entsprechend erhalt man fiir den zweiten Sportler:
Die Anderungsrate i’ mit h'(t)=1,5-t* —15-t+24 =1,5-(t —5)* —13,5 besitzt an der Stelle
t =5 ein absolutes Minimum und es gilt h'(5) =-13,5<0.

Die Herzfrequenz des zweiten Sportlers nimmt 5 Minuten nach Beginn des Trainingsab-

schnitts am stdrksten ab, die Zeitpunkte stimmen nicht iiberein.
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Modellldsung c)

Die mittlere Herzfrequenz m(k) des ersten Sportlers im Zeitintervall [0;k] betragt
m(k) = 0,5-t>—6,75-t> +21-t+120) dt

O Ly X~

b 1
! g(oyde =

| —_ x|~

k
-[0,1254“ ~2,25-t410,5- +120-t]0

=0,125-k* =2,25-k* +10,5-k +120.
Die mittlere Herzfrequenz des 1. Sportlers im gesamten Trainingsabschnitts betragt

m(10) =125.

Modellldsung d)

Bestimmung der Extrempunkte:

f[()=15t"-3-(a+1)-t+6-a=0=t>-2-(a+1)-t+4-a=0
St=a+lt(a+1)’ —4a=a+1xa* -2a+1
St=a+l+ J(a-1)* =a+1*|a—1]

St=2vi=2a

Die Stellen t =2 bzw. t=2a sind mdgliche Extremstellen des Graphen von f,.

Mit fJ(t)=3-t-3-(a+1) folgt f(2)=-3-(a—1) und f)(2a)=3-(a-1).

In Abhéngigkeit von a kann man folgende Fille unterscheiden:

1) Firalle0<a<1gilt f(2)=-3-(a—1)>0 und f)(2a)=3-(a-1)<0.
Der Graph der Funktion f, besitzt fiir alle 0 <a <1 den relativen Tiefpunkt
P,(2|6a+118) und den relativen Hochpunkt Q,(2a|-2a’ +6a* +120) .

2) Fira=1gilt f(2)=0und f7(2) =3.

Der Graph der Funktion f; besitzt den Sattelpunkt SP(2|124).

3) Firallea>1gilt f(2)=-3-(a—-1)<0 und f/(2a)=3-(a-1)>0.

Der Graph der Funktion f, besitzt fiir alle a > 1 den relativen Hochpunkt

P, (2|6a+118) und den relativen Tiefpunkt Q,(2a| —2a’ + 6a* +120).

(Alternativ: Vorzeichenwechsel von f, an den Stellen t =2 bzw. t =2a)

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Fiir alle a>0 gilt f,(2) =6a+118 >0 und es gilt fa(10)=470—90-a<0<:>a>5§,
d. h. f,(10) < Ofiir alle a>5§.

Damit folgt, dass die Funktion f, fiir alle a > 5% eine Nullstelle im Intervall [2;10] besitzt.

Modelllésung e)

Bestimmung der Schnittpunkte der Graphen zweier Funktionen f, und f, der Funktionen-

schar mit a, # a, :

fo, ) =1, (©)

o -15(a+D)-t*+6-a,-t—(-1,5-(a, +1)-t* +6-a,-t) =0
& -1,5-(a,—ay)-t-(t—4)=0

sSt=0vt=4

Die Graphen aller Funktionen f, schneiden sich in den Punkten S,(0]120) und S,(4]128).

Ermittlung des Fldcheninhalts A(qa,;a,) des eingeschlossenen Fldchenstiicks:

A(a;;a,) =

4
[, 0—f, (0)de
0

4
[(-15-(a,-a) - +6-(a,~a))-t)dt
0

4
= ‘[—0,5-(a2 ~a)-t*+3-(a, —al)-tz]o‘ = |16-(a2 —a1)| =16-(a,—q,) (da q,<a,)
Fir a,=3,5und a, =4 (q,,a, < 5% vgl. Teilaufgabe d)) erhdlt man die Flachenmal$zahl

A(3,5;4)=16-0,5=8.
Die FlachenmaRzahl gibt den Unterschied der Gesamtzahl der Herzschldge beider Sportler

in den ersten vier Minuten des Trainingsabschnitts an. Die Anzahl aller Herzschldage im

Zeitintervall [0;4]ist bei beiden Sportlern annihernd gleich, der Unterschied betrégt (lt.

Modellrechnung) lediglich 8 Schldge.

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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6.2 Teilleistungen - Kriterien
Teilaufgabe a)
Anforderungen crncehbare
Punktzahl
Der Priifling (AFB)'
1 |berechnet die 1. Ableitung g’ und die moglichen Extremstellen des Graphen vong. | 3 (I)
2 |bestimmt die relativen Extrema der Funktiong . 2 (I
3 |berechnet die Randwerte g(0) und g(10). 2D
4 |gibt einen Funktionswert h(t) mit t € [0;10] an, der nicht im vorgegebenen Inter- 2 (D
vall ]100;160][ liegt.
5 |gibt an, dass die Vorgaben des Trainers vom ersten Sportler eingehalten und vom 2 (D

zweiten Sportler nicht eingehalten wurden.

Der gewidhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllgsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe b)

Anforderungen maximal
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |ermittelt die Koordinaten der absoluten Tiefpunkte der Graphen der Ableitungen 4 (II)
g’ und K.
2 |beschreibt den Zusammenhang zwischen der Abnahme der Herzfrequenz und der 3 (ID

Anderungsrate g’ bzw. h’.

3 |[gibt die Zeitpunkte t = 4,5 und t = 5 an, zu denen die Herzfrequenzen der beiden 2
Sportler am starksten abgenommen haben.

Der gewdhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe c)

Anforderungen ol
Der Priifling e
1 . 1k 3 (IID)
ermittelt den Ansatz . Ig(t)dt .
0
2 |bestimmt die mittlere Herzfrequenz des 1. Sportlers im Zeitintervall [0;k]. 3 (1D

3 |berechnet die mittlere Herzfrequenz des 1. Sportlers im gesamten Trainingsabschnitt| 2 (I)
[0;10].

Der gewdhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

! AFB = Anforderungsbereich

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe d)

Anforderungen maximal
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |berechnet die 1. Ableitung f, . 2(
2 |bestimmt die moglichen Extremstellen des Graphen der Funktion f, in Abhéngig- 2(In
keit von a.

3 |ermittelt durch Fallunterscheidung die Extrempunkte des Graphen der Funktion f,. | 5 (III)

4 zeigt, dass die Funktion f, fiir alle g > 5% eine Nullstelle im Intervall [2;10] be- 3 (1D

sitzt.

Der gewdhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe e)

Anforderungen erveichbare
Punktzahl

Der Priifling (AFD)

1 |zeigt, dass sich die Graphen aller Funktionen f, in den Punkten S,(0|120) und 2(In

S,(41128) schneiden.

2 4 4 (I)
ermittelt den Ansatz J.(fa2 (t)—f, (1))dt| und bestimmt den Flécheninhalt A(a;;a,)
0
der eingeschlossenen Fléche.
3 |berechnet die MaRzahl der von den Graphen der Funktionen f; ; und f, einge- 2(D
schlossenen Fléche.
4 |interpretiert das Ergebnis im Sachzusammenhang. 2 (I1)

Der gewdhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Name des Priiflings: Kursbezeichnung:
Schule:
Teilaufgabe a)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maimal | EK? ZK DK
Punktzahl
(AFB)
1 |berechnet die 1. Ableitung ... 3(D)
2 | bestimmt die relativen ... 2 (ID)
3 |berechnet die Randwerte ... 2(D)
4 | gibt einen Funktionswert ... 2()
5 |gibt an, dass ... 2()
sachlich richtige Alternativen: (11)
Summe Teilaufgabe a) 11
Teilaufgabe b)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
Punktzahl
(AFB)
1 |ermittelt die Koordinaten ... 4 (1I1)
2 | beschreibt den Zusammenhang ... 3D
3 |gibt die Zeitpunkte ... 20
sachlich richtige Alternativen: (9)
Summe Teilaufgabe b) 9

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Teilaufgabe c)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
Punktzahl
(AFB)
1 |ermittelt den Ansatz ... 3 (III)
2 | bestimmt die mittlere ... 3 (1D
3 | berechnet die mittlere ... 2(D)

sachlich richtige Alternativen: (8)

| Summe Teilaufgabe c) 8

Teilaufgabe d)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jaximal | K ZK DK
"k
1 |berechnet die 1. Ableitung ... 2
2 | bestimmt die moglichen ... 2D
3 | ermittelt durch Fallunterscheidung ... 5 (IIT)
4 |zeigt, dass die ... 3 (1)
sachlich richtige Alternativen: (12)
| Summe Teilaufgabe d) 12

Teilaufgabe e)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
" ar
1 |zeigt, dass sich ... 2D
2 | ermittelt den Ansatz ... 4 (I1)
3 |berechnet die MaRzahl ... 2(D)
4 |interpretiert das Ergebnis ... 2D
sachlich richtige Alternativen: (10)
Summe Teilaufgabe e) 10
Summe insgesamt 50

Die Festlegung der Gesamtnote der Priifungsleistung erfolgt auf dem Bewertungsbogen
einer Aufgabe aus der Aufgabengruppe 2.
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