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Mathematik, Leistungskurs

Aufgabenstellung

Gegeben ist eine Schar von Y
Funktionen f, durch |
fi(x)=2k-x-e™",
05T f,
ke R,k#0. :
Die Graphen von f, und f, sind ! | ‘ fll . .
in Abbildung 1 dargestellt. 15 i 05 05 1.0 15
45T
10+ Abbildung 1

a) (1) Weisen Sie nach, dass die Graphen von f, punktsymmetrisch zum Ursprung sind,

und untersuchen Sie ihr Unendlichkeitsverhalten.

(2) Berechnen Sie die Schnittpunkte der Graphen von f, mit den Koordinatenachsen.
Zeigen Sie, dass die Hoch- bzw. Tiefpunkte der Graphen von f, fiir alle ke R,

k # 0, jeweils auf einer Parallelen zur y-Achse liegen.

(3) Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass die Graphen von f, je drei Wende-
punkte besitzen.
[Zur Kontrolle: f(x) = (2 k-16 k- x’ ) e (23 Punkte)

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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b) (1) Die Gerade x =v mit v >0 schneidet die

)

o (1)

()

Xx-Achse im Punkt V und den Graphen der

Funktion f, in W, . Mit dem Ursprung O
als weiterem Eckpunkt ergibt sich ein
Dreieck OVW, (siehe Abbildung 2).

Ermitteln Sie fiir k >0 den Wert von v,

O 'V X

fiir den der Fldicheninhalt des Dreiecks Abbildung 2

OVW, maximal ist. Berechnen Sie diesen

maximalen Fldcheninhalt.
Gegeben sind nun zwei Vertreter f, und f, der Funktionenschar.

Weisen Sie nach, dass die Graphen von f, und f , zueinander achsensymmetrisch
sind. Die Symmetrieachse ist dabei die x-Achse.

Begriinden Sie anhand dieser Symmetrie, dass auch fiir k <0 der Fldcheninhalt
des Dreiecks OVW,_fiir das gleiche v wie in (1) maximal ist. (17 Punkte)

—4x*

Zeigen Sie, dass durch F,(x)= —%- e ™" eine Stammfunktion von f, gegeben ist.

Weisen Sie nach, dass die Fldche zwischen den Graphen von f, und f, tiber jedem

Intervall [0;s], s€ IR", genau so groB ist wie die Fldche zwischen dem Graphen
von f, und der x-Achse iiber diesem Intervall. (10 Punkte)

Zugelassene Hilfsmittel:

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

Mathematische Formelsammlung

Weérterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Muttersprachliches Worterbuch fiir Studierende, deren Muttersprache nicht Deutsch ist

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Unterlagen fir die Lehrkraft

Abiturprifung 2009
Mathematik, Leistungskurs

1. Aufgabenart
Analysis

2. Aufgabenstellung

siehe Priifungsaufgabe

3. Materialgrundlage
o entfdllt

4. Beziige zu den Vorgaben 2009

1. Inhaltliche Schwerpunkte
¢ Untersuchung von ganzrationalen Funktionen einschlieflich Funktionenscharen,
Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen mit Ableitungsregeln (Produkt-
regel, Quotientenregel, Kettenregel) in Sachzusammenhédngen auch unter Einbezie-
hung gebrochen-rationaler Funktionen
¢ Integrationsregel fiir die partielle Integration
e Flachenberechnung durch Integration

2. Medien/Materialien
o entfallt

o

Zugelassene Hilfsmittel

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

Mathematische Formelsammlung

Weérterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Muttersprachliches Worterbuch fiir Studierende, deren Muttersprache nicht Deutsch ist

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen

6.1 Modellldsungen

Modelllésung a)

(1) Die Graphen von f, sind punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung, denn fiir alle

2

xe R gilt: f(—x)=2k(-x)-e™ ™ = 2kx-e™ =—f (x).
Da der Nenner von f, (x) =——= unabhdngig von k sowohl fiir x — +eo als auch fiir
e

X — —oo stdrker als der Betrag des Zahlers wéchst, gilt 111;[1 f(x) = lirp 2kx =0;

o 4x%
x—tee o

die x-Achse ist Asymptote der Graphen von f, .

(2) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
[(X)=02kx-e™ =0 2kx=0>x=0, da e =0 firalle xe R. = N(0|0) = S,
Bestimmung der Extrempunkte:

F(x)=2k-e™ +2kx- (-8x)- e = (2k —16kx’ ) . (Produkt-, Kettenregel).

V2

Die notwendige Bedingung f/(x) =0 < (2k —16kx* ) e =0 x= J_rT
liefert zwei mogliche Extremstellen.

Neben f/(x,)=0 gilt fir x, = N2 und fiir k > 0 nun weiter:

Mit dem (—/+)-Vorzeichenwechsel der 1. Ableitung an der Stelle x,, = _TZ oder

2

f7(x,,) #0mit f/(x) = (128kx’ — 48kx)-e™", konkret fk”(—T] =8-42 -k-e? >0, folgt:

Fiir k > 0 hat f, an der Stelle x_, = _Tz ein lokales Minimum.

N

Analog ergibt sich fiir k < 0 ein lokales Maximum von fi in x, = i
Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung liegen folglich fiir k > 0 relative Hochpunkte

NG

bzw. fiir k < 0 relative Tiefpunkte an der Stelle x_, = i

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Da die x-Koordinaten der Extrema unabhéngig von k sind, liegen sie fiir alle k an den

Stellen x, = —72 und x, = 72 und somit auf zwei Parallelen zur y-Achse.

(3) Existenz von drei Wendepunkten:

Die Graphen der (stetigen) Funktionen f, besitzen drei Wendepunkte, denn:

e zwischen Minimum und Maximum miissen die Graphen ihr Kriimmungsverhalten
dndern bzw. ein zum Ursprung O(0/0) punktsymmetrischer Graph muss einen
Wendepunkt im Ursprung besitzen,

e fiir x — too ist die x-Achse Asymptote der Graphen; die Graphen miissen vor bzw.

nach dem Extremum das Kriimmungsverhalten dndern, da sie die x-Achse nicht

noch einmal schneiden.

Modellldsung b)

(1) Allgemein gilt fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks: A(g,h)= gTh

Fiir das beschriebene Dreieck gilt konkret: g=v; h=f,(v)=2k-v- e ,da k>0,
v >0 ; daraus ergibt sich die Zielfunktion A, mit A, (v)=k-v e k>0,v>0,
mit der Ableitung A/(v) = (2k-v—8k-v®)-e™"".

Bestimmung des Maximums:

Die notwendige Bedingung

A(V)=02k-v-8k-v’=0v=0vv=0,5vv=-0,5 liefert als mdgliche
Extremstelle v=0,5,da v>0.

Al (v) = (2k — 40k - vV* + 64k -v*)-e™" . Aus A/(0,5)=0A A7 (0,5)=—4k-e™' <0 folgt:
An der Stelle v =0,5 hat die Funktion A, das lokale Maximum A, (0,5)=0,25k-e™".
Uberpriifung von A, am Rand des Definitionsbereiches:

Wegen lvlirol A (v)= %EE A, (v)=0 ist A (0,5) auch globales Maximum.

Das Dreieck OVW, hat also fiir v=0,5 den grofSten Fldcheninhalt. Dieser betradgt

0,25k -e” FE.

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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(2) Zwei Graphen sind achsensymmetrisch zur x-Achse, wenn sich ihre Funktionswerte

nur im Vorzeichen unterscheiden. Es muss also nachgewiesen werden, dass fiir alle
k>0 f.(x)=—f, (x) gilt.

Mit —f ,(x) =—2-(—k)-x-e™ =2k-x-e™ = (x) lasst sich diese Aussage durch
Nachrechnen bestétigen.

Da die Dreiecke OVW, und OVW , dieselbe Grundseite OV und wegen der Achsen-
symmetrie der Graphen von f, und f, die gleiche Héhe h=|VW, |=| VW , | haben

[sie also kongruent sind], haben sie auch fiir jedes v >0 denselben Fldcheninhalt. Da-

her hat auch fiir k <0, insgesamt fiir jedes beliebige k # 0, das Dreieck OVW, fiir

v=0,5 den groBten Flicheninhalt. [Dieser betrégt stets 0,25k -e”" FE .]

Modelllédsung c)

(1) Mit Hilfe der Ableitungsregeln (u. a. Kettenregel) kann gezeigt werden, dass durch

E (x)= —g ™ eine Stammfunktion von fx gegeben ist.

(2) Bestimmung der Fldache zwischen den Graphen von f; und £, im Intervall [0;s],
se IR": Da die Flache vollstindig im 1. Quadranten liegt und f,(x) > f,(x) fiir alle

xe IR" gilt, folgt:

A= j(fz(x) —f,(x)dx = j(4x e _ox.e )dx = j.2xe_4xzdx = j f.(x)dx .

Es reicht hier auch zu zeigen, dass f, —f, =f; ist.

Nur fiir den Dienstgebrauch!



Ministerium fiir Schule und Weiterbildung NRW M LK HT 3 (W1)
Seite 5 von 8

6.2 Teilleistungen - Kriterien

Teilaufgabe a)

Anforderungen il
Punktzahl
Der Priifling (AFBY!
1 [(1) weist die Punktsymmetrie zum Ursprung nach. 2 (I
2 | (1) untersucht das Unendlichkeitsverhalten. 4 (ID)
3 |(2) berechnet die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen. 2(D)
4 |(2) berechnet die Ableitung. 2D
5 [(2) berechnet Extremstellen mit notwendiger und hinreichender Bedingung. 6 (D)
6 |(2) entscheidet anhand einer Fallunterscheidung {iber Minimum und Maximum. 2 (ID)
7 |(2) begriindet, dass die Extrema auf Parallelen zur x-Achse liegen. 2 (In)
8 |(3) begriindet die Existenz von drei Wendepunkten. 3 (I
Der gewahlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe b)

Anforderungen masmal
Punktzahl
Der Priifling (AFE)
1 [(1) bestimmt einen Zielfunktionsterm. 2 (ID)
2 |(1) bestimmt die lokale Maximalstelle. 5 (1)
3 | (1) berechnet den maximalen Flacheninhalt. 2 (D)
4 |(1) zeigt durch Untersuchung der Randbedingungen, dass das Maximum auch 2 (In)
global ist.
5 |(2) weist die Achsensymmetrie der Graphen von f, und f, nach. 3 (1)
6 |(2) ermittelt anhand dieser Symmetrie fiir beliebiges k # 0, fiir welchen Wert von v | 3 (III)
der Flacheninhalt des Dreiecks OVW, maximal ist.
Der gewdhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

! AFB = Anforderungsbereich

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe c)

Anforderungen ol
Punktzahl

Der Priifling (AFB)

L1 (1) zeigt, dass F, eine Stammfunktion von f, ist. 5 (1)

2 |(2) gibt einen Ansatz zur Bestimmung des Flacheninhalts an. 2 (D
3 |(2) weist die Giiltigkeit der Aussage nach. 3 (II0)

Der gewdhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllosung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Name des Priiflings: Kursbezeichnung:
Schule:
Teilaufgabe a)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jnaxmal | g2 ZK DK
"y
1 [(1) weist die Punktsymmetrie ... 2 (IT)
2 | (1) untersucht das Unendlichkeitsverhalten. 4 (1I1)
3 | (2) berechnet die Schnittpunkte ... 2D
4 | (2) berechnet die Ableitung. 20
5 [(2) berechnet Extremstellen mit ... 6 (D)
6 |(2) entscheidet anhand einer ... 2 (1)
7 | (2) begriindet, dass die ... 2 (I1)
8 |[(3) begriindet die Existenz ... 3 (In)
sachlich richtige Alternativen: (23)
Summe Teilaufgabe a) 23
Teilaufgabe b)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling emaxamal EK ZK DK
"y
1 [(1) bestimmt einen Zielfunktionsterm. 2 (I
2 | (1) bestimmt die lokale ... 5D
3 |(1) berechnet den maximalen ... 2(I)
4 [(1) zeigt durch Untersuchung ... 2 (I1)
5 |(2) weist die Achsensymmetrie ... 3D
6 |(2) ermittelt anhand dieser ... 3 (IIT)
sachlich richtige Alternativen: (17)
Summe Teilaufgabe b) 17

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling naximal | EK ZK DK
Punktzahl
(AFB)
1 |(1) zeigt, dass F, ... 5 (1)
2 |(2) gibt einen Ansatz ... 2D
3 [ (2) weist die Giiltigkeit ... 3 (11D
sachlich richtige Alternativen: (10)
Summe Teilaufgabe c) 10
Summe insgesamt 50

Die Festlegung der Gesamtnote der Priifungsleistung erfolgt auf dem Bewertungsbogen

einer Aufgabe aus der Aufgabengruppe 2.

Nur fiir den Dienstgebrauch!



