6L1 Mathematik (Kg) Name:

Vorklausur 22. Miarz 1993

d)

Es seien a,b € IR reelle Zahlen mit 0 < b < a. Wir definieren die Funktion f durch
b

f(z) = —v/a? — 2 mit maximalem Definitionsbereich.
a

Diskutieren Sie den Graphen von f, und fertigen Sie fiir @ = 4 und b = 3 eine
Skizze an!

Es sei ¢ € R mit ¢ > a. Ermitteln Sie die quadratische Funktion g, die den gleichen
Extrempunkt wie f hat und bei ¢ eine Nullstelle besitzt.

b
[Zur Kontrolle: g(r) = —— 2% +b.]
c

Mit den Funktionen f und g aus a) bzw. b) definieren wir nun eine Funktion h

durch
h(z) = f(z) fallsz e D(f), x <0,
Clg(z) falls0<xz<ec.

Untersuchen Sie h auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit. Skizzieren Sie den Gra-
phen von h fiir a =4, b= 3 und ¢ = 6!

Durch Drehung des Graphen von h um die x-Achse entsteht ein ‘Stromlinienkorper’.
Berechnen Sie sein Volumen in Abhéngigkeit von den drei Parametern a, b und c!

Gegeben ist ein Dreieck mit den Eckpunkten A = (3 | 0), B = (19 | 8) und
C = (1] 14). Es seien A’, B’, C' die den jeweiligen Ecken gegeniiberliegenden
Seitenmittelpunkte.
Bestimmen Sie Zentrum Z und Radius r des Kreises, auf dem die drei Seitenmit-
telpunkte A’ B’, C' liegen. [Zur Kontrolle: Z = (7 | 7).]
Bestimmen Sie die drei HohenfuBBpunkte A”, B”, C" des gegebenen Dreiecks ABC.
Bestitigen Sie an dem gegebenen Dreieck den folgenden allgemeingiiltigen Sach-
verhalt:
Héhenfufipunkte und Seitenmittelpunkte eines Dreiecks liegen auf einem Kreis,
dem sog. Feuerbachkreis.
Fertigen Sie parallel zur Losung von a) — ¢) eine saubere Skizze an.

bitte wenden!



—9_

sin(x)

3) Die Tangensfunktion tan ist definiert durch tan(z) = .
cos(z)

a) Bestimmen Sie das groite zu 0 symmetrische Intervall I, iiber dem tan definiert
ist. Welches Verhalten hat tan an den Réndern dieses Intervalls? Untersuchen
Sie tan auf Symmetrie und bestimmen Sie die Nullstellen in I.

b) Begriinden Sie, daf tan differenzierbar ist und zeigen Sie:

tan’(z) = 1 + tan?(z) .

Bestimmen Sie Extrem- und Wendestellen des Tangens und skizzieren Sie den
Graphen iiber dem Intervall I aus a).
c) Bestimmen Sie mit Hilfe der Formel aus b) das fiinfte Taylorpolynom ps des
Tangens.
d) Zeigen Sie, dafl dieses Taylorpolynom dieselben Null-, Extrem- und Wende-
stellen hat, wie sie die Tangensfunktion im Intervall I besitzt.
[Arbeiten Sie in ¢) und d) notfalls mit dem dritten Taylorpolynom.|
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1) a) f ist definiert, wo der Radikand nicht-negativ ist:

2

a —w220 <:>:C2§a2

— |z|<|a| =a <= z €[—a,q].

Nullstellen von f sind die Nullstellen des Radikanden a? — 2, also £a. Dort liegen
zugleich die absoluten Minima, da f keine negativen Werte annimmt.

Aufler an seinen Nullstellen ist f iiberall differenzierbar; die Ableitungen sind iiber
|—a, a| gegeben durch

flay= 2 5@ —a?) 7 (o)
= _S -z(a® — 2?)71/? Z a;c = »
Py = =2 (o (5@ = a?) 02 (<22) + (0 — 22)712)
_ b @2 — 2232 (2 4 (@ — 22)) — —ab .
=@ )T @ ) =

0 ist einzige Nullstelle von f’, und zwar mit Vorzeichenwechsel (Zéhler z!); der
Wechsel erfolgt von positiv zu negativ (Faktor —b/a < 0 und Nenner positiv!).
Damit hat f bei 0 ein Maximum; der Hochpunkt ist (0 | b).

Die zweite Ableitung besitzt keine Nullstellen, f also keine Wendepunkte. f”(z) ist
stets negativ, also der Graph von f rechtsgekriimmt.

Da der Graph von f achsensymmetrisch ist, erhélt man den vollsténdigen Graphen
von f aus der linken Hélfte der nachstehenden Skizze durch Spiegelung an der y-
Achse. Er stellt eine halbe Ellipse dar.

b) Die gesuchte quadratische Funktion hat einen Funktionsterm der Form g(z) =
asx® + a1x + ap mit reellen Zahlen a; € R. Es gilt:

Also ap = b, a; = 0 und dann asc® +b = 0, also as = —b/cQ. Der so gefundene
Funktionsterm ist g(x) wie angegeben. g hat alle geforderten Eigenschaften; ins-
besondere ist 0 tatsédchlich Extremstelle, da g als quadratische Funktion keinen
Sattelpunkt besitzen kann.

c¢) Die Funktion h ist stetig iiber dem Definitionsbereich [—a, ¢], da sie aus stetigen
Funktionen f und g zusammengesetzt ist und an der Nahtstelle 0 beide Funktionen
denselben Wert f(0) = b = g(0) besitzen.

Aus denselben Griinden ist h iiber |—a,c| differenzierbar, da in diesem Bereich
f und g differenzierbar sind und an der Nahtstelle beide Funktionen denselben
Ableitungswert (nédmlich 0) besitzen.
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Skizze:

d) Wir berechnen das Rotationsvolumen in zwei Teilen.

b2 b? 370 2
/—af _/—a a _xQ)dx_GQ[a'x_%}—a:gabQ’

Cb2 4 bQ 5 5
/g—/ :c—H)d /0(6—456 —26—258 +b%)dx

8
=== —2—_" 4+ } = — b
[c4 I N PR TR
Damit betrigt das gesamte Rotationsvolumen
8
V= b2 4+ —b%e) = —7b*(1
(3a + 15 ) = 157Tb (10a + 8c) .

2) a) Der Ortsvektor der A gegeniiberliegenden Seitenmitte A’ ist
(()—é +0C) = (11)

Auf diese Weise erhalt man:
A'=10|11), B =(2]7), C"=(11|4).

Der Kreis, auf dem die drei Seitenmitten A’, B’, C’ liegen, ist der Umkreis des
Dreiecks A’B’C’. Der Umkreismittelpunkt ist der Schnittpunkt Z der Mittelsenk-
rechten dieses Dreiecks. Die Seitenmitten dieses verkleinerten Dreiecks sind:

21 15 13 11
Marp = (619), Mycr = (5 | o), Mpor = (2| ).

Die Richtungsvektoren der Mittelsenkrechten sind Normalenvektoren zu den Drei-
ecksseiten: Es ist A'B’ = (:i) und ein Normalenvektor dazu ny = (_12 ) Auf

diese Weise erhalt man:
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Berechnung des Umkreismittelpunktes als Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten
des Dreiecks A’B'C’:

OMaprgr + sne = OMarcr + tnyg

= (5) e ()= (5a) (1)

1
... 8:1/\t:—§

Als Schnittpunkt, und damit Zentrum Z des gesuchten Kreises, erhalten wir so:
Zentrum des Kreises: Z = (7]7).

Der Radius des Umkreises von A’ B’C” ist der (gemeinsame) Abstand dieser 3 Punk-

te von Z. Etwa d(4, Z) — (Z) ' — /9116 =5.

Radius des Kreises: r =25.

b) HoéhenfuBpunkte sind die Punkte auf den Dreiecksseiten, deren Verbindungs-
vektor mit der gegeniiberliegenden Ecke senkrecht auf der jeweiligen Dreiecksseite

steht. Es bezeichne A” den A gegeniiberliegenden HohenfuSpunkt. Also AA” =

@—l—tB?mit
AB +tBC L BC

= () () ()
(D) () ()
= — 48+ 8+ t(54+6) =0 «— t= ;

Auf diese Weise erhalten wir die Hohenfu3punkte

11 28
AN:<7’12)7 BN:(E 3)2(272’576)7 CN:<7’2)

c) Der Feuerbachkreis ist notwendig der Umkreis des Dreiecks A’B’C’. Dessen
Zentrum Z und Radius 7 ist in a) schon bestimmt, so dafl man lediglich iiberpriifen
muf}, ob die Hohenfulpunkte ebenfalls den Abstand r von Z haben:

w=|(2) -

d(C", Z) = (_05)':5.

Damit liegen die 6 Punkte A’, B/, C', A”, B” und C” alle auf diesem Kreis.
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d) Skizze:

A "z
3) a) sin ist punkt- und cos achsensymmetrisch, also ist tan punktsymmetrisch: tan(—z) =Jj

sin(—z)/ cos(—x) = — tan(x).
Definitionsliicken des Tangens sind die Nullstellen des Cosinus, die kleinste dar-
unter ist 7/2. Also ist tan iiber I = |—n/2,7/2[ definiert. Da sin(7/2) = 1 und

cos(m/2) = 0 ist, folgt lim/ , zg;((?) = oo. Nullstellen von tan sind die Nullstellen

von sin; davon ist 0 die einzige in I.
b) Als Quotient differenzierbarer Funktionen ist tan (auf seinem Definitionsbereich)
differenzierbar, und es gilt:

,  cos-cos—sin-(—sin)  cos? +sin?

tan’ = 3 = 3 =1+ tan? .
CoSs CoSs

Es ist damit
tan” = 2tan - tan’ = 2tan(1 + tan?®) = 2tan +2tan® .

Wir erkennen, dafl tan’ = 1+ tan? nur Werte > 1 hat, also tan streng
monoton wichst, insbesondere keine Extremstellen besitzt. Dagegen
ist 0 einzige Wendestelle von tan in I, denn die Nullstellen von tan” =
2tan(1 + tan?) sind die von tan, und iiber I = |- /2, 7/2[ ist 0 die
einzige Nullstelle von tan, und bei dieser liegt ein Vorzeichenwechsel
vor (Punktsymmetrie von tan).

Diese Resultate fithren zu der nebenstehenden Skizze des Graphen

von tan. ;
¢) Wir berechnen ausgehend von tan” = 2tan 42 tan® unter Verwendunlg v

tan® = 2tan’ +6 tan? tan’ = (2 + 6 tan?)(1 + tan?) = 2 + 8tan® +6 tan*
tan® = (16 tan +24 tan®)(1 + tan?) = 16 tan +40 tan® +24 tan°®
tan(® = 16 tan’ +120 tan? tan’ +120 tan* tan’ .
Mit tan(0) = 0 und tan’(0) = 1 folgt daraus tan®(0) = 2, tan*(0) = 0 und
tan(® (0) = 16. Wir erhalten so das fiinfte Taylorpolynom

x3 x° 2

_ _ L 3 5
p5(:c)—x+2-§+16~ﬁ—x+§:c —i—ﬁsc :
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d) Es ist
2 1
ps(z) =z (=2*+ =22 +1) =0 < 2=0,

15 3
2
pg(w):§:c4+ac2+121,
1" 8 3 8 2
p5(:1c):§:c +2:c:x~(§:c +2)=0 < z=0.

Damit ist ps wie tan streng monoton wachsend; 0 ist einzige Nullstelle von ps
und py, jeweils einfach, also zugleich Null- und Wendestelle von ps. Damit hat
ps dieselben Null-, Extrem- und Wendestellen wie tan sie im Intervall |—m/2, 7 /2]
besitzt.
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