5L1 Mathematik (Kg) 1. Dezember 2009

Vertiefung Analytische Geometrie

1) (aus Abi Profi, S. 176)

Gegeben sind die Ebenen:
E:2x+y=-4
und

a) Bestimmen Sie die Schnittgerade zwischen E und F.
b) Bestimmen Sie den Schnittwinkel von E und F.
c) Zeigen Sie, dass alle Ebenen der Ebenenschar
c+1
E.: 1 oX+3+c=0;ceR
c—1
die Schnittgerade aus a) enthalten.
Es sei nun ¢;  # 0. Welche Beziehung muss zwischen c¢; und c; bestehen, damit £, und E,, or-
thogonal zueinander sind?

l1-c¢

d) Weisen Sie nach, dass der Vektor p. = [ 1 —c | ein Richtungsvektor von E, sein kann. Zei-
2+c¢

gen Sie, dass der Richtungsvektor der Schnittgeraden g (aus a)) und der Vektor p. linear unab-

héngig sind.
e) Geben Sie eine Parametergleichung der Geraden h, an, die durch den Punkt R(—2|0|1) ver-
lauft, die in E, enthalten ist und die rechtwinklig zur Schnittgeraden g aus a) verliuft.

Losung:
Nachfolgend die Losungen des Ubungsbuches sowie meine Kommentare dazu.
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Zur Bestimmung der Schnittgeraden zwischen
~E und F wird zundchst aus der Parameter-
leichung von F eine Normalengleichung er-

" Ein Normalenvektor von F ldsst sich als Vek-
orprodukt der Richtungsvektoren ermitteln:
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. 1-1<1-3 [ -2
:(LL%%M):( 4)
(=3)-3—-1-1/ —10

- Wegen 41=2- 2 | wihlt man als
: =104 =S

Normalenvektor

()

Unter Benutzung des Aufpunkts von F folgt
: -als"No;malengleichung:

- und schlieBlich eine Koordinaten gleichung:

F: —x+2y—5z=-3.

o Zur Berechnung der Schnittgeraden zwischen
E:'_unid F unt¢F§U¢ht’ man die Losungen des
el e e
2x+y=—4 : : (I
:  Wihlt man z.B. z=z so folgt nach
2 )= (I) firx= 11
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Setzt man z und x in (II) ein, so folgt
y=—2+42t.
Damit folgt als Schnittgerade

-1\ . /-1
g xX=| -2 ]+ 2 1; teR.
0 1

Der Schnittwinkel zwischen den Ebenen E mit

dem Normalenvektor
2
ﬁE e ]
0
und F mit dem Normalenvektor
—
Hp = 2
-5
folgt aus
2 -1
| |o 2
gt N\ - 5
cosy =

und damit ist
cosy =0,

Der Schnittwinkel betrigt y = 90°. die Ebenen
stehen also senkrecht aufeinander.

Um zu zeigen, dass alle Ebenen der Ebenen-
schar

c+1

E;: 1 oX¥+3+c=0;, ceR
c—1

die Gerade

LK

“Schneiden sich zwei Ebenen E und F mit den
Normalenvektoren 7ig und 7ig, so gilt fiir ihren
Schnittwinkel:

|Fig o 7iF|
COSY =557

|rig! - |7ir|
Wenn eine Gerade
g:X=qg+ri

liegt, so muss folgende

-1 -1
g:X=1| -2+t 2
0 1

enthalten, wird die Geradengleichung in die
Ebenengleichung eingesetzt:

c+1 -1 ~1
L el -2} +1] 2]|+3+c=0
¢c—1 0 1

Multipliziert man aus, so folgt

~(c+1)=2—t(c+1)
+2t4t(c—1)+3+¢=0

und weiter mit 0 = 0 eine wahre Aussage.
Damit liegt g fiir jedes ¢ € R in der Ebenen-
schar E,.

Wihlt man zwei Ebenen E, und E., mit
c12# 0, so muss wegen der Bedingung ihrer
Orthogonalitit fiir die Normalenvektoren das
Skalarprodukt null sein:
o +1 e+ 1
1 . 1 =

c1— | Coil
Die Berechnung des Skalarprodukts ergibt:
(c1+ Dca+ 1)+ 14 (e = Dlez— 1) =0.
Weiter folgt:
cierter+e+24c—cp—c+1=0

2e46+3=0

3
C|C2:~§

Damit die Ebenen E,, und E,, orthogonal zu-
einander sind, muss gelten

|

‘Gleichung erfiillt sein:

e (G+ri)=d.
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1-¢
Damit p.= | 1—-c¢ | ein Richtungsvektor
2+c¢

der Ebene E, sein kann, muss fiir das Skalar-
produkt gelten j, e #ip = 0, also

1-c¢ c+1
l—c|e 1 =0,
2+4¢ c—1

Die Berechnung des Skalarprodukts ergibt:
(1=c)c+ ) +(1—c)+Q2+)e—1)=0

_ﬁgi,tﬁrffdg{ l l

1-c+l—c+2c—2+c —c=
< 04

mithin eine wahre Aussage.

N N e N
P. kann somit ein Richtungsvektor der Ebene

E, sein.

Man stellt den Nullvektor als Linearkombi-

1 —¢
nation der Vektoren p. = ]——(’) und
sl 2-+e,
2 | dar:
1
—1 l-¢
1 2+4c¢

Das zugehorige Gleichungssystem lautet:

—u+(l—-c)v=0 49
2u+(1—=c)v=0 (1)

u+(2+c)v=0 ()
Aus (1) — (II) folgt —3u = 0 und damit u = 0.

Aus (I) + (II) folgt 3v =0 und damit v=0.
Die obige Vektorgleichung hat nur die triviale
Losung, die Vektoren sind also linear unab-
hingig.

.Jeder Richtungsvektor einer Ebene steht auf
dem Normalenvektor senkrecht; ihr Skalarpro-
dukt muss null sein.

ikl

IR o Ms Ve

s 0=0 b, ot weldl Aoy,
De /U\WY»\Q o ol k—{gru -

ataludrtouw \”\‘ b C("‘ C(Lu((

Zwei Vektoren @ und b sind genau dann linear
unabhingig, wenn die Gleichung

Ll~ﬁ+1'~5:6

‘nur die triviale Losung 1 = v = 0 hat.

Man wihlt als Aufpunkt von A, den Punkt
R(—2|0|1), der auch Punkt der Geraden g ist:

-2 —1 -1
0] =1 -2+t 2
1 0 1

Die Ebene E,., in der die gesuchte Gerade A,
liegt, besitzt den Normalenvektor

c+1 e
T i ; L

Als Richtungsvektor der Geraden k. kann nun
ein Vektor 7., gewahlt werden, der Normalen-
vektor einer einer Ebene £, ist, die zu E, or-
thogonal ist:

Cy + 1
A, = 1

cy — 1

Berticksichtigt man die unter c¢) hergeleitete
Orthogonalititsbedingung ¢-¢; = —3, so er-
hilt man einen Richtungsvektor von A, der in
E, liegt und orthogonal zu g verlduft:

: +1
¥ 2¢ 1 3—2c¢
n(l = l = —‘7 o —2('
3 SF A 8426
2e

Mit dem vereinfachten Richtungsvektor
e =(—2c¢)-#,

folgt schlieBlich als gesuchte Parameterglei-
chung fiir die Gerade

-2 3-2¢
f: X 0]+t —2c ).
1 3+42¢
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