6L1 Mathematik (Kg) 7. Januar 2010

Ubungen vor dem Abitur: Analysis

1) (aus Erfolg im Mathe-Abi, Aufgabe 7)

7 Exponentialfunktion — Funktionenschar

Tipps ab Seite 52, Losungen ab Seite 97

Gegeben sei die Funktionenschar fi mit fi(x) = (k—x)-¢*; k€ R{, x€ R.
Drei Graphen von f; sind in Abbildung 1 zu sehen.

a) Untersuchen Sie den Graphen der Funktion f; auf Schnittpunkte mit den Koordinatenach-
sen, Extrempunkte und Wendepunkte.
Ordnen Sie den Graphen der Schar in Abbildung 1 ihre Parameter zu.

Bestimmen Sie die Gleichung der Ortskurve aller Hochpunkte der Funktionenschar.

b) Ein Rechteck liegt im ersten Quadranten und wird nach links und nach unten durch die
Koordinatenachsen begrenzt. Die rechte obere Ecke soll auf dem Graphen von f; liegen.
Berechnen Sie die Koordinaten dieses Eckpunkts so, dass das Rechteck den groften Fli-

cheninhalt annimmt. Geben Sie die GroBe dieser maximalen Rechtecksfliche an.

¢) Beschreiben Sie ausgehend von den ersten drei Ableitungen von f;, welchem Bildungsge-
setz die Funktionsterme der hoheren Ableitungen gehorchen.
Leiten Sie damit her, dass F2(x) = (3 —x) - ¢* eine Stammfunktion von f; ist.
Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die vom zu f, zugehorigen Graphen und der x-Achse

im ersten und zweiten Quadranten eingeschlossen wird.

d) Zeigen Sie, dass sich alle Tangenten, die im jeweiligen Schnittpunkt mit der y-Achse an die

Graphen von f;, gelegt werden, in einem Punkt schneiden.
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Abbildung 1
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2) (aus Erfolg im Mathe-Abi, Aufgabe 9)

9 Exponentialfunktion — Schidlinge

Tipps ab Seite 54, Lisungen ab Seite 104

Zu jedem k > 0 ist eine Funktion f; gegeben durch
TR B VR N TAL
S (6) = 80k — 2 = 80 3<e ) ;reR

a) Bestimmen Sie die Schnittpunkte mit der r-Achse, die Hoch-, Tief- und Wendepunkte sowie
die Asymptoten von f;.

b) Begriinden Sie, dass der folgende Graph zu fp 5 gehort:
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¢) Die r-Achse und der Graph von f; begrenzen eine bis «ins Unendliche reichende» Fliche.
Berechnen Sie die Gleichung der zur t-Achse senkrechten Geraden g, welche diese Flidche
in zwei Teilflichen einteilt, so dass der Inhalt der linken Teilfliche dreimal so groB ist wie
der Inhalt der rechten Teilflache.

d) Der Graph von fj 5 (siehe Aufgabenteil b) zeigt die Entwicklung einer Schidlingspopulati-
on in einem Wald wihrend der Bekdmpfung mit einem Pestizid, beginnend bei ¢ = 0 und
endend zu derjenigen Zeit t;, ab der keine Schédlinge mehr im Wald vorhanden sind. Dabei
gilt:

1 Einheit der Funktionswerte = 1000 Schidlinge, 1 Einheit der -Werte =1 Tag
1) Beschreiben Sie kurz die Entwicklung der Population im Intervall [, ; 2 ]. Gehen Sie
dabei auf die GroBe und die Wachstumsgeschwindigkeit der Schidlingspopulation
ein.

1) 18 Stunden bevor die Population am starksten wuchs, wurde das Pestizid iiber dem
Wald verspriiht. Bestimmen Sie den Zeitpunkt und die Anzahl der Schidlinge zu die-
sem Zeitpunkt.

1) Jeder Schidling vertilgt pro Tag 3 cm? Blattfliche. Wie viel Blattfliche wurde von den

Schidlingen insgesamt gefressen?
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9 Exponentialfunktion — Schiidlinge

a) Gegeben ist die Funktionenschar fi (1) = 80eX" — $e = 80ek* — 1 (ek* Y iteR, k>0

Zur Bestimmung der Schnittpunkte des Graphen von f; mit der t-Achse muss gelten:

fx (l‘) =0. “.H
s o g k- 1 £\ 2 ] i
Dies fithrt zu 80ek” — J (€*7)” = 0 bzw. ek - (80 — %ek't) s 1n(i40) f
Damit hat der Graph von f; genau einen Schnittpunkt mit der #-Achse: N (1"(140) | O) “;’
-1

Um die Hoch- und Tiefpunkte zu bestimmen, benétigt man die 1. und 2. Ableitung dié'
man mit Hilfe der Kettenregel erhilt: i

fi () = 80e" -k~ %eZk" 2k = ek k- <80 —~ %e’”)
. 1
fkll (t) — 8Oekt ‘k2 _ §e2k-l‘ . (2k)2 e ek-t . k2 . <80__ gek-t>

Die notwendige Bedingung f;’ (¢) = 0 fiihrt zu:
k- (80— %ek") =0=1r= m(}czo)
Die hinreichende Bedingung ergibt:

o (B2 _ gt o

: 0 ‘_‘ek.lnaz()).%) _ n(120) p2. <80 _ feln(no))
3 i |

3

8
=120-k? ¥ 2
: 80—5-120 =—-9600-k* < 0 = Maximum

Mit f (22 ) = 80ekIn(1201} — 42n(120)1; — 0. 120 — 1 - (120)* = 4800 erhi mani
3 - il
als einzigen Extrempunkt den Hochpunkt Hy (hl_ (220) | 4800) '

man auch mit der Kettenregel erhilt:
S (1) = 80ek™ k3 — Le1 . (2k)* = &k k3 - (80 — Bek)
Die notwendige Bedingung f;.” (t) = 0 fiihrt zu:
k-
12 (80— dekT) =0 = ¢ = (60

Die hinreichende Bedingung ergibt:

" (hl(TGO)> — KM(60)-1 3. (80~ gekdn(GO)‘%)
— (In(60) AN (80 _ geln(60)>

_ 3 8
=60-k- (80— 5 -60) = —4800-k> # 0 = Wendepunkt

104

Mit fi (‘“—(k@) — 80kM(60) | _ L 2In(60) 4 — 8060 — 5 - (60)* = 3600 erhélt man als

einzigen Wendepunkt Wy (li(k@l | 3600) .
Zur Untersuchung des asymptotischen Verhaltens des Graphen von f; betrachtet man die

Grenzwerte ’11111 (fi (1)) sowierlirf (f (1))-
Fiir ¢ — —coist lim (k") = 0 und damit:
: _ 1 k- 1L kt\) — 1 k- : 1 k1) — _
Tim (fi(r) = lim (¢ (80— 5¢*)) = lim () lim (80— 3€"") =0-80=0
Somit ist fiir t — —oo die t-Achse waagerechte Asymptote des Graphen von f.
Fiir t — o0 geht €57 — +o0, somit geht fi () = €' - (80— 1ekT) — —oo.

Der Grenzwert tliT (fi (1)) exisitiert also nicht; es gibt keine weitere Asymptote.

b) Um zu begriinden, dass der abgebildete Graph zu fo 5 gehort, betrachtet man die in Aufga-
benteil a) allgemein hergeleiteten Punkte fiir den Parameterwert k = 0,5. Es geniigt die Be-
stimmung des Schnittpunkts mit der t-Achse, des Hoch- und Wendepunkts sowie der Asym-
ptote. Einsetzen von k = 0,5 in Ny (Mi‘*—o) | o)  Hy (11(}3—0) | 4800) und Wy (‘%65—0) | 3600)
ergibt:

Nos (13%‘5@ | 0) = (2-1n(240) | 0) ~ (10,96 | 0)

In (120
Hojs ( n(()l . ) |4800> — (2-1n(120) | 4800) =~ (9,57 | 4800)

Wo.s <1n0(650) | 3600) — (2-1n(60) | 3600) ~ (8,19 | 3600)

Diese Werte stimmen mit den entsprechenden Punkten des abgebildeten Graphen iiberein,
wenn man gewisse Ungenauigkeiten, die sich beim Ablesen ergeben, beriicksichtigt.

Fiir f — —oo ist die t-Achse Asymptote des Graphen von fos-

Somit kann angenommen werden, dass der abgebildete Graph zu fo s gehort.

¢) Die Fragestellung lésst sich an folgender Skizze veranschaulichen:
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reichende» Flache zwischen der z-Achse und dem Graphen von f; (¢) so, dass die hnke

Teilfliche F; dreimal so grof ist wie die rechte Teilfléiche F,. Zur Berechnung von ¢* geht
man in drei Schritten vor: ‘

1. Schritt:
Berechnung des Fldcheninhalts A; der bis «ins Unendliche reichenden» Fliche.

2. Schritt:
Bestimmung des Flicheninhalts F, der rechten Teilfliche in Abhingigkeit von k.

3. Schritt:
Berechnung der Integrationsgrenze +* mit Hilfe von F,.

Zum 1. Schritt:

Man erhilt den Flacheninhalt A, der «nach links bis ins Unendliche reichenden» Fléich
durch Integration der Funktion f. Die rechte Integrationsgrenze ist festgelegt durch den

Wert von Ny (w | 0) . Die linke Integrationsgrenze sei a mit a < E(ZIJLO). Als Grenzwe

fiir a — —oo erhilt man den gesuchten Flicheninhalt der bis «ins Unendliche reichenden»
Fléche. Die Integrationsvariable ist ¢; die Parameter k und a werden beim Integrieren wi'
Konstanten behandelt: ‘

In(240
k

Ag= lim Jie(e)de

a—— Jq
In(240)

lim / ¥ <80e’”—1e2’“)dz
A 3

a——oo

Il

In(240)

8061” eZk-t
= lim -
am—w| k  3-2k],
80ekIn(240)- 1 o2k In(240)-1 g ka o2k
= lim — — +
a——oo k 3.2k k 3.2k
. [80-240 (240)> 80k  e%ka
= lim - - +
a——oo k 6k k 6k
. 57600 — 480¢k @ 4 ¢2ka
= lim
a——oo 6k

Fiir a — —oo geht e¥* — 0, also ergibt sich:

_ k-a 2k-
A== Tim 57600 — 480 + %4 _ 57600 —-0+0 _ 9600
a——co 6k 6k k

Zum 2. Schritt:

Da die linke Teilfliche F; dreimal so groB sein soll wie die rechte Teilfliche F,, muss F2 ‘

ein Viertel des gesamten Flicheninhalts von Ay sein, also: F» = L - Ax 24k00

AATTEERLO ot T e i R

Zum 3. Schritt:

Gesucht ist nun die Integrationsgrenze ¢*, wobei ¢* folgende Bedingung erfiillen muss:

o 2400

k

B 1 - . In(240)
F2#/’* fe()dr = A Y ol .

In(240)

k  57600—480eK 1" fe2kt"
fic () de = 7000480 ter

Wegen 290 folgt: €241 —480eF" 443200 =0

z*
Man substituiert z = ¢¥" und 1st die quadratische Gleichung z> — 480z + 43200 = 0 mit
der pq- oder abc-Formel: z; = 360 und z, = 120.
Die Resubstitution fiihrt zu den beiden Losungen

In (360) In (120)

k

*

tlz

und 75 =

Wegen 1* < w, kann ¢} keine Losung sein, somit lautet die Gleichung der gesuchten

. . _ In(120)
Geraden g: t = ——.

d)  I) Der Graph von fj 5 beschreibt im Intervall [, ; )= [O; 1“(02;'0)} ~ [0; 10,96] die Ent-

wicklung einer Schidlingspopulation in einem Wald wihrend der Bekdmpfung mit
einem Pestizid.

Wegen fo5(0) = 80e%50 —
Grofle von etwa 79 667 Schidlingen.

Wegen Hy s (“‘ (120) | 4800) (9,57 | 4800) hat die Population nach etwa 9,57 Tagen

12030 = 792 hat die Population zu Beginn (¢ = 0) eine

ihre maximale GroBe von 4 800000 Schédlingen erreicht.
Wegen No s (1“ (240) | 0) ~ (10,96 | 0) ist die Population nach etwa 11 Tagen nicht -

mehr vorhanden.

Die Population nimmt also bis zum Hochpunkt zu und anschlieBend wieder ab.

Die Wachstumsgeschwindigkeit (d.h. die momentane Anderungsrate fj s’ () ) nimmt
bis zum Wendepunkt zu und wird dann wieder kleiner; nach dem Hochpunkt ist die
Wachstumsgeschwindigkeit negativ, d.h. die Population geht zuriick.

1) Der Zeitpunkt des stirksten Populationswachstums ist an der Wendestelle von fy s,
also bei 1 = W ~ 8,19 Tagen.
Das Pestizid wurde 18 Stunden (entspricht 0,75 Tagen) vor diesem Zeitpunkt ver-
spriiht, also bei t, = In(60) _ 0,75 ~ 7,44 Tagen.

0,5

1“6650) 0,75 in fo5(t) ein, so erhdlt man:

5] 1.

Setzt mant, =

In (60)
0,5

_( In(60)
—0,75) = 80 S

0 5. ( In(60)
(205 (5%

‘ )z2732,485.
2%32, At &3

fos( %



tialfunktion — Scnadlinge bt~

, Exponct

Die Anzahl der Schidlinge betrug zu diesem Zeitpunkt somit etwa 2732485.
11 Die Blattfliche A, die von der Population wihrend des gesamten Beobachtungszei
raums vertilgt wurde, berechnet man mit Hilfe des Integrals: i

2:In(240)

A =3-1000- ; (fo,5 (1)) de

2.1n(240)
=3000- / (8060’5"‘ - %et> dt
0

4o I 2:1n(240) ! p y
=3000- | 160e™"" — §e =3000- | 160-240— 3 (240)” — 160+ 3

0
= 57121000cm?

~5712m?

Im Laufe der knapp 11 Tage Beobachtungszeit haben die Schédlinge eine Blattobjj
flsiche von etwa 5712m? vertilgt. i




