6L1 Mathematik (Kg) 28. Februar 2010

Kompendium Analytische Geometrie

Vektoren, Punkte, Geraden, Dreieck, Ebenen, Tetraeder: Begriffe und Definitionen

Name Bezeichnung Definition Bedeutung
Uy V1 up +u
Vektoraddition u+0 Uy |+ v2 | = | us +ve Aneinandersetzung von Vektoren
U3 U3 u3 + /03
U1 TU1
skalare Multiplikation r.0 .| u2 | = Tu2 Streckung und evtl. Orientierungsumkehr
us Tus
bl —a
Verbindungsvektoren AB A = (a1,a2,a3), B = (b1,bs,b3) = AB = by — as % nschaften
bg — as A =+ B?
a
Ortsvektoren 04 A= (a1,a2,a3) = OA = < az > Punkt A und Ortsvektor OA haben gleiche Koordinaten
as
Linearkombination rid + sU + tw Vielfachsumme von Vektoren
i, U linear abhéngig einer der Vektoren ist Vielfaches des anderen: v = ru ein Vektor ist ¢ oder beide Vektoren haben gleiche Richtung
i, U, w linear abhéngig ein Vektor ist Linearkombination der iibrigen: @ = 74 + st | alle drei Vektoren lassen sich als Pfeile in einer Ebene darstellen
A, B, C kollinear AB , AC linear abhéingig A, B, C liegen auf einer Geraden
A, B,C, D komplanar 1@, ﬁ, AD linear abhéngig A, B,C, D liegen in einer Ebene
ABC Dreieck AB , AC linear unabhéngig A, B, C liegen nicht auf einer Geraden
ABCD Tetraeder E, E, AD linear unabhéngig A, B,C, D liegen nicht in einer Ebene
Gerade g(A,a) X € g(Ad) <~ AX = ri fiir ein geeinetes r € R Gerade durch A mit Richtungsvektor 4 # 0
g(A, B) X €9(A,B) — AX = rAB fiir ein geeinetes r € R Gerade durch zwei verschiedene Punkte A, B
Ebene e(A,d, ) X €e(A,u,7) — AX = ri + st fiir geignete r, s € R Ebene durch A mit linear unabhéngigen Richtungsvektoren , ¢

e(A,B,C) |X €e(A,B,C) — AX = rAB + sAC fiir geignete r, s € IR | Ebene durch drei nicht kollineare Punkte A, B, C
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Produkte in der Vektorrechnung (im R?)

Name

Bezeichnung

Definition

Ergebnis

Bedeutung

Zahl

Skalarprodukt Uev

U1 U1
Uz | o | V2 | = u1v1 + ugve + usvs
us U3

1. Lénge eines Vektors: |

7| =
2. Orthogonalitit: 4 1 ¥ <=
3. Winkel fiir @ # 0 # 0: /(d, ¥) = arccos(

Vektorprodukt

S
X
<y

U2V3 — U3V2
_(UIUB - u3111)
U1v2 — U2V

Uy U1
U9 X V2 =
us U3

Vektor

Eigenschaften:

1. ¢ x U ist gemeinsamer Normalenvektor zu o, v: 4 X ¥ L u,¥:

2. |t x v| ist Fliche des Parallelogramms mit Kantenvektoren , .

3. i, U linear unabhéingig <= U XU #0

4. 4 x U#0 = u,0,4 x U ist rechtshindiges (= positiv orientiertes) linear
unabhingiges System

Spatprodukt

Kombination von x und * (siehe oben)

Zahl

Eigenschaften:

—

1. |(@ x ¥) » o] ist das Volumen des Spates mit den Kantenvektoren @, v, .
2. 4, ¥, linear unabhingig <= (4 X ¥) « & # 0.

Vektorprodukt und Spatprodukt sind nur fiir Vektoren im R> (dreidimensionaler Vektorraum) definiert!
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Lingen, Flichen, Volumina (im R?)

Maf3 Objekt Formel Merkregel

Linge |Strecke AB |A.B)| Betrag eines Vektors

Fliache |Parallelogramm ABCD |E X A-D)\ Betrag des Vektorproduktes der Kantenvektoren
Dreieck ABC %|A—B) x AC | Betrag des Vektorproduktes durch 2

Volumen | Spat mit Kantenvektoren u, ¥, @ [(@ x T) « 0| Spatprodukt der Kantenvektoren

allg. Pyramide ABCDS
Pyramide ABC DS iiber Parallelogramm ABCD

allg. Tetraeder ABCD

D= Wl

- |(AB x AD) « 45
-|(AB x AC)) » AD)|

Grundfliche mal Hohe durch 3

Betrag des Spatproduktes durch 3

Betrag des Spatproduktes durch 6
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Darstellungen von Geraden und Ebenen

Name

Objekt

Definition

Bedeutung

Parameterdarstellung

Gerade g(A, @)
Gerade g(A, B)

OX = OA +ri
OX = OA +rAB

A Ursprung (Stiitzpunkt), @ # ¢ Richtungsvektor der Gerade

A Ursprung (Parameter » = 0), B # A zweiter Geradenpunkt
(Parameter r = 1)

Punkte X € g werden durch einen Parameter (r) eindeutig be-
schrieben (1-dim. affines Koordinatensystem)

Parameterdarstellung

Ebene e(A, @, ¥)

Ebene ¢(A, B, C)

O—Xz:m+rﬁ+sﬁ'

O_XZ:07+TA—B)+SE

A Ursprung (Stiitzpunkt), @, ¥ linear unabhiingige Richtungsvek-
toren der Ebene

A, B, C Basisdreieck: A (r = 0,s =0), B (r =1,s =0) und C
(r=0,s=1)

Punkte X € e werden zwei Parameter (r, s) eindeutig beschrieben
(2-dim. affines Koordinatensystem)

Normalengleichung Ebene e(A, ) AX +ii =0 bzw. OX «ii = OA « it | Die Ebene durch A mit Normalenvektor 7 besteht genau aus den
Punkten X, die diese Gleichung erfiillen.
Ebene e(A, , v) AX efi=0firi=1ux0 Die Ebene durch A mit RV-en «, ¥ besteht genau aus den Losun-
gen dieser Gleichung.
Ebene ¢(4,B,C)| AX +i=0fiir i=AB x AC | Die Ebene durch A, B,C besteht genau aus den Lésungen dieser
Gleichung.
Koordinatengleichung | Ebene e = e(, d) n1T1 + NoTo + Nax3 = d 1. Ebene e besteht genau aus den Losungen (x1,x2,x3) dieser

Gleichung,
ni

2.1 = | m2 | ist ein Normalenvektor der Ebene,
n3

3. d = nyay + noag + nzag fiir A = (ay,a9,a3) € ¢

Normalen- und Koordinatengleichungen gibt es nur fiir Ebenen im Raum (oder fiir Geraden in der Ebene)!

Wechseln der Darstellungen

Objekt

von — zu

gegeben

zu berechnen

Ergebnis

Ebene

PD — Normalenglg.
PD — Koord.Glg.

(ﬁ:ﬁ—&—rﬁ—ksﬁ
(ﬁ:(ﬂ—&—rﬁ—ksﬁ

NVia=uxv

NVi=ixv d=ie+0A

e OX =i+ OA

n1x1 + noxa + nars = d
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Schnittpunktsberechnung

Gerade — Gerade

zwel PD-en

PD-en gleichsetzen

LGS mit 2 Unbekannten 16sen,
falls 16sbar einen Losungsparameter in
zugehorige PD einsetzen

[\]

Typ Gegeben Ansatz Rechnung mogliches Ergebnis
Punkt — Gerade P, PD von g Punkt in PD einsetzen LGS 1 Unbekannte, 1. unlésbar: P & g
Losbarkeit iiberpriifen 2. losbar: P € g
Punkt — Ebene P,PDvone Punkt in PD einsetzen LGS 2 Unbekannte, 1. unlosbar: P & e
Losbarkeit iiberpriifen 2. losbar: P € ¢
1

. unlosbar: kein Schnittpunkt

Geraden parallel oder windschief

. eine Losung: genau ein Schnittpunkt
3. unendliche viele Losungen:
Geraden identisch

Gerade — Ebene

PD fiir g, Koord.Glg fiir e

PD in Koord.Glg einsetzen

setzen

1 Gleichung mit 1 Unbekannten 16sen, |1.
falls l16sbar Geradenparameter in PD ein 2.

unlésbar: kein Schnittpunkt, g || e
eine Losung: ein Schnittpunkt

3. unendlich viele Losungen:

Gerade g liegt in der Ebene e

Ebene — Ebene

zwei Koord.Glg-en

Glg-en zusammensetzen zu LGS

schreiben

LGS 16sen, Losungsmenge durch PD be- | 1.

unlosbar: kein Schnittpunkt,
Ebenen parallel

2. unendlich viele Losungen:
Schnittgerade

Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

Typ

Gegeben

Moglichkeit

Bedingung

in Worten

Gerade — Gerade

g=g(A i), h=g(A, )

1. parallel
a. und identisch
b. und verschieden
2. nicht parallel
a. genau ein Schnittpunkt
b. windschief

1. 4, ¥ linear abhingig
a.und A€ h
b.und A& h

2. 1, U linear unabhéngig
a. und ein Schnittpunkt
b. und kein Schnittpunkt

1.

2.

RV-en der Geraden linear abhéngig

a. und Ursprung von g liegt auf h

b. und Ursprung von g liegt nicht auf h
RV-en der Geraden liner unabhéngig

Gerade — Ebene

g =9g(A ), e =e(A', )

1. g parallel zu e

a. und in e enthalten

b. und nicht in e enthalten
2. genau ein Schnittpunkt

1.7 LU < nui=0
a.und A €e
b.und A< e

2. U <= neud#0

. RV der Geraden orthogonal zu NV der Ebene

. RV der Geraden nicht orthogonal zu NV der Ebene

a. und Ursprung von ¢ liegt in e
b. und Ursprung von g liegt nicht e

Ebene — Ebene

1. parallel
a. und identisch
b. und verschieden
2. eine Schnittgerade

1. 7,7’ linear abhingig
a.und A € ¢
b.und A & ¢

2. 71,7’ linear unabhiingig

. NV-en der Ebenen linear abhéngig

. NV-en der Ebenen linear unabhéngig

a. und Ursprung einer Ebene liegt in der anderen
b. und Ursprung der einen Ebene liegt nicht der anderen
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Lotfulpunkte

Lot

Gegeben

Ansatz fir F

Formel

Bedingung

Gleichung(en)

Ergebnis

Punkt — Gerade

P, g=g(A )

F liegt auf g:

OF = OA + rii

P_F)Lg:

i+ AP

@

°P_F):ﬁ-ﬁ+r-\ﬁ|2 r=

Punkt — Ebene

e =e(A,,v)

F' liegt in der Ebene

(W:Oj—i—rﬂ'—i—sﬁ

PEF 1,0

2 x 2-LGS 16sen

P, e=¢(A,7), i NV von e| F auf Lotgerade g(P,7): OF =OP — sii Fce(AR)|0=1+AF =i« AP —s |71 | s = FE
— - Feg OF =0A+ri |77 |+~ |Jo=ii+FF ,
Gerade — Gerad =g(A h=g(A FF 1 u 2 x 2-LGS 1
erade ~ Gerade| g =g(d. ), h=g(4'7) |{ Y {6?’07V+sa CEER s Osen

Abstinde

Der Abstand Punkt—Gerade und Punkt-Ebene ist der Abstand des Punktes vom Lotfufipunkt.
Der Abstand zwischen Geraden ist der Abstand zwischen den FuBlpunkten eines gemeinsamen Lotes — sofern es existiert, andernfalls ist der Abstand 0 (weil sich die Geraden

schneiden).

Abstidnde ohne Lotfuflpunktbestimmung

zwischen

Gegeben

Voraussetzung

Formel

Merkregel

Punkt — Gerade

Punkt P, ¢g=g(A,B)

Fulpunkt berechnen

alternativ: siche Abstidnde und Hohen

i « OP — d|

effe

Punkt — Ebene | Punkt P, Koord.Glg. 77 * & = d fiir e d(Pye) = ———— HESSEsche Abstandsformel: P in Koordinatenglei-
|7] h i h Li des _
chung einsetzen und Betrag durch Linge des Nor
malenvektors dividieren
. o L i+ OA — d| : -
Gerade — Ebene |g = g(A4, @), Koord.Glg. i« & =d fiir e glle(dh @ln) d(g,e) =d(A,e) = H Abstand eines beliebigen Geradenpunktes von der
7l
Ebene
glfe d(g,e) =0 Abstand 0, wenn ein Schnittpunkt existiert
—
i x AA’
Gerade — Gerade g=g(A,0), h=g(A, ) gl h, d(g,h) =d(4',g) = [ - | Abstand eines beliebigen Punktes der einen Geraden
[ von der anderen
—
e AA' e AA
ghh i=dxd#£d |d(g,h)= il - |_ @ X_,U) | Abstand zwischen A’ und der Ebene e = e(A, )
7l i x 7] durch A mit NVi =4 xv
|7+ AA|
Ebene — Ebene e=e(A,i), € =elA,7) el € (d. h. 7,7 lin.abh.) dle,e’) =d(A',e) = 7l Abstand eines beliebigen Punktes der einen Ebene

von der anderen
Abstand 0, weil Schnittpunkte existieren
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Abstinde als Hohen

Abstand Gegeben Abstand ist eine Héhe im Formel Merkregel
. . |AB x AP| . .
Punkt — Gerade P, g(A,B) Dreieck ABP  bzw. Parallelogramm mit KV A—B), AP d(P,g) = W Parallelogrammfléche durch Grundseite
AB x AC) « AP
Punkt — Ebene P, e(A,B,C) Tetraeder ABC'P bzw. Spat mit KV A—B>7 m, AP d(P,e) = I X _d) | Spatvolumen durch Grundfliche
|AB x AC|
—
- ) = , LT (@ x ) « AA'| .
Geraden g=g(A @) h=g(A7) Tetraeder bzw. Spat mit Kantenvektoren , v, AA d(g,h) = W Spatvolumen durch Grundfliche
U XU
AB x AA
g=g(A,B)| h=g(A" B)| Dreieck ABA' bzw. Parallelogramm mit KV AB, AA d(g,h) = |1:—B)|| Parallelogrammfléiche durch Grundseite
Winkel
zwischen gegeben Formel Ergebnis im Bereich
Vektoren U, U# 0 cos o = 3 ’ Uﬁ 00 < a < 180°
|| - |7]
Geraden RV-en i, v coso = ||1L| ’ |vﬂ| 00 < o <900
Ul - U
Gerade-Ebene |RV % von g, NV 7 von e | sina = ||1L| ’ |7i|| 00 < a <909
il - |7
= o 2
Ebenen NV-en 7,7/ cosq = |zz Till 00 < a <900
|7 - |7'|
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