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Aufgabenstellung:

Um die Wasserstande eines Flusses vorherzusagen, kann man versuchen, die Durch-
flussgeschwindigkeit des Wassers an einer bestimmten Stelle des Flusses mit Hilfe geeig-
neter Funktionen zu beschreiben.

Solche naherungsweise Beschreibungen der Durchflussgeschwindigkeiten seien z.B. ge-

geben durch die Funktionenschar f, mit f,(t) = %ts’ —at’ +a’t, a>0.

Dabei gibt f,(t) die Durchflussgeschwindigkeit in 10°m*/Monat (Millionen Kubikmeter pro
Monat) und t die verstrichene Zeit in Monaten seit Beginn der Vorhersage (t = 0) an.
Die Funktionen f, beriicksichtigen, dass es sich um einen Fluss handelt, der zeitweise
austrocknet.

a) Berechnen Sie abhdngig vom Parameter a, zu welchen Zeitpunkten gerade kein Was-
ser durch den Fluss flief3t. (4 Punkte)

b) Ermitteln Sie in Abhédngigkeit von a, zu welchen Zeitpunkten die Durchflussgeschwin-
digkeit ein relatives Maximum bzw. Minimum annimmt, und berechnen Sie diese Funk-
tionswerte. (13 Punkte)

A (), ()

c) Ermitteln Sie in Abh&ngigkeit von a, wann die
Durchflussgeschwindigkeit besonders stark ab-
sinkt, und berechen Sie ihren Wert zu diesem
Zeitpunkt. (8 Punkte)

In der nebenstehenden Abbildung sind die Gra- ,
phen der Funktionen f, und f; dargestellt.

Nur fur den Dienstgebrauch!
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d) Begriinden Sie, warum kein Punkt der Funktionsgraphen von f, im Bereich t 20 un-
terhalb der t-Achse liegt und inwiefern dies mit dem zugrunde liegenden Sachverhalt
vereinbar ist.

Geben Sie das Verhalten von f, fiir t — > an und begriinden Sie, ob die Funktionen
auch nach den ersten 8 Monaten noch eine sinnvolle Beschreibung der Durchflussge-

schwindigkeit liefern. (11 Punkte)

e) Ermitteln Sie fiir a= 3, wie viel Liter Wasser in den ersten sechs Monaten durch den
Fluss flieRen. (7 Punkte)

f) Betrachten Sie nun zwei verschiedene Funktionen f, und f, . Bestimmen Sie den Zeit-

punkt t,, zu dem fiir beide Funktionsannahmen (seit t =0 ) genau gleich viel Wasser
durch den Fluss geflossen wére. (7 Punkte)

Zugelassene Hilfsmittel:
— Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

- Mathematische Formelsammlung
— Woérterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Unterlagen flr die Lehrkraft

Abiturprufung 2007
Mathematik, Leistungskurs

1. Aufgabenart
1 Analysis

2. Aufgabenstellung

siehe Prifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

4. Bezuge zu den Vorgaben 2007

1. Inhaltliche Schwerpunkte
— Untersuchung von ganzrationalen Funktionen, einschlieBlich Funktionenscharen,
in Sachzusammenhangen
- Untersuchungen von Wirkungen
- Integrationsregeln
— Flachenberechnung durch Integration

2. Medien/Materialien
- entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)
Mathematische Formelsammlung
Woérterbuch zur deutschen Rechtschreibung

6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schilerleistungen
6.1 Modelllésungen

Modelllésung a)

Gesucht sind die Nullstellen von f, : f,(t)=0 @%t(ﬁ —4at+4a*)=0<t=0vt=2a

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Modelllésung b)

Gesucht sind die relativen Extrempunkte.

Ableitungen: f/(t)= %tz —2at+a?, f(t)= %t -2a

f’(t):O(:>§z‘2—Zat+a2 0o -Sardaog
4 3 3

a

@t:iai Eaz—ia2 (:)t:2avt:za
3 9 3

a

” A 2
f(2a)=3a-2a=a>0 nach Vor., f(gajza—Zaz—aKO nach Vor.

2
Also: rel. Minimum bei x =2a (siehe Nullstelle oben!) und rel. Maximum bei tzga .

2 8
Zugehoérige momentane Durchflussmengen: f,(2a)=0, f, (gaj = Ea?*

Modelllésung c)

Gesucht ist ein Wendepunkt.

Hinreichende Bedingung (da Grad f, = 3): /;”(t) =0 %t -2a=0&t= ga .
. . 4 3 m 4 3 ’ 4 . .
Weiter gilt: £, (t)= 5 also auch f, ga =5 >0,d.h. f Ea ist lokales Minimum.

4
Die Durchflussgeschwindigkeit sinkt besonders stark ab bei { = Ea , Sie betragt dort
f, Aot

3 27

Modelllésung d)

1 1
Fur t >0 ist f,(t)= Zl‘(l‘2 —4at +4a*) = Zt(t —2a)* >0 (sogar unabhangig von a). Daher
treten im Bereich t > 0 keine negativen Funktionswerte bzw. Punkte der Graphen unter-
halb der t-Achse auf.
Dies ist eine sinnvolle Beschreibung des Sachverhaltes, da das Wasser nur in einer Rich-

tung durch den Fluss flie3t und kein Wasser wieder zurtck (d. h. bergauf) flief3t.

FUr t — oo gilt £,(t) — oo

Bereits im achten Monat steigt bei den beiden Beispielfunktionen die Durchflussgeschwin-
digkeit stark an und spater immer starker. Darum stellen die Funktionen fur spatere Mona-

te kaum mehr eine sinnvolle Beschreibung der Durchflussgeschwindigkeit dar, zumal fur
a — 0 und fir besonders hohe Parameter a der Verlauf des Graphen sehr verzerrt wird

Nur fur den Dienstgebrauch!
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und unabhangig von der Zeitdauer extreme Durchflussgeschwindigkeiten in diesen Vor-
hersagen auftreten kénnen.

Daruber hinaus kdnnte man vermuten, dass sich die Durchflussgeschwindigkeiten im Ab-
stand von einem Jahr annahernd periodisch wiederholen, was durch die gegebenen Funk-
tionen nicht berlcksichtigt wird.

Modelllésung e)

Die MalRzahl der Flache, die der Graph von f; mit der t-Achse im Intervall [0;6] einschliel3t,
liefert die gesuchte Wassermenge:

6 6 1 1 9 6
jg(t)dt:j(—t3 —3t? +9tjdt={—t4 —t +—t2} =81-216+162=27.
) 4 16 2

0

Fir a = 3 flieRen in den ersten 6 Monaten 27 Mio. Liter Wasser durch den Fluss.

Modelllésung f)

Wie in der vorangegangenen Aufgabe geht es um die Flachen, die die Graphen jeweils mit
der t-Achse einschliellen. Gesucht ist die obere Integrationsgrenze, fir die die Integrale
denselben Wert liefern:

t ty 2,2 7l 2,2 o
7, (0t =[ £, (ot & dp 2p ot (1 &y a0
- 0 16 3 2 16 3 2 |

0

T4 a5 ati 1.4 a5 at 14 1202 _2\_
SRl T h T gt gk e gk (@ ma) (e -a)=o
t,=0vt —3(812_83) 3 f 0 d
stb=0vi = =—(a,+a,) firt, #0 und a, #za,.
0 0 2(31—32) 2( 1 2) 0 1 2

Da ein Zeitpunkt nach Beginn des Zuflusses gefragt ist (¢, #0), und es sich um zwei ver-

3
schiedene Vorhersagen handeln soll (a, # 82) , ware nach 5(31 +az) Monaten bei beiden

Vorhersagen gleich viel Wasser durch den Fluss geflossen.

Nur fur den Dienstgebrauch!
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6.2 Teilleistungen — Kriterien
Teilaufgabe a)
Anforderungen e
Punktza1hl
Der Priifling (AFB)
1 |berechnet die Nullstellen. 4 (1)
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe b)

Anforderungen onaximal
Punktzahl

Der Priifling (AFB)

1 |berechnet die Ableitungen. 3()

2 | ermittelt mit einem Kriterium, wo ein rel. Minimum bzw. rel. Maximum vorliegt. 6 (I

3 |berechnet diese Funktionswerte. 4 (I)

Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punkizahl bewertet.

Teilaufgabe c)

Anforderungen i
Der Priifling R
1 |ermittelt mit einem Kriterium, wo eine Wendestelle vorliegt. 5 (I
2 |berechnet den entsprechenden Funktionswert. 3(
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punkizahl bewertet.

Teilaufgabe d)

Anforderungen e
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |begrindet, warum fir ¢ > 0 kein Punkt der Graphen unterhalb der -Achse liegt. 4 (1)
2 |begrindet, inwiefern dies mit dem zugrunde liegenden Sachverhalt vereinbar ist. 3 (1)
3 |[gibt den Grenzwert von f, flr t — < an. 2(1)
4 begriindet, dass die Funktionen nach 8 Monaten keine sinnvolle Beschreibung der 2(Il)
Durchflussmenge mehr liefern.

Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punkizahl bewertet.

! AFB = Anforderungsbereich

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe e)

Anforderungen orraiohbare
. Punktzahl

Der Prufling (AFB)

1 |ermittelt einen Ansatz fur die Berechnung der gesuchten Wassermenge. 4 (I

2 |berechnet das Integral. 3

Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe f)

Anforderungen errotohbare
. Punktzahl
Der Prufling (AFB)
y bestimmt die Integralgleichung mit variabler oberer Grenze {;, als die Bestimmungs- 3 (1l)
gleichung fur .
2 | bestimmt die Lésung der Gleichung. 4 (1)

Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punkizahl bewertet.

Nur fur den Dienstgebrauch!



