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Abiturprifung 2008
Mathematik, Leistungskurs

Aufgabenstellung:

Gegeben sind die Funktionen f, mit f,(t) =200-e™*-(1—e™*"), a>0, t >0, und die
Funktion g mit g(t) =200-e™**", t>0.
Die Graphen von f;,; und von g sind in der Abbildung dargestellt.
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Abbildung

a) Geben Sie das Verhalten der Funktionen f, fiir t — o an und untersuchen Sie ihr Mo-

notonieverhalten.

In2
Zeigen Sie, dass die Funktionen f, an der Stelle t = 2 ihr absolutes Maximum an-
a

nehmen.

Alle Hochpunkte der Funktionen f, liegen auf einer Geraden.

Geben Sie die besondere Lage dieser Geraden an. (12 Punkte)

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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b) Berechnen Sie den Term einer Stammfunktion F, der Funktion f,. Ermitteln Sie den In-
halt der Fldche, die begrenzt wird durch den Graphen von f,, die Koordinatenachsen
und durch eine Senkrechte zur t-Achse an der Stelle t, > 0. Prtifen Sie auch, ob sich fiir

t, = o ein endlicher Fldcheninhalt ergibt. (9 Punkte)

[Zur Kontrolle: F,(t) = 200, (% e 2t — e"”] ]
a

c) Fiir t >12 ist in der obenstehenden Abbildung nicht mehr zu erkennen, ob der Graph der
Funktion f, ,; ober- oder unterhalb des Graphen von g verlduft.

Zeigen Sie rechnerisch, dass der Graph der Funktion f,,; immer unterhalb des Graphen
von g verlduft und dass sich die beiden Funktionsgraphen fiir wachsendes t immer stdir-
ker anndhern. Berechnen Sie, an welcher Stelle t, die Punkte (t, | f, ,;(t,)) und

(t, | g(t,)) der beiden Graphen den Abstand 0,01 LE haben. (8 Punkte)

Funktionen wie g und f, werden zur Modellierung des sogenannten Mutter-Tochter-
Zerfalls verwendet. Als Mutter-Tochter-Zerfall bezeichnet man den Zerfall eines radioakti-
ven Mutterstoffs in einen Tochterstoff, der ebenfalls zerfallt, weil auch er radioaktiv ist.

Im Folgenden soll a=0,25 sein.

d) Fiir t >0 wird die Masse des Mutterstoffs durch g(t) beschrieben und die Masse des
Tochterstoffs durch f; ,;(t) . Dabei wird die Zeit t in Stunden ab Beobachtungsbeginn
(t=0) und f;,5(t) bzw. g(t) in Milligramm angegeben.

Interpretieren Sie unter Verwendung Ihrer Ergebnisse aus a) den Verlauf des Graphen

von f,,s in diesem Sachzusammenhang.

Bestimmen Sie den Zeitpunkt, an dem die Masse des Tochterstoffs am stéirksten abnimmt.
(13 Punkte)

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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e) Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von k die mittlere Masse m(k) des Tochterstoffs wdhrend
der ersten k Stunden nach Beobachtungsbeginn.

Berechnen Sie die mittlere Masse des Tochterstoffs wéhrend der ersten 12 Stunden nach
Beobachtungsbeginn. (8 Punkte)

Zugelassene Hilfsmittel:

o Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfdahigkeit)
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Unterlagen fir die Lehrkraft
Abiturprifung 2008
Mathematik, Leistungskurs

1. Aufgabenart
Analysis

2. Aufgabenstellung

siehe Priifungsaufgabe

3. Materialgrundlage
o entfdllt

4. Beziige zu den Vorgaben 2008

1. Inhaltliche Schwerpunkte

e Untersuchung von ganzrationalen Funktionen, gebrochen-rationalen Funktionen ein-
schlieflich Funktionenscharen, Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen
mit Ableitungsregeln (Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel) in Sachzusam-
menhdngen

¢ Untersuchungen von Wirkungen (Anderungsrate)

e Integrationsregeln (partielle Integration, Substitution)

e Flachenberechnung durch Integration

2. Medien/Materialien
e entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

e Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfdahigkeit)
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen
6.1 Modellldsungen
Modelllésung a)

Verhalten der Funktionen f, fiir t — co:

lim(200- e - (1 — ")) = lim(200- ™' —=200-e2*") = 0

t—>o0

f/(t)=-200-a-e * +400-a-e"" (Summen-, Kettenregel oder Produkt-, Kettenregel)

Aus f/(t)>0 folgt: a-e™™(-200+400-e“)>0 < t< In2 ,
a

. . . In2
d. h., f, ist streng monoton steigend fiir t < —.
a

Entsprechend gilt f/(t) <0 fiir t > In2 ,d. h., f iststreng monoton fallend fiir ¢t > 1n_2
a a

_n2

(t)=0 < a-e*(-200+400-e")=0 < t und VZW (+/-) von f, an der

Stelle t = In2 (oder: fa,,(ln_Z) <0) =
a a

An der Stelle t = In2 besitzt f, das relative Maximum f, (1n_2) =50.
a a

In2
Aus dem Monotonieverhalten folgt, dass fa(n—) =50 absolutes Maximum der Funktion f, ist.
a

In2
Da der Funktionswert der Funktionen f, an der Stelle t = ne unabhéngig von a ist, liegen
a

alle Hochpunkte der Schar auf einer Parallelen zur t-Achse im Abstand 50.

Modellldsung b)

Durch Integration erhdlt man eine mogliche Stammfunktion F,:

Jfa(t)dt =200- J(e“” —e)dt = 200, (l e —e™ ) =F (1)
a 2

Die Mafzahl des Fldcheninhalts ist:

A = [£(0dt = F(6) - F,(0) =22 (2™~ 1)
0 a 2 2
Da die ersten beiden Summanden in der Klammer fiir ¢, — co den Grenzwert Null haben,

ergibt sich fiir t, — oo als endliche Malzahl fiir den Flacheninhalt: A = lim A(t,) = @
a

t;—>oo

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Modellldsung c)

Die Gleichung der Differenzfunktion d der Funktionswerte von g und f; ,, lautet:

d(t) = g(t) — f, ,5(t) =200- ™" =200 **" - (1 - **") =200- ™™

Da die Funktion d nur positive Werte annimmt, ist fiir alle t der Funktionswert von g an
der Stelle t stets grofer als der Funktionswert von f ,; . Deshalb verlduft der Graph von g
oberhalb des Graphen von f,; .

Da d streng monoton fallend ist, ndhern sich die Graphen immer starker an.

1
Aus dem Ansatz 200-e 2* = 0,01 erhdlt man ¢, =2-1n20000 = 19,8 .

Modelll6sung d)

Der Graph von f,,; beginnt im Ursprung, d. h., zum Zeitpunkt t = 0 ist noch keine Masse

des Tochterstoffs registriert.

Der Graph steigt zunédchst wegen der anfdnglich hohen ,,Massenlieferungsrate® des Mutter-
stoffes streng monoton an. An der Stelle t =41In2 erreicht die Masse des Tochterstoffs ih-
ren Maximalwert. Anschliefend nimmt sie wieder ab, weil der eigene Zerfall die ,,Nachlie-
ferung® durch den Mutterstoff iibertrifft. Fiir gro3e ¢ strebt die Masse gegen Null.

Gesucht ist die Stelle, an der die Anderungsrate f; ,; der Masse des Tochterstoffs ein Mi-

nimum besitzt.

1 1 1 1
f0725(t):%'6 4 _50.¢2 :22—5-6 4t(1—4-e 4t)

1

frs()=01-4.¢* =0&t=8-1n2
foos(t) <0 fiir 0<t<8-In2 und f;,(t) >0 fiir t >8-1n2; d. h., VZW (—/+) der 2. Ablei-

25 _e—21n2 +@_e—41n2 :2_5

tung f,; ander Stelle t =8-In2 (oder f;, (8-In2) = Y 5 i 0).

AuBerdem gilt: fO’ ,5(8-1In2) = —24—5 <0, d.h., an der Stelle t =8-In2 ist die Anderungsrate

f, der Masse des Tochterstoffs negativ und sie besitzt dort ein Minimum.

Die Masse des Tochterstoffs nimmt zum Zeitpunkt t = 8-In2 am stdrksten ab.

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Modelllésung e)

F,(t)= 20, (%e‘z‘” -e ) — F,,(t)=800- (% e —e ")
a :

Die mittlere Masse in den ersten k Stunden lésst sich ermitteln tiber:

8;;0. 05k _ efo,zsk + l)

m(k) = ;

1§ 1 Co1 1
E ' '([ fO’ZS(t)dt - ; . I:FO’ZS (t)}o - E ’ (FO,ZS(k) - Fo,zs(o)) = (Ee

17 1 21 200 1 ¢ 4 1
m(12) = [fos(@dt =[] =15 (Fs(12) = Fypp(0) = == (G =€ +) = 30,007
0

Damit erhdlt man in den ersten 12 Stunden eine mittlere Masse von ca. 30,097 mg.

6.2 Teilleistungen - Kriterien

Teilaufgabe a)
Anforderungen crmcehbare
Punktzalhl
Der Priifling (AFB)
1 |gibt das Verhalten der Funktionen f, fiir t — o an. 2 (D)
2 |berechnet die 1. Ableitung von f, . 2D
3 |untersucht das Monotonieverhalten der Funktion f, . 3 (II)
4 zeigt, dass die Funktionen f, an der Stelle t =In2/a ihr absolutes Maximum an- 311)
nehmen.
5 |gibt die Lage der Geraden an, auf der alle Hochpunkte liegen. 2 (D
Der gewdhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllosung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
Teilaufgabe b)
Anforderungen crmcehbare
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |berechnet den Term einer Stammfunktion F, der Funktion f, . 4 (I)

2 |ermittelt die Malizahl des beschriebenen Fldcheninhalts mit Hilfe des Hauptsatzes. 3 (I0)

3 |priift, ob sich ein endlicher Fldcheninhalt ergibt. 2 (I

Der gewdhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

! AFB = Anforderungsbereich

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe c)
Anforderungen emeichbare
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |zeigt, dass der Graph der Funktion f ,; immer unterhalb des Graphen von g verlauft. 4 (ID)
2 |zeigt, dass sich die beiden Funktionsgraphen fiir wachsendes t immer starker annghern. | 2 (II)
3 |berechnet die Stelle t, . 2D
Der gewdhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
Teilaufgabe d)
Anforderungen crmcehbare
Punktzahl
Der Priifling (ER)
1 |interpretiert den Verlauf des Graphen im Sachzusammenhang. 3 (II0)
2 |berechnet die 2. Ableitung von f ,; . 3D
3 |zeigt, dass fo',25 an der Stelle t = 8:In2 ein Minimum besitzt. 3D
4 stellt den Zusammenhang zwischen Massenabnahme und Anderungsrate dar und 4 (1T)
begriindet, dass die Masse an der Stelle t = 8In2 am stdrksten abnimmt.
Der gewidhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllgsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
Teilaufgabe e)
Anforderungen maxi-
mal
Der Priifling i
(AFB)
1 |ermittelt einen Ansatz fiir die mittlere Masse des Tochterstoffs m(k). 3 (m)
2 |bestimmt m(k) mit Hilfe des Hauptsatzes. 3 (I
3 |berechnet die mittlere Masse fiir k = 12. 2 (D
Der gewdhlte Losungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Nur fiir den Dienstgebrauch!



