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Einleitung

G. FROBENIUS entwickelte in den beiden letzten Jahrzehnten des vorigen Jahrhunderts die
Darstellungstheorie endlicher Gruppen. Zusammen mit I. SCHUR und W. BURNSIDE wurde
diese Theorie schon bis 1911 (Erscheinungsjahr von W. Burnside: Theory of groups of finite
order, 2. Aufl.) erstaunlich weit und abgerundet entwickelt. Aus ihr entsprangen eine Reihe von
rein gruppentheoretischen Resultaten — bewiesen mit Hilfe von Gruppencharakteren. Um zwei zu
nennen, die mit zwei der o. g. Mathematiker verbunden sind: Burnsides Resultat, dal Gruppen
mit hochstens 2 Primteilern in ihrer Ordnung auflésbar sind, und Frobenius Beweis der Struktur
der heute nach ihm benannten Frobeniusgruppen.

Eine neue Entwicklung in der Darstellungstheorie leitete 1929 EMMY NOETHER ein, die
diese Theorie einbettete in das Studium von Moduln iiber Ringen bzw. genauer Algebren. Fiir
den Aufbau dieser Vorlesung sollen jedoch nur elementare Kenntnisse der Algebra vorausgesetzt
werden, wie sie etwa im Rahmen einer Grundvorlesung zur Linearen Algebra tiber Gruppen,
Korper und Vektorrdume bereitgestellt werden, so dass sie bereits im 2. Studiensemester gehort
werden kann. Die Verbindung zur Theorie halbeinfacher Algebren wird am Ende der Vorlesung
kurz entwickelt.

Etwa gleichzeitig mit E. Noethers Arbeiten und am gleichen Ort Goéttingen wurde die
Bedeutung der Darstellungstheorie fiir die Physik erkannt. Dieser unbestritten sehr wichtige
Aspekt bleibt in dieser Vorlesung unberiticksichtigt. Zum einen erforderte er eine eigene (Physik-)
Vorlesung und davon abgesehen die Behandlung unendlich-dimensionaler Darstellungen. Letz-
teres erscheint mir ohne vorherige Kenntnis des endlichen Falles wenig sinnvoll.

Unser Thema soll also die Darstellungstheorie endlicher Gruppen sein auf der Basis nur
elementarer Algebra-Kenntnisse.



§1 Lineare Darstellungen

Unter einer “Darstellung” einer Gruppe G versteht man zunéchst einen Isomorphismus von der
“abstrakten” Gruppe G auf eine “konkrete” Gruppe G; man “stellt” also eine gegebene Gruppe
durch eine vertrautere, der Rechnung eher zugéngliche Gruppe “dar”.

Aus den Anfangsgriinden der Algebra kennt man bereits eine Darstellung fiir jede beliebige
endliche Gruppe, ndmlich die Darstellung von G als Permutationsgruppe auf der G unterliegen-
den Menge G (Satz von Cayley):

G—S8(G), o—(r—oT).

Dieses Beispiel gibt einen Eindruck von dem, was man als “konkret” betrachtet, ndmlich Grup-
pen, in denen man “rechnen” kann, wie etwa Permutationsgruppen (d. h. Untergruppen der
symmetrischen Gruppen S,,), Matrixgruppen (d. h. Untergruppen von GL,,(K) iiber einem Kor-
per K, etwa C o. d.) Entscheidend fir die Darstellungstheorie ist aber die zusétzliche Struktur,
die bei Permutationsgruppen bzw. Matrixgruppen gegeben ist (Objekte, auf denen die Gruppe
operiert, Vekorraumstruktur evtl. zusétzlich, auflerdem ist GL,,(K) Einheitengruppe eines Rin-
ges). Permutationsdarstellungen werden hier nicht so sehr im Vordergrund stehen, da sie sich
den linearen Darstellungen unterordnen (siehe [Abschnitt 3.d, p. 37).

Von der obigen vorlaufigen “Definition” weicht man noch in folgendem Sinne ab. Eine Darstel-
lung ist nicht notwendig ein Isomorphismus, sondern braucht nur ein Gruppenhomomorphismus

0:G— G
zu sein (siehe z. B. beim Satz von Cayley, dort ist die Surjektivitdt nicht gegeben).

Notationen und Vorbemerkungen aus der linearen Algebra:
Ist K ein Korper, V, W K-Vektorrdume, so ist
Homg (V, W) = Hom(V, W) der K-Vektorraum aller K-Homomorphismen V' — W,
Endg (V) = Hom(V, V) die K-Algebra aller K-Endomorphismen von V,
GL(V) = Aut(V) = End(V)* die Einheitengruppe der Endomorphismenalgebra, also die Auto-
morphismengruppe von V.
Sind V' bzw. W m- bzw. n-dimensional, so ist Hom(V, W) ~ M, ,,(K) und fiir jede Wahl
v = (V1,...,0) bazw. w = (wy,...,w,) von Basen fiir V bzw. W ist ein Isomorphismus

¢y Hom(V, W) = My, o (K),  f = (vj) i=1..m

definiert durch .
fvj) = Zaijwz‘ (j=1,...,m).
i=1

vLv-Shw dulgof) = oile) - &)
Fiir u v w  (Basen) gilt m m m (%)
l m n  (Dimension) My (K)  Mpm(K) My (K)

Insbesondere ist ¢, := ¢¥ : End(V) = M,,(K) ein Ring- und damit ¢, : GL(V) = GL,,(K) ein
Gruppenisomorphismus (eigentlich ¢, ’GL(V))'



a. Grundbegriffe
(1.1) Definition: Sei G eine Gruppe und K ein Kérper.

a) Eine (lineare) Darstellung von G dber K ist ein Gruppenhomomorphismus
D:G— GL(V)

von G in die allgemeine lineare Gruppe eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V' # 0.
V heifit Darstellungsraum von D, dimg V heiit Grad der Darstellung D.

b) Eine Matrizdarstellung von G iber K ist ein Gruppenhomomorphismus G — GL,,(K) fiir
ein n € N4; n heifit Grad der Matrixdarstellung.

Anmerkungen:
1) Fiir jede Basis v von V bestimmt eine Darstellung D eine Matrixdarstellung

Dy :=¢,0D:G— GL,(K) (n =dimg(V)).

Man nennt D, eine (genauer: die durch v bestimmte) Matrixdarstellung zu D.

2) Matrizdarstellungen vom Grad n und lineare Darstellungen mit Darstellungsraum K™ sind
dasselbe, wenn man GL(K™) und GL,(K) in kanonischer Weise identifiziert (¢, : GL(K™) —
GL,(K), e die kanonische Basis).

3) Matrixdarstellungen zu einer linearen Darstellung D sind nicht eindeutig, vielmehr gilt:
sind M1 = D, und Ms = D,, zwei Matrixdarstellungen zu einer linearen Darstellung D : G —
GL(V) vom Grade n, v, w Basen von V', so gibt es ein T € GL,,(K) mit

My(o) =T -Mi(o) - T7! firalleose@G.

namlich die Basiswechselmatrix
T = ¢%,(id) = (ti5), Ztmwz j=1,...,n).

Dies ergibt sich unmittelbar aus (x):
Dy(0) = ¢iy(id o D(0) 0id) = ¢y, (id) - 3(D(0)) - ¢y (id) = T - Dy(0) - T~

Zwei Matrixdarstellungen zu derselben linearen Darstellung sind also dquivalent im Sinne
der nachfolgenden

(1.2) Definition: Sei G eine Gruppe, K ein Korper, V;, Vo endlich-dimensionale K-Vektorréu-
me und ny,n9 € N4.

a) Zwei Matrixdarstellungen M; : G — GL,,(K) (i = 1,2) heiflen dquivalent, wenn n; =
ng =: n ist und eine invertierbare Matrix T' € GL, (K) existiert mit

(%) My(o) =T -Mi(o)-T™! firalleo € G.

b) Zwei lineare Darstellungen D; : G — GL(V;) (i = 1, 2)
heiflen dquivalent, wenn ein Isomorpismus ¢ : Vi = V5

. . Dy
existiert mit / w \

Dy(0) =gpoDi(o)op™! firalleocG. GL(V1) —— GL(V2)
@po...0p
o . . e . Vii——7— W2
c¢) Die Aquivalenzrelation wird mit jeweils mit ~ und die ¥
Aquivalenzklassen durch eckige Klammern [...] be-
zeichnet.



Allgemein gilt:

(1.3) Bemerkung: Sei G eine Gruppe und K Korper. Die Klassen dquivalenter linearer Dar-
stellungen von G iiber K entsprechen bijektiv den Klassen édquivalenter Matrixdarstellungen von
G iber K vermoge der Zuordnung

D = [D] — M(D)={D, | v Basis von V }.

Dies bedeutet:
(i) Die verschiedenen Matrixdarstellungen D, zu einer linearen Darstellung D bilden eine volle
Aquivalenzklasse:

M ~ D, < M = D, fiir eine Basis w von V.

(ii) Zwei lineare Darstellungen von G sind genau dann dquivalent, wenn sie identische Matrixdar-
stellungen besitzen:

F~D < F, =D, fir geeignete Basen v, w.
Beweis: Fur (i) ‘<’ siehe obige Anmerkung 3). (i) ‘=" ergibt sich genauso: Sei T' € GL,,(K)
mit M (o) =T - Dy(c) - T~ fiir alle 0 € G. Es sei w die Basis von V mit

n
T = ¢¥(id), explizit: 771 = (ti;) = wj =Y tiv;.
i=1

Dann gilt wie oben bei 3)
M(o) =T Dy(0) - T™" = ¢},(id) - 6(D(0)) - ¢y (id) = ¢}y (id 0 D(0) 0 id) = Dy (o).

(i) ‘=": Seien D : G — GL(V), F : G — GL(W) und ¢ : V = W mit F = po Doy '. Zu einer
beliebigen Basis v von V' wéhlen wir die Basis w von W als Bild von v unter ¢: w; := ¢(v;) fiir
j=1,...,n. Dann haben fiir jedes 0 € G D(o) bzgl. v und F (o) bzgl. w dieselbe Matrix:

D(U)(Uj) = Zaij’l)i - F(U)(wj) = po D(U) o) gp_l(wj) = (p(z ozl-jvi) = Zaijwi’

und dies bedeutet die Gleichheit der Matrixdarstellungen F,, = D,,.

(ii) ‘<" Es ist n = dimg V = deg D, = deg F, = dimg W, also V, W gleichdimensional. Sei
¢ : V. — W der Isomorphismus mit ¢(v;) = w;. Mit denselben Rechnungen wir oben erhélt man
nun

D(o)(vj) = X2, ijv; . F(o)(w;) = 3; cijw;

= @oD(0)op Hwj) = o D(0)(v;) = ¥, aije(vi) = 3; ajjw; = F(o)(w;),
= poD(c)oyp ! =F(o)firalleoc € G

und damit die Aquivalenz von F und D.

(1.4) Beispiele:
(1) Einsdarstellungen: Sei G eine Gruppe, K ein Korper, V' # 0 ein beliebiger K-Vektorraum.
Dann ist

E=FEy:G— GL(V), o—idy

eine Darstellung von G, die triviale oder auch Finsdarstellung von G mit Darstellungsraum V.
Einsdarstellungen sind genau dann dquivalent, wenn sie gleichen Grad haben.

(2) Darstellungen ersten Grades: Die Darstellungen ersten Grades einer Gruppe G iiber K
sind genau die Homomorphismen von G in die Multiplikationsgruppe K *. Aquivalente Darstel-
lungen ersten Grades sind identisch.



(3) Direktes Produkt von Darstellungen: Sind D; : G — GL(V;) Darstellungen einer Gruppe
G, so definiert man das direkte Produkt

D =D x Dy:G— GL(V; x Vo)
in naturlicher Weise durch
(D1 x D2)(0)((v1, 1)) = (D1(0)(v1), Da(0)(va)) fiir alle o € G, v; € Vi

Sind M; : G — GL,,(K) Matrixdarstellungen zu D; (i = 1,2), so ist

- M1(0'> 0
M:G— GLn1+n2(K)> o= ( 0 MQ(O’) )

eine Matrixdarstellung zu Dy x Ds.

(4) Die natiirliche Darstellung der symmetrischen Gruppe: Sei n € N4 und v = (v, ...,v,)
Basis eines Vektorraums V tiber einem Korper K. Durch die Nummerierung von v = (v1,...,v,)
wird S, = S(v) und jede Permutation 7 € S, >~ S(v) besitzt eine eindeutige lineare Fortsetzung
zu einem Automorphismus 7 € GL(V): 7(v;) = vr;. Damit bestimmt jede Basis v von V eine
(injektive) lineare Darstellung S : S, < GL(V), 7 — 7 von S,, vom Grad n. Eine Anderung
der gewéhlten Basis fithrt zu dquivalenten linearen Darstellungen; deren Bilder S(S,,) sind kon-
jugierte Untergruppen von GL(V'). Zu jedem n-dimensionalen K-Vektorraum V ist also eine
Aquivalenzklasse [S] linearer Darstellungen von &, mit Darstellungsraum V wohldefiniert.

Die bzgl. v zu S gehorige Matrixdarstellung S, = M : S, — GL,,(K) ist gegeben durch

M(7) = (8irj)ij = (er1, ... €m) € GLy(K) (17 €S8y).

M(T) ist also eine sog. Permutationsmatriz, d. h. in jeder Zeile und jeder Spalte steht genau
eine Eins und sonst Nullen. M (7) entsteht durch Permutation der Spalten der Einheitsmatrix
gemif der Permutation 7. Die Aquivalenzklasse [M] dieser natiirlichen Matrixdarstellung M :
Sp — GL,,(K) ist die geméB [Bem. (1.3), p. 6| zu [S] gehorige Klasse M(S).

(5) Permutationsdarstellungen: Eine Permutationsdarstellung einer Gruppe G ist ein Homo-
morphismus P : G — §(Q2) von G in die symmetrische Gruppe S(2) einer endlichen Menge €;
n = #€) heifit Grad der Darstellung P.

Zwei Permutationsdarstellungen P; : G — S(€;) (i = 1,2)

heiflen dquivalent, wenn eine Bijektion ¢ : 21 — €y existiert / W \
mit S ~
Py(o) =poPi(c)op ! firalleoed. (po 0 (€22)

GemésB (4) bestimmt jede Basis (vy, ..., v,) eines n-dimensionalen K-Vektorraums V eine lineare
Darstellung Dp = S o P charakterisiert durch

Dp(o)(v;) =vj <= P(o)(i) =jfuralleo € G.

Jede Permutationsdarstellung bestimmt also eine Klasse dquivalenter linearer Darstellungen.
Unter den linearen Darstellungen D : G — GL(V) sind die Permutationsdarstellungen dadurch
charakterisiert, dass es eine Basis vy,...,v, von V gibt, auf der alle D(c) als Permutation
operieren.
Aquivalenz von Permutationsdarstellungen (wie oben definiert) impliziert auch die Aquivalenz
der induzierten linearen Darstellungen, da eine Bijektion ¢ : 21 = (s auch einen Isomorphismus
¢ zwischen den Vektorrdumen mit Basis §2; (i = 1,2) induziert.

6) Die requldre Darstellung: Die reguldre Permutationsdarstellung einer endlichen Gruppe G
ist der Cayley-Monomorphismus

G—S(G|), o+ Ly: (T 0T1),



der jedem Gruppenelement o die Linksmultiplikation L, mit ¢ als Permutation der G zugrun-
deliegende Menge |G| zuordnet. Thr Grad ist die Gruppenordnung n = #G. Wahlt man eine
Nummerierung G = {71, ...,7,} von G, so erhilt man eine (injektive) Permutationsdarstellung
n-ten Grades im Sinne der obigen Definition in Beispiel (5):

Preg : G =Sy, Puglo)(i)=j <= o1 =15.

Da die Nummerierung von G willkiirlich ist, ist P, nur eindeutig bis auf Aquivalenz. Preg
seinerseits bestimmt (bis auf Aquivalenz) eine (ebenfalls injektive, siehe (4)) lineare Darstel-
lung Dreg : G — GL(V) (V irgendein n-dimensionaler K-Vektorraum) und eine zugehérige
Matrixdarstellung Mg : G — GL, (K).

Damit ist fiir jede endliche Gruppe G die (wichtige) Aquivalenzklasse der reguliren Darstel-
lung ausgezeichnet; deren Grad ist die Gruppenordnung #G; sie ist injektiv.

(1.5) Bemerkung: Sei G eine endliche Gruppe und D : G — GL(V') eine lineare Darstellung.
Es sind sind dquivalent:

(i) D ist (eine) reguldre Darstellung von G.
(ii) Es gibt ein v € V, so dass die Bilder D(0)(v) (0 € G) eine Basis von V bilden.

(iii) Es gibt eine mit G indizierte Basis (v, | 0 € G) von V, so dass D(0)(v,) = ve, fiir alle
o, 7 €G.

Beweis: (i) = (ii): D regulir = D ist lineare Darstellung zur reguldren Permutations-
darstellung Py : G — S, bzgl. einer Nummerierung {o1,...,0,} von G. Also gibt es eine
Basis (v1,...,v,) von V| die von allen D(o) permutiert wird, und zwar geméfl der reguliren
Permutationsdarstellung Preg, d. h.

D(0)(v;) =vj <= Preglo)(i) =j < o00; =0j.
Ist nun ¢ € {1,...,n} mit 0; = e Einselement von G und setzt man v := v;, so gilt fiir alle j
joi = 0j eq = 0; = vj = D(a;)(v;) = D(a;)(v),
so dass {D(0j)(v) |1 <j<n}={v;|1<j<n} und damit eine Basis von V ist.
(ii) = (i): Sei v € V und (D(0)(v) | o € G) Basis von V, insbesondere sind die D(c)(v)

(0 € G) verschieden. Ist o1,...,0, eine Abzdhlung von G, so setzen wir v; = D(o;)(v). Fiir
diese Basis (v;) von V gilt dann:

D(o)(vi) = vj <= D(0)(D(0i)(v)) = D(o;)(v)
< D(o0;)(v) = D(0j)(v)
= 00, =0 <= Pug(0)(i) =

(if) = (iii): Sei v geméa$B (ii) gewdhlt. Dann gilt (iii) fiir v, := D(0)(v):
D(0)(vr) = D(o)(D(r)(v)) = D(67)(v) = v .
(iii) = (ii): Sei gemaB (iii) (vy)seq Basis von V. Dann gilt (ii) fiir v := ve:

D(U)(U) = D(U) (Ueg) = Vg.eq = Vo -



b. Satz von Maschke, Irreduzibilitat

(1.6) Definition: Sei G eine Gruppe und K ein Kérper. Fiir eine lineare Darstellung D : G —
GL(V) definieren wir:

a) Ein Unterraum W <V heifit D-invariant oder G-invariant (bzgl. D) genau dann, wenn

D(o)(W) < W fir alle 0 € G.

b) Ist W <V D-invariant, so definieren wir die Teildarstellung von D bzgl. W
Dy : G —= GL(W), o~ D(0) |y
und die Quotientendarstellung D durch

D:G — GL(V/W), D(o)(v) = D(o)(v) firalle v =v+ W € V/W, 0 €G.

c) Wird fortgesetzt,

Rechtfertigungen: 1. W D-invariant = D(o) |y, € End(W) fiir alle 0 € G. Da D(o)
injektiv und W endlich dimensional ist, ist D(o) |}, ein Automorphismus von W, liegt also in
GL(W).

2. Da W D-invariant ist, ist D(o) wohldefiniert:

1=9 < v—1veW = D(o)(v) — D(o)(v') = D(o)(v—2") e W,

und daher D(c) € End(V/W). Wieder folgt wegen der endlichen Dimension D : G — GL(V/W).

(1.7) Bemerkung: Sei D : G — GL(V) eine Darstellung, W <V D-invariant und D' = D |,
bzw. D die zugehérige Teil- bzw. Quotientendarstellung von D. Sei w = (vy, ..., v,,) eine Basis
von W, ergénzt zu einer Basis v = (v1, ..., Um, Um41,---,0pn) von V (und also u = (Uyq1,-- -, Up)
eine Basis von V/W). Dann gilt fir alle 0 € G

B D! (o) =
Dulo) = ( 0 [Du(o) ) '

Beweis: Es seien

Dy(0) = (@j)ij=1..n,  also D(o)(v;) = éaz‘jvi (G=1,...,n) (1)
Do) = Bilijmrm,  alio D)) = X fvi (G=1...m) ()

Dy(0) = (Vij)ij=m+1,..n» also D(0)(v;) = ‘_Z_"_I'Yij@i (=m+1,...,n) (3)

1 < j <m: Dann gilt D'(0)(v;) = D(o)(vj) und durch Koeffizientenvergleich von (1) und (2)

folgt:
/\ Oéij = ﬂij und /\ aij =0.
1<i<m m<i<n
m+ 1< j <n: Wegen v; =0 fur i < m folgt aus (1)
_ - n n
D(0)(0;) = D(0)(vj) = Y vty = Y i,
i=1 i=m+1

so dass durch Koeffizientenvergleich mit (3) dann «;; = ;5 fir m 4+ 1 < i < n folgt. O



Bemerkung (1.7) motiviert folgende
(1.6) Definition: (Fortsetzung)

c) Sei M : G — GL,(K) eine Matrixdarstellung. Eine Teil- bzw. Quotientendarstellung
von M ist eine Matrixdarstellung L : G — GL,,(K), so dass M &quivalent ist zu einer

Darstellung M von der Form
d) Wird fortgesetzt,
(1.8) Bemerkung: Sei D eine lineare Darstellung einer Gruppe G tiber einem Kérper K und

M eine zu D gehorige Matrixdarstellung. Dann sind fiir eine Matrixdarstellung L von D iiber
K &quivalent:

(i) L ist Teil- bzw. Quotientendarstellung von M.

(ii) L ist Matrixdarstellung zu einer Teil- bzw. Quotientendarstellung von D.

Beweis: (ii) = (i): Nach hat dann D eine Matrixdarstellung M, in der L = D!,

oder L = D ist. Also ist M dquivalent zu M und hat die in (1.6),c) beschriebene Gestalt: L ist
Teil- bzw. Quotientendarstellung von M.
(i) = (ii): M ist dquivalent zu einer Matrixdarstellung M mit der in Def. (1.6),c) geforderten
Cestalt. Es gibt also eine Basis (vy,...,v,) von V bzgl. der D die Matrixdarstellung M hat
(siehe [Bem. (1.3), p. 6)). Dementsprechend setzen wir W = (v1,...,vy) mit m = deg L (wenn
L Teildarstellung ist) bzw. m = deg M — deg L (wenn L Quotientendarstellung ist). Wegen des
0-Blocks in M ist W invariant unter D und der Vergleich von mit der Form von
M in Def. (1.6),c) zeigt L = D!, bzw. L = D,, d. h. L ist Matrixdarstellung einer Teil- bzw.
Quotientendarstellung von D.

Besondere Teildarstellungen sind die sog. direkten Summanden:

(1.6) Definition: (Fortsetzung) Sei D : G — GL(V) eine lineare Darstellung einer Gruppe G
iber einem Korper K.

d) D: G — GL(V) ist direkte Summe zweier Darstellungen D' : G — GL(V'), D" : G —
GL(V") (in Zeichen: D = D' @ D") : <= D', D" sind Teildarstellungen von D und es gilt
V=VeVv

e) Ein direkter Summand von D ist eine Teildarstellung D', zu der es eine zweite Teildarstel-
lung D" von D gibt mit D = D' @ D”.
Anmerkungen:

1) Ist D direkte Summe von D', D”, so ist D dquivalent zum frither definierten direkten
Produkt D = D’ x D" (Beispiele (1.4),(3), p. 7).

Die Isomorphie ¢ : V! x V" = V. = V' @ V" (v',v") = v +v" € V induziert eine Aquivalenz
zwischen D und D, da V' und V" D-invariante Unterrdume von V sind:
D(o) o p(v',v") = D(o)(v" +v")

= D))+ D)) |, = Do)W)+ D" (o))

= p(D'(0)(v'), D"(0) (")) = @(D(0)(v/, ")) -

Damit ist ¢! o D(c) 0 o = D(0) fiir alle 0 € G, also D = D’ & D" &quivalent zum direkten
Produkt D = D' x D".
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2) Sei D' : G — GL(V") eine Teil- und D’ die zugehorige Quotientendarstellung von D.

a) Ist D' direkter Summand von D, so ist D dquivalent zu D’ x D'. Oder anders formuliert:
D=D'&D" = D" ~D.

b) D’ ist direkter Summand von D <= es existiert ein D-invarianter Unterraum V"’ <V

mit V=V V"

c)Ist D =D @&D" mit D" : G — GL(V") und v = (v/,v") die Zusammensetzung von
Basen von V'’ und V", so gilt fiir alle 0 € G

B D;,(a)\ 0
DU(U) - < 0 ‘D;’,,(U) ) :

Beweis als Ubung.

(1.9) Beispiel: Es gibt Teildarstellungen, die nicht direkter Summand sind.
Sei p eine Primzahl, C, = (o) zyklische Gruppe der Ordnung p und K ein Kérper der Charak-
teristik p. Wir definieren

M:C,— GLy(K), o (é 1'1K> :

Dann gilt:
a) M ist eine Matrixdarstellung von C), vom Grade 2.
B) Die Einsdarstellung E; : Cp, - K* = GL{(K), 0 — 1k ist Teildarstellung von M.
v) E1 ist nicht direkter Summand von M.

Beweis: ) M ist wohldefiniert, da char K = ord . Die Homomorphie ist dann klar.
B) klar per [Definition (1.6),c), p. 10
v): Die zu E; gehorige Quotientendarstellung von M ist (dquivalent zu) F;. Ware also Fj
direkter Summand von M, so wiare M &quivalent zu E; X F1, der Einsdarstellung vom Grade
2, und misste dann mit ihr iibereinstimmen; Wid.

(1.10) Satz: (Satz von Maschke) Sei G eine endliche Gruppe und K ein Korper. Unter der
Voraussetzung

(%) char K J#G

ist jede Teildarstellung einer Darstellung von G iliber K auch direkter Summand.
Fiir Matrixdarstellungen M, L1, Ly von G tiber K bedeutet dies:

L L 0
A M(o) = ( o)| = > —  \/ ATM@)T = < 1) ) .
oeG 0 |L2(0) TEGL,(K) 0€G 0 |L2(0)

Beispiel (1.9)|zeigt, dass die Voraussetzung (*) nicht entbehrlich ist. Auch auf die Endlichkeit

von G kann nicht verzichtet werden: Man betrachte dazu die Darstellung

D:(Z,+) = GL2(Q), nw— (é ?) :

und argumentiere wie in Beispiel (1.9).

Beweis: Sei D |y, eine Teildarstellung von D, also W ein D-invarianter Unterraum von V.
Geméf der vorangegangenen Anmerkung 2),b) ist zu zeigen:

o W besitzt einen D-invarianten Komplementérraum U < V: V =W g U.
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Die Komplementarrdume von W sind gerade die Kerne der Projektionen p : V- — W. Gesucht ist
also ein Endomorphismus p von V mit p(V)) C W und p|;;, = idw, dessen Kern Ke p D-invariant
ist.

Sei pgp € End(V) irgendeine beliebige Projektion auf den Unterraum W, d. h. po(V) C W
und pg | = idw (existiert nach linearer Algebra). Wir setzen dann

— Z D(c)opgoD(o)™ !
UEG
Wegen der entscheidenden Voraussetzung () ist
1
#G

und p € End(V) folglich wohldefiniert. Wegen der D-Invarianz von W gilt auch po(V) C W
(klar) und p |y, = idw:

= (#G.1g) ' €K

weW = D(o) Y (w) eW = po(D(c) (w)) = D(o)"Hw)
= D(0)oppoD(o) H(w)=w
= p(w) = #GU%:Gw—w

Damit ist auch p eine Projektion auf W, und fiir diese gilt zusétzlich fir alle o € G:

D(o)topoD(o) = ZDO’ ) opgo D(r7 1) ZD YopooD(p) L =p.

#G TEG pEG

Daraus folgt dann die D-Invarianz von U := Ke p:
uelU = poD(o)(u)=D(c)op(u) =D(0)(0) =0 = D(o)(u) €U firallec € G.

Die Formulierung fiir Matrixdarstellungen folgt daraus unmittelbar, da jede Matrixdarstellung
eine lineare Darstellung mit Darstellungsraum K™ ist

(1.11) Definition: Sei G eine Gruppe und K ein Kérper. Eine Darstellung D : G — GL(V') von
G tber K heifit reduzibel, wenn es einen D-invarianten Unterraum W < V gibt mit 0 # W # V
(ein echter D-invarianter Unterraum). Andernfalls heifit D drreduzibel.

Eine Matrixdarstellung M heiit (ir-)reduzibel, wenn sie Matrixdarstellung einer (ir-)reduziblen
linearen Darstellung ist.

Anmerkungen:

1) Sind Dy, D5 dquivalent, so gilt: Dy reduzibel <= Dy reduzibel.

Begriindung: Nach Voraussetzung gibt es einen Isomorphismus ¢ : V; = V5 zwischen den Dar-
stellungsrdumen der D; mit woD(c)op~! = Dy(0) fiir alle o € G. Ist nun W ein D;-invarianter
Unterraum von Vi, so ist Wo = (W) < Vo Da-invariant, denn

Ds(0)(p(W1)) = ¢ o Di(a)(Wi) C p(Wh).

2) Ein Matrixdarstellung M vom Grade n ist genau dann reduzibel, wenn sie dquivalent ist zu
einer Darstellung M der Form

M(o) = (LE)U) I ) (L(o) € GL(K),1 <m <n) firalle c € G.

Begriindung: Ist M reduzibel, so ist M ~éiquivalent zu D, =: M mit reduzibler Darstellung D
und v wie in [Bem. (1.7), p. 9 also hat M die behauptete Gestalt.
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Umgekehrt: M ist Matrixdarstellung zu einer linearen Darstellung D : G — GL(V) bzgl. einer
Basis v = (v1,...,v,) des Darstellungsraumes V. Wir setzen dann W = (v1,...,0;n) mit der

Reihenzahl m der quadratischen Matrizen L(c) in der vorausgesetzten Form von M. Dann ist
W' D-invariant, hat die Dimension m mit 1 < m < n, also ist D reduzibel und somit auch M.

(1.12) Beispiele:

(1) Darstellungen ersten Grades sind irreduzibel.
(2) Fiir alle nicht-trivialen Gruppen G # {e} ist die regulére Darstellung Dy reduzibel.
(1

(2

ist klar, da der Darstellungsraum die Dimension 1 hat.
Sei V' Darstellungsraum von Dyeg. Gemafl [Bem. (1.5),(ii), p. & existiert ein v € V' mit

~— — —

(Dreg(v) | 0 € G) ist Basis von V.

Dann ist w := Y Dieg(0)(v) € V'\ {0} und W = Kw somit eindimensional. W ist D-invariant,
oeqG
denn fiir alle 7 € G gilt:

D(7)(w) = D(r)( Y D(0)(v)) = Y D(ro)(v) = Y D(p)(v) = w.

ceG ceG peG

Nach Voraussetzung ist dim V' = deg Dyoe = #G > 1 und folglich W eine echter invarianter
Unterraum von V und D reduzibel. Wegen D(7)(w) = w fur alle 7 € G ist D |y, = E; die
FEinsdarstellung ersten Grades von G.

(1.13) Bemerkung: Jede Matrixdarstellung M einer Gruppe ist dquivalent zu einer Matrixdar-

stellung M der Form
M (o) *

M (o) .
0 M (0)

mit r > 1 und irreduziblen Matrixdarstellungen M; von G.
Beweis induktiv iiber den Grad von M als Ubung.

Damit erhdlt man aus dem Satz von Maschke das folgende

(1.14) Korollar: Es seien G eine endliche Gruppe und K ein Kérper mit char K J #G. Dann
ist jede Darstellung D von G iiber K direkte Summe irreduzibler Darstellungen:

D= & D;, D; irreduzibel, r > 1.
=1

1=

Fazit: Die Klassifikation der Darstellungen einer endlichen Gruppe G iiber einem Korper K
mit char K J#G ist dadurch zuriickgefithrt auf die Klassifikation der irreduziblen Darstellungen.

c. Das Lemma von Schur
Wichtig fiir den weiteren Aufbau der Theorie ist das folgende

(1.15) Lemma von Schur: (1905) Es seien G eine Gruppe, K ein Korper und D; : G — GL(V;)
(i=1,2), D:G — GL(V) irreduzible Darstellungen von G iiber K. Dann gilt:

a) Ist f: V) — Va ein K-Homomorphismus mit
foDi(o) =Dy(o)o f fiiralleoc € G,
(auch kurz G-Homomorphismen genannt), so folgt

f=0 oder f:V) >V, istein Isomorphismus, und folglich D1 ~ Dy dquivalent.
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b) Sei f ein G-Endomorphismus von V', also
foD(oc)=D(o)o f fiirallec € G.
Besitzt f in K einen Eigenwert, so ist f = A -idy fiir ein A € K.
Beweis: a) Da f ein G-Homomorphismus ist, sind
Ke f < Vi Di-invariant und Im f <V, Do-invariant.

Denn: v €e Kef = f(v) =0 = f(Di(o)(v)) = D2(0)(f(v)) =0 = Di(o)(v) € Ke f
und w = f(v) € Im f = Ds(0)(w) = Da(0) o f(v) = f(D1(0)(v)) € Im f.

Ist nun f # 0, so ist Im f # {0}, also Im f = V5 wegen der Irreduzibilitit von Dy und daher f
surjektiv. Wegen f # 0 gilt auch Ke f # V4, also Ke f = {0} wegen der Irreduzibilitiat von Dy
und f ist injektiv.

ad b): Ist A € K Eigenwert von f, so hat f—\idy einen nicht-trivialen Kern und ist insbesondere
kein Isomorphismus. Nach a) muss daher f — Aidy = 0 sein. [

Das Lemma von Schur ist von zentraler Bedeutung fiir den weiteren Aufbau der Theorie,
insbesondere die Aussage b), dass irreduzible Darstellungen nur die offensichtlichen Endomor-
phismen zulassen. Allerdings gilt die Pramisse nicht fir alle Koérper.

(1.16) Definition: Sei K ein Koérper, G eine endliche Gruppe und D : G — GL(V) eine
trreduzible Darstellung von G iiber K. Dann definieren wir

(Sp) K erfillt die Schurbedingung (Sp) fiir D
: <= jeder G-Endomorphismus f von V hat einen Eigenwert in K

<= zu jedem G-Endomorphismus f von V existiert ein A € K mit f = X -idy.
(1.15) b)|

(S) K erfillt die Schurbedingung (S) fir G
: <= K erfillt (Sp) fiir jede irreduzible Darstellung D von G iiber K.

In algebraisch abgeschlossenen Korpern sind die Schurbedingungen immer erfiillt, denn jeder
Endomorphismus von V' # {0} hat ein nicht konstantes charakteristisches Polynom und daher
in K einen Eigenwert.

Das Lemma von Schur|(1.15),b)| kann man dann wie folgt formulieren:

(1.17) Korollar: Sei K ein Korper und D : G — GL(V') eine irreduzible Darstellung iiber K.
Erfiillt K die Schurbedingung (Sp) fiir D (etwa wenn K algebraisch abgeschlossen ist), so sind
die G-Endomorphismen von V' genau die Streckungen \idy (A € K).

§2 Charaktere
a. Grundbegriffe, der Hauptsatz
(2.1) Definition: Sei G eine endliche Gruppe, K ein Koérper.

a) Ist D : G — GL(V) eine Darstellung von G iiber K, so definiert man den Charakter x
von D durch
xXp:G— K, o~ TrD(o)

mit der Spurabbildung Tr : End(V) — K. Analog x,, fiir Matrixdarstellungen M.

b) Ein Charakter von G ist eine Abbildung x : G — K, zu der eine Darstellung D von G
iiber K existiert mit x = xp.

c) Der Grad deg x eines Charakters x wird definiert als deg x = x(eq).
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(2.2) Bemerkung: (Eigenschaften von Charakteren)
Fiir Darstellungen D und Charaktere y einer Gruppe G iiber einem Korper K gilt:

a) degxp =degD € IN,.

b) x(c~'70) = x(7) fiir alle 0,7 € G.

)

)

c) D~D = xp=Xp-

d) Jeder Charakter ist Summe von Charakteren irreduzibler Darstellungen.

r T
e) D=& D; = XD:ZIXDi'
1=

1=

Beweis: a) deg xp = xpleq) = Tr(D(eq)) = Tridy = deg D, wenn V' der Darstellungsraum
von D ist.
b) Sei x = xp und M eine Matrixdarstellung von D, also x = x,,. Dann gilt

X(o7'r0) = xy (07 70) = Te(M(0) "' M (1)M(0)) = TrM(r) = x(7),

denn dhnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom und daher dieselbe Spur.
c) Seien M, M’ Matrixdarstellungen zu D, D’. Dann gilt

D~D = M~M = \/ N\ M@)=T"Mo)T
TeGL,(K) 0€G

und folglich haben M (c), M’ (o) die gleiche Spur: x (o) = x (o).
d) Es ist x = xp,, = xy, fiir eine Darstellung D und eine Matrixdarstellung M von D. Nach
[Bem. (1.13), p. 13} ist M Aquivalent zu eine Matrixdarstellung M der Form

Ml((f) *

0 M, (o)

M(o) =

mit irreduziblen Matrixdarstellungen M;. Da die Matrixspur Summe der Diagonalelemente ist,
™

erhéllt man x = x,; = X,;; = > Xp,» X ist Summe von Charakteren irreduzibler Darstellungen.
i=1

e) Sind M, M; Matrixdarstellungen zu D, D;, so ist M &quivalent zur Matrixdarstellung
M (o) 0

é M;(o) := . )
M, (o)

=1

r r
und wie in d) folgt xp = x5y = > Xnm; = > XD;-
i=1

=1

Nach [Bem. (2.2),b), p. 15, haben Charaktere fur konjugierte Gruppenelemente denselben
Wert, Charakterwerte hingen nur von der Konjugationsklasse ab, in der das Gruppenelement
liegt.

Notationen: Sei G eine Gruppe und o,7 € G.

T

o™ := 7o Konjugiertes von o,

[0] .= {r7 Yo7 | T € G}, die Konjugationsklasse von o,

Gl =A{[o] | o € G} die Menge aller Konjugationsklassen von G,
[]: G —[G], o+ [o], die natiirliche Abbildung,

ha = #[G] Anzahl der Konjugationsklassen, die sog. Klassenzahl fir endliche Gruppen G.
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(2.3) Definition: Sei G eine endliche Gruppe und K ein Korper.

a) f: G — K heifit Klassenfunktion : <= f(r~'or) = f(0) fiir alle 0,7 € G.
b) K bezeichne den K-Vektorraum aller Klassenfunktionen von G.

c¢) Fiir char K J #G definiert man

(e KxK—K, (f9)a= #1G S F(o)g(o ).

oeG

(2.4) Bemerkung: Seien G eine Gruppe und K ein Korper. Es gilt:
a) Charaktere sind Klassenfunktionen.
b) K ist ein K-Vektorraum der Dimension hg:

K%K[G},f&—)([a]Hf(J)) baw. Kl =K, g go]].

¢) (, ) ist eine symmetrische Bilinearform auf .

Beweis: a) Siehe [Bem. (2.2),b), p. 15|

b) Allgemein bezeichnet K™ die Menge aller Abbildungen von einer Menge M in einen Kor-
per. Sie bilden bei wertweiser Verkniipfung einen K-Vektorraum. Bei endlichem M bilden die
charakteristischen Funktionen der einelementigen Mengen {m} (m € M) eine Basis und daher
ist dim K™ = #M bei endlichem M, insbesondere dimgx K = #[G] = hg. Die angegebenen
Abbildungen sind wohldefinierte Homomorphismen und invers zueinander, also Isomorphismen.
c¢) Da die Verkniipfungen wertweise definiert sind, ist ( , )¢ bilinear. Und die Symmetrie folgt,
da die Inversenbildung in Gruppen eine Bijektion ist:

(9. F)c = #1@ S g(0)feh) = #16, S oY) = (fL9)e -

ceG T€EG

Einschub: Skalarprodukte
Eine symmetrische Bilinearform ( , ) : V — K eines Vektorraums in den Grundkérper soll
hier kurz Skalarprodukt genannt werden. Es werden hier (im Gegensatz zur Linearen Algebra)
zunéichst keine Forderungen etwa nach Positivitdt oder Definitheit gestellt. Ein Skalarprodukt
gibt Anlass zu folgenden Begriffen:

e v L w (orthogonal) <= (v,w) =0.

e v 1 W «— v L wfirallew e W,

e (v1,...,v,) Orthonormalsystem (ONS) <= (v;,vj) = d;; fiir alle 4, j.
—0 firi#j . . .
o Wenn nur (v;, vj) 20 fiiri—j gilt, sprechen wir von einem Orthogonalsystem (OGS).

o Ult:={veV|v LU} Unterraum von V, orthogonales Komplement von U (bzgl. ( , ))
o (1, ) ist reguldr: < (’U_LV:>U:O).
Es gilt fiir Orthogonalsysteme vy, ..., v,:

a) Orthogonalsysteme sind linear unabhéngig.

b) {vi,...,v.}t- ={0} <= V =(v1,...,v;) A (, ) regulér.
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Begriindungen: a) 0 = zrj Aivi = 0= (0,v5) = > Ni(vi, v5) = Aj (v4,v5) = Aj = 0 fiir alle 5.
——

=1

£0
b) <=: Wegen der Bilinearitit von (, ) ist {v1,...,v.}* = (v,...,v.)" = V+ = {0}.
= VL C {vi,...,v. 3t = {0} = (, ) ist reguldr. Fiir beliebige v € V setzen wir & =

v — Z (WJZ v;. Dann gilt

-
(f),’l}j) = (U,Uj) - Z(U7vi) (U“U]) = (quj) - (quj) = 0 fiir alle j,
——
=4,
also o L vj fiir alle j und somit nach Voraussetzung ¢ = 0, v = ), ((: vvl))v@ € (vy,...,v,) fir

jedes v € V. Also gilt V = (v1,...,v,).

(2.5) Hauptsatz: Sei G eine endliche Gruppe und K ein Koérper mit char K f #G.
Dann gilt:

a) (, )g ist ein regulires Skalarprodukt auf dem Vektorraum K der Klassenfunktionen von
G mit Werten in K.

b) Indquivalente irreduzible Darstellungen von G iiber K haben orthogonale Charaktere.

¢) Ist D eine irreduzible Darstellung von G iiber K und erfiillt K die Schurbedingung (Sp)
fiir D (etwa K algebraisch abgeschlossen), so gilt (xp,Xxp) = 1.

d) Erfiillt K die Schurbedingung (S) fiir G (etwa K algebraisch abgeschlossen), so bilden die
Charaktere der Aquivalenzklassen der irreduziblen Darstellungen von G eine Orthonor-
malbasis von K.

Der Beweis folgt in [Abschnitt c., p. 19]

b. Folgerungen aus dem Hauptsatz

2.6) Satz: Sei G eine endliche Gruppe und K ein Kérper mit char K J#G und Schurbedingun
(2.6) gung
S (etwa K algebraisch abgeschlossen). Dann gilt fiir irreduzible Darstellungen D, D" von G iiber
K:

Beweis: (1) D ~ D' = s Xy 140 = D~ D
(1) iy Xp = Xor = (Xpsxp) =1# e

(2) ist die Kontraposition von (1)

(2.7) Satz: Sei G eine endliche Gruppe und K ein Kérper mit char K ) #G und Schurbe-
dingung S (etwa K algebraisch abgeschlossen). Dann ist die Anzahl indquivalenter irreduzibler
Darstellungen von G iiber K gerade die Anzahl hg = #[G] der Konjugationsklassen von G.

Beweis: Nach [Hauptsatz (2.5),d)| bilden die Charaktere aller Aquivalenzklassen irreduzibler
Darstellungen von G iiber K eine Basis von K, also ist die Anzahl indquivalenter irreduzibler
Darstellungen von G iiber K gleich dimg K = #[G] = hg, der Anzahl hg der Konjugationsklas-
sen von G. (]
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Dieses Resultat kann man weitgehend auf nicht algebraisch abgeschlossene Koérper ausdehnen
— sofern die Charakteristik 0 ist:

(2.8) Satz: Sei G eine endliche Gruppe und K ein Koérper der Charakteristik 0. Dann gilt:
a) Fir jede Darstellung D von G iiber K gilt (xp, xp) # 0.
b) Charaktere indquivalenter irreduzibler Darstellungen sind linear unabhéangig in .
c) Es gibt héchstens hg = #[G] Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von G iiber K.

Beweis: c) folgt aus b), denn dimK = #[G] = hg, und b) folgt aus a), denn nach a)
und [Hauptsatz (2.5),b)| bilden die Charaktere indquivalenter irreduzibler Charaktere ein Or-
thogonalsystem und sind folglich linear unabhéngig (siche die allgemeinen Vorbemerkungen zu
Skalarprodukten, p.

Ad a): Sei M : G — GL (K) eine Matrixdarstellung zu D. Wir zerlegen M : G — GL,(K) <
GL,(K) als Matrixdarstellung iiber dem algebraischen Abschluss K von K gemiB m
in eine direkte Summe von iber K irreduziblen Matrixdarstellungen und fassen

die untereinander dquivalenten zusammen. Wir erhalten so x,, = >_; nix,,, mit n; € N und

paarweise indquivalenten, iiber K irreduziblen Matrixdarstellungen M; : G — GL,(K). Also
gilt nach [Hauptsatz (2.5),d)|

(Xp>xp) = (Xar: Xr) = Z”z‘”j (XMi,XMj) = (Z”?)lK
ij T i
Z(Sl'j.lK
Wegen >, n? > 0 und char K = 0 gilt dann die Behauptung a).
Hieraus erhélt man nun im Falle der Charakteristik 0 die folgenden fundamentalen Resultate:

(2.9) Satz: Sei G eine endliche Gruppe und K ein Koérper der Charakteristik 0.

a) Jede Darstellung D von G iiber K ist (bis auf Reihenfolge und Aquivalenz) eindeutig in
eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen zerlegbar.

b) Genauer gilt: Ist D ~ EB D; mit irreduziblen Darstellungen D; von G iiber K und F eine
beliebige irreduzible Darstel]ung von G iiber K, so berechnet sich die Vielfachheit

mp =4{ie{1,....r} | Di ~ F}

durch
(Xp» XF) c K.

mF.lK =
(Xp> XF)

c¢) Darstellungen sind durch ihre Charaktere bis auf Aquivalenz eindeutig festgelegt:

D, D' Darstellungen von G iiber K: D~ D' <= xp = Xpr-

Beweis: Nach |[Korollar (1.14), p. 13| zum Satz von Maschke ist jede Darstellung direkte
Summe irreduzibler Darstellungen, so dass in a) nur noch die Eindeutigkeit zu beweisen ist, die
offenbar aus b) folgt.

b) Fasst man in der gegebenen Zerlegung von D die untereinander dquivalenten D; zusammen,
so erhalt man mit den Bezeichnungen von b)

T
D~ @& Di~ & I®..01= & my.0,
=1 1€ N~ —— Iez

mr#0  mr-mal m#0
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wobei Z ein Reprasentantensystem aller irreduziblen Darstellungen von G iiber K ist. Es gilt
dann xp = > my - x; und daher fiir jede irreduzible Darstellung F'
IeT

XDs> X mr X » X mr(Xr, X .
(D F Iez:z I [-m (F F)

Nach [Satz (2.8),a)) ist (xp, Xp) # 0 und mp.1x hat den behaupteten Wert. Wegen char K = 0
ist dann mp € N durch mp.1x € K eindeutig bestimmt.
¢) Es ist nur ‘<=’ zu beweisen. Mit zu b) analogen Bezeichnungen gilt fiir die Darstellungen D, D’

D~ @ mpl, D'~ & m).I.
IeT 1€l

GeméB b) sind die my bzw. m/ bereits durch die Charaktere der Darstellungen eindeutig be-
stimmt. Stimmen also die Charaktere x, = X, iiberein, so folgt auch m; = m/ fir alle [ € 7
und daher D ~ D', O

Als letzte Folgerung in diesem Abschnitt erhalten wir als weitgehende Verschéirfung von[Satz]
(2.6)| die nachstehende Charakterisierung der absolut (d. h. iiber dem algebraischen Abschluss)
irreduziblen Darstellungen allein durch ihren Charakter:

(2.10) Satz: Sei G eine endliche Gruppe und D eine Darstellung von G tiber einem Kérper K
der Charakteristik char K = 0.

D irreduzibel itber K <= (xp,Xxp) =1.

Beweis: =: Klar nach [Satz (2.5),c)

«: Wie im Beweis von Satz|(2.8),a)| zerlegen wir X, in eine Vielfachsumme der diber K irredu-
ziblen Charaktere x, : G — K und erhalten

XD_Zn%X1 = 1K— XD:XD Zn 1 CharK 0 ;n =1.

Daher gibt es genau ein 79 mit n;, = 1 und alle anderen n; = 0, also xp = x;, irreduzibler
Charakter iiber K, d. h. D ist iiber K irreduzibel. ]

c. Die Orthogonalitatsrelationen

Ein erster und entscheidender Schritt zum Beweis von |[Hauptsatz (2.5), p. 17, ist die nachfolgende
Konsequenz des Lemmas von Schur |(1.15), p. 13|

(2.11) Satz: (Orthogonalitétsrelationen)

Sei G eine endliche Gruppe, K ein Korper, D, D’ irreduzible Darstellungen von G iiber K und
M : G — GL,(K), M' : G — GL,/(K) zugehorige Matrixdarstellungen. Seien fir o € G
a;j(0) € K (i,j < n) bzw. o),;(0) € K (k,1 < n') die Matrixelemente in M(c) bzw. M'(c).
Dann gilt:

a) Sind D, D’ nicht dquivalent, so ist

ZO‘U o)y (c™1) =0 fiiralle i, j <n, k,1<n'.
oceG

b) Ist zusétzlich char K J #G und erfiillt K die Schurbedingung (Sp) fiir D (etwa K alge-
braisch abgeschlossen), so gilt:

_ #G
char K fdeg D und ‘,%:Gaij(a)akl(a 1) - 5]'1@52'1@ e K.
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Beweis: Seien V, V' die Darstellungsraume von D, D’ mit den Dimensionen n,n’. Dann de-
finieren wir fiir jeden Homomorphismus f : V' — V' den Homomorphismus

f=>_D'(¢67") o foD(c) € Hom(V,V’).
oeqG
Dann gilt fiir alle 7 € G
D'(r™ Yo foD(r) = Z D'(r7to Yo foD(or) Z D'(p™h D(p) = f,
oceG peG

also D'(1) o f = f o D(7), d. h. jedes f ist ein G-Homomorphismus von V in V.
a) Im Falle infiquivalenter Darstellungen D, D’ muss nach dem Lemma von Schur
also jedes f = 0 sein, das bedeutet
> D'(o foD(c) =0 fiir alle f € Hom(V,V").
oelG
Matrizentheoretisch formuliert heifit dies fiir alle C' € M, (K)
Y M(c7h)-C-M(o) =0 € Myy(K).
oeG

Waihlt man C als Elementarmatrix, also 1 <1 <n’, 1 < i < n beliebig und

C= Eli = (5l,u5il/) € Mn’n(K) )

p<n',v<n

so erhalt man

0= M) Ey M) = (0™ Nipzw * 0u0iv) yzps vz * (0 (0)), <

ceG ceG
= AN 0= Z Z%L ) 0l - awi(0) = D aja(oas(o).
k<n’,j<n ceG u=1lv=1 ceG

b) Genauso erhélt man fiir D = D’ unter den angegebenen Voraussetzungen aus dem Korollar
(1.17), p. 14} zum Lemma von Schur fir jedes f € Hom(V,V)

f=X\-idy fir ein A € K .
Matrizentheoretisch und angewendet auf C' = Ej; (1 < [,i < n) ergibt dies die Existenz eines
Aii € K mit
(*) AiEn = Z M(oc™ ") E; M (o)
ceG

und daraus (mit derselben Rechnung wie oben) fiir alle 1 < ,7,k,l <n

)\lz ik — Z Z Zak,u 5l,u i au] Z akl 1 azg )

ceG p=1v=1 ceG
Durch Spurberechnungen erhalt man aus (*)
n/\lz = Z TI‘ Elz Z Tr Eh #G . (51'1 .
oeG oelG

Es ist n = dim V = deg D und somit deg D - \;; = d;; - #G. Fir [ = i folgt deg D.\; = #G. 1.
Wegen char K | #G ist #G.1x # Ok, also auch deg D1, d. h. char K Jdeg D, und es folgt fiir
alle 1 <4,l<n

#G

deg D
Zusammengefasst ergibt sich die Behauptung b).

Ali =
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Wir kommen nun zum Beweis von Hauptsatz |(2.5)]
a) Nach [Bemerkung (2.4),c), p. 16} ist (, )¢ eine symmetrische Bilinearform auf K. Zum Beweis
der Regularitdt sei f € K mit

f#0 und (f,g9)g=0firallegeK.

Sei 7 € G mit f(7) # 0 und g € K die charakteristische Funktion der Konjugationsklasse [7!]
von 71, also
g(o) = { 1 o konjugiert zu 71, .
0 sonst

Dann gilt nach Voraussetzung fiir die Klassenfunktion f: G — K

0=#G-(fg)a =Y. f@)g(e ) = 3 f(o) = #[7]f(r)

oeG o€[T]
= 0= (#[7].1k) @ = #[7].1x =0 < char K | #[7].
£0

Aber #[r] = (G : Zentrg(7)) | #G und wir erhalten einen Widerspruch zur Voraussetzung
char Ky #G.

b) Seien D, D’ indquivalente irreduzible Darstellungen von G {iiber K. Dann gilt nach den
Orthogonalitédtsrelationen |(2.11),a), p. 19, mit den dortigen Bezeichnungen

#G.(XpsXp) = Y xpl@)xp(o™") =D Te(D(0)) - Tr(D'(67))

ceG ceG

Il
—
[M]=

£
S
ing
-
e
£}

L

N

ceG =1 k=1
n n

= Z Z O‘ZZ(U)OC;ck(U_l) =0
i=1k=1 oG

=0 nach |(2.11)a)|

Wegen #G.1x # Ox folgt die Behauptung.
¢) Fir D = D’ folgt mit der gleichen Rechnung wegen der vorausgesetzten Schurbedingung
(Sp) aus der Orthogonalitatsrelation |(2.11),b), p. 19}

S HIDS - #G n

#G XD7 XD azz akk = .

i=1k=1 0eG P degD degD
=0k dngD nach |(2.11),b)

Wegen #G.1x # 0x und n = deg D zeigt dies (xp, xp) = 1.

d) Erfillt nun K die Schurbedingung (S) fiir G, also alle Schurbedingungen (Sp), so folgt
aus b) und c), dass die Charaktere indquivalenter Darstellungen von G ein Orthonormalsystem
bilden und daher in K linear unabhéngig sind. Also gibt es hochstens dimyx K = #[G] = hg
viele Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen.

Zum Beweis von (2.5),d) bleibt daher zu zeigen, dass der Vektorraum K der Klassenfunktionen
von Charakteren irreduzibler Darstellungen erzeugt wird. Dies folgt im néchsten Abschnitt.
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d. Die regulare Darstellung

(2.12) Proposition: Es sei G eine endliche Gruppe, K ein Kérper mit char K J #G und K
erfiille die Schurbedingung (S) fiir G (etwa K algebraisch abgeschlossen) Sei D* die reguldre

Darstellung von G iiber K (siehe |Bemerkung (1.5), p. §) und D* = 69 D; eine Zerlegung in

irreduzible Darstellungen D; von G iiber K. Dann gilt fiir die Charaktere X; = Xp, im Raum K
der Klassenfunktionen:

{x1,- > xe T = {0}
Beweis: Jede Klassenfunktion f € K bestimmt durch
f=> f(r)-D*(=7") € End(V")
TEG

einen G-Homomorphismus des Darstellungsraum V* von D*, denn es gilt fir alle 0 € G

D*(c)o foD*(o Zf )D*(or o)
TEG
D*( f
feKZfO'TU YD*(or7 1o~ Zf =f
TeG peCG
t
Nach Wahl der D; haben wir eine Zerlegung V* = @ V; mit D*-invarianten Unterrdumen
i=1

V; < V*. Daher gilt

=>_ f(n) N(Vi) € Vi, also fi:= [y, € End(Vi).

TEG

Mit f sind auch die f |‘/z mit D*, also mit D; = D* [}, vertriiglich. Wegen der Schurbedingung
(S) und der Irreduzibilitidt der D; existiert nach |(Korollar (1.17), p. 14} fiir jedes i ein \; € K
mit

fz:f‘vi:/\i'id‘/i-
Daraus folgt fir alle i € {1,...,t}

Andererseits gilt nach Definition von f:

Tofy=Tr( Y @D ) = Y f() - T(Dir ) = 3 f(r = #G - (f,x)-

TeG TeG TEG
Ist nun f € {xq,..., X}, also (f,x;) = 0 fiir alle 1 <4 < ¢, so folgt
degDi . )\z = #G (f,XZ-) =0.

Wegen der Irreduzibilitidt der D; gilt nach [Satz (2.11),b), p. 19, char K }Jdeg D;,
also (deg D;).1x # Ox und somit

Nri=0 = /\ﬁ:f|vi:0 = f=0.

Da D* die reguldre Darstellung von G ist, existiert ein v € V*, so dass {D*(0)(v) | 0 € G} Basis
von V* ist (siehe [Bemerkung (1.5),(ii), p. 8). Fiir ein solches v gilt dann

f=0= fu)y=0 < > f(r)- Dt Hv)=0 = A f(r)=0 <= f=0.

TEG Basis von V* TEG

Damit ist bewiesen und wir kommen zum
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Beweisschluss von [Hauptsatz (2.5)d), p. 17 Sind o. E. x;,...,x, (s < t) die verschiedenen
unter den Charakteren x;, ..., Xx;, so bilden sie, wie bereits bewiesen, ein Orthonormalsystem.
Wegen

{le"'aXs}L:{Xla"th} {}

212

folgt dann aus den Vorbemerkungen tiber Skalarprodukte (siehe b) auf S.

{Xla cee 7Xs}J_ = {0} — K= (Xl) cee 7Xs> und ( ) )G ist reglﬂé’r'

Also bilden die in der Zerlegung der reguldren Darstellung in irreduzible Komponenten auftreten-
den wverschiedenen Charaktere ein Erzeugendensystem von X und damit eine Orthonormalbasis
von /. ]

Damit sind [Hauptsatz (2.5)| und alle daraus gezogenen Folgerungen in vollstéan-
dig bewiesen. Dariiberhinaus enthélt der letzte Beweisschritt noch die zusétzliche Information:
In der Zerlegung der reguliren Darstellung D* in irreduzible Darstellungen treten alle Aqui-
valenzklassen irreduzibler Darstellungen von G auf. Im Falle von char K = 0 erhalten wir das
folgende genauere Resultat.

(2.13) Satz: Sei G eine endliche Gruppe, K ein Korper mit Charakteristik char K = 0 und die
Schurbedingung (5) (etwa K algebraisch abgeschlossen). Dann gilt fiir die regulédre Darstellung
D* von G

h
D*= & deg D;.D; ,
=1

mit h = hg = #[G] und D1, ..., D}, einem vollstindigen Reprasentantensystem der Aquivalenz-
klassen irreduzibler Darstellungen von G iiber K.

Beweis: Fiir die Vielfachheit, mit der eine irreduzible Darstellung D; in D* auftritt, gilt

ol = (Xp+> Xp,) (x o).
K ) (X, xp,) e PP

Die reguléare Darstellung D* ist die Permutationsdarstellung P* : G — S(G), P*(0) = (7 — o71),
und eine Matrixdarstellung M* zu D* daher gegeben durch M*(0) = (6r,07), sec (siehe
[(1.4),(4),(6), p. 7). Also gilt

#G o0 =eq,

sonst.

Xp+(0) =TrM* (o ZdTUT#{T€G|T—UT}—{
TEG

Damit ergibt sich

mp,- 1k = (Xp+, Xp,) Z Xp-(o (07! = - #G - xp,(ec) = deg D;.1k .

O’EG #G

Wegen char K = 0 erhalt man daraus die Behauptung mp, = deg D; € IN,..

(2.14) Korollar: Sei G eine endliche Gruppe, K ein Kérper mit char K = 0 und Schurbedingung
(S) fir G (etwa K algebraisch abgeschlossen), h = hg = #|[G| Zahl der Konjugationsklassen

von G und D, ..., Dy indquivalente irreduzible Darstellungen von G iiber K. Dann gilt
h
#G = (deg D;)*.
i=1

Beweis durch Gradvergleich in Satz (2.13).
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(2.15) Korollar: (Charaktere abelscher Gruppen)
Sei G eine endliche Gruppe, K ein Korper mit char K = 0 und Schurbedingung (S) fiir G (etwa
K algebraisch abgeschlossen). Dann sind dquivalent:

(i) G ist abelsch.
(ii) G besitzt #G indquivalente irreduzible Darstellungen iiber K.

(iii) Alle irreduziblen Charaktere (= Charaktere irreduzibler Darstellungen) von G tiber K
haben den Grad 1.

Beweis: (i) < alle Konjugationsklassen sind einelementig < hg = #[G] = #G <= (ii).

h
ii) © h:=hg >#G < h> > (degD;)? = \;degD; = 1.
(i) c># = _El( g D;)* < \;deg

§3 Gruppentheoretische Anwendungen

a. Charakterwerte

(3.1) Lemma: Sei G eine endliche Gruppe, K ein Korper mit char K y #G, D : G — GL,,(K)
eine Darstellung von G und x = xp sein Charakter. Dann gilt fiir jedes o € G

a) D(o) ist iiber dem algebraischen Abschluss K von K diagonalisierbar, d. h. in GL,(K)
€1 0

ist D(c) dhnlich zu einer Matrix mit &; € K*.

0 en

b) Ist d = ord o, so ist der Charakterwert x(c) Summe von d-ten Einheitswurzeln:
n
x(o) = Zsi mit el =1.
i=1

¢) Ist char K = 0 und daher o. E. Q C K, so gilt x(o) € Q({4) (d = ordo) und folglich
X(G) C Q(¢n) mit m =expG =kgV(ordr | 7 € G).

Dabei bezeichnet hier und im Folgenden (,, stets eine primitive n-te Einheitswurzel, d. h.
ein Element (, € C* mit ord (,, = n.

d) Bezeichnet z — z die komplexe Konjugation auf Q((,,) C C, so gilt fiir die Charakterwerte
x(e71) =x(0).

Beweis: a) Wir zerlegen die Darstellung D |,y : (o) = GLn(K) C GL,(K) gemiB
1.14), p. 13| in eine direkte Summe iiber K irreduzibler Darstellungen:

D|. ., = & D; mit D; : (¢) — GL,,, (K) irreduzibel .
o) 75 '

Nach [Korollar (2.15)| sind die D; alle eindimensional, also n; = 1, r = n, D; : (o) — K*
Homomorphismen und ¢; = D;(0) € K*.

b) d = orde = &% = D;(0?) = 1 fiir alle i und folglich ist x(o) = 3;&; Summe d-ter
Einheitswurzeln.

c) Ist Q C K, so liegen die Charakterwerte in Kreiskorpern: x(o) € Q(¢y4) fir d = ordo und
folglich x(G) C Q(Gn) fir m = exp G.

d) Dies folgt aus der Tatsache, dass Einheitswurzeln Betrag 1 haben und daher das Inverse
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1

|4 , und

gleich dem Konjugierten ist: 2¢ =1 = |2|°=1 = |2|=1 = 22=1 = Z=2"

damit erhdlt man die Behauptung

o) =Yt = Y =X0).

Es sei im Folgenden char K = 0. Fiir die weiteren Uberlegungen ist es wichtig, dass die
Charakterwerte nicht nur in Einheitswurzelkdrpern, sondern in einem ausgezeichneten Teilring

von Q((,) liegen.

(3.2) Definition: Sei K|Q eine Korpererweiterung. o € K heiit ganz-algebraisch (ganz iiber
Z), wenn es ein normiertes Polynom f € Z[X] gibt, das « als Wurzel hat.

Beispiel: Ganze Zahlen sind selbstverstandlich ganz-algebraisch. Einheitswurzeln sind ganz-
algebraisch.

(3.3) Satz: Sei K|Q eine Korpererweiterung. Dann sind fiir o« € K dquivalent:
(i) « ist ganz-algebraisch.

(ii) Es gibt einen Unterring S C K mit o € S und S ist als Z-Modul endlich erzeugt, d. h.

r

\/ \/ Sz{Zmis”ml,...,mrEZ}.

re€N s1,...,5-€S =1
(iii) Z]o] = {g(a) | g € Z[X]} ist ein endlich erzeugter Z-Modul.

n—1 .
Beweis: (i)=-(iii): Ist & Wurzel des normierten Polynoms f = X" 4+ Y ;X" € Z[X], so ist
i=0

n—1 n—1
a”:—Zaiaz eM .= ZZoﬂ.
i=0 =0

Induktiv zeigt man dann o™ € M fir alle m € IN. Damit ist Z[a] = M endlich erzeugt als
Z-Modul.

(iii)=(ii): S = ZJa] leistet das Geforderte.

(ii)=(i): Es seien S und si,...,s, wie in (ii). Da S ein Ring ist, der « enthalt, folgt

.
as; = Zmijsj mit m;; €Z.
Jj=1

Dann ist M = (m;j)i; € M,(Z) und es gilt

S1 S1

Sr Sy

Damit ist @ € K ein Eigenwert der Matrix M € M,(Z) C M,(K) — es sei denn alle s; = 0,
S = 0; dann ist aber @ = 0 und trivialerweise ganz-algebraisch. Als Eigenwert von M ist «
Wurzel des charakteristischen Polynoms f = det(XE — M). f ist ein normiertes Polynom mit
ganzzahligen Koeffizienten, da M nur ganzzahlige Eintrdge hat. Also ist o ganz-algebraisch.
]
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(3.4) Korollar: Die ganz-algebraischen Elemente eines Oberkérpers K von Q bilden einen
Unterring in K.

Beweis: Sei S die Menge aller ganz-algebraischen Zahlen in K. Dann gilt offensichtlich Z C S
und zum Nachweis der Unterringeigenschaft geniigt es zu zeigen: o, € S = a+p,a- € S.
Da « und § ganz-algebraisch sind, gilt fir geeignete n,m € IN

Zlo]) = (1,a,...,a" Vg, z[Bl=1,5...,a" Nz,

Dann ist auch der Unterring Z[o, 3] = (‘37 | 0 < i < n, 0 < j < m)z endlich erzeugt als
Z-Modul und alle Elemente darin sind ganz-algebraisch, insbesondere o + 8 und « - .

(3.5) Korollar: Sei K ein Korper der Charakteristik 0, G eine endliche Gruppe und x : G — K
ein Charakter von G. Dann sind alle Charakterwerte x (o) ganz-algebraisch.
Beweis: Charakterwerte sind Summen von Einheitswurzeln und daher ganz-algebraisch.

(3.6) Proposition: Z ist ganz-abgeschlossen, d. h. alle ganz-algebraischen Elemente in Q =
Quot(Z) liegen bereits in Z.:

a € Q ganz-algebraisch — a € 7.

n—1 .
Beweis: Sei o = £ € Q mit r, s € Z teilerfremd und f = X" + 3 ;X" mit f(a) = 0. Dann
i=0

gilt
n—1 Ti n—1
_*Zai*i(:)r”:—z:airls”_z: Zazlnlz.
i=0 i=0

Damit ist s ein Teiler von ", wegen der Teilerfremdheit ggT(r,s) = 1 folgt s = +1 und somit
a=+r ez []
Insbesondere gilt: Sind Charakterwerte rational, so sind sie schon ganzzahlig.

(3.7) Satz: Sei G eine endliche Gruppe, K ein Kérper mit char K = 0 und Schurbedingung (S)
fiir G (etwa K algebraisch abgeschlossen). Dann sind dquivalent:

(i) Alle Charaktere von G iiber K haben rationale (und damit ganzzahlige) Werte.
(i) Fiir alle o € G und alle zu ord o teilerfremden | € 7 gilt: o' ist konjugiert zu o.

Zusatz: (ii)=(i) gilt fiir alle Kérper der Charakteristik 0, die Umkehrung jedoch nicht, z. B.
nicht fir K = Q.

Beweis: Sei 0 € G und m = ord ¢. Dann gilt nach|[Lemma (3.1),c), p. 24} fiir jeden Charakter
p:G—> K

p(o) =TrD(o ZSZ € Q(¢m), &i m-te Einheitswurzeln .
i=1

Sei I prim zu m, also | = [+mZ € P(m) eine prime Restklasse modulo m. Wegen der bekannten
Isomorphie G(Q(¢n)|Q) = P(m) gibt es ein p; € G(Q((m)|Q) mit py(¢m) = ¢, und wir erhalten

m=ordo A ggT(l,m)=1 = (') = TrD(o Z Z )= pi(p(o)).
=1 =1

(ii)=(i): Aus den Voriiberlegungen und (ii) folgt (fiir beliebige Erweiterungskérper K|Q)

A x(0) =x(c") = pi(x(0)),

leP(m)

also ist x(0) € Q((n) fix unter der gesamten Galoisgruppe G(Q((,)|Q) und liegt daher nach
dem Hauptsatz der Galoistheorie im Grundkérper Q: x(o) € Q.

26



(i)=(ii): Aus den Voriiberlegungen und (i) folgt x(c') = pi(x(c)) = x(o) fiir I prim zu m
und alle Charaktere y. Also haben ¢ und ¢! denselben Wert unter allen Charakteren von G
iiber K. Da diese unter den gegebenen Voraussetzungen den Raum /C aller Klassenfunktionen
erzeugen (siche [Hauptsatz (2.5),d), p. 17), gilt fiir alle Klassenfunktion f € K f(o) = f(o').
Wihlt man speziell f als charakteristische Funktion der Konjugationsklasse [o] von G, so folgt
foh) = f(o) =1 < o € [o], also (ii).

Ist K = @, so gilt (i) trivialerweise, aber (ii) kann in abelschen Gruppen nur fiir o = o gelten.
Nun sind aber die ¢! mit ! prim zu ordo genau die Erzeugenden der zyklischen Gruppe (o).
(ii) kann in der genannten Situtation also nur gelten, wenn (o) nur ein Erzeugendes hat, also
ordo = 2 ist.

Anmerkung: In einer Gruppe G definiert man die Abteilung von o als

A(o) = {7 € G | (r) konjugiert zu (o)} .

A(o) besteht also genau aus den Konjugierten der Erzeugenden von (o), also den Konjugierten
der Potenzen o' mit ! prim zu ord o:

A(o) = {r € G | T konjugiert zu ¢', [ prim zu ord o}

Der Beweis von (3.7) zeigt daher, dass rationalwertige Gruppencharaktere auf Abteilungen kon-
stant sind, denn

o(0) €Q A 7€ A(o) = 7 konjugiert zu o' = (1) = p(a') = pi(e(0)) = (o).

(3.8) Korollar: Die Charaktere der symmetrischen Gruppen S,, iiber Kérpern K mit char K = 0
haben ganzzahlige Werte.

Beweis: Nach geniigt es zu zeigen:

oc€S,, gegT(l,ordo)=1 = o !

l

=p opfirein p e S,.

Sei o = []; 0; die Zerlegung in elementfremde Zyklen. Dann gilt ol = IL aé und wegen ordo =
kgV(ordo;) ist [ prim zur Lénge jedes Zyklus o;. Ist also 7 = (ag,...,am—1) ein Zyklus der

Lénge m und [ prim zu m, so ist 7* = (ag, a, agy, ... ;@(m—1)1) (Indizes modulo m gerechnet)
ebenfalls ein Zyklus gleicher Lange m (denn ag; = a9 <= m | kl <= m | k). Nun gilt
allgemein fiir p € S,, po(ag,...,am_1)op ' = (p(ag), ..., p(am—1)). Wihlt man also p : a; — ay;

(0 < i < m), so erhilt man po7op~! =7l Da die Zyklen o; elementfremd sind, kann man

die flir jeden Zyklus 7 = o; gefundenen p; zusammensetzen zu einer Permutation p € S,, mit
pap_1 =ol.

(3.9) Satz: Sei G eine endliche Gruppe, K ein Korper der Charakteristik 0 und D eine irredu-
zible Darstellung von G iiber K. Erfiillt K die Schurbedingung (Sp) fiir D (etwa K algebraisch

abgeschlossen), so gilt fiir den Charakter x = xp von D
“X\0) . ; ..
w(o) == ————"—= ist ganz-algebraisch fiir alle o € G .

Sind insbesondere die Charakterwerte x(o) € Q rational, so ist degx = x(1) ein Teiler von
#[o] - x(o) € Z. Dies trifft speziell fiir G = S,, zu.

Beweis: Die Folgerungen sind klar, da x(¢),w(o) ganz-algebraisch und rational, also ganz-
zahlig sind, und fiir G = §,, alle Charaktere rationalwertig sind.
Sei D eine Darstellung von G iiber K mit Charakter x, also D irreduzibel, und V' der Darstel-
lungsraum. Es bezeichne 7 ~ ¢ die Konjugiertheit in G. Fiir 0 € G setzen wir

fo=>_D(r) € End(V).

T~O
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Da f, nur von der Konjugationsklasse [o] abhéngt, schreiben wir gelegentlich auch f5) = f,.
Die so definierten f, sind G-Homomorphismen von V', denn es gilt fiir p € G

D(p)~'ofooD(p) =) D(p~'1p) = fs-

T~O

Nach dem [Lemma von Schur (1.15),b), p. 14} existiert dann ein A\, € K mit f, = A\, - idy. Es
gilt daher

AoX(1) = Agdeg D =T fo = Y TrD(1) = Y X(7) = #[o] - x(0) = Ao =w(0).

TE€[o] TE€[o]

Wir zeigen nun, dass der endlich erzeugte Z-Modul S := Y Zw(o) ein Unterring von K ist
oelG
und daher nach [Satz (3.3),(ii), p. 25 alle Elemente darin ganz-algebraisch sind. Offenbar ist

1 =w(eg) € S. Seien nun 0,0’ € G. Dann gilt

foo for = Z D(7)o Z D(7) = Z D(r7) = Z Z D(p) = Z Coo pD(p)

T~O T/ ~o! e, peG  Tr'=p peG
T ~e T~o, 7! ol

mit
Coolp = #Co'vo'lvp = #{(7—7 T,) | T~ 0, 7—, ~ U,; 7—7', = ;0} .
Diese Anzahlen sind nur von den Konjugationsklassen der Argumente abhéngig. Fiir die ersten

beiden Argumente ¢ und ¢’ sind sogar die Mengen C' selbst nur von den Konjugationsklassen
abhiingig. Ist nun p = a~!pa = tp mit der Konjugation ¢« = a~1(...)a, so ist

L CU:U'7P = CLU,LU’,Lp = Ca',o",ﬁ bijektiv
mit ¢! als Umkehrabbildung. Also stimmen auch die Anzahlen ¢,/ , = ¢, 0 5 iiberein und es

gilt daher
Z Co‘,o’,pD(p) = Z Co,0' 1y Z D(P) = Z ca,o",’yfv .

peCG [ElG] Y ElG]

Daraus folgt dann
w(a)w(a/) idV = fa o fa’ = Z Cool vy w(7) idV
[elG]
— w(o)w(d') = Z Cooly - wW(Y) € Z Zw(oc)=S.
[elG] o€G
(3.10) Korollar: Sei G eine endliche Gruppe, und K ein Kérper mit char K = 0.
a) Sei D eine irreduzible Darstellung von G iiber K und K erfiille die Schurbedingung (Sp)
fiir D. Dann ist der Grad von D ein Teiler der Gruppenordnung: deg D | #G.

b) Erfiillt K die Schurbedingung (S) fiir G (etwa K algebraisch abgeschlossen), so sind die
Grade aller irreduziblen Darstellungen von G iiber K Teiler der Gruppenordnung #G.

Beweis: Es ist nur a) zu zeigen. Sei x = x . Nach [Hauptsatz (2.5),c), p. 17} ist (x, x)a = 1,
also

#G = > x(o)x(e™) = > > xe)x(e) = > #hIx(v) x>

oed [€[G] o€[y] []€ld]
= #G = Z w(v) - x(v 1) ganz-algebraisch nach [(3.9)] und [(3.5)]
x(1)
[YI€lG]
= #G € Z <= degD = x(1) | #G .
x(1)

Eine weitere wichtige Anwendung von [Satz (3.9)| ist Burnsides (p, ¢)-Theorem (siehe
[schnitt 3.c., p. 35).
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b. Charaktertafeln

Es sei im Folgenden G eine endliche Gruppe, h = #[G| die Klassenzahl von G, k1, ...,k die
verschiedenen Konjugationsklassen, x;,...,x; die irreduziblen Charaktere von G iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Koérper K der Charakteristik 0. Die Charaktertafel von G ist die

quadratische h x h-Matrix
‘ Hl e /»(l‘/h
X1

: Xpu (k)

Xh
Dabei wihlt man in der Regel x; als Einsdarstellung von G und k1 = [eg], so dass die erste
Zeile (1,...,1) ist und die erste Spalte die Grade der Charaktere enthélt.

Aus Charaktertafeln kann man Informationen iiber Struktur der Gruppe G entnehmen (sieche
etwa nachfolgenden |[Satz (3.13), p. 33|), so dass Methoden zu ihrer Berechnung von besonderem
Interesse sind. Dafiir sind die Orthogonalitéitsrelationen sehr niitzlich. Zunachst die aus dem
[Hauptsatz (2.5),d), p. 17 zu entnehmende 1. Orthogonalititsrelation (fir die Zeilen der Cha-
raktertafel)

h
#G - (X X)e = D Xu(@)x, (07 =D xu(0)x,(07h)

#G -6, =
: oG j=1l0€K;
h h
g ﬁij, K:j XV( ;#K]XN(K])XV(K’])

Diese Beziehung ist eine Orthogonalitéit zwischen den Zeilen der Charaktertafel bzgl. eines mo-
difizierten gewichteten Skalarproduktes auf dem C".

Daneben haben wir die 2. Orthogonalitétsrelation (fiir die Spalten der Charaktertafel bzgl. des
Standardskalarproduktes auf dem C"). Diese lisst sich zwar aus der ersten ableiten und stellt
daher keine neue einschriankende Bedingung fiir die Charaktertafeln dar, ist aber dennoch bei
deren Bestimmung sehr niitzlich.

(3.11) Korollar: (2. Orthogonalitétsrelation)
Sei G eine endliche Gruppe, K ein Koérper mit char K J #G und Schurbedingung (S) fiir G
(etwa K algebraisch abgeschlossen). Dann gilt fiir o,7 € G (mit obigen Bezeichnungen)

Z o { #G /#]o] falls o konjugiert zu T,
"

sonst
Und im Falle char K =0 fiir alle 1 < j,k < h

h
N ECHEACH #a
pn=1

i

Die Auswertung fir die erste Spalte (j = k = 1) ergibt die bereits bekannte Relation
h h

#G = > (Xu(l))Q = > deg Xﬁ (siehe [Korollar (2.14), p. 23)).
p=1 p=1

Beweis: Nach der 1. Orthogonalititsrelation gilt

h
#G 6 = Z#,@jxu(@)xu(@l) — #G - E, = (#ﬁjxu(ﬁj))m' (Xu(ﬁj_l))jyu'

J=1

29



Wegen #G.1x # 0k ist damit

#élCJ(#HjX“(,{j))MJ invers zu (xl,( 1))3'

v

und daher gilt auch in umgekehrter Reihenfolge

#G - Ep = (xy(ﬁfl))i7y~ (#ﬂjxy(ﬁj))yﬁj = #G -0y = ZXV

v=1

#K]XV(K/])

Mit x; = [7] und k; = [o] erhédlt man die Behauptung. Die zweite Formulierung fiir char K = 0

folgt wieder mit |Lemma (3.1),d), p. 24L

(3.12) Berechnung von Charaktertafeln (Beispiele)

]

Zwei Permutationen sind in der symmetrischen Gruppe konjugiert, wenn sie in ihren Zyklen-
zerlegungen die gleichen Zyklenlédngen haben (bis auf die Reihenfolge). Die Konjugationsklassen
sind also durch die aufsteigende Folge I; < ly... <[, der Zyklenlingen charakterisiert.

1. Charaktertafel: Symmetrische Gruppe G = Ss.

Représentanten der Konjugationsklassen sind die Zyklen (), (12) (123); die Klassenzahl ist

h = 3 und wir starten mit der folgenden (unvollstandigen) Charaktertafel

K2 K3
S |() (12) (123)
x; |1 1 1
X2
X3
#ri11 3 2

#G
6 2 3

Zur Berechnung der Tafel a;; = x;(k;) verwenden wir die folgenden Resultate

(1) a;1 = degx; € N4, o. E. aufsteigend
(2) degXi = | #G (3.10)
G
(Sjk) Zazjazk ]k # (3.11)
#K/j

(4) Q5 = Xi(”]) €Z a
(545) a1 = deg x; | #r; - @ij (3.9)]

(311) - 6:14‘0[%1-1-0{?2)1 — 52@%1—1—0431 ? 0421:1,0431:2.

(322) — 2=1+ agg + a§2 ? Q99,039 € {0, :|:1}.

(532 — 2= degx3 | #/ig . X3(H2) = 30432 — 2 ‘ 39 —> (32 = 0.
Zwischenstand:

S3|() (12) (123)

xi|1 1 1
Xz|1
X3|2 0

Auswertung der Spalten-Orthogonalitét:

(B12) = 0=1+ap+2-0 = ayp=-1
(323) = 0=1—-0a3+0 = a3 =1.
(313) — 0=1+1+42a33 — a3z = —1.
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Damit ist die Charaktertafel vollstandig:

x1|1 1 1
X1 —1 1
x3/2 0 —1

Der 1-dimensionale Charakter x, ist natiirlich der wohlbekannte Homomorphismus sign : Sz —
{£1}. Thn von Anfang an zu beriicksichtigen, hétte die Argumentation natiirlich verkiirzt. Es
sollte jedoch die Leistungsfihigkeit der Orthogonalitdtsrelationen aufgezeigt werden.

2. Charaktertafel: Symmetrische Gruppe G = S4.
Représentanten der Konjugationsklassen sind (), (12), (12)(34), (123), (1234), die Klassenzahl
ist h = 5 und wir starten mit

Sy |0 (12) (12)(34) (123) (1234)

X1 1 1 1 1 1

X2

X3

X4

X5

K, 1 6 3 8 6
#G/#mj 24 4 8 3 4

Wie oben verwenden wir (1)—(5).

(311) — 23 = ia% ﬁ 51 < 4
i=
Amn.: a5 =4 = T=a3 +a3 +af; = an <2
apn=1—= 7=3 (Wld)
ay =2 = 3=a% +a} (Wid)
Ann.: a5 <2 = 23<16 (Wid.)
Also: as1 =3 = ld4=0a3, +a3 +a}} = au1 <3
a1 <2 = 14 <12 (Wid.)
Also: ay =3 — 5:a%1+a§1 = ao1 =1, ag; =2
(B3yy) = 2= ?:2 a?, = i €{0,£1}, iy = 0 fiir genau zwei i
(544) —— 3\8'a44 — am =0
(554) — 3 ‘ 8- 54 —> Q54 = 0 = 24,0034 € {il}
(314) — 0=1+4 o4+ 20&34 — Q94 = —20434 -1
34 = 1l = agyy = —3, Wid.
Also: agu=-1 — ag =1
Zwischenstand:
Sy () (12) (12)(34) (123) (1234)
X1 1 1 1 1 1
X2 1 1
X3 2 —1
X4 3 0
X5 3 0
#G/#Hj 24 4 8 3 4
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(3j4) = 0=14ay—a3j = agj=oay +1(j#4)

(32) = 3=30, a, = a;p € {0,£1}, a2 = 0 fiir genau ein i

(312) = 0=1+4axn+2(ax+1)+3ap2+3a52 = —1= a0+ age + as
ase =0 = a9o,ay0 € {:l:l} AN —1 = a9+ ays, (Wid.)

Also:  axo = +1 Genauso: ago = £1, ayo = £1
Also: azo0=0 = O0=a9+1 = ap=—-1 — 0=oayo + as
Wegen #k9 = #k5 folgert man genauso
a35:0, a25:—1, 0445:—0455::|:1
(325) — 0=1+414 ago0oys + asoass =— —2 = aya045 + Q52055
= Q42 = —0y5, Q52 = —Q55
= oy = —Q45 = a5 = —a5y = *£1
= o. E. aup =1 (sonst xy, x5 vertauschen)
Zwischenstand:
Sy () (12) (12)(34) (123) (1234)
X1 1 1 1 1 1
Xo 1 -1 1 ~1
X3 2 0 -1 0
X4 3 1 0 -1
X5 3 -1 0 1
#G/#r; (24 4 8 3 4
(333) = T=a33+ad;+al+a2; = —2<q;3<2
(533) = 2 | 3- o33 — (33 € {O, :|:2}
az3 =0 = 7=ad;+ai;+al;, Wid
Also: |a33| =2 = 3= Oé%g + 044213 + 04%3 — ‘0423’ = |Oé43| = |Oé53| =1
at+l=oa33 = a3=1, azz=2
(313) — 0=141+42-a33+ 3ay3 + 3as3
= —6=3(au3+ as3) = —2 =3+ as3
= oy3=as3 = —1
Charaktertafel der Sy:
Sy () 1(12)](12)(34)[(123)[(1234)
X1 |11 1 1 1
Xo |1 ]-1] 1 1 ~1
xs | 2] 0 2 ~1] 0
X4 31 1 -1 0 -1
xs |3 |-1] -1 0 1
#G/#r;| 24| 4 8 3 4

3. Charaktertafel: Alternierende Gruppe G = Ay

Reprisentanten der Konjugationsklassen sind (), (12)(34), (123), (132), die Klassenzahl ist
h = 4. Wegen ry = k3" gilt ays = x;(rk3') = x;(k3) = @3: Die 4-te Spalte der Charaktertafel
ist das konjugiert Komplexe der 3-ten Spalte. Wir starten mit

A [0 2)39) (123) 132)
X1 1 1 1 1
X2
X3
X4
HK; 1 3 4 4

#G/#nj 12 4 3 3




Die Kleinsche Vierergruppe V4 = (k2) ist Normalteiler in A4 mit Faktorgruppe A4/Vy ~ C3 =
((123)), zyklisch von der Ordnung 3. Die abelsche Gruppe Cj besitzt genau 3 irreduzible
Darstellungen, diese sind eindimensional und ihre Charaktere daher Gruppenhomorphismen
X; : G — €% (siehe [Korollar (2.15), p. 24)). Ist o Erzeuger von Cj, so sind die drei Charakter-
werte x, (o) gerade die verschiedenen dritten Einheitswurzeln:

. 1 1
X;(0) =¢" (i=0,1,2) mit einer primitiven 3-ten Einheitswurzel = —5 + 5\/§ eC.

Durch Vorschaltung der kanonischen Projektion A4 —» A4/V4 ~ C3 erhélt man drei lineare
Charaktere x; fiir Ay. Wegen (ko) C V4 C Ke; gilt aio = x;(k2) = 1. AuBerdem gilt a;3 =
x;((123)) = ¢* und damit der folgende

Zwischenstand:
As |0 (12)(34) (123) (132)
. |1 1 1 1
X2 1 1 C_ é
X3 1 1 ¢ ¢
X4
#G [#r;(12 4 3 3

Aus dem Lingenquadrat der ersten Spalte erhalten wir o, =12 -3=9 = a4 = 3
und aus der Orthogonalitdt der Spalten dann

0=3+4+3a4 — aqo=—1 SOW160:1+C+E+3a43 — ay3=0 = ayq = ay3 =0.
Charaktertafel der Ajy:

AqlO (12)(34) (123) (132)
i1 1 1 I
wll 1 ¢ ¢
x3|1 1 ¢ ¢
w3 -1 0 0

Als ein erstes Beispiel, wie man aus der Charaktertafel Informationen iiber die Gruppe
ablesen kann, ist der nachfolgende Satz, demzufolge die moglichen Normalteiler einer Gruppe
an der Charaktertafel ablesbar sind.

(3.13) Satz: Sei G eine endliche Gruppe, K ein Kérper der Charakteristik 0 und x ein Charakter
von G tiber K.

a) Ist D eine Darstellung und x sein Charakter, so gilt

KeD=Kex:={c€G|x(o)=x(1) =degx}.

1=

b) x = ;x = Kex = ﬂlKexi-

T
¢c) NaG <= N = '01 Ke x; fiir irreduzible Charaktere x; von G.

)

d) G ist einfach <= Kex = {1} V Kex = G fiir alle irreduziblen Charaktere x von G
iiber K.

Beweis: a) 0 € Ke D = D(0) =idy = x(0) = Tridy = dimg V =degxy = 0 € Kex.
Sei nun umgekehrt o € Ke x, also x(0) = degx =: d. Dann folgt aus nachfolgendem
D(o) =¢-idy und daher d = x(0) = Tr D(0) = de, also e = 1, D(0) =idy, 0 € Ke D.
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b) Seien D; Darstellungen mit Charakter y;, also ist D = é D; eine Darstellung mit Cha-
i=1

1
rakter x und es ist zu zeigen:

A
KeD = [ KeD;.
=1

Beweis: Seien V; die Darstellungsrdume der D; und folglich V := é Vi der Darstellungsraum
i=1

von D. Dann gilt:

T
0 €KeD <= D(o)=idy <= A\ Di(o) =idy, <= Noe€KeD; < oc[|KeD;.

i i i=1
c) < ist klar, da alle Ke x, = Ke D; Normalteiler in G sind. Sei umgekehrt N <« G, G' = G/N
die Faktorgruppe und v : G — G’ der kanonische Epimorphismus. Wir liften die injektive
regulire Darstellung D* (siehe [Beispiele (1.4),6), p. 7)) von G’ nach G: D := D* ov und erhalten
KeD = v~ (Ke D*) = v~ '({er}) = N. Damit ist N Kern einer linearen Darstellung von G und
daher nach ¢) Durchschnitt der Kerne irreduzibler Charaktere von G.
Genauer: N ist Durchschnitt der Kerne der Liftungen der in der reguldren Darstellung von
G’ = G/N auftretenden Charaktere, d. h. der Liftungen aller irreduziblen Charaktere von G/N
(siehe [Satz (2.13), p. 23)).

d) folgt unmittelbar aus c).

Wir schliefen den Beweis von [Satz (3.13)| mit dem noch ausstehenden

(3.14) Lemma: Sei G eine endliche Gruppe, D eine Darstellung von G tiber einem Kérper K
mit char K = 0, x sein Charakter. Dann gilt fiir o € G:

Ix(0)| = x(1) = D(o) =¢idy fiireine € K

Beweis: Nach [Lemma (3.1), p. 24] ist D(o) iiber dem algebraischen Abschluss K von K
diagonalisierbar und es folgt

mit Einheitswurzeln ¢; € Q((n) C K

d
d=x(1) = [x(o)| = | Y&
1

i=
d

d
— d=|Y <Y lal=d (al=1)
=1 i=1

= |gj + ck| = |gj| + |ex]| fiir alle j # k,

denn andernfalls folgte

d= ‘sj+€k+ Z il <lej +exl + Z lek| < lejl + lek] + Z lei| =d, Wid.
oy iy oy

Also sind alle €, ), R-linear abhéngig und wegen |e;| = 1 = |eg| daher €; = £ey,. ¢; = —¢y, ist
nicht moglich, da sonst |e; +¢ex| = 0 # 2 = |¢;| + |ex| wire. Also gilt fiir alle j, k e; = ¢ =: ¢
und D(o) ist dhnlich zu € - Ey, also gleich ¢ - Eg und € € K.

Anwendungsbeispiel fur [Satz (3.13); Aus den Charaktertafeln kann man die Kerne der
irreduziblen Darstellungen als Vereinigung von Konjugationsklassen ablesen und damit sdmtliche
Normalteiler einer Gruppe bestimmen:

Kex={oeG|x@)=x)}= U =
x(:)i[?(](l)

1) S3: Stets Kex; = G. Kexy = [1] Uk = {1, (123), (132)} = A3, Kex3 = {1}.
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Damit sind alle Normalteiler {1}, A3z und G = S3 bekannt. Die Durchschnittsbildung liefert
nichts Neues.

2) Si:Kex; =G, Kexy =Kexs ={1}. Kexy = koUkgUky = ... = Ay, Ke x5 = k1 UKz =
o=V
Wieder sind damit alle Normalteiler bestimmt.

3) As: Kexy = G, Kexy, = {1}, Kexy, = Kexz = Vi

c. Burnsides (p, ¢)-Theorem
Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis von

(3.15) Satz: (Burnside) Eine endliche Gruppe, deren Ordnung héchstens zwei verschiedene
Primteiler hat, ist auflésbar.

Der Beweis erfolgt iiber eine Reihe von Lemmata.

(3.16) Lemma: Sei G endlich, x ein irreduzibler Charakter von G iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K der Charakteristik 0. Ist k € [G] eine Konjugationsklasse von G mit

(*) ggT(#r,degx) =1,
so gilt fiir alle 0 € K
x(0) =0 V |[x(o)| = degx.

Anmerkung: Fiir rational-wertige Charaktere, also x(c) € 7, folgt dies bereits aus [Satz (3.9),
p. 27t degx | #~ - x(0) ﬁ degx | x(0) € Z, und dem Beweis von [Lemma (3.14), p. 34

[X(0)] < degx.
Beweis: Es sei d = deg x und s,t € Z mit 1 = ggT(#r,d) = s-#k+t-d Dann folgt aus den
Sétzen ((3.5), und [(3.9)}

X(dU) =s- #HX(dU) +t- x(o) ist ganz-algebraisch.
_ ——

ganz—alg. ganz—alg.

Sei m € N mit x(o) € Q({m) (siehe [Lemma (3.1),b), p. 24) und N : Q({rn) — Q die Normab-
bildung. Da « := % ganz-algebraisch ist, ist auch N («) ganz-algebraisch, denn die Norm ist
Produkt aller Konjugierten von «, und diese sind Wurzeln desselben ganzzahligen normierten
Polynoms f € Z[X] wie a. Da N («) rational und ganz-algebraisch ist, folgt N («) € Z (siehe
[Prop. (3.6), p. 26]).

Xx(0) und alle Konjugierten sind Summen von jeweils d = degx vielen Einheitswurzeln,
also sind a und alle Konjugierten o’ betraglich < 1. Damit ist die (ganzzahlige!) Norm N («)
betraglich gleich 0 oder 1. Also

0=N(a) <= a=0 < x(o0)=0 oder
1=N)|=la-|...] = 1=|a] <= |x(o)]=d.
=TS

(3.17) Lemma: Hat die endliche Gruppe G eine Konjugationsklasse k # {1}, deren Méchtigkeit
#r = p¥ (v € N) eine Primzahlpotenz ist, so gilt:

G ist nicht einfach oder G ist primzyklisch.

Beweis: Sei k wie vorausgesetzt und o € &, also 0 # eg und £ = [0]. Sind x1,..., X, die
irreduziblen Charaktere von G iiber C, x; der Einscharakter. Weiter sei 1 < hg < h und die
Nummerierung der x; so, dass gilt:

pJfdegx; <= 1<i<hy.
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Dann gilt nach den 2. Orthogonalititsrelationen [Korollar (3.11), p. 29|

h ho h
] # 11 = 0= x;(Dxi(0) =1+ xi(Wxs(o) + > xi(Dxi(o).
i1 i=2 i=ho+1

Fiir 2 <4 < ho gilt
geT(#nr,deg x;) = ggT(p”,degx;) =1

und daher nach
X;(0) =0 V |x;(0)] =degy, fir2<i<hg.

Angenommen, y, (o) = 0 fiir alle 2 <1 < hy. Dann folgt

h h

(1 1

0=1+ 3 x@u) =1+p- 3 XU 0y = 5= -1 ecq\z ganzale, Wid
i=hg+1 i=ho+1 p p

=:/ ganz-alg.

Also gilt fiir ein 2 <i < hg |x;(0)| = deg x; und folglich nach [Lemma (3.14), p. 34}

DZ(O') =&;- idVi s

wenn D; : G — GL(V;) eine Darstellung von G mit Charakter x; ist.

Wir zeigen nun: Ist G einfach, so ist G abelsch (und daher primzyklisch).

Ist G einfach, so ist Ke D; = G oder Ke D; = {1} fir alle 2 < ¢ < hg. Im ersten Falle ist
D; : G — GL(V;) der triviale Homomorphismus, also D; = D; die Einsdarstellung sein, Wid. zu
7> 2.

Also ist Ke D; = {1}, d. h. D; injektiv fiir alle 2 < ¢ < hg, so dass wegen D;(0) = g;idy, €
Zentr(GL(V;)) auch o € Zentr(G) gelten muss. Wegen o # e ist also das Zentrum Zentr(G) #
{1} und wegen der Einfachheit von G daher G = Zentr(G) abelsch. Als einfache abelsche Gruppe
# {1} ist G somit primzyklisch.

Beweis von Sei #G = pY¢" > 1 mit verschiedenen Primzahlen p # ¢ und
v, € N. Ist v = 0 oder p = 0, so ist G eine Gruppe von Primzahlpotenzordnung # 1 und hat
daher ein nicht-triviales Zentru woraus induktiv die Auflosbarkeit folgt.

Sei nun #G = pY¢" mit v, > 1 und P eine p-Sylowgruppe von G. Dann existiert also
1 # o € Zentr(P) und es gilt

P C Zentrg(o) = #[o] = (G : Zentrg(0)) | (G : P) = ¢".

Nach ist G primzyklisch, also auflésbar, oder G ist nicht einfach. Dann existiert
also ein Normalteiler N < G mit {1} # N # G. Die Ordnungen von N und G/N haben wiederum
hochstens zwei Primteiler und sind kleiner als #G, so dass induktiv die Auflésbarkeit von N
und G/N, und damit die von G, folgt.

YZur Erinnerung: Wir zerlegen eine p-Gruppe G # {1} disjunkt in die Konjugationsklassen x = [o]. Es ist
#[o] = (G : Zentrg(o)) Teiler von #G, also eine p-Potenz. Aus G = U kU U K= U k U Zentr(Q)

KE[G] rE[G] KE[G]
#r>1 #r=1 #r>1
ergibt sich so p | #G = #Zentr(G) + Y #r = p| #Zentr(G) = {1} # Zentr(G) 4 G
#r>1
——
=0 mod p
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d. Permutationsgruppen

Eine Permutationsdarstellung einer Gruppe G ist ein Gruppenhomomorphismus P : G — S(Q2)
in die symmetrische Gruppe einer endlichen Menge und sie induziert eine lineare Darstellung
Dp von G (siehe [Beispiele (1.4),5), p. 7)) und damit auch einen (linearen) Charakter xp := xp,
von G.

(3.18) Lemma: Ist P : G — S,, eine Permutationsdarstellung n-ten Grades einer Gruppe G,
so gilt fiir den Charakter xp der zu P gehdrigen linearen Darstellung Dp iiber einem Kérper
der Charakteristik O:

xp(o) =#{1 <i<n| P(o)(i) =i} Anzahl der Fixpunkte von P(o).

Beweis: Es ist (mit den Bezeichnungen aus [Beispiele (1.4),4),5), p. 7|

xp(o) =TrDp(o) =Tr(S(P(0)) = TrS(n) = Tr M(7) mit m = P(0) € S, .

Es ist M (m) = (0;x;) die Permutationsmatrix zu 7 und folglich

Tr M(n) = Zém =#{i|i=n(i)=Plo)(i)} 1k .

Dieses Resultat motiviert die nachfolgende

(3.19) Definition:

a) Unter dem Permutationscharakter einer Permutationsdarstellung P : G — S(2) versteht
man die Abbildung

xp:G—=N, o= #{aecQ|P(o)(a)=a}l,
die jedem o € G die Anzahl der Fixpunkte von P(o) in Q zuordnet.

b) Der Permutationscharakter einer Permutationsgruppe G C S(2) ist der Permutationscha-
rakter x p der Einbettung P : G — S(Q).

besagt, dass ein Permutationscharakter im Sinne dieser Definition ein (linea-
rer) Charakter der Gruppe ist, und zwar iiber jedem Korper K der Charakteristik 0.

Aus dem Permutationscharakter lasst sich Information iiber die Permutationsgruppe entneh-
men. Ein Beispiel dafiir ist die sog. Transitivitdt von Permutationsgruppen. Wir rekapitulieren
zunéchst aus der Algebra einige Notationen und Fakten iiber Bahnen und Fixgruppen:

(3.20) Erinnerung: Sei G C §(Q2) eine Permutationsgruppe auf einer endlichen Menge ).
a) a~g f = Vyeqgoa=p fira,pg e .
b) ~¢ ist eine Aquivalenzrelation mit den Bahnen als Aquivalenzklassen.
¢) a € Q = Ga:={oa| o€ G} Bahn von a unter G.
d) a € Q = G4 =Fixg(a) :={o € G| oa = a} Fixgruppe von a in G

e) oo =Ta < 0G, = TG, und daher #Ga = (G : G,) | #G.
(3.21) Definition: Sei G C S§(Q2) Permutationsgruppe einer endlichen Menge 2 und k € N,..
G heiflt k-fach transitiv genau dann, wenn fiir alle ay,...,ar € ), paarweise verschieden, und

alle By, ..., B € Q, paarweise verschieden, ein o € G existiert mit co; = §; firi=1,...,k.
G transitiv <= G 1-fach transitiv.
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Einige einfache Beispiele:

Sy, ist n-fach transitiv,

G C S, n — 1-fach transitiv — G =S,
A,, ist n — 2-transitiv fur n > 3.

GL,(K) ist transitiv auf K™\ {0}.

(3.22) Lemma: Sei G C §(Q2) eine Permutationsgruppe auf ).
a) Es sind dquivalent:

(i) G transitiv auf ).
(ii) € ist Bahn unter G.
(iii) Q = Ga fiir ein/alle o € Q.

b) Ist G transitiv auf (2, so sind alle Fixgruppen G, in G konjugiert und es ist (G : Go) = #2.
c) Sei k € N, k > 2. Ist G transitiv, so sind dquivalent:

(i) G ist k-fach transitiv auf .
(ii) G4 ist (k — 1)-fach transitiv auf Q \ {a} fiir ein/alle o € Q.

Beweis: a) G transitiv. <= A, gecq Voecgoa =0 <= NpenGa=Q = Ga = Q fiir ein
a€Q = Qist eine (und damit die einzige) Bahn = A, cq Ga = .
b) o, € Q) = [ =oa fiir ein 0 € G. Dann gilt fir 7 € G:

TG < ca=F=73=T000 < ot e Gy = T€0Gu0 !,

also folgt Gig = 0Gao~ ! ist konjugiert zu Gy.

c) (i) = (ii): Sei a € Q beliebig. Seien ag,...,ar € 2\ {a} paarweise verschieden und ebenso
B2, ..., Br € Q\{a} paarweise verschieden. Dann sind die k-Tupel a, ava, . . ., oy bzw. o, fa, . . ., B
paarweise verschieden und es existiert nach Voraussetzung (i) ein o € G mit

ca=a und oca;=0;furalle2<:<k,

also ist 0 € G, und erfiillt die Forderung fir (ii).

(ii) = (i): Seien aq,...,ax € Q bzw. B,..., Bk €  paarweise verschieden und a € Q mit der
Eigenschaft (ii). Da G transitiv ist, existieren 0,7 € G mit ca = a3 und 7o = (1. Die Bilder
o i=0"ta; € 2\ {a} (i =2,...,k) sind paarweise verschieden, ebenso 3 := 7713, € Q\ {a}
(i =2,...,k). Nach Voraussetzung (ii) existiert ein p € G, mit pa) = B, also po~ta; = 7715
fiir i = 2,..., k. Wegen pa = « gilt auch po~lay = 7713 Insgesamt folgt daher 7pota; = f3;
fir alle 1 <7 < k und G ist k-fach transitiv.

(3.23) Satz: Sei G eine Permutationsgruppe auf einer endlichen Menge Q, v : G — Q der
Permutationscharakter von G und x; : G — Q, 0 — 1 der Einscharakter. Dann gilt:

a) Ist t die Anzahl der Bahnen von G auf Q, so gilt

t-#G=> v(o), d h t=(v,x)a

oceG

Also ist v =t - x1 + ¢ mit einem Charakter ¢ : G — Q, dessen Zerlegung in irreduzible
Charaktere den Einscharakter x,; nicht enthélt.

b) G transitiv <= (v,x;)q =1 <= v — x; ist ein Charakter, der x, nicht enthalt.
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¢) Ist G transitiv und s die Anzahl der Bahnen von G, auf Q) (einschlieflich der Bahn {a}),
so gilt
Z v(o)* =s-#G, also (v,v)g = s.

ceG
d) Ist G transitiv, so gilt:
G 2-fach transitiv <= v = x; +x mit x # x; absolut irreduzibler Charakter x : G — Q.
¢
Beweis: a) Sei Q = |J Q; die Zerlegung von ) in Bahnen unter G. Also gilt 0Q; = Q; fur
i=1

t
alle o € G. Setzt man v;(0) := #{a € Q; | ca = a}, so gilt v = Y v; und fiir alle 4
i=1

Zui(a): Z#{QEQZ"UOJ:CM}

ceG ceG
=2 2 1= > 1
oEG €y agQ; o€a
= Z #{o € G|oa=a}
a€e;
= Z #Ga
a€e;
Q; ist eine Bahn unter G, also ; = Ga fir a € Q; und daher #Q; = #Ga = (G : G,) = i&
bzw. #G4 = #—Q Folglich

D il

oeG a€e);

t
Wegen v = > v; ist die erste Formel in a) bewiesen. Der Zusatz folgt aus [Satz (2.9), p. 18,

i=1
b) ist der Spezialfall ¢ = 1 von a).
c) Es gilt
ZV(O’)Q = ZV(J)-#{@EQ\Ua:a}
oelG ceqG
=2 2 vo)=2 D, vo)= D s #Ca.
oceG «€Q acQ oGy aGQ

wenn s, die Anzahl der Bahnen von G, auf (Q ist.
Wegen der Transitivitét von G sind die Fixgruppen G, G in G konjugiert (siehe[Lemma (3.22)))
und haben daher stets gleich viele Bahnen: s, = sg = s. Also

ZV(O’)2:ZS‘ Z =s-#G.
e a2 C2H 5

Schlieflich gilt wegen v(o) = v(o™ 1) (v,v)a #G S,V (0) =s.

d) Wegen der Transitivitdt gilt nach b) v = x; + ¢ mit einem Q-Charakter ¢, der x; nicht

enthilt, und daher (v,v)g = 1+ (¢, p)g. Zerlegt man ¢ iiber dem algebraischen Abschluss @ in
h

irreduzible Q-Charaktere: ¢ = > n;x; mit n; € N, x; # X1, 50 gilt wegen der Orthonormalitét
i=2

der irreduziblen @-Charaktere (siehe [Hauptsatz (2.5),d)) (v,v)g = 1+ X1y n? und es folgt:

G 2-fach transitiv <= G, transitiv auf Q \ {a} <= G, hat 2 Bahnen auf {2
<:)> 2—(VV)G—1+Zn2 < n; € {0,1} A nj =1 fiir genau ein j > 2
c =2
< v=x;+xmityx ;é X1 A X irreduzibel iiber Q.
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Einfache Beispiele zur Veranschaulichung;:

a) Kleinsche Vierergruppe V4 = {id, (12)(34),...},

b) Alternierende Gruppe As =V, U {(123), ...}.

a) Y,ep, V(o) =44 3-0=#Vy, Vy transitiv.

Soey, V(0)? =16 430 % 2 #Vy, V4 nicht 2-fach transitiv.
b) Yoea, V(o) =4+3-0+8-1=12 = #A,, Ay transitiv.
Soea, V(0)? =1648-1=24 =2 #A,, Ay 2-fach transitiv.

Als ein Beispiel fiir die Bedeutung dieses darstellungstheoretischen Restultates beweisen wir
die folgende Strukturaussage

(3.24) Satz: Sei G C S, eine transitive Permutationsgruppe von Primzahlgrad p. Dann gilt:
Ist G nicht 2-fach transitiv, so ist G auflésbar.

Beweis: Sei v : G — IN der Permutationscharakter von G. Da G transitiv ist, gilt nach
fiir den algebraischen Abschluss @ von @ in C

S
v=x;+ Zzp,- , ¥; # x; irreduzible Q-Charaktere.
i=1

Wir wollen nun zeigen, dass die v; paarweise verschieden sind. Dazu zeigen wir, dass schon die
Restriktionen der v; auf eine p-Sylowgruppe verschieden sein miissen.

Sei also P eine p-Sylowgruppe von G. Wegen #G | #S, = p! folgt p* | #G, also #P | p.
#P =1 ist nicht moglich, denn wegen der Transitivitdt von G auf Q = {1,...,p} ist p = #Q =
#Ga ein Teiler von #G (siehe|(3.20),e), p. 37). Es gilt also n = #G = p - m mit p fm.

Da P primzyklisch ist, hat jedes ep # o € P die Ordnung p. Da die Ordnung einer Per-
mutation das kgV der Zyklenldngen in einer Zyklendarstellung ist, muss jede Permutation der
Ordnung p ein Produkt von p-Zyklen sein, in S, also ein einzelner p-Zyklus: P besteht also
(neben der Identitédt) aus lauter p-Zyklen (ohne Fixpunkte) und daher gilt fiir o € P

V(U):{#P o=ep,

0 sonst

Damit ist v |p : P — IN der reguldre Charakter von P und folglich nach [Satz (2.13), p. 23|

vp= Z degx -x, x durchliuft alle irreduziblen Charaktere von P {iber C.
X

Da P abelsch ist, sind alle irreduziblen Darstellungen von P eindimensional, also Homomorphis-
men ¢ : P — C*, und v |p ist die Summe aller dieser Homomorphismen:

vip= Z ®.

p:P—CX

Da P = (7) zyklisch von der Ordnung p ist, muss ¢(7) eine p-te Einheitswurzel sein, und umge-
kehrt bestimmt jede p-te Einheitswurzel eindeutig einen Homomorphismus ¢ : P — C*. Wahlt
man etwa ( := exp(Qm) so sind alle Charaktere von P gegeben durch die Homomorphismen

pj: P —C*, pi(r)=¢ (0<j<p)

und folglich v |p = Z ©;. Andererseits gilt v |p = x; |p+ Z Vi | p. Zerlegt man die v; |p in die

irreduziblen Charaktere @j von P:
p—1

Yilp = Z nijp; mit eindeutigen n;; € N,
Jj=0
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so ergibt sich

p—1 s p—1 s p—1 p—1 s
dwi=vip=x1lpt D Yilp=wo+ D > nijp; = D> 0;=>_> nijp;
7=0 i=1 j=1

j=0i=1 j=01i=1

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man

OZZT%‘O und 1:an~j(j:1,...,p—1)
i=1 i=1
und daher fir alle 1 <4 <s

1) mo=0, (2 nyel01} A<ji<p. G A\ ny#0.

1<j<p1<i<s
Setzen wir A; := {0 < j < p | ni; # 0}, so gilt
Ai(?){1Sj<p|nij7é0}(5_){1§j<p|nij:1}

und daher

p—1
Gilp =Y nijpj =Y ¥j-
j=0 jeh;
Schlielich bedeutet (3), dass die A; (1 < i < s) eine disjunkte (!) Zerlegung von {1,...,p — 1}
bilden: .
{1,....p—-1}= |J A
1<i<s
Sind also 1 < i,k < s mit ¢; = 1}, und daher ¢; |p = 11 |p, so folgt wegen der eindeutigen
Zerlegung in die ¢;, dass A; und Ay nicht disjunkt sind, also ¢ = k sein muss:
Die irreduziblen Charaktere ¢; (1 < ¢ < s) von G sind also sdmtlich verschieden und wir
erhalten wie behauptet fiir den Permutationscharakter von G

S
v=x1+ Z Vi, , ;i # x; verschiedene irreduzible Charaktere.
i=1

Im néchsten Beweisschritt nutzen wir die Operation einer Galoisgruppe auf den irreduziblen
Charakteren 1; (1 <i < s): Sei n = #G, (,, € C eine primitive n-te Einheitswurzel, Q,, = Q(¢,)
der erzeugte Kreiskorper und I';, := G(Q,|Q) dessen Galoisgruppe.

Jeder Charakter ¢ von G iiber einem Korper der Charakteristik 0 hat seine Werte in Q((,)
(siehe [Lemma (3.1),c), p. 24). Ist nun v € I';,, also v : Q(¢) = Q((,) ein Automorphismus von
Q(Cp), soist @7 :=vo0 ¢ : G — Q((,) wieder ein Charakter von G:

Beweis: Sei M : G — GL,(Q) eine Matrixdarstellung von G mit Charakter Tr D = ¢. Man
setzt nun den Korperautomorphismus v von Q(¢,) zu einem Automorphismus der algebraisch
abgeschlossenen Hiille Q fort (Fortsetzungssatz der Algebra, algebraisch abgeschlossene Hiille ist
bis auf Isomorphie eindeutig) und erhilt daraus (kanonisch) einen Automorphismus von GL,(Q).
Dann ist fiir jedes v yo D : G — GL,(Q) wieder eine Q-Darstellung von G und ihr Charakter
ist Tr(yo D) =~oTr D =+yo¢.

Man erhélt dadurch eine Gruppenoperation von I', = G(Q((,,)|Q) auf den Charakteren ¢
von G vermoge ¢ — ¢7 := v o ¢. Wir wenden dies auf den Permutationscharakter v an. Da
dieser ganzzahlige Werte hat, gilt v7 = v fiir alle v € I'); und damit:

S S
X1+Z¢i:’/:V'y:X1+Z¢z-
i=1 i=1
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Mit den t; sind auch die 1] irreduzible Charaktere, wegen der eindeutigen Zerlegung von v
werden also die ¢; (i =1,...,s) durch die vy € T',, permutiert.
Beh. 1: Bereits die Untergruppe I' = G(Q((n)|Q((m)) operiert transitiv, d. h. zui,j € {1,..., s}

existiert ein v € G(Q(()|Q(¢m)) mit 1 = 1]
Beweis: Aus dem Studium der Einheitswurzelkérper in der Algebra ist bekannt:

pfm = T':=G(Q(Gm)QGn)) = G(Q(G)|Q) = Aut(((y))

wobei die Isomorphien durch die Restriktionsabbildungen gegeben sind.

Zu beliebigen i,7, 1 < 4,5 < s wahlen wir v; € A; und v; € Aj, ebenfalls beliebig. Dann
sind (' ¢’ primitive p-te Einheitswurzeln und es existiert genau ein v € I' = Aut(({,)) mit
Y(¢) = ¢, und folglich ©}, = ¢v;. Dann gilt fiir ¢y, := P, 1<k<s

d.ev=trlp=1]lp=Wilp)" =) ¢}

IIEAk VEAi

Wegen @) = ¢,; und der Eindeutigkeit der Zerlegung von 1y |p in die Charaketere ¢, muss
v; auch in Ay liegen, Ay und A; sind also nicht disjunkt. Dies bedeutet £ = j und damit
V] =ty = 1. O
Beh. 2: Fiir 0 € G mit p Jord o ist 1;(¢) unabhangig von .

Setze daher (o) := (o) fir p fordo, 1 < i < s.
Beweis: Seien 1 < 4,5 < s und v € I' mit ¢; = 1] (gemiB Beh. 1). Wegen p f ord o, also
ordo | m gilt ¥i(0) € Q(Gm) = Fix(I') und daher ¢;(0) = v(vi(c)) = ¥i(0). ]

Aus der Zerlegung v = x; + >_;_; ¥; erhélt man
pforde = v(o)=1+s-¢(0).
Mit o = eg ergibt dies p = v(eg) = 1+ s - ¥(eg) und daher s # 0. Folglich gilt
vio)—1
s

pfordo = (o) = €qQ.
Als Charakterwert ist ¢ (o) nach [Korollar (3.5), p. 26, ganz-algebraisch und nach [Prop. (3.6)))
[p. 26] dann ganzzahhg (o) € Z. Also gilt s | v(o) — 1 fur alle o mit p Jord o. Insbesondere ist
also t = ¢(eq) = &= € N und

1
pforde = —1<——<1(0) =
S

Sei nun G nicht 2-fach transitiv, also nach [Satz (3.23),b), p. 38|

2 # (v,v) xﬁZ%xﬁsz

Als verschiedene irreduzible Charaktere iiber @ bilden x;,1,...,%s ein Orthonormalsystem
und es folgt

24 W)=+ vYixi+Y Yi)=s+1 = 5>2.
i=1 i=1
Wir erhalten so 1
pfordo = —1<—g§¢(0) = 0<7¢(0) <t.

Aufgrund der Orthogonalitdt von xq,1,...,%s haben wir

> wilo) = #G - (i, x;) =0,

oeG

> (o) = #G - (Yi,05) =0 (i #j).
oeG
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Wir spalten die Summation iiber o € G auf, je nachdem ob p ein Teiler von ord ¢ ist oder nicht.
Da verschiedene Untergruppen der Ordnung p nur das Finselement gemein haben, gilt

doodilo)= > > wi(o).

plord o ;HS:Gp eq#o€H
Wegen p? J #G sind die Untergruppen H < G mit #H = p gerade die p-Sylowgruppen von G
und daher alle konjugiert zu P. Da Charakterwerte nur von der Konjugationsklasse abhéngen,
gilt
#H=p = > ilo)= > (o)

eq#o€H eg#o€EP

Y dilo)=m- D (o),

plord o eg#o€P

und daher

wobei m die Anzahl der p-Sylowgruppen von G ist.
Genauso argumentiert man fiir - ¢;(0)v;(0).
Mit Beh. 2 ergibt dies

0= Y wlo) = m > wilo) + > Wlo),

oeG eg#ocP pford o
0="> vilo)i(o) =m D dilo)dilo) + Y v(0)* (i#]).
oeG eqF#0EP pford o

Durch Addition von mt = m);(1) bzw. mt? = ma;(1)1;(1) erhilt man

mt = mzi/h(a) + Z Y(o),

oeP pford o
mt* =m Yy (o)) + Y w(e)?  (i#]).
oeP pford o
Nun gilt

> wi(o) = #P - (Yilp, o) = #P- (D v 00) =0 (wegen 0 & A;),
oeP veA;
> ilo)i(0) = #P - (Vilp. i [p) = #P(D ¢u, Y ¢0) =0, (wegen AiNA; =10).
oeP vEN; veEA;

Also erhalten wir schlie3lich

Yo wlo)=mt, Y Po)=mt* = Y (t—1(0))d(o)=0.

pford o pford o pfordo

Wegen 0 < ¢(o) <t fir p fordo, sind in der letztgenannten Summe alle Summanden ganze
Zahlen > 0, so dass jeder Summand gleich 0 sein muss:

pJfordo = (o) =0 oder (o) =t.
Dies bedeutet fiir den Permutationscharakter v
pfordoc = v(o)=1+s-9(c)=1V v(io)=1+st=1+s-9Y(eg) =v(eg) =p.
Da fiir p | ord o stets o ein p-Zyklus und daher v(o) = 0 ist, erhdlt man

/\ v(o)=0 V v(o)=1 V v(o) =p,
oeG

43



oder anders formuliert

/\1/(0)22 = v(o)=p <= og=c¢eqg.
oeG

G ist also eine Permutationsgruppe vom Primzahlgrad p, in der nur die Identitédt 2 Fixpunkte
hat, eine sog. Frobeniusgruppe. Daraus folgt nun die Auflésbarkeit von G nach dem

3.25 Satz Vo1 Galois: FUI' eine transitive Permutations Tu e G C S von Primzah] rad
grupp = Op g b
sind éiquivalent:

(i) G hat genau eine p-Sylowgruppe.
(ii) G ist auflosbar.

iii) G operiert auf 2 = {0,...,p— 1} ~ F, wie eine Untergruppe von
p &

Aff(1,p) :={o : F, — F, Abb. | \/ \/ /\ o(z) = ax + b},
a€lry belr, z€lF)y

der sog. Gruppe der affinen Abbildungen von I),.

(iv) Lésst eine Permutation o € G zwei Elemente fest, so ist o die Identitdt, d. h. G ist eine
Frobeniusgruppe.

Von diesem Satz, der nichts mit Darstellungstheorie zu tun hat, werden nur die fiir den

Beweis von [Satz (3.24)| notwendigen Implikationen (iv) = (i) = (ii) gezeigt.
Beweis: (iv) = (i): Fir a,8 € Q, a # [ sei Gop := Fixg({a, 8}). Dann gilt nach (iv)
Gap = {id} und daher wegen der Transitivitat von G

#G:(G:Ga)(Ga:Gaﬁ):(#@)'(# w)ﬁp'(p_l)-
=0 CO\{o}

Annahme, (i) ist falsch, also gibt es zwei p-Sylowgruppen P # @ in G. Da #P = #Q = p eine
Primzahl ist, ist P N Q = {1} und daher fir 01,09 € P, 71,72 € Q

O1TL = 09Ty <= 0y o1 =mr ' EPNQ={1} = o1=0y, 1 =T7.

Dies bedeutet
#(P- Q) =#P #Q =p* > #G, Wid.

(i) = (ii): Als einzige p-Sylowgruppe ist P Normalteiler in G. Also operiert G durch Konju-
gation auf P:
0€G@ = ¢,=(..)0:P=P, 771" =0 '70.

Die Operation ¢ : G — Aut(P) induziert einen Monomorphismus
¢:G/Kec— Aut(P) = Aut(Z/pZ) = F, .

Da P abelsch ist, gilt P C Kec. Wir zeigen die umgekehrte Inklusion. Sei also o € Kec, d. h.
or = 70 fiir alle 7 € P. Fiir 7 # ep, also P = (1), ist 7 = (0,7(0),...,777(0)) ein p-Zyklus und
daher Q = {77(0) | 0 < j < p}. Sei nun 0 < i < p mit ¢(0) = 7°(0). Dann gilt fiir alle 0 < j < p

o(77(0)) = m(a(0)) = 7/ (r'(0)) = 7'(7(0))

und damit o = 7¢ € P.
Damit haben wir eine Normalreihe {1} <« P = Kec < G von G mit den zyklischen Faktoren P
(Ordnung p) und G/P = G/Kec < F)' (Ordnung ein Teiler von p —1): G ist also auflosbar. []
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§4 Induzierte Darstellungen.

Im Laufe der bisherigen Uberlegungen sind folgende Prozesse aufgetaucht, aus Darstellungen
einer Gruppe G Darstellungen einer anderen Gruppe H zu gewinnen:

(R) Restriktion: H < G, D : G — GL(V') Darstellung von G
= D|y : H— GL(V) Darstellung von H.

(L) Liften: v : G — H Epimorphismus, D : H — GL(V') Darstellung von H
= Dov:G — GL(V) Darstellung von G.

Wir wollen nun als dritten Prozess definieren

(I) Induzierung: H < G, D : H — GL(V') Darstellung von G.

Dann definiert man eine Darstellung D : G — GL(W) von G mit einem neuen Darstel-
lungsraum W der Dimension dimW = (G : H) - dim V.

a. Frobeniussches Reziprozitiatsgesetz

(4.1) Proposition: Sei G eine endliche Gruppe, H < G eine Untergruppe und d : H —
GL, K eine (Matrix-)Darstellung von H tiber einem Korper K. Es sei dy : G — My (K) die
Nullfortsetzung von d auf G, d. h.

_[0€Mu(K) o¢H,
do(07) = {d(a) ocecH.
a) Ist r = (G : H) der Index von H in G und o1, ...,0, ein Reprdsentantensystem von G
modulo H: G = |J o0;H, so definiert man

1<i<r

D: G = My(My(K)) = My (K) durch  D(0) = (do(0; 00;))

i,j=1,...,r

Dann gilt:

D : G — GL,,(K) ist eine (Matrix-)Darstellung von G vom Grade rn = (G : H) - degd .

b) Verschiedene Repréasentantensysteme von G modulo H fiihren in a) zu dquivalenten Dar-
stellungen von G.

(4.2) Definition: Die gemif Prop. (4.1) durch d : H — GL,,(K) bis auf Aquivalenz eindeutig
bestimmte Darstellung D : G — GL,,(K) von G heiit von d auf G induzierte Darstellung und
wird mit D = d“ bezeichnet.

Anmerkungen zur Definition von D in Prop. (4.1):
Es ist
do(oflaol)‘ ’do(oflaar)

D(o) = : 5 € M;(Mn(K))

do(aglaal)‘ ’do(aflaar)

In jeder der r Spalten tritt genau einmal eine Matrix # 0 € M, (K) auf, denn:

do(o;00j) #0 <= o;'00; € H <= o0;H =0;H,
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und da die 0;H eine Klasseneinteilung von G bilden, existiert zu jedem o € G und jedem
je{l,...,r} genau ein i =: py(j) mit co;H = o, H. Es gilt also fiir alle i, j, o

1

i = po(j) <= o0jH =0,H < 0, '00; € H <= dy(o; '00j) #0.

Dadurch sind fiir jedes o € G Permutationen p, € S, definiert, denn
po(j) = po(k) <= o0;H =00, H <= o;H=0,H <= j=k.

Die dadurch definierte Abbildung p : G — S, 0 — p, ist eine Permutationsdarstellung von G
vom Grade r = (G : H); sie ist gegeben durch die Operation der Gruppe G auf den Linksne-
benklassen o;H von H vermoge Linksmultiplikation, denn es gilt ja (s. o.)

o.0;jH=0H < p,(j)=1.
Man kann dann die induzierte Darstellung D wie folgt beschreiben:

o Es gilt
do(o; ' 00j) = {d(dilaoj) fiir i = po(j)

0 fiir i # po(j)

e In der j-ten Spalte von D(o) € M,(M,(K)), 1 < j < r, steht iiberall die Nullmatrix
0 € M, (K), auBer in der Zeile i = p,(j) steht die Matrix d(o; '00;) € GL,(K).

o Die Matrix D(o) entsteht aus der Permutationsmatrix (5,-7%(]-))”:1,,,,771 € GL,(Z) von
po € Sy, indem man jede 0 als Nullmatrix 0 € M, (K) interpretiert und jede 1 in einem
Feld 4, j durch den Eintrag d(o; '00;) € GL,(K) ersetzt.

Beweis von [Prop. (4.1)]
a) Offensichtlich ist D eine Abbildung von G in M,,(K) = M,(M,(K)). Wegen p., =id € S,
ist
D(eg) = (do(07 '9;)ij) = (01 En)ij = Ern € Myn(K)
und es geniigt daher die Multiplikativitit von D zu beweisen, denn dann folgt D(o)D (0~ !) =
D(e¢) = E,p, und damit die Invertierbarkeit der D(o) in M,,(K), also D : G — GL,(K).
Seien nun o, 7 € G. Dann gilt

D(0)D(r) = (do(o;  00;)) - (do(o} 7o)

i jk
= (Zdo(ai_laoj)dg(aj_lrak))ik
j=1
= (dolo7 " ooy)d(oy Tor) ) (5 = pr(k))
=:Ai

Seien i, k gegeben und j' = p,(k) wie oben. Dann gilt p,(j') = po(pr(k)) = por(k) und daher

A = do(ai_laaj/)d(aj_,lrak)

_ {d(ai_laaj/)d(aj_/lTak) =d(o; toroy)  fiir i = ps(§') = por(k),

-1 o
0-d(o; 7o) =0 sonst,

= do(ai_laTak)

Also gilt D(o)D(7) = D(oT).
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b) Sei Tl Tr ein anderes Représentantensystem der Linksnebenklassen von H, also G =

UazH UTZH Dann gibt es eine Permutation 7 € S, mit 7;H = o,;H und damit Elemente

h eH mlt 7; = oxihi. Es sei D die ausgehend von den 7; definierte Darstellung gemé8 m
3 -1
Do) = (do(7; '), .

und p die entsprechende Permutationsdarstellung von G, also
i=po(j) &= or;H=1,H <= 00jH =0 H < p,(1j) =7i <= i= 1o p, om(j).

Dies bedeutet

~ —1 T
po =T " 0pgom=p;

und daher
do(Ti_lUTj) #0 <= 1 =p,(j) <= 7(i) = po(7])) <= do(U;ilaaﬂj) #0.

Man erhéalt dann

D(o) = (do(r; 'om3)) . = (dohi ot -0 omihy)) = (d(he) ™" - dolo 00y) - d(hy))

ij ij

Nach diesen Voriiberlegungen setzen wir

A= (5z‘7r(j)d(hj)) 3

s B= (ath; 1)%@))“

wobei dx; das Kroneckersymbol in M,,(K) bezeichne. Es gilt dann
d(hi) " kniy * Okm(iyd(hy)) = (6ijd(hi hy)) = (6iEn) = Epm,
(Z k km(5) ( ]))ij ( J ( i J))ij ( J )ij
also ist A € GL,,,(K) sowie B = A~!. Damit erhalten wir schlieBlich

A™'D(0)A = BD(o (ZZd k(i) - do(0 001) - Gpm(iyd(hy) )

)

- (d(h; do(07 70;)d(hy)) . = Do),

D ist also dquivalent zu D (mit transformierender Matrix A). O

(4.3) Proposition: (Transitivitdt des Induzierens)
Sei G eine endliche Gruppe, H < Hi; < G Untergruppen und D eine Darstellung von H. Dann
gilt:

DG _ (DHl)G

Beweis: Sei G = U 7,H1 und Hy = U o;H, also G = U U T,0;H. Dann gilt fir

1<v<s 1<ilr 1<v<s 1<i<r

(D) (0) = ((D™)(r; Yo )

beliebige 0 € G

v,u=1,...,s
mit
DMi(rlor,) falls 7, tlor, € H
DH1 1 — { v 1% v 1% 1
( Jo(m o) 0€ M,,(K) sonst,
{ (DO(O'ZITy_la'THO'j))‘ ' falls 7,107, € Hy,
= i,5=1,...,r
0 € M, (K) sonst,
= (D[)(O’i 17;107,‘0]))”21‘ .



wobei man fiir die letzte Gleichung beachte:

-1 -1

T, aTung <:> op

m,lor,0; ¢ H = Do(o; 7, or,05) =0.
o €H

T, 10'Tu0'j ¢H = o
Folglich ist

(D)5 (0) = (Dol omri iy, € MM (M () = M (M ().
Andererseits gilt
D%o) = (Doloy ', omu0y)). € Myy(My(K)),

V351
und der Beweis von (4.3) ist vollstandig.

(4.4) Definition: Sei G eine endliche Gruppe, H < G eine Untergruppe und y ein Charakter
von H. Dann definiert man den induzierten Charakter x¢ von G durch: Es sei D irgendeine
Darstellung von H mit Charakter y und D¢ die induzierte Darstellung von G, dann ist x& der
Charakter von D¢,

Da &quivalente Darstellungen von H auch dquivalente Darstellungen von G induzieren, ist
x& wohldefiniert und nur abhéngig von x.

(4.5) Lemma: Sei G eine endliche Gruppe, H < G eine Untergruppe, x ein Charakter von
H, x, die Nullfortsetzung von x auf G und G = |J o;H eine Nebenklassenzerlegung von G

1<i<r
modulo H. Dann gilt:
a) x¢ ZXO o looy).
b) Im Falle char K | #G gilt: x© — Z Xo(T7toT)
TEG

Beweis: a) Sei D Darstellung von H mit Charakter x. Dann gilt
T
x% (o) = Tr(D%(0) ZTr Do(o;  o0;) Zxo(oi_laai).
i=1

b) Da x als Charakter eine Klassenfunktion von H ist, gilt

A N x(r7tor) = x(0).

occeH teH

Andererseits gilt

/\ /\ rlor¢d H = XO(T_ldT) =0=xy(0).
o¢H teH

Zusammengenommen bedeutet dies

A N\ xo(m7'or) = x(0).

ceGTEH

Wegen G = U o;H gilt dann
i

Z Xo(pflap Z Z Xo(T™ O' oo Z Z Xo(o; O'O'Z =#H. XG(U)

peG i=17€H i=17eH

und im Falle char K J#G folgt dann b).
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Die Beschreibung des induzierten Charakters in ist auch fiir beliebige Klassen-
funktionen von H (statt nur Charakteren) sinnvoll und ist Grundlage der folgenden allgemeinen

(4.6) Definition: Sei G eine endliche Gruppe, H < G eine Untergruppe und ¢ : H — K eine
Klassenfunktion von H mit Werten in einem Kérper K. Dann definiert man die auf G induzierte
Klassenfunktion @& durch

T
= olo; 'ooy),
=1

wobei ¢q die Nullfortsetzung von ¢ auf G ist und G = U o;H die Nebenklassenzerlegung von

1<i<r
G modulo H ist.

(4.7) Bemerkung: Unter den Voraussetzungen der Definition |(4.6)| gilt:
a) Die Definition von ©% ist unabhingig von den gewihlten Reprisentanten o;.
b) ¢ ist eine Klassenfunktion auf G.

¢) char K J#G = % —ngoplap
pEG

Beweis: a) Sei G = U o H = U 7;H. Dann gibt es eine Permutation w € S, und h; € H mit
i i
7, = orh; und es gilt

T

T '
ZQD()(Ti_lO'TZ') = Z wg(hi_lagilaamhi) Ve Zcpo(a o0r;) ZSOO (o, looy).
=1 =1 v =1

b) Sei p € G. Dann gilt G = QpaiH und daher nach a)

'
(o top) = wolo; popoy) v
=1

“o).

c¢) Gleiche Rechnung wie in|(4.5),b)| fiir Charaktere.

Wir kommen nun zum zentralen Ergebnis dieses Abschnitts.
(4.8) Satz: (Frobenius-Reziprozitét)
Sei G eine endliche Gruppe, H < G Untergruppe und K ein Kérper mit char K J#G.

a) Dann gilt fiir Klassenfunktionen x von G und v von H folgende Reziprozitit zwischen den
Skalarprodukten:

Xl ¥)u = (X, wG)G

b) Im Falle eines algebraisch abgeschlossenen Korpers der Charakteristik 0 und irreduzibler
Charaktere x von G bzw. ¢ von H bedeutet dies:

Die Vielfachheit von v im eingeschrénkten Charakter x | ist gleich der Vielfachheit von
x im induzierten Charakter 1)©.
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Beweis: a) Definitionsgemaf gilt

CRUIE Z x(e™ ¥ (o)

UGG

Z Z xX(0™o(r ™ o) (nach [(4.7)c)|)

#G# S> x(r7lo T r)o(r 7 o) (x Klassenfunktion)

TEG oG

#G#HZZX Yebo(p

T€G peG

#G#H# ZX Yebo(p

7Zx ) (vo(p) = 0 fiir p & H)

pEH

b) Nach [Satz (2.6),(1)| gilt fir die irreduziblen Charaktere (x,x)g¢ = 1 = (¢, %)y und daher

folgt b) aus a) geméf [Satz (2.9),b)]

b. Induzierte Darstellungen und Permutationsdarstellungen

(4.9) Definition: Jede Untergruppe H < G (von endlichem Index) bestimmt eine Permutati-
onsdarstellung Pp von G durch Linksmultiplikation von G auf den Nebenklassen von H:

Q:=G/H={cH |o e G}
G —S(Q), Py(p)(cH)=pcH

(4.10) Bemerkung: Sei H < G eine Untergruppe von G mit endlichem Index. Dann gilt:
a) Py ist eine transitive Permutationsdarstellung von G vom Grad (G : H).
b) Ist a = o H € €, so ist die Fixgruppe G, = c Ho~! und damit konjugiert zu H.

c) Der Kern von Py ist das sog. Mark Hg von H: Ke Py = Hg :== () ocHo 1
oceG

dies ist der grofite Normalteiler Hg < G, der in H liegt.

Beweis: a) Pyg(p) permutiert die o H und offenbar gilt Py(eq) = idg und Py (pp')(cH) =
Py (p) o Py(p')(cH). Damit ist Py eine Permutationsdarstellung und sie ist transitiv, denn fiir
beliebige o;; = o, H € Q (i = 1,2) gilt Py (0207 ) (1) = .

b) pe Gy < poH=0H < o lpo € H <= pcoHo!

c) Esist KePgp = ) G, b:) Hg und folglich Hg < G. Ist N <G und N < H, so gilt
a€e)

N\ o 'No=NcH = A NcoHo ! = NCHg.
oeG oeG

In Umkehrung von (4.10),a) gilt

(4.11) Proposition: Ist P eine transitive Permutationsdarstellung einer endlichen Gruppe G
und H = G,, die Fixgruppe eines a € ), so ist P dquivalent zur Darstellung Py .
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Beweis: Ist H = G, so ist
G/H =~ Ga, cH — P(0)(a)

eine Bijektion: cH = 7H <= 7 '0 € H=G, <= P(0)(a) = P(7)(), und wegen der
Transitivitdt gilt Ga = Q. Diese Bijektion G/H =~ Q liefert wegen P(7)(P(0)(«a)) = P(70)(x)
und Py (7)(cH) = 70 H eine Aquivalenz zwischen P und Py (siehe|(1.4),(5), p. 7).

(4.12) Proposition: Sei G eine endliche Gruppen und H < G Untergruppe vom Index 7.
Es bezeichene Ey : H — {1} < GL;(K) die Einsdarstellung (ersten Grades) von H und
1y : H — {1} C K ihren Charakter (iiber beliebig vorgegebenem Grundkérper K ). Dann gilt:
Die induzierte Darstellung ES; : G — GL,(K) ist dquivalent zur Permutationsdarstellung
Py : G — S, (aufgefasst als lineare Darstellung) und der induzierte Charakter 1% ist der
Permutationscharakter von Py .

Anmerkung: Bei der tiblichen Identifikation GL;(K) ~ K* C K stimmen Epy und 1y als
Abbildungen iiberein, die unterschiedliche Bezeichnung soll anzeigen, ob man sie als Darstellung
oder als Charakter betrachtet. Fiir den Induzierungsprozess ist diese Unterscheidung wichtig:
E% : G — GL,(K) ist eine Darstellung (vom Grade r) und 1% : G — K ein Charakter von G,
und zwar der Charakter von E.

Beweis: Es sei Q = G/H = {o1H,...,0,H}. Dann gilt per definitionem fiir beliebige o € G:

Efi(0) = (Eh(o; 'o0y))

mit der Nullfortsetzung EY : G — {1,0}. Wegen E%(p) # 0 <= E%(p) =1 gilt

1 € H,
E%<p>={0 o

Bei Identifizierung 2 ~ {1,...,r} erhalten wir
o;loo; € H <= oojH =0;H < Py(o)(j) =i

und daher ist
EIG — EO fl . = (9. .
(o) ( (0] UUJ))ij ( Z7PH(U)(]))>

die Permutationsmatrix der Permutation Py (o) € S,. Damit ist EIG{ die (lineare Darstellung
der) Permutationsdarstellung Py (siehe [Beispiele (1.4),(4), p. 7) und folglich 1% der Permuta-
tionscharakter von Py (siehe Def. (3.19), p. 37).

ij

Aufgrund der vorangehenden Ergebnisse (4.10)—(4.12) erhidlt man folgende Beschreibung
aller transitiven Permutationsdarstellungen bzw. -charaktere einer endlichen Gruppe G allein
durch die Gruppe G:

(4.13) Korollar: Fiir eine endliche Gruppe G stimmen die folgenden Mengen bis auf Aquivalenz
tiberein:

e Menge aller transitiven Permutationsdarstellungen von G

e Menge aller Darstellungen Py mit H < G.

e Menge aller induzierten Darstellungen Efl fir H <G@G.
Und entsprechend:

e Menge aller transitiven Permutationscharaktere von G.

 Menge aller induzierten Charaktere 19 mit H < G.
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Aufgrund dieser Tatsache kann man den Zusammenhang zwischen Transitivitdt und Per-
mutationscharakteren, wie er in [Satz (3.23), p. 38, bewiesen wurde, als Korollar der Frobenius-
Reziprozitat erkennen:

(3.23),a) Sei v der Permutationscharakter einer Permutationsdarstellung P : G — S(Q2) und ¢
die Anzahl der Bahnen von P in Q. Dann gilt (v, 1g)g = t.

Beweis: Seien Q, ..., die Bahnen von P in Q und P; : G — S(€;) die durch P auf ;
erzeugten transitiven Permutationsdarstellungen von G. Der Permutationscharakter v (o) zéhlt
die Fixpunkte von P(o), also ist v (wegen der Disjunktheit der Bahnen) gleich der Summe der
Permutationscharaktere v; der P; und wegen der Transitivitdt der P; gilt v; = 1% flir geeignete
Untergruppen H; < G (siehe oben (4.13)):

t t
V= Zui = Zl% .
i=1 i=1

Mittels Frobenius-Reziprozitéit folgt dann die Behauptung:

t t t

w1e)e =Y (1% 1¢)¢ = > (m.lelg)m =Y (g, lu)u, =t
=1 (4.8) =1 =1

(3.23),c) Sei v der Permutationscharakter einer transitiven Permutationsdarstellung P : G —
S(Q) und G, die Fixgruppe von « in G fir ein beliebiges a € 2 . Dann gilt fiir die
Anzahl s der Bahnen von P |, : Gy — S(€2) (einschliefllich {a}): (v,v)g = s.

Beweis: Nach |(4.11)| gilt P = Pg,, und daher v = 1ga. Also folgt

(V7V)G:(V7lga) (V|Ga71Ga)Gaa:)S'

M)

c. Monomiale Darstellungen Entfallen.

(4.14) Definition: a) Darstellungen bzw. Charaktere einer Gruppe nennt man monomial, wenn
sie induziert werden von eindimensionalen Darstellungen bzw. Charakteren einer Untergruppe.
b) Eine Gruppe G heifit M-Gruppe, wenn alle ihre irreduziblen Charaktere (iiber dem Korper
C) monomial sind.

Ein erstes einfaches Beispiel fiir M-Gruppen sind die abelschen Gruppen, denn ihre irredu-
ziblen Charaktere (iber €C) sind sémtlich eindimensional (siehe [Korollar (2.15), p. 24)).

(4.15) Satz: M-Gruppen sind auflésbar.

Dieser Satz ist ein Korollar zu folgender

(4.16) Proposition: Sei G eine M-Gruppe und G die absteigende Kommutatorreihe von G,
also

GO =¢qg, gt = [G(i), G(i)] = (o Yrlor |07 € G(i)> Kommutatorgruppe von G .

Ist 1 =dy < dy < ... < dy die aufsteigende Folge aller Grade irreduzibler Charaktere von G
iiber C, so gilt: '
x irreduzibel N\ degyx =d; = GY ¢ Key.

Beweis: Induktiv. Sei ¢ = 1 und x ein irreduzibler Charakter mit degx = d; = 1. Dann

ist x : G — C* ein Homomorphismus und wegen der Kommutativitdt von C* liegen alle
Kommutatoren im Kern: G = ¢/ < Ke .
Sei i > 2 und die Behauptung gelte fiir alle j < . Sei x ein irreduzibler Charakter mit deg x = d;.
Da GG eine M-Gruppe ist, gibt es eine Untergruppe H < G und einen eindimensionalen Charakter
¢ von H mit x = ¢%. Wegen i > 2 gilt 1 = d; < d; = degx = degy)® = (G : H)deg®) = (G :
H), also ist H eine echte Untergruppe von G.
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Wir studieren nun den Charakter 1% und zerlegen ihn in irreduzible Charaktere. Aufgrund
der Frobenius-Reziprozitat wissen wir

(15.16)¢ = Qm, la ) = Qg lw)g =1,

also enthilt 1% den (irreduziblen) Einscharakter und ist wegen degl1% = (G : H) = d; > 2
reduzibel. Also
1§ = Z(IJV, ®, irreduzibel, deg ®, < deg 1%’} =d;.

Jedes (irreduzible) ®, hat also einen Grad d; mit passendem j < 7. Nach Induktionsvorausset-
zung folgt ‘ ‘
Ke®, > GU > Gl=Y

und daher ‘
G c Ke®, = Kelf.

Der Kern induzierter Charaktere berechnet sich nun wie folgt:

(4.17) Lemma: Seien H < G Gruppen, ¢ ein Charakter, d eine Darstellung von H. Dann gilt:

Ked® = ﬂ o' (Ked)o, Kegp® = ﬂ o L (Kep)o
oeG oeG

Beweis: Es geniigt Darstellungen zu betrachten. Sei G = U o;H die Nebenklassenzerle-
1<i<r
gung von G nach H. Dann gilt geméfl Definition der induzierten Darstellung
E, i=j,

G 1N
o €Ked” < dy(o; "00j) {0 Iy

— /\Ji_laai € Ked
i

und die letzte Implikation gilt auch umgekehrt, denn

i1#£ ] = Ui_laaj:ai_laoi-ai_lang == do(ai_loaj):O.
—_—— ——

€KedCH ¢H

Damit folgt

T
Ked® = ﬂ oi(Ked)o;
i=1
und daraus dann die Behauptung:

T T
ﬂ p(Ked)p ﬂ ﬂ o;7-Ked -1~ O' Kedalt i(Ked)o = Ked®.
. edaH |

peG =1

Wir setzen den Beweis von [(4.16)| fort. Wie oben gezeigt gilt:

G - Ke 1€ = ﬂ cHo ' Cc H.
ceG

Da 1 ein eindimensionaler Charakter, also ein Homomorphismus von H in die abelsche Gruppe
C* ist, enthélt sein Kern die Kommutatorgruppe H':

G = (GUYY c H c Kep.
Und wir erhalten schliefllich die Induktionsbehauptung
Key = Key® = ﬂ o(Key)o™! D ﬂ cGWg~1 = G .

(K n el GG
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Beweis von [Satz (4.15)f Sei x* der reguldre Charakter von G, also nach [Satz (2.13), p. 23|
X =Y x(1).x

X irr.

und es gilt Kex* = {1} (siehe |(1.4),6), p. 7). Damit erhélt man aus |(4.16)| mit dem dort

definierten k € IN:
1} =Kex* = Key > G®
& X B Xﬂ ox ’

und es folgt die Auflésbarkeit von G. (]

Ohne Beweis sei erwiahnt, dass die Umkehrung nicht gilt: Die auflosbare Gruppe SL(2,3) =
SLa(F3) ist keine M-Gruppe.

Allerdings sind alle nilpotenten, alle iiberauflésbaren und alle metabelschen Gruppen M-
Gruppen (siche Dornhoff: Group representation theory, Marcel Dekker 1971, §15).

d. Der Satz von Artin
(4.18) Satz: (Artin) Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt

a) Jeder rationalwertige Charakter von G ist Q-Linearkombination von Permutationscharak-
teren 1%, H < G zyklisch.

b) Genauer: Es sei Z ein vollstidndiges Repréasentantensystem der Konjugationsklassen der
zyklischen Untergruppen von G. Dann existieren fiir jeden rationalwertigen Charakter x
von G ganze Zahlen ay € Z (H € Z) mit

apH
x = e S
2 (Na(H) : H)

HeZz

wobei Ng(H) = {0 € G | cHo~! = H} den Normalisator von H in G bezeichne.

G
L

Beweis: Es geniigt b) zu beweisen. Sei Hi, ..., Hs eine Abzdhlung von Z und H; = (0;). Wie
im Beweis von Satz (3.7) gezeigt wurde (siehe die sich daran anschliefende [Anmerkung, p. 27
sind rationalwertige Gruppencharaktere konstant auf den Abteilungen

A; = A(o;) = {7 € G | (1) konjugiert zu (o;)} .

Es bezeichne im Folgenden ~ die Konjugiertheit von Elementen bzw. Untergruppen in G. Da
jede zyklische Untergruppe zu genau einem H; = (o;) konjugiert ist, bilden diese A; (i = 1,...,s)
eine disjunkte Zerlegung von G und jeder rationalwertige Charakter ist folglich darstellbar als
Linearkombination der charakteristischen Funktionen ®; der A;:

(MT):{1 TGAi,:{l (r) ~ Hi,

0 sonst 0 sonst

Da rationalwertige Charaktere ganze Werte haben (siehe|(3.5)[und|(3.6)]), ergibt sich schlieflich:
S

(x) Jeder Charakter ¢ : G — Q besitzt eine Darstellung als ¢ = Z b;®; mit b; = ¢(0;) € Z.
i=1

Zum Beweis des Satzes von Artin muss man nun die Klassenfunktionen ®; als Linearkom-

binationen der Charaktere 1% (H € Z) darstellen. Dies geschieht, indem man zuerst umgekehrt

die 1% fiir zyklisches H als Linearkombinationen der ®; darstellt, und dann nach den ®; auflést.

Als Permutationscharakter ist 1% rationalwertig und besitzt daher nach (x) eine Darstellung

Z b;®; mit b; € Z. Wir berechnen nun die b; mit Hilfe der Bilinearform fiir Klassenfunk-
tlonen Da die ®; reellwertig und Abteilungen disjunkt sind, gilt
0 fiir ¢ # 7,
®27 q) q) . S N
( Z:G { %#Ai fiir i = j
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die ®; sind also paarweise orthogonal und es folgt

® #A, #G
(1%'1,@].)(;:;@(@,@]-)@:@- #GJ = b= =4 (1%, ®))c -
Unter Verwendung der Frobenius-Reziprozitiat berechnen wir nun noch
_ #(AjNH)
(15, ®))e = (Lu, ®;[;)m 7Zf1> — T
(4.8) occH #H
und erhalten damit
p - G #ANH)
TOO#H  #A

1. Bestimmung von #.A4;:

Ai={reG i ~H)= | {r| =2} = | {r|r erzeugt 7},

Z~Hj Z~Hj

wobei die Vereinigung disjunkt ist, da jedes 7 € A; natiirlich das zugehoérige Z = (1) ~ H;
eindeutig bestimmt. Wegen #7 = #H; =: n; ist die Anzahl der Erzeugenden von Z gleich
©(nj), ¢ die Eulersche Phi-Funktion. Wir erhalten also

#Aj= Y png) =) #{Z <G| Z~ Hyj}.

Z~Hj

Die Gruppe G operiert durch Konjugation auf ihren Untergruppen und der Normalisator Ng(Hj)
ist per definitionem genau die Fixgruppe von H; bei dieser Operation, so dass dessen Index
(G : Ng(Hj)) gerade die Zahl der Konjugierten von Hj ist. Also:

#Aj = o(n;) - (G : No(Hj)) .

2. Bestimmung von #(.A; N H) fiir zyklische Untergruppen H < G-
Wegen A;NH = {1 € H | (0;) ~ (1)} ist #(A; N H) = 0 = b; genau dann, wenn (o) zu keiner
(zyklischen) Untergruppe von H konjugiert ist, wenn also kein Konjugiertes von o; in H liegt,
d.h. wenn o; ¢ HE .= Ureq 7 1HT ist.

Ist dagegen o; konjugiert zu einem Element in H, so ist (0j) = H; konjugiert zu einer
Untergruppe H(j) < H.Inder zyklischen Gruppe H muss H (j) dann die eindeutige Untergruppe
der Ordnung #H; = n; sein. Also ist in diesem Falle

AinH ={re H|(r) ~{oj)} ={re H|(r) = H(j)} = #(A;NH) = @(#H(j)) = ¢(n;).
Damit ergibt sich bei zyklischem H und o; € H G

#G #A NH)  #G o(ny) _ #Ne(Hj)

VIR #A, #H )G NG() | #H
Insgesamt:
1§, = ibjcbj mit  b; = b;(H) = { ) ;e HE,
j=1 0 sonst
Indem man dies fiir alle zyklischen Gruppen H; € Z (i = 1,...,s) anwendet, erhdlt man ein

s X s lineares Gleichungssystem zwischen den 1%2, und den ®;

¢ #NG (H,) ¢
lGi = sz‘jq)j mit bij = bj(Hi) = {O#GHLJ o5 € Hi )

sonst.
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Setzt man F; = #H; - 1% und <fj = #Ng(Hj) - D5, so gilt

S
3 . 1 o;€ HC
1 E;, = . mit -4:{ J i
(1) ! jzjlﬁw / Fii 0 sonst.

Fiir ¢ = j ergibt sich 8;; = 1, denn o; € Hf . Fiir ¢ # j hingegen gilt

Bij=1 <= o; € H® < H; = (0;) ~ H(j) < H; — Hj~H(j) # H = nj<ni,
J [

Hjot
so dass in der Darstellung (1) fiir E; neben ®; nur solche ®; mit n; < n; vorkommen. Nummeriert
man also die H; bzw. o; so, dass die Ordnungen n; = #H; = ord o; monoton steigen, so gilt

(2) i<jjn¢§nj:ﬁij:(),

und die Koeffizientenmatrix (/3;;);; ist eine untere Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonalelementen
Bii = 1 und sonst nur Eintragen f;; € {0,1}. Die Matrix (f;;);; ist also reguldr und ganzzahlig
invertierbar, die ®; sind folglich ganzzahlige Linearkombinationen der E;:

s
(3) q)j = Z P)/jkEk mit Yik € Z .
k=1

Wir wollen dies nun induktiv beweisen mit dem Zusatz ~v;; = 0 fir oy & H]G oder anders
formuliert

(4) Bjk =0 = 7 =0 bzw. aquivalent -~y = Bjpyj fir alle j, k.
Ausgangspunkt ist geméB (1) und (2) &; = E; — > 5ij<i>j.

7<t
Sei nun ¢ > 1 und es gelten die Induktionsbehauptungen (3), (4) fiir alle j < i. Dann folgt

> Bij > vikEr m > <5ik — > BiiBirvik )Ek
k k

o =B - 8% = E —
) j<i j<i

j<i @

=Yik
Zum Nachweis der Induktionsbehauptung (4) fiir j = ¢ sei nun S = 0, also i # k und daher
Yik = — 22 BijBikyjk- Nun gilt
1<
BijBik =1 <= Bij =B =1 <= o, € H' = (0;)° No; € H = op € H' = By, =1

und daher durch Kontraposition

Bir=0 < B #1 = BB #1 < BiiBix =0 = vie=—_ BijBixYjx = 0.

j<i

Der Induktionsbeweis von (3),(4) ist damit vollstdndig und es gilt fiir alle 1 < j <'s

s s
0 . . #Hy, a
(3/) d; = vikEr, bzw. gleichwertig &, = Yig - 1
J kgl J J kgl J #NG(H]) Hy,
mit
(4,) Yik € Z und oy € HJG = Yjx = 0.
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Beweisschluss von [Satz (4.18),b)

Sei nun x ein rationalwertiger Charakter von G und daher nach (x)

s
X = Zqu)j mit cj = X(O’j) €.
j=1

Dann erhalten wir aus (3')

NN e vk #NGHY) N #HE 6
X‘E"%“ #Ne(Hj) IH’“_,;(; #NG(H;) ) NG (Hy) e

=ajk

Mittels (4") zeigen wir, dass alle a;j, ganzzahlig sind:

1. Fall: o}, QH]G ﬁ Yk =0 = a;, =0.
2. Fall: 0, € HJG, also THyr ! = <a§-) fiir geeignete 7 € G, | € Z. Dann folgt

Na(Hj) € Na((05) = Na(tHyr™') = TNG(Hp) T ™" = #Na(Hj) | #/Na(Hy) = ajp € Z.
Damit erhalten wir die Behauptung von [Satz (4.18),b)|

1

- S

J=1

e. Frobeniusgruppen

Schon beim Burnside’schen Satz |(3.24), p. 40| iiber Permutationsgruppen von Primzahlgrad
sind wir den sog. Frobeniusgruppen begegnet (siehe S. , die wir hier noch einmal explizit
definieren wollen:

(4.19) Definition: Sei G eine endliche Gruppe, 2 eine nicht-leere Menge.

a) G heifit Frobeniusgruppe auf ) genau dann, wenn G transitiv auf Q operiert und alle o € G,
o # 1 hochstens einen Fixpunkt in  haben.

b) Eine Untergruppe H < G heifit Frobeniuskomplement in G genau dann, wenn fiir alle
c€G,o0¢Hgilt: HNo 'Ho = {1}.

Beide Konzepte beschreiben dieselbe Situation, genauer gilt:
(4.20) Bemerkung: Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt:
a) Ist H ein Frobeniuskomplement in G, so auch jede konjugierte Untergruppe H™ = 7~ 'Hr.

b) Ist G eine Frobeniusgruppe auf 2, so sind die (zueinander konjugierten) Fixgruppen G,
(a € Q) Frobeniuskomplemente in G.

c) Ist H < G ein Frobeniuskomplement in G, so operiert G auf der Menge Q2 = G/H der
Linksnebenklassen von H als Frobeniusgruppe mit den Konjugierten von H als Fixgruppen
Go (@ € Q).

Beweis: a) Sei o/ ¢ H' = H™, also 0 = 7o'7~! ¢ H und daher
Hno'Ho =r'Hrno Vv ' Hro' =71 (Hno'Ho) -7 = {eg}

b) Sei 0 € G\ Gy, also oca # a. Ist dann p € G4 N 0Gao™' = Gy N Goq, so hat p die zwei
verschiedenen Fixpunkte «, o, also gilt nach Definition o = eq.
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c) Fur jede Untergruppe H < G operiert G durch Linksmultiplikation auf der Menge Q =
G/H = {oH | 0 € G} der Linksnebenklassen von H. Diese Operation ist offenbar transitiv und
oHo~! ist die Fixgruppe von a = cH € G/H. Sei nun 0 ¢ H, also a = H # 3 = o H. Dann
hat jedes p € HNoHo ! = G, NGz zwei verschiedene Fixpunkte und ist daher trivial: p = eg;
G ist eine Frobeniusgruppe auf 2. []

Wir kommen zum zentralen Resultat dieses Abschnittes, in dem wir zeigen, dass Frobenius-
gruppen semidirekte Produkte sind.

(4.21) Definition: Eine Gruppe G ist semidirektes Produkt eines Normalteilers N < G mit
einem Komplement H < G genau dann, wenn jedes o € G eine eindeutige Darstellung p = o7
mit o € N, 7 € H besitzt:

G=NH={or|ceN, 7€ H} und NNH={eg}.

Im Unterschied zum direkten Produkt wird hier die Vertauschbarkeit der Faktoren nicht
gefordert, d. h. i. a. o7 #7170 firoc € N, 7 € H.
Ist H ein Komplement, so auch jedes Konjugierte H° = 0 "'Ho (0 € G).

(4.22) Satz: (Frobenius) Frobeniusgruppen G sind semidirekte Produkte eines Normalteilers
N < G mit einem Komplement H < G. Genauer gilt:

a) Ist G eine Frobeniusgruppe auf der Menge €2, so bilden den fixpunktfreien Elemente von G
zusammen mit der Fins einen Normalteiler N < G mit #N = #$ und G ist das semidirekte
Produkt von N mit einer/jeder Fixgruppe G, (o € Q) als Komplement.

b) Ist H < G ein Frobeniuskomplement und H% = Uyeq HC die Vereinigung aller Konjugier-
ten von H in G, so ist N := (G'\ H%) U {eg} ein Normalteiler in G und G semidirektes
Produkt von N mit H als Komplement.

Beweis: Mit den Uberlegungen von [Bem. (4.20))) ist klar, dass beide Aussagen des Satzes
aquivalent sind. Wir beweisen b).

(4.23) Lemma: Ist H < G ein Frobeniuskomplement, e wie immer das Einselement der Grup-
pen und N = (G \ H%) U {e}, so gilt:

a) #N = (G : H).
b) MaG N MNH={e} = MCN.
¢c) MaG N MNH={e} N G=MH = M = N.

Beweis: a) H° N H = {e} fiir 0 € G\ H bedeutet H™ N H? = {e} fir Tp ' ¢ H <= Ht #
Hp. Ist jedoch HT = Hp, so ist natiirlich 7='H = p~'H und damit H™ = H”. Also gilt fiir ein

vollstéandiges Reprasentantensystem o; (i = 1,...,7) der Rechtsnebenklassen von H
T
T .
HE = U H7 = H% = () (H"\{e}) U{e}
ocq i=1 i=1

— #HC=r - (#H-1)+1=(G:H)(#H-1)+1=#G - (G: H)+1
— #N=#(G\H%) +1=(G: H),

b) MNH={e} = {e}:M"ﬂH"MZGMﬂH‘T fiir alle o € G, also
<

M\{e} CG\ |J B = N\ {e}.

oelG
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c) Esist G = M - H semidirektes Produkt und daher #M = (G : H) :) #N. Nach b) ist M C N

und es folgt M = N. []

Zum Beweis des Satzes von Frobenius bleibt nun zu zeigen, dass die Menge N = G\ H% U{e}
ein Normalteiler in G ist. Wegen NNH = {e} und #N = (G : H) ist dann G = N-H semidirektes
Produkt von N mit H.

(4.24) Lemma: Sei H ein Frobeniuskomplement in G. Dann gilt fiir alle Klassenfunktionen
Y H — C mit ¢(e) =0:
v =1
Beweis: Zunachst gilt fiir h = e (siehe [(4.7),c), p. 49)

W9 (e) = #11{ S wole) = (G H)(e) = 0= th(e)

oceG

Ist hingegen h € H, h # e, so gilt

(1) o¢H = HNH={e} = e#h°¢H = 1yo(h?) =0
(2) oeH = to(h?) =9(h7) =¥(h)

und daher

Gy = L o= L _
WO 5 g 3w 5 o 3wl = ().

Beweis von |Satz 4.228 Um zu zeigen, dass N = (G\ H)U{e} ein Normalteiler ist, stellen wir
N als Durchschnitt der Kerne gewisser irreduzibler Charaktere von G dar. Es sei dabei an
(3.13),c), p. 33| erinnert, demzufolge jeder Normalteiler als ein solcher Durchschnitt darstellbar
ist.

Es sei ¢ ein irreduzibler Charakter von H tber C, ¢ # 1y : H — {1} C C. Dann ist
1 = ¢ — p(e) 1y eine Klassenfunktion von H mit ¢(e) = 0. Fir diese gilt nach [Lemma (4.24)|

und Frobeniusreziprozitét

(wGawG)G = (wG‘H7¢)H = (¢7¢)H
= (p—ole)lu,p—ple)lu)y
iy e TP

Ebenfalls nach Frobeniusreziprozitit gilt

W% 1e)e = (W 1a ) n = (W, 1g)g = (¢ — ¢(e) Ly, 1n)m = —p(e).

Damit erhalten wir fiir alle nicht-trivialen irreduziblen Charaktere ¢ von H eine Klassenfunktion
©* := Y% + p(e) 1g von G mit den Eigenschaften

(¢* 1a)e = (W9 1g)a + ¢(e) = —p(e) + ¢(e) =0,
(¢*,9")a = 1+ ¢(e)? = 2p(e)* + p(e)? =1,

Nach Ansatz ist ¢ eine Differenz von Charakteren von H, also ist ¢ eine Differenz von Cha-
rakteren von G, denn der Induzierungsprozess ist mit der Summe von Darstellungen bzw. Cha-
rakteren vertauschbar. Damit ist dann auch ¢* eine Differenz von Charakteren von G, also
eine Z-Linearkombination irreduzibler Charaktere von G. Wegen der Orthonormalitdt der irre-
duziblen Charaktere und (¢*, ¢*)g = 1 muss £¢* ein irreduzibler Charakter von G sein, der
wegen (¢*, 1g)e = 0 nicht-trivial ist.

59



Nach gilt fiir alle h € H
9" (h) = YO (h) +p(e) = ¥(h) + w(e) = p(h), also ¢ | = .

Insbesondere gilt ¢*(e) = ¢(e) > 0, so dass ¢* irreduzibler Charakter von G ist (und nicht —¢*).
Insgesamt ist so zu jedem nicht-trivialen irreduziblen Charakter ¢ von H eine Fortsetzung zu
einem nicht-trivialen Charakter ¢* von G konstruiert.

Wir definieren nun den Normalteiler M < G als Durchschnitt der Kerne

M= (] Keg*<G.

p#L g irr.
Dann gilt
he MNH = N\ oh)=¢"(h) =¢*(e) = ¢(e)
p#Lpirr.
= he ﬂ Kep = ﬂ Kep = {e},
pF#L g irr. pirr.

denn nach[Satz (3.13),c), p. 33| ist jeder Normalteiler, insbesondere {e} Durchschnitt von Kernen
irreduzibler Charaktere. Damit ist M N H = {e} und nach [Lemma (4.23),b)|folgt dann M C N.
Sei nun umgekehrt o € N = (G \ H%) U {e}, o # e. Dann gilt 0™ ¢ H fiir alle 7 € G und daher

LS o lor) = ple) = 97 ().

p*(0) = ple) + ¢ (0) = ple) + 7P

Das heifit, o € Ke ™ fir alle irreduziblen ¢ # 1 und damit ¢ € M, N C M. Insgesamt folgt
M = N und N ist Normalteiler von G. (]

§5 Zerfallungskorper

Es sei im Folgenden stets K ein Korper mit char K = 0. Die meisten Resultate gelten auch fiir
char K J#G. Dann benotigt man zum Beweis aber den Gruppenring und Kenntnisse iiber seine
Struktur, die hier nicht vorausgesetzt werden kénnen.

a. Absolut irreduzible Darstellungen

Sei D : G — GL,(K) eine (Matrix-)Darstellung der endlichen Gruppe G iiber K. Dann ist fiir
jeden Oberkorper L von K D auch eine Darstellung iiber L:

D:G— GL,(K) — GL,(L).

Ob man D als K- oder L-Darstellung betrachtet, ist unbedeutend fiir die Abbildung D und fiir
den Charakter x p, nicht aber fiir die Eigenschaften von Darstellungen, wie etwa Aquivalenz oder
Irreduzibilitit. Wir unterscheiden daher zwischen D : G — GL,(K) und D' : G — GL,(L).
Ebenso unterscheiden wir zwischen dem Charakter xp, : G — K von D und x* := x pr G — L,
die zwar als Abbildungen gleich sind, jedoch hinsichtlich Irreduzibilitdt unterschiedlich sein
konnen. Wir sagen kurz “y ist ein K-Charakter”, wenn y Charakter einer Darstellung iiber K
ist. In diesem Sinne ist dann x” ein L-Charakter.
Spricht man von der Irreduzibilitit von D bzw. D, so meint man damit

(A) D ist reduzibel <= D ist als K-Darstellung reduzibel <=

1 Dy(o)| =
V  V AD -7 ( ! D2(0>>.T.

D;:G—GLy, (K) TEGL,(K) 0€G
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(B) DY ist reduzibel <= D ist als L-Darstellung reduzibel <=

1 Di(o)| *
A R

Dy:G—GLy, (L) TEGL, (L) 0€G

(A) und (B) unterscheiden sich somit an 2 Stellen:
i) Man lasst in (B) als transformierende Matrizen T' solche aus GL, (L) zu.
ii) Man lasst in (B) bei der Zerlegung von D Teildarstellungen D; iiber L zu.

Wesentlich ist dabei ii). i) allein wiirde zu keinem neuen Begriff fithren, denn es gilt

(5.1) Bemerkung: Sei K ein Korper mit char K = 0, Dy, Do K-Darstellungen von G und L|K
eine Korpererweiterung. Dann gilt:

Dy dquivalent Dy <= DY dquivalent DL

Beweis: = ist trivialerweise erfiillt. Sei umgekehrt 7' € GL, (L) mit D¥ (o) = T-'D¥(o)T
fiir alle ¢ € G. Dann stimmen die Charaktere iiberein: x pr = Xpi- Da aber D; und DF als
Abbildungen identisch sind, gilt xp, = X p,, weshalb nach [Satz (2.9),c), p. 18} D; und D (als
K-Darstellungen) dquivalent sind. O

(5.2) Bemerkung: Ist D eine K-Darstellung von G und L|K ein Oberkorper, so gilt
D reduzibel = D reduzibel bzw. D? irreduzibel = D irreduzibel .

Die Umkehrungen gelten nicht allgemein.

Beweis: Gilt D ~ D1 @ Dy mit K-Darstellungen D, D;, so folgt trivialerweise DL ~ Df EBDQL
und D ist reduzibel. Die zweite Behautpung ist die Kontraposition.

Bleibt nur noch ein Gegenbeispiel anzugeben: Sei G = (o) die zyklische Gruppe der Ordnung 3,
K=R,L=Cund

D:G—)GLg(R),UI—)(_?_%).

Da die angegebene Matrix die Ordnung 3 hat, ist dadurch eine R-Darstellung D wohldefiniert.
Wire D reduzibel, so wére nach dem Satz von Maschke |(1.10), p. 11, D(o) in GL2(R) dhnlich
zu einer Diagonalmatrix <)E)1 )(\) ) € GLa(R). Wegen D(0)? = E, Einheitsmatrix gilt A\? = 1
2

und wegen \; € R dann \; = 1. D(0) wére also dhnlich zur Einheitsmatrix und damit gleich der
Einheitsmatrix, Wid.

Damit ist D eine irreduzible R-Darstellung von G. Aber iiber dem algebraisch abgeschlos-
senen Korper € muss D€ als 2-dimensionale Darstellung einer abelschen Gruppe reduzibel sein
(siehe [Korollar (2.15), p. 24). m

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, unter welchen Bedingungen eine irreduzible Dar-
stellung bei Erweiterung des Grundkorpers irreduzibel bleibt.

(5.3) Definition: Sei D eine Darstellung einer endlichen Gruppe iiber einem Kérper K. Dann
heiBt D absolut irreduzibel genau dann, wenn fiir jeden Erweiterungskorper L|K D¥ irreduzibel
ist.

Die nachfolgende Proposition zeigt nun den Zusammenhang dieses Begriffes mit einem fiir
den Aufbau der Theorie in den Paragraphen [§2| und [§3] wichtigen, aber etwas sperrigen Konzept,
der Schurbedingung (Sp) (siehe [Def. (1.16), p. 14)).
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(5.4) Proposition: Sei K ein Kérper mit char K = 0 und D : G — GL,(K) eine Darstellung
iiber K. Dann sind aquivalent:

(i) D ist absolut irreduzibel.

(ii) D* ist irreduzibel fiir alle endlichen Kérpererweiterungen L|K .
(iii) D ist irreduzibel und K erfiillt die Schurbedingung|[(Sp)| fiir D.
(iv) (Xp>Xp)c = 1 fiir den Charakter xp von D.

(v) DK st irreduzibel fiir die algebraisch abgeschlossene Hiille K von K.

Beweis: (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (v) = (iv) = (i).
(i) = (ii) ist eine logische Abschwéchung.
(ii) = (iii): D = DX ist nach Voraussetzung irreduzibel. Bleibt fiir K die Schurbedingung
nachzuweisen. Sei also A € M, (K) mit D(0)A = AD(o) fiir alle 0 € G. Sei L|K eine endliche
Korpererweiterung, in der das charakteristische Polynom P4 € K[X] von A eine Wurzel und A
damit einen Eigenwert A € L hat. Dann ist A — AE,, € GL,,(L) nicht regulér.

Andererseits gilt (A — A\E,,)D*(0) = D*(0)(A — AE,,), so dass wegen der Irreduzibilitit von
D' aus dem Lemma von Schur [(1.15),a), p. 13} folgt

A—XE, =0 = \E, = A€ My(K).

Damit ist jedes derartige A eine Skalarmatrix AE,, insbesondere A € K ein Eigenwert von A.
(iii) = (iv):|(2.5),c)|

(iv)(v): Klar wegen X = X,z und [Satz (2.10

(iv) = (i): Seien L|K eine beliebige Korpererweiterung und L eine algebraisch abgeschlossene

Hiille von L. Wegen 1 = (xp, xp) und xp = Xpi folgt wieder aus [Satz (2.10

DL = (D )L irreduzibel => D¥ irreduzibel.

Dies gilt fiir jede Erweiterung L|K und somit ist D absolut irreduzibel. []

Die Aquivalenz (iii) < (i) von bedeutet, dass in allen Resultaten der Paragraphen §2
und §3 die Forderung

D irreduzibel iiber K und K erfiillt die Schurbedingung
ersetzt werden kann durch die begrifflich einfachere Bedingung
D absolut irreduzibel.
b. Zerfallungskorper
Auch die Bedingung
K erfiillt die Schurbedingung fiir eine endliche Gruppe G
kann dann einfacher formuliert werden als
Alle irreduziblen Darstellungen von G {iber K sind absolut irreduzibel.

Diese Bedingung wollen wir in diesem Unterabschnitt genauer studieren.

(5.5) Definition: Sei G eine endliche Gruppe, K ein Koérper mit char K = 0.
Dann heifit K Zerfillungskorper von G genau dann, wenn jede irreduzible Darstellung von G
iiber K absolut irreduzibel ist.
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(5.6) Satz: Sei G eine endliche Gruppe und K ein Kérper mit char K = 0.
Dann sind dquivalent:

(i) K ist Zerfallungskorper fiir G.
(ii) K erfiillt die Schurbedingung fiir G.

(iii) G besitzt iiber K die maximale Anzahl h = #[G] von indquivalenten irreduziblen Darstel-

h
lungen Dy, ..., Dy, und es gilt Y (deg D;)? < #G.
i=1
(iv) Jede irreduzible Darstellung D : G — GL(K) von G iiber dem algebraischen Abschluss
K ist bereits iiber K realisierbar, d. h. es gibt eine K-Darstellung D : G — GL,,(K) mit
D ~ DX,

Beweis: (i)« (ii) klar nach [(5.4),()< (i)}

(ii)=-(iii): Klar nach [Satz (2.7), p. 17} und [Korollar (2.14), p. 23, (sogar mit Gleichheit statt
der Abschitzung).

(iii)=>(iv): Seien D1,..., Dy mit den Eigenschaften von (iii). Wir betrachten nun die K-
Darstellungen H; = DX und ihre Zerlegungen in irreduzible K-Darstellungen. Fiir i # j gilt

D; D; und dah = = 0. Also haben di hied H;
i 7 Dj und daher (xy,,xu,)¢ = (Xp,,Xp,)c T so haben die verschiedenen H;
keinen irreduziblen Bestandteil gemeinsam, und da die Anzahl der H; gleich der Maximalzahl h

irreduzibler K-Darstellungen (modulo Aquivalenz) ist, folgt:

H; =n;-F;, mitn; > 1, Fy,...,F samtliche irreduzible K -Darstellungen (modulo Aquivalenz).

[Korollar (2.14){ und Voraussetzung (iii) ergeben dann

h h h

deg F})? = #G > deg D;)* = n?(deg F})*.
;g)m]®é¥g);(g)

und man erhélt fir jedes j

h
z:(degFl-)2 > n? - (deg Fj)* + Z(degFi)2 = (deg F})* > nj2 (deg F})* <= n; =1.
i=1 i#]

Damit ist jede irreduzible K-Darstellung F &quivalent zu einem F; = H; = Dif{ mit einer

K-Darstellung D;.

(iv)=(i): Seien D; (i = 1,...,h) mit h = #[G] indquivalente irreduzible K-Darstellungen
und nach Voraussetzung (iv) F; K-Darstellungen mit D; ~ F/X. Dann sind Fi, ..., F}, iniquiva-
lente irreduzible K-Darstellungen. Nach [Satz (2.8), p. 18| sind dies dann sd@mtliche irreduziblen

K-Darstellungen (modulo Aquivalenz) und sie sind absolut irreduzibel, da FZR ~ D; iiber K
irreduzibel sind. [

Aussage (iv) lasst sich noch wie folgt verschérfen:

(5.7) Korollar: Jede Darstellung einer endlichen Gruppe G iiber einem Kérper k der Charak-
teristik 0 ldsst sich iiber jedem Zerfillungskérper K fiir G realisieren. Das bedeutet: )
Eigenschaft (iv) von [Prop. (5.6)| gilt fiir jeden Kérper K der Charakteristik 0, nicht nur fiir K.

Beweis: O. E. sind K, k Erweiterungskérper von Q und o. E. K, k algebraisch abgeschlos-
sene Hiillen, die Q enthalten. Da K und Q Zerfillungskorper sind, kann man iiber K bzw. Q
vollstindige Repriisentantensysteme irreduzibler Darstellungen von G' (modulo Aquivalenz) D;
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bzw. F; (i = 1,...,h = #[G]) wihlen, die dann iiber dem gemeinsamen Oberkérper K zueinan-
der dquivalent sein miissen: D; ~ F; nach Umnummerierung. Zerlegt man eine k-Darstellung D
iiber k in die Q-Darstellungen Fj, so erhilt man

D ~ @& n;F; ~ ©n;D; K-Darstellung.
(2 (]

Etwas lax formuliert besagen diese Charakterisierungen, dass {iber einem Zerfallungskorper
die grofite Zahl von indquivalenten irreduziblen Darstellungen existiert ((iii)). Zugleich lassen
sich iiber einem Zerfillungskorper alle Darstellungen von G realisieren (modulo Aquivalenz)
(Rorollar (5.7)).

Es ist klar, dass algebraisch abgeschlossene Korper Zerfallungskorper sind (siehe (iv) oder (ii)
und die Definition der Schurbedingung|(S), p. 14) und jeder Oberkorper eines Zerfallungskorper
wieder einer ist (siehe (iii)).

Aber wie grofl muss ein Zerfallungskorper sein? Zumindest muss man nicht unbedingt bis zum
algebraischen Abschluss gehen. Es gilt

(5.8) Proposition: Sei G eine endliche Gruppe, k ein Kérper mit char k = 0. Dann existiert
eine endliche Erweiterung K|k, so dafl K ein Zerfallungskorper fiir G ist.
Insbesondere gibt es zu jeder endlichen Gruppe G einen endlich algebraischen Erweiterungskor-
per von Q (einen sog. algebraischen Zahlkérper), tiber dem jede Darstellung von G realisierbar
ist.

Beweis: Es sei Dy, ..., Dy, ein vollstiandiges System indquivalenter irreduzibler (Matrix-)Dar-
stellungen von G iiber dem algebraischen Abschluss & von k.
Wir definieren nun K als den von allen Matrixeintragen aller D;(0) (1 < i < h, 0 € G) iiber
k erzeugten Erweiterungskorper K|k. Wegen K C kist K |k algebraisch, und da G endlich ist,
auch endlich erzeugt, also (K : k) < co. i
Damit ist jede irreduzible k-Darstellung D Aquivalent zu einem D; = FF mit einer K-Darstel-
lung F; und folglich ist nach K ein Zerfallungskorper fiir G.
Der Zusatz ist nichts anderes als der Spezialfall £ = Q verbunden mit ]

c. Die Satze von Brauer

Ziel dieses Abschnittes ist ein Resultat von R. Brauer, das fiir beliebige Gruppen einen konkreten
algebraischen Zahlkorper als Zerfallungskorper bestimmt. Dieses Ergebnis beruht allerdings auf
einem fundamentalen Satz von Brauer, den wir hier leider nicht beweisen kénnen.

(5.9) Definition: a) Eine Gruppe heifit elementar, wenn sie direktes Produkt einer zyklischen
Gruppe mit einer p-Gruppe, p eine Primzahl, ist.

b) Eine Darstellung einer Gruppe heifit monomial, wenn sie induziert wird von einer eindimen-
sionalen Darstellung einer Untergruppe.

(5.10) Bemerkung: a) Elementare Gruppen sind nilpotent.
b) Nilpotente Gruppen sind sog. M-Gruppen, d. h. jede irreduzible Darstellung iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Koérper K mit char K J#G ist monomial.

Beweis: a) Als direktes Produkt nilpotenter Gruppen sind elementare Gruppen nilpotent.
b) Siehe [7] Huppert: Endliche Gruppen I. Satz V.18.5 b).

(5.11) Satz: (R. Brauer) Sei G eine endliche Gruppe.

a) Ist x ein C-Charakter von G, so existieren elementare Untergruppen H; < G, eindimen-
sionale Charaktere \; : H; — C* und a; € Z (i =1,...,r) mit

™
X = @A
=1
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b) (“Charakterisierung der Charaktere”) Eine Klassenfunktion 1) : G — C ist Differenz zweier
Charaktere von G (ein sog. virtueller Charakter) genau dann, wenn fiir alle elementaren
Untergruppen H < G die Einschrdnkung 1 | ein virtueller Charakter von H ist.

Zum Beweis siehe Dornhoff: Group Representation Theory, Theorem 16.2.
Aus diesem Satz kénnen wir nun ein weiteres Resultat von R. Brauer ableiten, ndmlich den
folgenden Satz iiber Zerfallungskorper:

(5.12) Satz: (R. Brauer)
Ist G eine endliche Gruppe vom Exponenten m, so ist der Einheitswurzelkorper K = Q((n)
Zerféllungskérper fiir G.

Beweis: Wir verwenden [Satz (5.6), p. 63, und weisen Eigenschaft (iv) fir K nach. Sei also
D : G — GL,(K) eine irreduzible Darstellung von G und x : G — K C C ihr Charakter.
Nach Brauers Resultat hat x eine Darstellung x = >/, ai/\iG mit eindimensionalen
Charakteren \; elementarer Untergruppen H; < G und a; € Z (i = 1,...,r). Da eindimensionale
Charaktere Homomorphismen \; : H; — C* sind und exp H; | expG = m gilt, ist A\;(H;) C
Q(¢m) = K. Daher sind \; und dann auch die Induzierten A{’ K-Charaktere. Wir zerlegen nun
x als Differenz von K-Charakteren

X =%y — - mit w+zzai)\?a¢722|ai|>\z€7

a; >0 a; <0

wobei 1 = 0 zugelassen ist. Unter allen derartigen Zerlegungen x = 11 —19 mit K-Charakteren
1; oder 19 = 0 wihlen wir eine mit minimalem 2(eq) € IN.

Wir zeigen nun, dass ¥2(eg) = 0 und damit 9 kein Charakter, sondern ¢ = 0 ist, folglich
x = 91 ein K-Charakter und D ~ F¥ mit einer K-Darstellung F.
Annahme: ¢2(eg) > 0 und daher 15 ein K-Charakter. Wahle nun einen irreduziblen Bestandteil
© von 1, also ¢ ein K-Charakter und (¢, 12)g > 0. Dann folgt

(e 1) = (0% v0)e = (©%, X)a + (9% vf)e > 0,
>0 >0

also ist ¢ ein irreduzibler Bestandteil von 17 und daher
Y1 =@+, e =@+ Y5 mit 1), K-Charaktere oder 1} = 0.

Wir erhalten so
X =1 — o =) — by
Nun gilt ¢¥](eq) = x(eq) + Y5(eq) > x(eq) > 0, also ist 9] ein K-Charakter und ¥)(eq) =
Ya(eq) — pleqg) < Ya(eq), im Widerspruch zur Minimalitdt von s (eq).
Damit folgt: 12 = 0 und x = 11 mit einem K-Charakter ;. Ist F} die Darstellung von G iiber

K mit Charakter 11, so folgt D ~ F{. Also gilt Eigenschaft (iv) von und K = Q((m)
ist Zerfallungskorper fiir G. [

Es sei angemerkt, dass fiir Kérper K positiver Charakteristik scharfer gilt:

(5.13) Satz: Sei G eine endliche Gruppe und K ein Kérper mit char K # 0. Ist D eine Dar-
stellung tiber K und hat ihr Charakter Werte in einem Teilkérper k C K: x p(G) C k, so ist D
iiber k realisierbar, d. h. es existiert eine Darstellung F iiber k mit D ~ FX.

Zum Beweis siehe Isaacs: Character theory of finite groups, Thm. 9.16/9.23.

d. Der Schurindex

Waéhrend in flir eine Gruppe G ein Zerfallungskérper bestimmt wird, also ein Koérper
iiber dem sich jede absolut irreduzible Darstellung von G realisieren ldsst, soll in diesem Ab-
schnitt die Frage beleuchtet werden, iiber welchem Korper eine einzelne vorgegebene Darstellung
realisiert werden kann.
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(5.14) Proposition: Sei K |k eine Korpererweiterung mit (K : k) < oo. Fiir einen K-Charakter
x von G sei k(x) := k(x(G)) der Wertekérper von y itiber k. Dann gilt:

(K : k(x)) - x ist ein k(x)-Charakter von G.

Beweis: Sei D : G — Autg (V) eine Darstellung von G iiber K mit Charakter x. Wir setzen
L:=k(x) € Kund m = (K : L) € N;. Dann ist V natiirlich ein L-Vektorraum der Dimension
dimp (V)= (K : L) - dimg(V), denn

m

V= @sz—@ EBL(IV’UZ

i=lv=1 =~

=Wyj
mit einer K-Basis (v;)1<i<n von V, einer L-Basis (a;)1<j<m von K und der sich daraus ergeben-
den L-Basis (a,v;),; von V mit der Lange mn. Da jeder K-Automorphismus von V natiirlich
auch L-Automorphismus ist: Autx (V) < Autr(V), ist jede K-Darstellung D : G — Autg (V)

auch eine L-Darstellung D : G — Autz (V) mit dem Grad deg D = m - deg D. Wir zeigen nun:

Xi=Xp=m-X.

Wir berechnen dazu fiir beliebiges o0 € G

n n
D(o)(v;) = > ajuv, x(0)=> azekK.
i:l?;'; i=1

n
D(o)(ayvy) u ?K au - D(o)(vj) = auZ%vz = Z Qij * ay)v;
» =1

Dabei ist A := (a;j) € GL,(K) die Matrix von D(o) bzgl. der K-Basis (v;) von V, die B;; :=
(Bijyu)vp € My (L) sind die Matrizen der Linksmultiplikationen ayj; - ... : K — K bazgl. der
L-Basis (a,) und die obige Rechnung zeigt dann:

C = (Bijuu)ivju € GLmn(L) ist die Matrix von D(a) bzgl. der L-Basis (a,v;);, von V

Die Matrix C' € GLy,(L) entsteht, indem man in der Matrix A € GL,(K) jeden Eintrag
a;j € K ersetzt durch die Matrix B;; € My, (L):

Bg B,

C= € GLn(Mm(L)) < Gan(L)
Butl-- [Bun

Wir erhalten so

x(o) = TrD =TrC = ZTrB“—ZZﬁMWEL

=1 pu=1

Andererseits gilt fiir alle p

n n m m n
X(0) ap=> ui-ap =Y Biiwptvr = Y_ > Biiwu-au,
—~— = i=1v=1 v=1i=1
€k(x)=L ~—
€L
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woraus durch Koeffizientenvergleich (bzgl. der L-Basis (a,), von K) folgt

A x©0) = B = %(0) =3 Biiy = m - x(0).
p=1 i=1 p=1i=1

Damit ist (K : k(x)) - x gleich dem k(x)-Charakter y, womit die Proposition bewiesen ist. [

(5.15) Definition: Sei G eine endliche Gruppe, k ein Koérper mit char k = 0, x ein Charakter
von G iber einem Erweiterungskoérper von k. Dann definieren wir den Schurindez von x tiber k

sk(x) = min{m € N1 | my ist ein k(x)-Charakter von G}

Rechtfertigung: Sei x ein Charakter von G tiber L, k C L. Nach [Prop. (5.8), p. 64} gibt es
einen Zerfillungskdrper K fiir G mit (K : k) < oo. Nach[Korollar (5.7)]ist dann x Charakter einer
K-Darstellung von G und nach existiert ein m € N4, ndmlich m = (K : k(x)), so
dass my ein k(x)-Charakter ist. Also existiert auch das kleinste derartige m und der Schurindex
sk(x) ist wohldefiniert.

(5.16) Proposition: Sei G eine endliche Gruppe, k ein Kérper mit char k = 0, x ein Charakter
von G iiber einem Erweiterungskorper Klk. Ist x irreduzibel, so gilt fiir den Schurindex si(x):

a) si(x) - x ist irreduzibler k(x)-Charakter von G.
b) sk(x) = geT{m € N, | mx ist ein k(x)-Charakter von G}
Beweis: Wir zeigen zunéchst

(x)  x irreduzibel und my k(x)-Charakter =— \/ ¢ = rx irreduzibler k(x)-Charakter.

rim

Sei L = k(x) und ¢ ein L-irreduzibler Bestandteil von my. Dann gilt my = r¢ 4+ ¢ mit r € Ny
und ¢ = 0 oder einem L-Charakter v, der ¢ nicht enthilt, also mit (¢,)g = 0. Dann gilt iiber
dem Korper K

und daraus folgt der Widerspruch

0= (Soaq/})G = ab(XvX)G # 0, Wid.

Also gilt ¥ = 0 und daher my = r¢ mit einem irreduziblen L-Charakter ¢ = ax. Wegen der
Irreduzibilitdat von x folgt weiter

mxy =rp=raxy = m=ra = T|m.

Wir folgern nun a) und b) aus (x). Wendet man (%) auf den Schurindex s := sx(x) an, so
erhilt man die Existenz eines ¢ | s mit ¢y irreduzibler k(x)-Charakter. Wegen der Minimalitét
von s muss t = s sein und daher ist sx ein irreduzibler k(y)-Charakter, also gilt a).

Sei m € Ny und myx L-Charakter. Dann gilt nach (*) my = "*¢ und mx enthélt nur einen
irreduziblen Bestandteil ¢ iiber L. Nun ist nach b) sy ein irreduzibler L-Charakter und es gilt

(mx; sx) = ms(x, x) # 0,
also ist sy der eindeutig bestimmte irreduzible Bestandteil ¢ von my iiber L:
mx =re=r(sy) = m=rs = s|m.

Also teilt der Schurindex s jedes derartige m und es folgt b). []
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§6 Abschlielende Bemerkungen

Wir méchten hier zum Abschluss nur kurz die Briicke schlagen zur erwdhnten Theorie der halb-
einfachen Algebren, in die sich die Darstellungstheorie einordnet und die dann zu tiefergehenden
Resultaten fiihrt.

a. Die Gruppenalgebra

(6.1) Definition: Ist K ein Korper, so definiert man fiir eine endliche Gruppe G die Grup-

penalgebra K[G] tber K durch:

Als K-Vektorraum sei K[G] = @G Ko von der Dimension #G (mit Basis GG). Die Algebrenmul-
(oS

tiplikation auf K[G] wird durch distributive Fortsetzung der Gruppenmultiplikation erklart:

(Z%U) . (Teng77> = Z ZangUT: Z( Z agbr) - p = Z(Z%ba*lp)'P-

oceG ceGTeG pEG o,TEG peG oceG

oT=p

(6.2) Proposition: Es bestehen natiirliche Bijektionen zwischen

(1) Darstellungen von G in K-Vektorrdumen V,
d. h. Gruppenhomomorphismen D : G — Autg (V).

(2) Darstellungen der Gruppenalgebra K[G]|,
d. h. K-Algebrenhomomorphismen D : K[G] — Endg (V),

(3) K[G]-Moduln V.

Dabei ist jeweils V' als K-Vektorraum # 0 und endlich dimensional.

Beweis: (1)—(2): Sei D : G — Autg (V) eine Darstellung von G iiber K. Da G eine Basis
des K-Vektorraums K[G] ist, besitzt die Abbildung D : G — Autg (V) < Endg (V) genau eine
Fortsetzung zu einem K-Homomorphismus D : K[G] — Endg (V). Da D ein Gruppenhomomor-
phismus ist und die Algebrenmultiplikation in K[G] vermoge der Gruppenmultiplikation von G
definiert ist, wird D : K[G] — Endg (V) ein Homomorphismus von K-Algebren.

(2)—=(3): Ist D : K[G] — Endg (V) ein Algebrenhomomorphismus, so wird V' durch folgende
Definition ein K[G]-Modul:

K[Gl|xV =V, (a,v) = a.v:= D(a)(v).

(3)—=(2): Ist V ein K[G]-Modul, so erhilt man umgekehrt einen K-Algebrenhomomorphismus
durch i
D: K[G] = Endg(V), ar—a-(...).

(2)—=(1): Ist D : K[G] — Endg(V) ein Algebrenhomomorphismus, so ist D = Dig:G —
Endg (V) multiplikativ und wegen D(eq) = D(1k(g)) = idy sowie D(o) o D(67') = D(eg) =
idy = D(0Y)oD(0) folgt: D(G) C Autg (V) und D : G — Autg (V) Gruppenhomomorphismus.

(6.3) Beispiel: K[G] ist vermoge der Algebrenmultipliaktion ein K[G]-Modul endlicher Dimen-
sion iiber K. Dieser bestimmt also eine Darstellung von G iber K, und zwar V = K|[G| und
D:G— Autg(V), 0 — o-(...). V. = K[G] besitzt die K-Basis (7 | 7 € G) und auf dieser
operiert D durch D(o)(7) = o - 7. D ist also die regulire Darstellung von G iiber K (siehe
Bemerkung (1.5), p. §).
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(6.4) Proposition: Bei der Bijektion (1)<+(3) in entsprechen einander die folgenden
Begriffe:

a) (i) Aquivalenz von Darstellungen iiber K

(ii) Isomorphie von K[G]-Moduln

b) (i) Teildarstellungen
(ii) K[G]-Untermoduln

c¢) direkte Summen von Darstellungen bzw. von K |[G]-Moduln

d) (i) irreduzible Darstellungen
(ii) einfache K|[G]-Moduln, d. h. Moduln ohne echte Untermoduln # 0

Beweis: Klar

Damit ist die Darstellungstheorie endlicher Gruppen in die Theorie der Algebren eingeordnet.
In diesem Rahmen werden die Resultate strukturell {ibersichtlicher und in einen weiteren Kontext
gestellt. So erhélt man etwa die folgende allgemeinere Version des Lemmas von Schur:

(6.5) Lemma von Schur: Seien A ein unitdrer Ring und V, W einfache A-Moduln. Dann gilt
a) Homy(V,W) = {0}, falls V£ W.
b) End4 (V) ist ein Divisionsring.

Beweis: Ist f : V. — W ein A-Modulhomomorphismus, so ist Ke f ein Untermodul des
einfachen Moduls V, also Ke f = {0} und f injektiv, oder Ke f = V und f = 0. Genauso
argumentiert man fiir das Bild: Im f = {0} und f = 0, oder Im f = W und f surjektiv. Ist also
f#0,s0ist f:V =~ W ein Isomorphismus (und es gilt a)) und im Falle V= W eine Einheit
in End4(V) = Homa(V, V) (und es gilt b)). O

Angewendet auf eine Gruppenalgebra A = K|[G] ergibt dies genau das Lemma von Schur

(1.15),a)| fiir Gruppendarstellungen.
b. Halbeinfache Ringe

Will man auch den fundamentalen Satz von Maschke |(1.10), p. 11} in diesen Rahmen stellen, so
kommt man zum Konzept der halbeinfachen Ringe.

(6.6) Definition: Sei A ein unitérer Ring. Ein A-Modul V' heifit halbeinfach (oder vollstandig

reduzibel) genau dann, wenn V' = & V; direkte Summe einfacher Untermoduln ist.
i€l

(6.7) Lemma: Ist A ein unitdrer Ring und V ein A-Modul, so gilt:
a) Es sind dquivalent:

(i) V ist halbeinfach.
(ii) V' ist Summe von einfachen Moduln: V = 3%,.; V;.
(iii) Fiir alle A-Untermoduln W <V existiert ein A-Modul W' mit W @ W' = V.

b) Unter- und Faktormoduln halbeinfacher Moduln sind selbst halbeinfach.

Beweis: Siehe [3] Dornhoff: Group representation theory
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(6.8) Definition: Ein Ring A heifit halbeinfach, wenn A als A-Modul halbeinfach ist.

(6.9) Lemma: Ein unitarer Ring A ist genau dann halbeinfach, wenn jeder A-Modul V' halb-
einfach ist.

Beweis: Klar nach [Lemma (6.7),b)l da jeder Modul V' epimorphes Bild eines freien Moduls

@ A ist.
icl

(6.10) Satz: (Maschke) Sei G eine endliche Gruppe und K ein Korper. Dann sind dquivalent:
(i) K|[G] ist eine halbeinfache K-Algebra.
(ii) char K J#G.

Beweis: (ii)=-(i) ist klar nach dem Satz von Maschke |(1.10)| unter Beachtung der vorange-
henden Resultate.
(i)=(ii): O. E. sei #G > 1. Wir setzen e := Y g0 € K[G] und V := K.e. Wegen 7e = e = eT
fir alle 7 € G ist V = K.e ist ein (beidseitiges) Ideal in K[G] und (0) # V # K|[G].
Nach (i) ist V = K.e direkter Summand in K[G]: K.e & W = K[G] mit einem K[G]-Linksideal
W. Dann folgt 1x(g = a.e +w mit @ € K, w € W und damit 0 # e = ae? + ew = ae?, denn
ew € WnNV ={0}. Also folgt

0#e*= (ZO‘)(ZT) :ZUT:Z(Z#{T | o

T:p}) ‘p:Z#G.lK'p:#G.lK'e
o T P 1 P
Es ist also #G.1x # 0 und damit char K J #G. O

Damit ist nun die Darstellungstheorie endlicher Gruppen, wie wir sie in dieser Vorlesung
elementar entwickelt haben, Teil der Theorie der halbeinfachen Ringe.
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