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Algebra
Ubung 1

Aufgabe 1. (m)
Sei G eine Gruppe und H C G eine Teilmenge. Zeigen Sie:

H ist Untergruppe von G <= H # () A /\ abl e H.
a,be H

Losung:

= ist klar, da die Untergruppe H ein Einselement enthélt und gegeniiber den Gruppenopera-
tionen Multiplikation und Inversenbildung abgeschlossen ist.

ad <: H # (), also gibt es ein @ € H und nach Voraussetzung ist dann aa™! = e € H; H
besitzt also ein Einselement. Fiir alle b € H ist dann eb™' = b~ € H und fiir alle a,b € H dann
ab=a-(b"1)"t € H. H ist somit Untergruppe von G (Vorlesung [Bemerkung I1.1.7)).

Aufgabe 2. (m)
Es sei der Fxponent einer Gruppe G definiert durch

exp(G) = inf{n € N, | /\ g =e} € Ny U{oo} (inf ) = 00).
geG

a) Fiir eine endliche Gruppe G gilt exp(G) = kgV{ord(g) | g € G}.
b) Jede Gruppe vom Exponenten 2 ist abelsch.
c) Fiir zyklisches G gilt exp(G) = #G. Gilt hier die Umkehrung?

Losung;:

a) Wegen der Endlichkeit von G gilt g#*¢ = e (Satz von Lagrange, [Korollar 1.1.13, p. 9) also
haben alle g € G endliche Ordnung ord g und es gilt exp(G) < #G < oo. Mit exp := exp(G)
und kgV :=kgV(ord(g) | g € G) gilt geméf [Prop. 1.10 d), p. §|

/\ g"P = = /\ ord(g) | exp = kgV < exp
geG 9€G
und umgekehrt
A ord(g) [ kgV = A gV =¢ = exp <kgV.
geG 9€G

b) Seien a,b € G beliebig. Dann gilt nach Voraussetzung
a?=0=(ab)?=e = a=a', b=b" ab=(ab)' =b"ta"! =ba.

¢) Wegen ¢#¢ = e fiir alle g (Satz von Lagrange, s.0.) ist exp(G) < #G und fiir zyklisches
G = (a) gilt nach a) #G = ord(a) | exp(G).

Die Umkehrung gilt nicht: Die 6 Elemente der symmetrischen Gruppe Ss haben die Ordnungen
1 (Identitét), 2 (drei Transpositionen) und 3 (zwei 3-Zyklen). Also ist expSs = kgV(1,2,3) =
6 = #.S53, aber S3 ist nicht zyklisch, nicht einmal abelsch.



Aufgabe 3. (m)
Sei G eine endliche Gruppe.

a) Kann G Vereinigung zweier echter Untergruppen sein?

b) Kann fiir eine Untergruppe H < G gelten

G= U gHg ' 7
geG

c¢) Jede Untergruppe N von G vom Index 2 ist ein Normalteiler.

Losung;:

a) Nein. Angenommen G = Hy U He mit H; < G. Seien hy € Hy \ Hy und hy € Hy \ Hy. Nach
Voraussetzung gilt h1he € G = Hy U Hy = hiho € Hy oder hihe € Hs.

hiho € Hi = hy = hfl(hlhg) € Hy, Wid., und genauso fur h1hy € Hs.

b) Bei Schwierigkeiten hier ein Tipp: Gruppenindex und Abz&hlen! Wieviele verschiedene Konjugierte
gHg™! von H gibt es hochstens? Wie groB ist dann die Vereinigung héchstens?

b) Hier die Antwort und Lésung: Ja, falls H = G, sonst nicht. Sei d = (G : H) und G = UL, g;H
die Nebenklassenzerlegung von G nach H. Dann gilt d-#H = #G (Satz von Lagrange,
[.1.12 e), p. 9) und fiir jedes g existiert ein ¢ mit g € g;H , also gHg™ ' = gngi_l. Also gilt

d d d
G=|JgHg ' =JgHg ' = #G <> #gHg'=> #H=d #H =#G

geG i=1 i=1 i=1

In der letzten Abschétzungkette muss also an allen Stellen Gleichheit gelten und das bedeutet,
dass die Vereinigungsmenge disjunkt sein muss. Da aber Untergruppen immer mindestens ein
Element gemeinsam haben, kann die Vereinigung nur aus einer Menge bestehen, also ist d = 1
und H = G.

c) Sei H < G und (G : H) = 2. Da es gleich viele Rechts- und Linksnebenklassen gibt, gilt fiir
jedes g ¢ H G =H UgH = HU Hg, also gH = G\ H = Hg. Damit gilt Hg = gH fiir alle
g € G und H < G nach [Prop. I.1.15 (iv), p. 10

Aufgabe 4. (s)
Die endlichen Gruppen G # {e} ohne echte Untergruppen sind gerade die Gruppen von Prim-
zahlordnung; diese sind zyklisch.

Losung:

Sei #G = p eine Primzahl und H < G eine Untergruppe. Dann ist #H ein Teiler von p, also
#H =1 oder #H = p = #G und folglich H = {e} oder H = G. Gruppen von Primzahlordnung
haben also keine echten Untergruppen.

Hat G # {e} keine echten Untergruppen, so gilt fiir jedes e # a € G: (a) = G.

Wire #G = ord a unendlich, so wiren alle a* (k € Z) verschieden und daher (a?) eine echte
Untergruppe von G = (a).

Es ist also #G € N. Ware nun #G = orda = m - n mit m,n # 1, so folgte a” # e und daher
hiitte G die echte Untergruppe {e} # (a™) = {e,a™,a®*™, ..., a1V} £ @, im Widerspruch
zur Voraussetzung.

Aufgabe 5. (s)
Sei G eine Gruppe mit Untergruppen Hy, Hs. Zeigen Sie:
a) (H2 : Hy ﬂHQ) < (G : Hl)

b) Ist (G : Hy) endlich, so gilt in a) genau dann Gleichheit, wenn G = H1Hy = HoH; ist.
[Fir Teilmengen A, B C G bezeichnet AB := A-B:={a-b|a€ A, b€ B} die Menge
aller Produkte von A und B in G.]



c¢) Sind (G : Hy), (G : Ha) teilerfremde natiirliche Zahlen, so gilt G = HiHy = HyH;.

Losung;:
a) Sind die b; € Hs (i € I) ein vollstandiges Reprasentantensystem der Nebenklassen von HiNH,
in Hy, so gilt

bﬂ);l c Hi — bd);l €EH NHy < i=17],

also sind alle Nebenklassen b; H verschieden. Man kann daher die b; zu einem Reprasentanten-
system b; (j € J, J D I) von Hy in G erweitern, und somit gilt (Hy : Hi N Ha) = #1 < #J =
(G . Hl)

b) Ist #1 = (Hy : Hi N Hy) = (G : Hy) = #J, so folgt wegen der Endlichkeit aus I C J die
Mengengleichheit I = J, also /\geG Vier 9 € gH1 =bHy C HoHy = G = HoH;.

Die H; sind als Untergruppen von G gegen Inversenbildung abgeschlossen, also gilt auch G =
G~ = (HoHy)™' = H{'Hy' = H Ho.

Umgekehrt: Ist G = HyHy, so gibt es ein vollstandiges Reprasentantensystem b; € Hy fiir G/H;
und dies ist dann ein vollstandiges Repréasentantensystem fir Hy/Hy N Ha. Also gilt die Gleich-
heit der Indizes.

c¢) Nach dem Satz von Lagrange gilt (G : Hy) | (G : Hi N Hy) = (G : H2)(Ha : Hy N Hy). Wegen
der Teilerfremdheit folgt daraus (G : Hy) | (He : Hy N He) < (G : Hy), also gilt Gleichheit und
aus b) folgt c).

Aufgabe 6. (s)
Es sei O(2) = {4 € GLy(R) | AA* = E} die Gruppe der orthogonalen 2 x 2-Matrizen und

n &€ N,,
' g 1 0 R — cos%7r —sin%7r
S \0 -1/ " \sinZ  cosZ )

Zeigen Sie:
a) R,-S=5-R;

Dy, := (S, R,,) ist eine Gruppe der Ordnung 2n.

)

c) Dy ~7/27, Dy ~ 7/27 X 7./]27Z.
) Dg ~ S3 und Da,, ist nicht abelsch fiir n > 3.
)

Veranschaulichen Sie sich die geometrische Wirkung von S und R, als lineare Abbildungen
der reellen Ebene IR?. Zeigen Sie, dass Dy, genau aus den orthogonalen Abbildungen des
IR? besteht, die das regelmifige n-Eck
2km 2km
En = = —,sin—) | k=1,...
n = {2z = (cos s sin— ) | ey}
in sich iiberfiihren. Do, ist daher die Symmetriegruppe des regelméBigen n-Ecks und wird
Diedergruppe der Ordnung 2n genannt.

Losung:

Geometrische Voriiberlegungen erleichtern die notwendigen Rechnungen. S und R,, sind ortho-
gonale Abbildungen, also lingen- und winkeltreu. S ist die Spiegelung an der z-Achse im IR?
und R,, die Drehung um den Winkel 27/n. R, ist dann die Drehung um 2I7/n (wenn nicht aus
der Linearen Algebra bekannt: Nachrechnen mit den Additionstheoremen der trigonometrischen
Funktionen). S(zx) = 2z_x, Ru(2k) = 2611, R (26) = 2kt

a) Wiederholende Ubungen zur Matrixrechnung aus der Linearen Algebra. Beachten Sie die
einfache Inversionsformel fiir regulére 2 x 2-Matrizen mittels der Adjunkten A2d:

A:(“ b) — Aad:<d _b> — AAM — (et A-E.
c d —c a



b)

Es ist S2 = E, ord S = 2 sowie

21
R=F e “Tcomz < n|l,
n

also ord R, = n. Aufgrund der Vertauschungsregel a) lassen sich in einem Potenzprodukt
von S und R, die Potenzen von S nach vorne zusammenfassen und man erhélt

Dy, ={S™R,|0<m<2=o0rdS, 0<]<n=ordR,}
und diese Darstellung ist eindeutig:
S"RL = F — S™e(R,) <= m=0,

denn wegen det S = —1 und det R,, = +1 gilt S & (R,,). Mit dieser eindeutigen Darstellung
kann man Ds, abzédhlen und erhéalt #Ds, = 2 - n.

n=1= Ri=F = Dy=(S)~7/27.
n=2 = ordS =ord Ry = 2 2) SRy = RS = D, abelsch.

Dy ={E,S, Ry, SRs}, die drei Elemente # E haben die Ordnung 2 und das Produkt von je
zweien davon ergibt das dritte. Damit ist D4 isomorph zur additiven Gruppe Z/27 x Z./27Z.

n>3 — ordR,=n>2 — R;l # Ry, :)> SR, # R,S, Da, ist nicht abelsch.

n=3 = D¢ ={E,S, R37R3_1,SR3,SR3_1} ist eine nicht-abelsche Gruppe der Ord-
nung 6. Mit der Transposition 7 = (1,2) und dem 3-Zyklus ¢ = (1,2,3) erhidlt man
Ss = {id,7,0,07 1, 70,707 '} mit denselben Elementordnungen und derselben Vertau-
schungsrelation 7o = o~ 1 wie Dg, so dass die Zuordnung S — 7, R3 — o einen Gruppen-
isomorphismus liefert.

Die obigen geometrischen Uberlegungen zeigen, dass das n-Eck von S und R, in sich
abgebildet wird, also auch von der gesamten Gruppe Da,. Umgekehrt sind die orthogonalen
Abbildungen der Ebene Drehungen (det A = 1) oder Spiegelungen (det A = —1) an einer
Gerade. Drehungen, die das n-Eck in sich iiberfiihren, miissen eine der Drehungen R um
einen Winkel 2k7 /n sein. Ist A eine Spiegelung, die das n-Eck in sich abbildet, so ist SA
eine orthogonale Abbildung mit Determinante +1, also eine Drehung, die ebenfalls das
n-Eck in sich abbildet. Also ist SA = R!, und A = SR!, € Dy,.



Algebra
Ubung 2

Aufgabe 7. (m)
Sei f : G1 — G2 ein Homomorphismus von Gruppen. Zeigen Sie:

a) ord(f(g)) teilt ord(g) fiir jedes g € G;.

b) Fiir jede Untergruppe H von G gilt
FHf(H)) = (H Ke f).

c¢) f besitzt (nach Homomorphiesatz) eine (kanonische) Zerlegung f = f3 o fy o fi mit einem
Epimorphismus fi, einem Isomorphismus f; und einem Monomorphismus f3.

Losung:

a) Sei n = ord(g), also ¢" = e. Dann gilt f(g)" = f(¢") = f(e) = e und somit ord(f(g)) | n =
ord(g).

b) Es gilt natiirlich H C f~Y(f(H)) und Ke f C f~X(f(H)), also (H,Ke f) C f~*(f(H)). Sei
nun umgekehrt a € f~1(f(H)), also f(a) € f(H), d. h. f(a) = f(h) fiir ein h € H. Dann folgt
ah~t € Ke f, also a = (ah™!) - h € (Ke f, H).

c) Sei fi = vkes : Gi = G1/Ke f der natiirliche Epimorphismus, fo : G1/Ke f = Im f der
Isomorphismus laut Homomorpiesatz (Vorlesung 1.1.20 a), p. 12) und f3 : Im f — G die
Inklusionsabbildung.

Aufgabe 8. (m)
Fiir eine Gruppe G und eine Untergruppe N < G bezeichne

V(G,N):={H|N<H<G

die Menge der Untergruppen zwischen N und G und V(G) := V (G, {e}) die Menge aller Unter-
gruppen von G.

a) Zeigen Sie, dass V(G, N) bzgl. der Inklusion ein Verband ist, d. h. zu je zwei Zwischen-
gruppen Hy, Hy € V(G,N) gibt es in V(G, N) das Infimum (gréfite untere Schranke) und
das Supremum (kleinste obere Schranke).

b) f:G1 — Gy sei ein Homomorphismus der Gruppen G1, Ga. Zeigen Sie:

(i) f:V(Imf) - V(G1,Kef), H — f~'(H) ist eine inklusionstreue Bijektion (ein
Verbandsisomorphismus).

(ii) f ist indextreu und normalteilertreu, d. h. fir H < Im f gilt:
(Imf:H)=(Gi:f'(H), H<lmf < f(H)<G.
(iii) Fiir N <«Im f gilt Im f/N ~ G1/f~1(N).

Losung:

a) HiNHy € V(G,N) ist groBite untere Schranke von Hy, Hy (bzgl. C). (Hy, H2) € V(G, N) ist
die kleinste Untergruppe von G, die Hy und Hs enthélt, also ist dies die kleinste obere Schranke
in V(G, N).

b) (i) HH C Hy CIm f = f~Y(H,) C f~!(H>), also ist f inklusionstreu.

fYH) D f({e}) =Ke f, also f : V(Im f) — V(G1, Ke f).



f hat die Umkehrabbildung
V(G1,Kef) = V(Im f), Hw— f(H),

denn f(f(H)) = f(f~Y(H)) Hg?mf H und umgekehrt:

HeV(G.Kef) = [(f(H)=['(f(H) = (HKef) =

Ke fCH

(ii) Sei f(a;) (i € I) ein vollstandiges Reprasentantensystem der Nebenklassen von H in Im f
und a € G beliebig. Dann existiert genau ein ¢ € I mit f(a) € f(a;)H. Nun gilt

f(a) € f(a)H <= f(a;'a) € H <= a;'ac fTY(H) < acaf '(H).

Also bilden die a; (i € I) ein vollstindiges Reprisentantensystem der Nebenklassen von f~1(H)
in G1 und die entsprechenden Indizes stimmen {iberein.
Nun zur Behauptung tiber Normalteiler. Fir H < Im f gilt gemaf b) (i)

[l <G = N\ af N(H)a = fTH(H)

a€Gy

= N flaf~ (H)a™) = f(f7'(H) = H

)@) acGq

= A fla)Hf(a)'=H < H<f(G))=Imf.
a€Gh

(iii) Wir betrachten vy o f : G; — Im f/N. Es gilt Ke (vy o f) = f 1 (Kevy) = f~H(NV) und
aus dem Homomorphiesatz (Vorlesung 1.1.20 a), p. 12)) folgt die Behauptung.
Aufgabe 9. (s)

Fiir eine Gruppe G und Elemente a,b € G heifit [a,b] = a~'b~1ab Kommutator von a,b und
G' = ([a,b] | a,b € G) die Kommutatorgruppe von G. Zeigen Sie:

a) G’ ist Normalteiler in G und die Faktorkommutatorgruppe G /G’ ist abelsch.
b) Fiir einen Normalteiler N von G mit abelscher Faktorgruppe G/N gilt G’ < N.
¢) Zu N wie in b) existiert ein (kanonischer) Epimorphimus ¢ : G/G" — G/N:

Dies bedeutet: Die Kommutatorgruppe ist der kleinste Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe
und jede abelsche Faktorgruppe ist epimorphes Bild der Faktorkommutatorgruppe.

Losung:

a) Nach der Vorlesung, [Beispiele .1.19 (7)| ist durch ¢4(z) = gzg~! ein Automorphismus von G
definiert, also ¢y([a,b]) = [t4(a), ty(b)] und daher gG'g~t = 14,(G') = G': G' <« G.

Seien a,b € G und a,b € G/G’ ihre Restklassen. Dann gilt ab = ba <= abG’ = baG’' —
a"'vlab € G' <= [a,b] € G'. Letzteres gilt nach Definition, also ist G /G’ abelsch.

b) Sei G/N abelsch, also

/\ abN =baN < N [a,b)e N < G'CN.
a,beG a,beG

¢) Sei vy : G — G/N der natiirliche Epimorphismus. Da G/N abelsch ist, ist G’ C N = Kewvy.
Damit existiert nach dem Faktorisierungslemma (siche [Vorlesung S. 12)) ein Epimorphismus
G/G" — G/N mit oG’ — vn(a) = aN.
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Aufgabe 10. (s)
Zeigen Sie:

a) Sind Hi, Hy zwei Untergruppen der Gruppe G von endlichem Index, so hat auch H; N Hy
endlichen Index in G.

b) Ist H eine Untergruppe von endlichem Index in der Gruppe G, so enthélt H einen Nor-
malteiler von G von endlichem Index.

Losung:

a) Nach ist (Hy : Hi N Hy) < (G : Hy) < o0, also nach dem Satz von Lagrange
(G : Hy mHg) = (G : Hl)(Hl : Hy mHg) < 00.

b) Gesucht ist ein Normalteiler N < G mit N C H. Dann muss gelten N = gNg~! C gHg™!
fir alle g € G. Nun ist N := (e gH g~ ! tatsichlich Untergruppe und Normalteiler in G. Wir
wollen zeigen, dass dieses N endlichen Index in G hat. Da H endlichen Index in G hat, gibt es
endlich viele g; € G mit G = U;_, ¢;H, also ist jedes g € G darstellbar als g;h; mit h; € H.
Dann gilt gHg™' = g;h;H h; 1gi_ V= ¢H 9; Lund N = Ni=1 9iHg; st endlicher Durchschnitt
von Untergruppen g;Hg; ! mit endlichem Index in G. Aus a) folgt induktiv, dass ein solcher
Durchschnitt selbst endlichen Index in G hat.

Aufgabe 11. (s)

Fiir die Diedergruppe Ds,, bestimme man das Zentrum und die Kommutatorgruppe sowie bis
auf Isomorphie die Faktorgruppen nach diesen Normalteilern.

Losung:

Der Fall n < 2 ist klar nach Dy, Dy, sind abelsch, das Zentrum ganz Dy, die
Faktorgruppe trivial, wihrend die Kommutatorgruppe trivial und deren Faktorgruppe (isomorph
zu) Do, ist.

Sei im Folgenden also n > 3, D := Day,, Z := Zentr(Day,), R := R,. Wir rekapitulieren die
Ergebnisse Von ordS=2,ordR=n, SR=R'S,R:=(R)a<D,D=RUR-S.
Wir berechnen die Kommutatoren in der Diedergruppe. Es gilt fiir 0 < k,l < n:

[R*, R'] = B 1)
[RkS, Rl] = SR_’€ . R—l . RkS . Rl — SR—ZSRZ _ Rgl : (2)
[RkS, RlS] — RES.R!S.RFS . RIS — RF-1S2Rk-192 — R2(k—1) 3)

Wir erhalten als Kommutatorgruppe D’ = ([A, B] | A, B € D) = (R?) < R und berechnen die
Ordnung von R?:

n |l n ungerade,

R¥=F < n=ordR |2 < {n
511 n gerade.

Dies bedeutet

n n ungerade D _ {R n ungerade

/I 2 _
#D' = ord B* = { % n gerade (R%) n gerade

Damit ist fiir ungerades n D/D’ ~ D/R =~ 7/2Z zyklisch von der Ordnung 2, wéihrend fiir
gerades n gilt D/D’ ist abelsch von der Ordnung 4, erzeugt von zwei Elementen S und R der
Ordnung 2, also D/D’" ~ Vj (siehe Vorlesung, Beweis von [Prop. (2.6) c), p. 16).

Bestimmung von Z: Da D von R, S erzeugt wird, sind die Zentrumselemente diejenigen, die mit
R und S vertauschbar sind, also A € Z <= [R,A] = [S,A] = E. Fiir A = R bzw. A = R'S
gilt (nach obigen Rechnungen mit passenden k,[):

[R,R]=E, [S,R 5 R%

[R,R!S] = [R'S,R]™' = R~2, [S,R'S] = R%
2) (3)
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Dies bedeutet: R € Z <= R* =Fund R'S € Z <= R?>=F <= n <2. Wegen n > 3
tritt der zweite Fall nicht auf, es bleibt also nur

Re7 e RI_E = {n |l n ungerade Rl {E n ungerade,

%11 n gerade RZ n gerade.

. . ) {E} n ungerade,
= > =
Wegen R2 E erhalten wir so (fiir n > 3) Z {{E, _E} 7 gerade.

Fiir ungerades n ist also D/Z ~ D, wihrend fiir gerades n > 2 gilt:

D/Z =(R,S) mit ordS =2, ordR = g, SR=R"'S,

die Faktorgruppe D/Z ist also gerade die Diedergruppe D,, der halben Ordnung n.

Aufgabe 12. (s)

Bestimmen Sie (bis auf Isomorphie) alle Gruppen der Ordnung < 6.

Losung:

Zu jeder Ordnung n € N gibt es genau eine zyklische Gruppe dieser Ordnung, Z/nZ. Ist n eine
Primzahl, so gibt es nur die zyklische Gruppe der Ordnung n (siche Vorlesung [Korollar (1.14).)
bzw. Ubung 1, . Wir bestimmen nun die nicht-zyklischen Gruppen der Ordnung
4 und 6.

Sei G eine Gruppe der Ordnung 4: Ist G nicht zyklisch, so hat kein Element die Ordnung 4, alle
Elemente # e haben die Ordnung 2 (Satz von Lagrange, [Korollar (1.13), p. 9). Seien nun o,
2 verschiedene Elemente # e in G. Dann ist o7 von ¢ und 7 verschieden, auflerdem gilt auch
o7 # 02 = e. Also ist o7 das verbleibende vierte Element in G: G' = {e, 0,7, 07}. Dasselbe gilt
fir das umgekehrte Produkt 7o, also 70 = o7, G ist abelsch. Wegen o - o7 = o2
T-07 = 012 = 0 ergibt in G das Produkt von je zwei Elementen # e das jeweils dritte Element
# e und wir erhalten genau die Multiplikationstafel der Kleinschen Vierergruppe.

Sei G eine Gruppe der Ordnung 6: Ist G nicht zyklisch, so haben alle Elemente # e die Ordnung
2 oder 3. Angenommen o2 = e fiir alle ¢ € G. Dann wiire G abelsch (Ubung 1, und
G besifle einen Normalteiler N = (o) der Ordnung 2. Die Faktorgruppe G /N wére zyklisch von
der Ordnung 3. Mit 7 ¢ N erhielten wir den Widerspruch 72 = ¢, also ord 7 = 2 | #(G/N) = 3.
Wid.

Also gibt es in G ein Element o der Ordnung 3. Dann hat N = (o) den Index 2, ist also
Normalteiler in G (Ubung 1, und G/N = (7T) zyklisch von der Ordnung 2. Also
72 € N. Dann muss 72 = e und ord 7 = 2 sein, denn andernfalls hitte 72 € N die Ordnung 3
und somit 7 die Ordnung 6. Dann wire G aber zyklisch, im Gegensatz zur Voraussetzung.
Also G = (o,7) mit ordo = 3, ord7 = 2. Wire o7 = 70, so wire (o7)? = 0> # e und
(07)% = 7 # e und daher ord(o7) = 6, Wid. Also ist G nicht abelsch und daher o # 707! €
N = 7ot t=0"1.

Wir fassen zusammen: G = (o, 7) mit ordo = 3, ord 7 = 2 und 70 = ¢~ 7 und daher G ~ Dg ~

S5 (Ubung 1, [Aufgabe 6.)).

7 = 7 und
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Algebra

Ubung 3
Aufgabe 13. (m)
Es sei S,, die symmetrische Gruppe vom Grade n und (ay,...,ax) ein Zyklus der Lange k.
a) Zeigen Sie (a1,...,ax) = (a1,ax) o (a1,a5—1) o ... o (a1,az) und folgern Sie, dass jedes

o € 5, als Produkt von Transpositionen darstellbar ist.

b) Zeigen Sie fiir beliebiges o € S,
oo(ay,...,ax)o0 * = (c(ar),...,o(ar)).

c) In S,, seien die Transposition 7 = (1,2) und der n-Zyklus o, = (1,2,...,n) gegeben.
Zeigen Sie:
a) 7= (k,k+1) € (op,7) firalle 1 <k <n.

ﬂ) (Z,]) =Tj-10...0T410T; OTjy1...0Tj—1 firl <i<j<n.
d) Aus a) und c) folgere man S,, = (o, 7): Ganz S,, wird bereits durch 2 Elemente erzeugt.

Losung:
a) Induktion: k = 2 ist klar. Der Schritt & — k + 1 folgt sofort aus

(al,ak) o (al, .. .,ak_l) = (al,. . .,ak) .

Damit ist jeder Zyklus als Produkt von Transpositionen darstellbar. Da jede Permutation Pro-
dukt (elementfremder) Zyklen ist, ergibt sich die behauptete Folgerung.
b) Wir berechnen die Wirkung der linken Seite auf die o(a;):

ool(ay,...,ap) 00 Yo(a;)) =oo(ay,...,a)(a;) = {ZEZSI) z i IZ

Alle Elemente # o(a;) werden nicht bewegt; die linke Seite ist gleich dem Zyklus rechts in b).
¢) a) 1, = (k,k+1) = (F~1(1), 0% 1(2)) - ok=10(1,2) 007"V € (5, 7).

rYn

B) Sei p;; das auf der rechten Seite angegebene Produkt. Wir beweisen die Behauptung bei
festem i < n per Induktion iiber j =i+ 1...,n: j =14+ 1 ist klar, denn dann ist das Produkt
Ti+1©...0Tj_1 leer und die Behauptung lautet einfach (i,i + 1) = 7;, was genau die Definition
ist. Induktionsschritt j — j41: p; j4+1 = Tj0pij07; Ve (J,i+1)o(i,5)0(,5+1) = (i,5+1).
d) Nach a) sind alle Permutationen als Produkt von Transpositionen darstellbar, nach c) ) ist
jede Transposition Produkt von Elementen 74, die nach ¢) «) in (o, 7) liegen.

Aufgabe 14. (s)
Es sei n > 3. Wir definieren in der alternierenden Gruppe A, die 3-Zyklen

o= (k,k+1,k+2) und &6, =(1,k+1,k+2) firl<k<n-2.

a) Zeigen Sie induktiv
Ap={(01,...,0n_2) = {01,...,0_5).

[Beim Induktionsbeweis unterscheidet man zweckméafigerweise fiir o € A,, die Falle o(n) =
nund o(n) =j < n.]
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b) Zeigen Sie mittels a) und 13.b)

A, =(0,6) fur §:=(1,2,3), 0:= { (1,2,...,m) n ungerade,

(2,3,...,n) n gerade.

Losung:

a) Seien B, = (d1,...,0p,—2) und B], = (§1,...,d/,_5) die beiden Gruppenerzeugnisse auf der
rechten Seite der Behauptung. Offenbar B,,, B], C A,,.

Wir zeigen A,, C B, N B], per Induktion iiber n.

Induktionsanfang n = 3: Ajg ist zyklisch von der Ordnung 3, erzeugt von (1,2,3) = 6; = 4].
Schritt n — 1 — n: Sei 0 € A,,. Im Falle o(n) =n gilt 0 € A,y = B,—1 = B],_; € B, N BJ,. Sei
nun o(n) = j < n. Setzt man d,_1 := d0p—2 = (n —2,n— 1,n) und &, := 0] = (1,2, 3), so gilt fir
alle 1 <i < n 6;(¢) =i+ 1=0,_,(i). Durch Hintereinanderausfithrung erhilt man so Elemente
p € By, p € B], mit p(j) = n = p/(j). Dann ist poo(n) = n = p’ o o(n) und daher gilt nach
dem ersten Fall po o € B, und damit o € p~!'B,, = B,,. Genauso folgert man o € BY,.

b) Geméaf der Definition ist o ein Zyklus ungerader Lénge, also o € A, nach
Ist nun n ungerade, so ist 0 = (1,...,n) und somit

Ok = (k. k+ 1k +2) = (0"7'(1),0"71(2),0"7'(3)) = 0" odoo™ "V € (0,0).

Ist dagegen n gerade, so ist o = (2,...,n) und daher

o =(Lk+1k+2)=("11),0"1(2),0"13)) =" T od oo™V € (0,0).
In jedem Falle ist also nach a) A, = B,, = B}, C (0,d) C A,, womit b) bewiesen ist.
Aufgabe 15. (s)

a) Seien f,g : G — H Homomorphismen von Gruppen und M ein Erzeugendensystem von
G. Zeigen Sie: f(a) = g(a) firalleae M = f=g.

b) Sei G eine endliche Gruppe. Zeigen Sie, dass G ein Erzeugendensystem {aj,...,an,} (m €
IN) besitzt mit a;4+1 & (a1 ...,aq;) fir alle 1 <i < m.

c¢) Folgern Sie fiir n := #G:
n > 2m, #Aut(G) <nMm< nlogQ(n) _ nlnn/ln2 )
Losung:
a) F':={a € G| f(a) = g(a)} ist eine Untergruppe von G, denn: e € F, a,b € F =

fla™'b) = f(a)1f(b) = g(a)"tg(b) = g(a='b) = a~'b € F. Die Untergruppe F umfasst
nach Voraussetzung M, also folgt G = (M) C F, f =g.

b) Wir wahlen a; # e und dann rekursiv a;41 € (a1,...,a;) bis kein solches a;;; mehr exis-
tiert. Dieser Fall muss eintreten, da sonst G unendlich wére. Existiert kein a,,+; auflerhalb von
(a1, ..., am), soist G = (a1,...,am).

c) Sei G; := {(ai,...,a;), dann gilt
Go<Gi1<...<Gn1<Gp = n=#G> HG Gi1) >2™.

Nach a) ist die Abbildung Aut(G) — GM = Abb(M, G), f — f|,, injektiv, also ist #Aut(G) <
#(GMY = #G#M = p™, Der Rest ist klar nach Logarithmusdefinition.
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Aufgabe 16. (s)
Sei G eine Gruppe und N < G. Beweisen Sie die Aquivalenz der Aussagen

(i) Es gibt einen Isomorphismus ¢ = ¢ X vy : G — N x G/N.
(ii) Es gibt einen Homomorphismus f : G — N mit f |, = idn.

Losung;:
(ii)=(i): Setze p := f x vy : G - N x G/N.
Injektivitat:

geEKep <= (e,e) =9(g9) = (f(9),vn(9)) = (f(9),9)

= e=flg) NgEN = e=flg)=g.
Surjektivitat: Sei (n,a) € N x G/N. Gesucht g € G mit
plg)=(na) <= flg=n A vn(g)=a < flg)=n Na'geN
= n=flaalg)=fla) fla7g) = fla)-alg
= g=a-fla)'n.
—
eN
Das so gefundene g € G ist tatséchlich Urbild von (n,a):
flo) = S@-S(H@ ) | = f@) @) n=n,
vn(g) = wn(a)-vn(f(a) 'n)=a-é=a.

(i)=(ii): Erster Ansatz: f = ¢; : G — N. Problem: f|y = idy? Nun gilt:
neN = g(n) = (p1(n),vn(n)) = (p1(n),e) = n=y (o1(n),e).

Setzt man also f(g) := ¢ 1(p1(g),€), so gilt f(n) = n fiir n € N. AuBerdem hat der so definierte
Homomorphismus f Werte in N, denn

(p1(9),€) = ¢(f(9) = (¢1(f(9),vn(f(9)) = vNn(f(9)) =€ = f(g) €N.

Aufgabe 17. (s)
Sei G eine Gruppe.

a) Beweisen Sie fiir ¢ € Aut(G) die Aquivalenz

N pov=vop <= /A a'p(a) € Zentr(G).
YEInn(G) acG

b) Zeigen Sie: Zentr(G) = {e} == Zentr ) (Inn(G)) = {id}.

c¢) Sei G eine Gruppe mit trivialem Zentrum Zentr(G) = {e}. Zeigen Sie mittels b) fiir jeden
Automorphismus f : Aut(G) — Aut(G) (d. h. f € Aut(Aut(G))):

flin(@) = idmne) = f=idawe) -

[Tipp zu ¢): ¢ € Aut(G), ¥ € Inn(G) = pooyp ! €Inn(G))
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Losung;:

a) Zur Erinnerung (siehe Vorlesung Beispiele 1.1.19 7),8), p. 11)):

Inn(G) = {tq | a € G} ist die Gruppe aller inneren Automorphismen ¢, : G — G definiert durch
ta(b) = aba=! (fiir a,b € G). Es gilt daher fiir jeden beliebigen Automorphismus ¢ : G — G:

Apetnn(c) POY =109 <= NegPOla =ta°P <= Nqpeg plaba™) = ap(b)a™

= Napeg Pa)pb)p(a)™ = ap(b)a™ <= Aypeca tela)p(b) = p(b)a p(a)
Nacec 0t pla)-c=c-a"lpla) <= Ayega 'v(a) € Zentr(G)

<~
(G)=G
b) Es sei Zentr(G) = {e}. Dann gilt nach a)
¢ € Zentrpyye)(Inn(G)) <= Ayemn(@@) o =t oy
<:)> Nacc @ tp(a) € Zentr(G) = {e} <= Njecpla) =a <= o =idg
c) Wir zeigen zuerst den Tipp: Es ist ¢ = ¢, fiir ein a € G. Dann gilt fiur alle b € G
pot ot (b) = p(talp™ (b)) = pla- ¢ (b)-a™) = p(a) - b- p(a) ™ = iy (b),

also @ oo™ =1, € Inn(G): Inn(G) < Aut(G). Nach Voraussetzung an f erhalten wir so

/\wexnn(c;)sowl)oso_l=f(<powos0‘1)=f(s0)0f(¢)0f(s0)‘1=f( oo flp)~
<:>/\¢elnnc)¢0@ Yo flp) =9 of(p)oy
= ¢ o f(p) € Zentrpyyq)(Inn(G )5 tidh = (o) =
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Algebra
Ubung 4

Aufgabe 18. (m)

a) Sei n € Ni und G eine Gruppe, erzeugt von 2 verschiedenen Elementen o, 7 mit den
Eigenschaften
ord(c) =n, ord(r)=2, or=710 ', (%)

Zeigen Sie, dass sich jedes Element aus G eindeutig in der Form 7#¢” mit 0 < p < 2,
0 < v < n schreiben lasst.
[Beachten Sie im Falle n = 2 die explizite Forderung o # 7.

Es sei Dy, die in definierte Diedergruppe. Geben Sie einen Isomorphismus
@ : G~ Dy, an.

b) Seien S := ! O. , T = O ‘) e GL2(C). Zeigen Sie:
0 —2 1 0
a)ordS =4, S2=T? und ST =TS~'.
Die von S, T erzeugte Gruppe Qs := (S,T) heifit Quaternionengruppe.
B) Jedes Element aus Qg lasst sich eindeutig in der Form T#S” schreiben mit 0 < pu < 2
und 0 < v < 4 und es folgt #Qs = 8.

c) Zeigen Sie, dass jede nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 8 entweder zu Dg oder Qg iso-
morph ist.

[Tipp: In der Vorlesung wurden alle nicht-abelschen Gruppen der Ordnung 8 durch Er-
zeugende mit spezifischen Eigenschaften beschrieben (siehe Vorlesung, [Gruppen spezieller|
[Ordnung, A), p. 19). Verfahren Sie nun wie unter a).]

Losung:

a) Nach Voraussetzung gilt G = (o, 7), also ist jedes g € G darstellbar als Produkt von Elementen
der Form 7#0” mit u,v € Z (Vorlesung Prop. (1.10), p. 7| Aufgrund der Vertauschungsrelation
lasst sich ein Produkt solcher Elemente wieder in dieser Form darstellen:

TGV L T2 GV2 — pHLpH2 VL GV2 — pHITH2 V2=V —. pH GV ()

und wegen ord7 = 2 und ordo = n kénnen 0 < p < 2 und 0 < v < n gewahlt werden.
Diese Darstellung ist eindeutig: 70" = e <— 7# = 0o7%. Ist p = 0, so folgt auch v = 0, was
zu zeigen war. Wir zeigen nun, dass p = 1 zum Widerspruch fiihrt:

1 1 2

— o =0 — o0~ = e

T=0 " = TUZO’TﬁTU’ITU’i
*

= ordo=n|2 = v<1l = 7=e V T7=0.

Beide letztgenannten Gleichungen ergeben Widerspriiche zu ord 7 = 2 bzw. 7 # 0.

Wir definieren ¢ : G — Da,, durch p(7#0") := S*R?. Da S und R,, genau dieselben Relationen
(%) wie 7 und o erfiillen, gelten fiir sie dieselben Uberlegungen zur eindeutigen Darstellbarkeit,
so dass ¢ wohldefiniert, injektiv und surjektiv ist, und es gelten dieselben Rechenregeln (siehe
(%)), so dass ¢ ein Homomorphismus ist.

b) a) rechnet man einfach nach.

B) Jedes Element in Qg = (S, T) ist darstellbar als Produkt von Elementen der Form 7S mit

17



u,v € 7. Aufgrund der Vertauschungsrelation lésst sich ein Produkt solcher Elemente wieder in
dieser Form darstellen:

TH1LGVL | TH2 QY2 PHITH2 §—V1 QY2 TM1+M2 Sv2—v1 . THGV (++)

Wegen T2 = S? kann dabei 0 < p < 2 und wegen ord S = 4 dann 0 < v < 4 gewihlt werden.
Diese Darstellung ist eindeutig: T#S¥ = F <— T* = 57". Ist 4 = 0, so folgt auch v = 0, was
zu zeigen war. Wére hingegen p = 1, so wére T als Potenz der Diagonalmatrix S selbst eine
Diagonalmatrix, was offensichtlich nicht der Fall ist. Aufgrund dieser eindeutigen Darstellbarkeit
hat Qg genau 8 Elemente.

c¢) Ist G eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 8 so gilt laut Vorlesung (Gruppen spezieller

Ordnung|A), p. 19)
_ D)
G={(o,7), ordo=4, or=70"' und 7'2:{6 ( .
T ? (Q

Im Falle (D) haben wir genau die Bedingungen (%) von a) (mit n = 4) und damit G ~ Ds.
Im Falle (Q) erfiillen 0,7 genau dieselben Bedingungen wie S,T in Aufgabenteil b) «). Da-
her ist durch ¢(7#c") := THSY eine Abbildung wohldefiniert, die injektiv, surjektiv und ein
Homomorphismus ist, also einen Isomorphismus ¢ : G = Qg liefert.

Aufgabe 19. (s)
a) Sei G eine Gruppe und G/Zentr(G) zyklisch. Zeigen Sie: G ist abelsch.

b) Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p?. Zeigen Sie: G ist zyklisch oder
direktes Produkt zweier zyklischer Gruppen der Ordnung p:

#G =p* — G~7/p*Z Vv G ~1Z7/pl x 7/pZ.

[Tipp: Zentr(G) # {e}.]

Losung:
a) Sei Z := Zentr(G) und G/Z = (&) nach Voraussetzung zyklisch. Dann sind die Potenzen
von o ein Représentantensystem fiir die Nebenklassen von Z, also G = ;e Zo'. Seien nun
a,b € G, also a = zo’ und b = 2'o7 mit 2,2’ € Z, i,j € Z. Dann gilt ab = 20" - /07 = 22'0"tI
und umgekehrt genauso ba = 207 - z0' = /20" = 22/6"1J. Also ab = ba fiir alle a,b € G.
b) Gruppen von Primzahlordnung haben nicht-triviales Zentrum. Im Falle #G = p? bedeutet
dies entweder #Zentr(G) = p? (und G ist abelsch) oder #Zentr(G) = p und daher G/Z prim-
zyklisch. Nach a) ist G auch im zweiten Falle abelsch. G ist dann entweder zyklisch oder alle
Elemente # e haben die Ordnung p. In letzterem Fall wéhlen wir e # 0 € G und 7 € G\ (0).
Dann ist N = (o) ein Normalteiler der Ordnung ord o = p, G/N also von der Ordnung i—g =p
und daher zyklisch, erzeugt von 7 # e. Damit ist G = U N7l also jedes p € G eindeutig
0<i<p
darstellbar als p = o*7¢ mit 0 < k,l < p. Da G abelsch ist, erhalten wir einen Isomorphismus
©: 7)pZ x TIpZ = G, (k,1) — o*rl.

Aufgabe 20. (s)
Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe. Dann heifit Ng(H) := {0 € g | 0 'Ho = H} der
Normalisator von H in G. Zeigen Sie:

a) Ng(H) ist die groite Untergruppe von G, in der H Normalteiler ist.

b) Der Index (G : Ng(H)) ist gleich der Anzahl der verschiedenen Konjugierten oHo !
(0 € G) von H.
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Losung;:
a) N := Ng(H) ist eine Untergruppe von G, denn:

i) e€ N,
ii) c€EN = o0 'Ho=H = H=o0Ho! = o7 'cN,
iii) o,7€ N = 7 lo'Hor=7"'Hr=H = o7 €N.

Nach Definition von N = Ng(H) ist H < N.

Sei H <« U < G. Dann gilt fiir alle 0 € U: 0 'Ho = H, also o € N. Damit gilt U < N.

b) G operiert (von rechts) auf der Menge 2 aller Untergruppen von G durch U + U° := o~ Uc
fiir 0 € G. Die Bahn von H unter G ist die Menge aller Konjugierten von H und die Fixgruppe
von H ist

Fiz(H)={oc € G| H® = H} = Ng(H),

also der Normalisator von H in G. Nach [Prop. 1.2.15 ¢), p. 23)) ist die Bahnenlinge (also die
Zahl der Konjugierten von H) gleich dem Index der Fixgruppe (also gleich (G : Ng(H))).

Aufgabe 21. (s)
Sei GG eine beliebige Gruppe. Zeigen Sie:

a) G enthilt genau dann eine Untergruppe vom Index n, wenn G transitiv auf einer n-
elementigen Menge operiert.

b) Besitzt G eine Untergruppe U vom Index n, dann auch einen Normalteiler N < U, dessen
Index (G : N) Teiler von n! ist.

Tipp zu a),b): Zu U < G betrachte man die Menge 2 := G/U der Linksnebenklassen.
c¢) Folgern Sie, dass As keine echte Untergruppe mit Ordnung > 12 besitzt.

Losung:

a) G operiere transitiv auf einer n-elementigen Menge 2, d. h. ganz 2 ist eine Bahn unter G.
Thre Linge n ist also gleich dem Index (G : G,) der Fixgruppe G, eines (beliebigen) a € (.
Damit hat die Fixuntergruppe G, die geforderte Eigenschaft.

Sei umgekehrt U < G Untergruppe von G mit Index n = (G : U). Dann hat die Menge
G/U der Linksnebenklassen die Méchtigkeit n. G operiert auf G/U durch Linksmultiplikation:
G/U 3 gU — ogU (g,0 € G). Diese Operation ist transitiv, denn die Bahn von e = U unter
dieser Operation ist {oU | 0 € G} = G/U.

b) Nach a) operiert G transitiv auf der n-elementigen Menge Q = G/U. Sei L : G — S(f2) der
dadurch bestimmte Gruppenhomomorphismus von G in die symmetrische Gruppe S(2) ~ S,,.
Dann ist N := Ke L Normalteiler in G und es gilt N < U, denn:

ceN = L(o)(e) =€ < oU=U <= o€U.

Nach dem Homomorphiesatz folgt G/Ke L =~ Im L C S(Q).

Dies bedeutet (G : N) = #G/KeL < #S5(Q) = #S,, = nl.

c¢) Eine echte Untergruppe U < As mit einer Ordnung > 12 hétte einen Index < 4 und damit
existierte geméf b) ein echter Normalteiler N in As vom Index (A5 : N) < 4l. Dann aber folgte
#N > 60/24 > 1 im Widerspruch zur Einfachheit von As.
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Aufgabe 22. (s)
Sei G eine endliche Gruppe mit trivialem Zentrum und Aut(G) die Gruppe aller Automorphis-
men von G (bzgl. o) sowie ¢ : G — Inn(G) wie in [Beispiele (1.19) 8)|

a) Zeigen Sie: ¢ : G = Inn(G) ist ein Isomorphismus.

Sei im folgenden f : Aut(G) = Aut(G) ein Automorphismus mit der Eigenschaft f(Inn(G)) =
Inn(G).

b) Zeigen Sie: Es gibt genau einen Automorphismus ¢ € Aut(G) mit f(iq) = ¢
acd.

o(a) fir alle

c) Sei p € Aut G geméf b) und ¢ = v, : Aut(G) — Aut(G), ¢ — p oo™t der dadurch
bestimmte innere Automorphismus von Aut(G). Zeigen Sie:

¢ elm(G) = f(¢) =2(¥)
und folgern Sie mit [Aufg. 17.c)| dass f = ® ein innerer Automorphismus von Aut(G) ist.

d) Zeigen Sie, dass fur endliche nicht-abelsche einfache Gruppen die geforderten Eigenschaften
(an G und alle f) erfiillt sind und daher gilt: Aut(Aut(G)) = Inn(Aut(G)). [Tipp:
{id} # Inn(G) N f(Inn(G)) < Inn(G) ~ G. Indirekter Nachweis des Tipps mit 17 b).]

Losung:

a) Es ist Kev = Zentr(G) (siehe Vorlesung, [Beispiele (1.19) 8), p. 11} also nach Voraussetzung
t: G > Im¢ = Inn(G) ein Isomorphismus.

b) Wegen f(InnG) = Inn G = Im gilt .= : f(Inn G) > G und daher

/\ flla) = tpa) &= for=10p < lofor=¢.
acG

Damit gibt es hochstens ein ¢ mit der geforderten Eigenschaft, und wegen der vorausgesetzten
Isomorphie f [, : Inn(G) = Inn(G) ist ¢ : G = G auch tatséchlich ein Isomorphismus.
c) Seien ¢ = 14 (a € G) und b € G beliebig. Dann gilt

F)) = f(ta)(b) = ty@)(b) = p(a) - b-p(a)",
D(P)(b) = 1u(Y)(b) =poop (b)) =poi 00 (b)
= ola-¢7'(b)-a ") =p(a)-b-pla)"",

also die behauptete Gleichheit. Damit stimmen f und ® auf Inn(G) iberein. Aus 17.c) (ange-
wendet auf ® o f~1) folgt dann f = ® = 1, auf ganz Aut(G); f ist ein innerer Automorphismus
von Aut(G).

d) Es ist Zentr(G) <« G, Zentr(G) # G, da G nicht abelsch ist, und daher Zentr(G) trivial, da G
einfach ist. Sei nun f ein beliebiger Automorphismus von A := Aut(G). Aus Z := Inn(G) < A
(siehe Vorlesung, [Beispiele (1.19) 8), p. 11)) folgt auch f(Z) < f(A) = Aund dann N :=ZNf(Z) «
Z. Nun ist Z = Inn(G) ~ G nicht-abelsch einfach, also geniigt es zu zeigen: N' # {id}, denn
dann ist ' =Z und Z C f(Z). Da dies fiir jedes f, also auch fiir f~! gilt, erhilt man auch die
umgekehrte Inklusion.

ad N # {id}: Fir alle o € f(Z) < Aund alle ¢ € Z < A gilt aufgrund der Normalteilereigenschaft
of(Z) = f(Z)o und $Z = Ity und daher

o {w/a mit einem ¢’ € f(7) — W =do e INFIT)=N.

o' mit einem o' € T
Wire nun N = {id}, so folgte

v =doT =id <= Y=Y N o=0 = o =10.
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Da dies fiir alle ¥ € T gilt, folgt o € Zentrpy g(Inn G) {id}. Also o = id fiir alle o € f(Z),

das heif3t
f(@) ={id} = I={id} « N ta=id < G abelsch
acG

aber nach Voraussetzung ist G nicht abelsch, Wid.
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Algebra
Ubung 5

Aufgabe 23. (m)
Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl.

a) Ist H eine p-Untergruppe von G und Normalteiler in G, so ist H in jeder p-Sylowunter-
gruppe enthalten.

b) Die p-Sylowgruppen S;u einer Untergruppe H von G sind darstellbar als S’]'D = S, N H mit
einer p-Sylowgruppe S, von G.
c¢) Ist N Normalteiler von G, so sind die p-Sylowgruppen von G/N genau die Untergruppen

S’p = S, N/N mit einer p-Sylowgruppe S, von G.
Losung:
Folgerungen aus dem
a) Als p-Untergruppe von G ist H in einer p-Sylowgruppe P enthalten: H C P. Da H Normal-
teiler in G ist, gilt fiir alle 0 € G H = 0"'Ho = H° C P°. H ist also in jeder p-Sylowgruppe
P? enthalten. Dies sind aber gerade sdmtliche p-Sylowgruppen von G.
b) Eine p-Sylowgruppe S;, von H ist eine p-Untergruppe von G, also in einer p-Sylowgruppe S,
von G enthalten. Damit folgt S, C S, N H. Da S), maximale p-Untergruppe von H ist, muss sie
mit der p-Untergruppe S, N H iibereinstimmen.
c¢) Es sei v: G — G/N =: G der natiirliche Epimorphismus und S, eine p-Sylowgruppe von G.
Dann gilt S, = v(S,) = SpN/N ~ S,/S, N N (L. Isomorphiesatz)), also ist S, = S,N/N eine
p-Gruppe. Andererseits ist (G : S,) = (G/N : S,N/N) = ##ng = (G : SpN) ein Teiler von
(G : Sp) und daher kein Vielfaches von p: S, = S,N/N ist eine p-Sylowgruppe von G/N.
Ist nun 5’]’3 ein beliebige p-Sylowgruppe von G, so ist sie in G konjugiert zu 5’1,, d. h. es gibt ein

o € G mit S, = 75,01 = 0S,071, also ist auch S, Bild einer p-Sylowgruppe von G.
Aufgabe 24. (m)

Operiert die Gruppe G auf zwei Mengen Q,, so heifit eine Abbildung ¢ : Q@ — Q' ein G-
Abbildung, wenn gilt: A e Ageq #(9-a) = g-p(a).

a) Operiert G auf ) transitiv, so existiert eine Untergruppe H < G und eine G-Bijektion
¢ :G/H — Q. (G operiere auf G/H durch Linksmultiplikation.)

b) Zu Untergruppen H, H' von G existiert genau dann eine G-Bijektion ¢ : G/H — G/H’,

wenn H, H' in G konjugiert sind.

Losung:
a) Wir wéhlen a € Q und H = G, als Fixgruppe von a in G. Wir definieren ¢ : G/H — Q
vermoge ¢(oH) := o.a. Die Abbildung ist wohldefiniert und injektiv, denn

1

ca=71a < 7 'ca=a << 7 '0eG,=H < cH=1H.

 ist surjektiv wegen der Transitivitdt der Operation und sie ist eine G-Abbildung, denn

o(t-(cH))=p(toH) =T10.0a =T.0(cH) .

b) Sei ¢ eine solche G-Bijektion und p(H) =: pH', also ¢(c H) = op(H) = opH'. Da ¢ bijektiv,
gilt fiir alle 0 € G

1

0€H < ocH=H <= ¢(cH)=¢(H) — opH =pH <= p 'opec H',
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H und H' = p~'Hp sind also konjugiert. Ist umgekehrt H' = p~'Hp, so definiere man ¢ :
G/H — G/H' durch p(cH) := opH’. Die so definierte Zuordnung ist wohldefiniert und injektiv:

opH' = 1pH <= ocHp=7Hp < ocH =71H

und auch surjektiv: TH' = p(7p 1 H).

Aufgabe 25. (s)
Sei G eine Gruppe der Ordnung pq, p < g Primzahlen. Zeigen Sie

a) Es existiert genau eine ¢-Sylowgruppe in G. Diese ist Normalteiler von G.
b) Es existieren 0,7 € G und p € {1,...,¢ — 1} mit

G={o,7), ord(c)=q, ord(r)=p, ToT t=0k, q|uP—1.

c) Ist p kein Teiler von ¢ — 1, so ist G zyklisch.

Losung;:

a) Fir die Anzahl s, der ¢g-Sylowgruppen von G gilt nach dem [2. Sylowsatz 1.3.4 d)f s, | (G :
Sq) = pund s, = 1 mod ¢q. Wegen s, — 1 < p—1 < ¢ ist dann nur s, = 1 moglich. Es gibt also
nur eine ¢-Sylowgruppe und diese ist dann Normalteiler (2. Sylowsatz 1.3.4 c)).

b) Sei S, eine p-Sylowuntergruppe von G. Wir wéhlen Erzeugende fiir die (primzyklischen)
Sylowgruppen: S, = (o), Sp = (7). Damit gilt ordo = #S5, = ¢, ordT = #5, = p und wegen
#G = pqg muss G = (o, T) sein.

Wegen S, < G gilt o771 = o fiir ein 1 < 1 < q. (1 = 0 ist nicht moglich, da o # e.)
Mehrfache Anwendung dieser Vertauschungsregel ergibt

— p p p_
TPor™P = gt = o=c" — g1
TP=e

=e < ordo=gq |’ —1.

c) Sei s, die Zahl der p-Sylowgruppen, dann gilt s, | ¢ und p | s, — 1. Es ist s, = 1, denn
sp=q = p|q—1, Wid. Damit ist S, ebenfalls Normalteiler in G. Daraus folgt

STt =285,
. —1_-1 P p
o, 7] =07 0T € {0_155 =5,
Nun ist der Durchschnitt verschiedener Sylowgruppen wegen der teilerfremden Ordnung trivial,
also [o,7] € S, NS, = {e}, d. h. o7 = 70 und daher (07)¥ = o*7*. Dann hat aber o7 die
Ordnung pq, denn (07)? = 79 # e und (o7)? = P # e. Damit ist G = (o7) zyklisch.

Aufgabe 26. (s)
Fiir eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p3, p eine Primzahl, stimmen Zentrum und Kom-

mutatorgruppe tiberein. [Tipp: [Aufgaben 9| und

Losung:
Sei Z := Zentr G das Zentrum von G. Da G eine nicht-abelsche p-Gruppe ist, gilt (siehe Vorlesung
|Korollar 1.2.16 b), p. 24[) 1 < #7 = pF < #G = p3, also gibt es nur zwei Fille: #Z = p oder

#7 = p®. Der letztere Fall ist nicht moglich, da sonst G/Z primzyklisch und nach |[Aufgabe 19.a
G dann abelsch ware. Also gilt

7 = G/Z =p* = G/Z abelsch G Ccz G = v G'=7.
# p = # / p Aufg.19.b) / abeise Aufj{é.b - = {6}

Wire G’ = {e}, so wire G abelsch, Wid. Somit folgt Z = G'.
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Aufgabe 27. (s)

a) Eine Permutationsgruppe G, die eine ungerade Permutation enthilt, besitzt einen Nor-
malteiler vom Index 2.

b) Ist G eine Gruppe der Ordnung 2km, ke Ny, 2 Y m, die eine zyklische Untergruppe der
Ordnung 2% enthilt, so besitzt G einen Normalteiler vom Index 2.

[Tipp: [Satz von Cayley| und a).]

¢) Fiir G wie unter b) gilt schiirfer: G' besitzt einen Normalteiler vom Index 2*.

[Tipp: Induktiv findet man eine Untergruppe der Ordnung m. Zeigen Sie dann, dass es
nur eine solche Untergruppe geben kann. Beachten Sie dabei:

N <G, H<G, #H teilerfremd zu (G: N) = H < N ]

Losung:

a) Ist G < S, und 7 € G ungerade, soist 7 € N := A, NG < G. Fiir jedes 0 € G gilt: Entweder
ist 0 gerade und daher ¢ € N oder ¢ ist ungerade, also 77 'o € N, d. h. ¢ € 7N. Damit ist
G=NUTN und (G: N)=2.

b) Sei H = (o) die Untergruppe von G mit der Ordnung 2* und dem Index m. Wir betrachten G
als Permutationsgruppe auf G durch Linksmultiplikation (Satz von Cayley, siehe|[Vorlesung 1.2.2,
[p. 14). Die Bahnen des Elementes o sind gerade die Nebenklassen Hr; (i = 1,...,m) von H.
Damit ist o das Produkt von m Zyklen der Lingen #H7; = #H = 2*. Zyklen gerader Lingen
sind ungerade (Vorlesung, [Prop. (2.5) a), p. 15)), das Produkt von m (also ungerade vielen)
solcher Zyklen ist dann ebenfalls ungerade. o ist also eine ungerade Permutation in G C S(G).
Nach Teil a) existiert also ein Normalteiler N < G vom Index 2.

c¢) Der Normalteiler N aus b) hat die Ordnung 281, und wegen #G /N = 2 ist 62 = e, also
02 € N. N := N enthilt also eine zyklische Untergruppe (o) von der Ordnung 2*~!. Nach Teil
b) folgt die Existenz eines Normalteilers No < N7 vom Index 2, also einer Untergruppe No < G
vom Index 4. Induktiv erhélt man schliellich die Existenz einer Untergruppe N < G vom Index
2% bzw. der Ordnung m.

Sei nun H’ irgendeine Untergruppe von G von der Ordnung m. Wir wenden nun den Tipp
sukzessive auf die Kette der konstruierten Normalteiler G =: Ny > N1 > ... > Ng_1 > Ni an.
Es ist jeweils #H' = m teilerfremd zu (N;—1 : N;) = 2, also induktiv H" < N; fiir alle i < k
und damit H < Nj. Wegen gleicher Méchtigkeit folgt H' = Nj. Da dies insbesondere fiir alle
Konjugierten H' = N gilt, ist N <« G.

Abschlieflend die Begriindung des Tipps: Nach dem 1. Isomorphiesatz (1.20) b) gilt

H/HNN~HN/N CG/N, also (H:HNN)=#(HN/N)|#(G/N)=(G:N).

Andererseits gilt (H : HNN) | #H,sodass (H : HNN) ein gemeinsamer Teiler der teilerfremden
Zahlen #H und (G : N) ist, folglich = 1 sein muss, d. h. H=H NN, H < N.

Aufgabe 28. (s)

a) Die Gruppen der Ordnung 56 sind nicht einfach.
[Tipp: Bestimmen Sie #{g € G | ord g # 7}.]

b) Die Gruppen der Ordnung 2*-p", k € {1,2,3}, n € N, , p # 2 Primzahl, sind nicht einfach.
c¢) (x) Eine nicht-abelsche einfache Gruppe hat mindestens die Ordnung 60.

Losung;:
a) Fir die Anzahl s7 der 7-Sylowgruppen einer Gruppe G der Ordnung 56 gilt: s7 | (G : S7) =8
und s7 = 1 mod 7, also s; = 1 oder s; = 8. Im Falle s; = 1 ist S7 < G und G nicht einfach. Sei
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also sy = 8. Die 8 verschiedenen Sylowgruppen der Ordnung 7 haben jeweils den Durchschnitt
S7 N SL = {e}, also enthilt ihre Vereinigung 8 - 6 = 48 Elemente der Ordnung 7. Es gibt also
8 Elemente einer Ordnung # 7. Allein in einer 2-Sylowgruppe Ss gibt es diese 8 Elemente, es
kann also nur eine 2-Sylowgruppe geben, die dann ein Normalteiler ist, so dass G nicht einfach
ist.

b) Fall k£ = 1: G enthélt eine p-Sylowgruppe vom Index 2, diese ist also Normalteiler, und nicht-
trivial.

Fall k = 2: G enthilt eine p-Sylowgruppe .S, vom Index 4. Nach gibt es dann in ),
einen Normalteiler N < G, dessen Index (G : N) ein Teiler von 4! ist. Dann gilt (S, : N) | 41! = 6.
Da S, eine p-Gruppe ist mit p > 2, folgt (S, : N) | 3 = p und daher 3"~ | #N. Damit ist G
nicht einfach, es sei denn N = {e}, n = 1 und #G = 12.

In Falle #G = 12 hat eine 2-Sylowuntergruppe von G den Index 3 und es existiert wieder nach
Aufgabe 21.b) ein Normalteiler in G, dessen Index 3! = 6 teilt. Dieser Normalteiler ist also
nicht-trivial: Auch eine Gruppe der Ordnung 12 ist nicht einfach.

Fall £ = 3: Wie oben schlieBen wir: In einer p-Sylowgruppe S, (vom Index 8) gibt es einen
Normalteiler N < G mit p* := (S, : N) | 7! = 2*.32.5.7. Da p eine ungerade Primzahl ist,
ergeben sich nur die Moglichkeiten p* = 3,9,5,7. Aufier in den Fillen p* = p” ist damit N
nicht-trivial und G nicht einfach.

Der Fall p” = 7 wurde in Aufgabenteil a) behandelt. Im Fall p"” = 5 gilt fiir die Anzahl s5 der
5-Sylowgruppen s5 | 8 und s5 = 1 mod 5, also ist s5 = 1, S5 < G, G nicht einfach.

Im Fall p" = 3, #G = 24, hat eine 2-Sylowgruppe von G den Index 3, enthélt also einen
Normalteiler N < G, dessen Index 3! = 6 teilt, der also ein nicht-trivialer Normalteiler von G
ist, GG ist nicht einfach.

Im Fall p" =9, #G = 72, gilt s3 = 1 mod 3 und s3 | 8, also s3 = 1 (und S3 < G) oder s3 = 4.
In letzterem Falle ist 4 = s3 = (G : N (S3)), G enthilt also eine Untergruppe vom Index 4 und
daher einen Normalteiler N mit (G : N) | 4! < #G, also ist N ein nicht-trivialer Normalteiler
und G nicht einfach.

c) Wir zeigen, dass keine Gruppe einer Ordnung < 60 nicht-abelsch einfach sein kann. In der
Vorlesung und den vorangehenden Ubungen haben wir Bedingungen kennengelernt, allein aus
der Gruppenordnung #G abzulesen, dass die Gruppe nicht einfach ist. Unter jeder der folgenden
4 Bedingungen ist eine Gruppe entweder nicht einfach oder aber primzyklisch und daher abelsch:

1) #G ist eine Primzahlpotenz (Vorlesung, [Korollar (2.16) b), p. 24)).

(1)
(2) #G = 2-m mit m ungerade (Aufgabe 27.b)))
(3)
(4)

3) #G ist Produkt von genau zwei Primzahlen (Aufgabe 25 a))).
4) #G = 2% . p™ mit 2F < 8 (Teil b) dieser Aufgabe).

Man beachte bei (2), dass die Zyklizitdtsbedingung in Aufgabe 27.b) bei 2% = 2 erfiillt ist.

Von den 58 Gruppenordnungen 1 < #G < 60 wird Bedingung (1) von 25, Bedingung (2)
von weiteren 14, Bedingung (3) von weiteren 8 und schliefilich Bedingung (4) von weiteren 9
Gruppenordnungen erfiill Es bleiben lediglich zwei Gruppenordnungen ungeklart: #G = 45 =
32.5 und #G =48 =2* - 3.

Ist #G = 45 = 32 . 5, so gilt fiir die Zahl s5 der 5-Sylowgruppen s; = 1 mod 5 und s | 9, also
s5 = 1: Es gibt nur eine 5-Sylowgruppe, die daher ein nicht-trivialer Normalteiler ist.

1)Bedingung (1) erfillen die 25 Primzahlpotenzen 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13, 16, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 32,
37, 41, 43, 47, 49, 53, 59,
Bedingung (2) 2 | #G, aber 4 | #G, erfiillen zusétzlich die 14 Gruppenordnungen 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38,
42, 46, 50, 54, 58,
Bedingung (3) erfiillen zusétzlich die 8 Produkte von 2 ungeraden Primzahlen 15, 21, 33, 39, 51, 57; 35, 55 und
Bedingung (4) zusétzlich die 9 Zahlen 12, 20, 24, 28, 36, 40, 44, 52, 56.
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Ist #G = 48 = 2% .3, so enthilt G mit einer 2-Sylowgruppe S eine Untergruppe vom Index
3, also gibt es in G nach |[Aufgabe 21.b)[ einen Normalteiler, dessen Index 3! = 6 teilt, der also
mindestens die Ordnung 8 hat und somit nicht-trivial ist.
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Algebra
Ubung 6

Aufgabe 29. (m)
Sei G eine Gruppe.

a) Ist G auflosbar, so auch jede Untergruppe und jede Faktorgruppe von G.

b) Fiir jeden Normalteiler N von G gilt:
Sind N und G/N auflésbar, so auch G.

c) Welche der beiden Aussagen a) und b) bleiben fiir ,,nilpotent* statt ,,auflosbar* richtig?

Losung:

a),b) Siehe Bemerkung 1.4.7 b),c)| (Vorlesung S. 32).

c) Aussage a) gilt auch fur ,nilpotent”, b) hingegen nicht.

1. Sei H < G eine Untergruppe und H; bzw. G; die unteren (absteigenden) Zentralreihen. Dann
gilt Hy= H C G = Gy und es folgt induktiv fiir alle ¢ > 0

Hip1 = [H, H;] C[G,Gi] = Giy1.

Da G nilpotent ist, ist Hy C Gy = {e} fur ein k, also auch H nilpotent (geméaf [Prop. I.5.5 a
Vorlesung S. 34).

2.Sei N <G und v: G — G := G/N der natiirliche Epimorphismus. Seien G; bzw. G; wieder
die unteren (absteigenden) Zentralreihen von G bzw. G. Dann gilt v(Gp) = v(G) = G = Gp und
es folgt induktiv fiir alle ¢ > 0

v(Git) = v([G, Gi]) = [v(G),v(Gi)] = [G,Gi] = Git1.

Da G nilpotent ist, ist G, = {e} fiir ein k, also auch G, = v(Gy) = {€} und G ebenfalls nilpotent.
Anmerkung: Die Nilpotenzklasse von G/N ist die kleinste natiirliche Zahl j mit G; C N.
3. Gegenbeispiel ist die symmetrische Gruppe Ss, die nicht nilpotent ist, da ihr Zentrum trivial ist

(siehe [Prop. 1.2.6 a))), die aber einen (primzyklischen, also) nilpotenten Normalteiler Ag ~ Z/3Z
besitzt mit ebenfalls nilpotenter Faktorgruppe S3/As ~ {—1,+1} ~ Z/2Z.

Aufgabe 30. (s)
G1, Gy seien Gruppen.

a) Sind N; < G; (i = 1,2) Normalteiler, so ist N7 x No < Gy x G2 Normalteiler und es gilt

Gl X GQ/Nl X N2 ~ Gl/Nl X GQ/NQ.

b) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass nicht jeder Normalteiler von G x G2 die spezielle
Form aus a) hat.

c) Direkte Produkte auflésbarer Gruppen sind auflésbar.
d) Direkte Produkte von Gruppen mit Primzahlpotenzordnung sind nilpotent.

Losung:
a) Seien v; : G; —» G;/N; die natiirlichen Epimorphismen (i = 1,2). Man definiert nun

v G1 X G2 — Gl/Nl X GQ/NQ, (01,0’2) — (Vl(O'l),I/Q(O'Q)) .
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v ist ein Homomorphimus aufgrund der komponentenweisen Multiplikation auf dem direkten
Produkt, v ist offenbar surjektiv und der Kern ist

Kev =Kevy; x Kevg = Ny X Ny.

Als Kern eines Homomorphismus ist N; x Ny Normalteiler in G7 x Ga (Bemerkung 1.1.18 b)|

und nach dem Homomorphiesatz (Satz 1.1.20 a)| folgt die Behauptung
G1 X GQ/Nl X Nz ~ Gl/Nl X GQ/NQ .

b) Gegenbeispiel ist die Kleinsche Vierergruppe Vj, hier realisiert als direktes Produkt der zy-
klischen Gruppe G = {—1,+1} der Ordnung 2 mit sich selbst:

Vi=GxG={(11),(-1,1),(1,-1),(~1,—-1)}.

Jeder Faktor G hat genau 2 Untergruppen und daher gibt es 4 Untergruppen von V4 von der
Form H; x Ha, die triviale Gruppe, die volle V; und zwei Gruppen der Ordnung 2: G x {1} =
{(1,1),(—1,1)} sowie {1} xG = {(1,1), (1,—1)}. In V} gibt es aber noch eine dritte Untergruppe
der Ordnung 2, die Diagonale H = {(1,1), (—1,—1)}, die nicht diese Form hat.

c) Nach a) ist G; x {e} ~ G; Normalteiler in G; x G2 mit Faktorgruppe G x G2/G; x {e} ~
G1/Gy1 x Go/{e} ~ G2. Der Normalteiler (~ G;) und die Faktorgruppe (~ G3) sind nach
Voraussetzung auflosbar, also ist auch die Gesamtgruppe G x Gy auflosbar gemaf
GISAD)

d) Der Beweis von (Vorlesung S. 33) zeigte, dass in p-Gruppen G die aufsteigende
Zentralreihe erst bei G stationiar wird: p-Gruppen sind nilpotent. Zum Beweis von d) geniigt es
also zu zeigen:

e Direkte Produkte von nilpotenten Gruppen sind nilpotent.

In direkten Produkten kann man Kommutatoren komponentenweise bilden:
o:=(01,09),7:=(11,72) € G1 X Gy = [o0,7] = ([01,71], [02, T2])
Daher ist auch die Bildung der absteigenden Zentralreihe komponentenweise moglich:
G:=G1 xGy = G =G1j xGyj.

Sind also G; nilpotent, etwa G, = {e} und G1; = {e}, 50 ist Grax(,) = {(€,€)} und G = G1 xGo
nilpotent.

Aufgabe 31. (s)

Die endliche Gruppe G ist genau dann isomorph zum (dufleren) direkten Produkt ihrer Sylow-
untergruppen, wenn es zu jedem Primteiler p der Gruppenordnung genau eine p-Sylowgruppe
gibt.

Losung:

Ist G das direkte Produkt von p-Gruppen zu den verschiedenen Primteilern p von #G, so sind
die Faktoren Normalteiler in G und sind damit die eindeutig bestimmten Sylowgruppen von G
(siehe [2. Sylowsatz c)|, Vorlesung S. 28).

Seien nun umgekehrt P; (i = 1,...,r) die p;-Sylowuntergruppen von G zu den Primteilern
pi | #G. Wegen der vorausgesetzten Eindeutigkeit sind die P; Normalteiler in G und daher
G=(P,...,P.)=P;-...- P.. Damit ist durch

p:PLx...xP. -G, (61,...,00) =01+ ... 0

eine surjektive Abbildung definiert. Da Definitions- und Bildbereich gleiche Méchtigkeit haben,
ist ¢ eine Bijektion.
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Entscheidend fiir die Homomorphie von ¢ ist die elementweise Vertauschbarkeit verschiedener
P;. Dies folgt aus der Normalteilereigenschaft und der teilerfremden Ordnung der P;, denn fiir
o; € P; gilt

= [04,0j] € PN P; = {e} fiiri # ;.

1,0j5] =

0[1 . (O'] oi0;) € P;.

Damit sind die Elemente aus verschiedenen P; miteinander vertauschbar und ¢ ist ein Isomor-
phismus.

Aufgabe 32. (s)
a) Geben Sie eine Kompositionsreihe von S4 an.

b) Bestimmen Sie die Kommutator- und die auf- sowie die absteigende Zentralreihe von Dy,
(ne N, n>2).

Losung;:
a) Eine Kompositionsreihe von Sy ist

Sav> Ay Vi ((12)(34)) > {id}.

Die Kompositionsfaktoren sind Z/2Z (4-mal) und Z/3Z (1-mal).
b) Kommutatorreihe: Nach |[Aufgabe 11, Losung] ist die Kommutatorgruppe D’ von D = Ds,
gegeben durch

D _ (R,) mn ungerade
T L (R2) n gerade

D' = DO ist also zyklisch und daher D) = {id}. Im Falle n = 2 ist bereits D’ trivial, ansonsten

umfasst die Kommutatorreihe 3 Glieder.

Absteigende Zentralreihe D(7): Fiir diese Reihe erhalten wir unter Verwendung von [Aufgabe 11,
Losung| zunachst die folgende Beschreibung:

D(i) = (R¥) firi>1.

Beweis per Induktion: Fiir i = 1 gilt nach dem ersten Beweisschritt in [Aufgabe 11| D(1) = (R2).
Induktionsschritt 1 < ¢ — ¢+ 1: Es ist

DG+ 1) = (G, D)) = (S, Ru) (RE)] = (18,2 R, B2 = (S.21) | = (RE™).

Um zu erkennen, wann die absteigende Zentralreihe abbricht, sei n = 2¥m mit 2 J/m. Solange
i <k ist, gilt 2 | n und daher #D(i) = ord R?' = 5 = 2F=im. Bis i = k sinkt die Ordnung der
D(i) stets auf die Halfte. Fiir ¢ = k + 1 hingegen erhalten wir

ord Rik = m ungerade = ord Rff“ = ord (Rzk)2 =m = ord R?lk :

mn

Dies bedeutet D(k + 1) = D(k), die absteigende Zentralreihe wird bei Dy, stationér.
Aufsteigende Zentralreihe: Auch die Bestimmung dieser Reihe basiert auf den Ergebnissen von
Aufgabe 11. Ist n ungerade, so ist Z) := Zentr(Da,) = {id} = Zp. Ist n = 2n’ gerade, so gilt

Zy := Zentr(Dap) = (RY?), v: Doy /Z1 = Dop, Ry = Ry
Ist nun auch n’ gerade, so ist

7! .= Zentr(Daw) = (R"/?) und Zy = v~Y(Z]) = (R"'/?) = (RVY) .

n
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Induktiv erhalten wir so fiir n = 2¢m, 2 J/m die folgende aufsteigende Zentralreihe fiir Do,
Z; = (RM?Y fiiri=0,1,...k, und Zy1 = 2.

Induktion tiber i. i =0 = Zy = {id} = (R}}).
Induktionsschritt i — i + 1: Sei 0 < i < k. Nach Definition ist Z; 11 = v~ !(Zentr(G/Z;)) und
nach Induktionsvoraussetzung ist Z; = (R?) mit n’ = 5 = 2k=im, also

G/Zi = (S, Ry) [(R},) ~ (S, Ry) = Do,

denn S und R, erfiillen die entsprechenden Relationen:

ordS=2, ordR,=min{l | R, € Z}=n" und R,S=R,S=SR,' =SSR, .
Wir erhalten daher nach Aufgabe 11, falls n’ = 28~%m gerade, d. h. i < k ist:
Zentr(G/Z;) = Zentr(Day) = (RY/?), also Ziq = v NG/Z;) = (RV'/?) = (RM*™y.
Im Falle i = k ist n’ = m ungerade und nach Aufgabe 11 dann

Zentr(G/Zy) = Zentr(Day) = {e}, also Zp1 =vt({e}) = Z.

Aufgabe 33. (s)
Sei G eine nilpotente Gruppe. Zeigen Sie, dass zu jeder Folge pi,...,p, von Primzahlen mit
[Ti-, pi = #G eine Kompositionsreihe G = Hy D Hy D ... D H, = {e} von G gibt, so dass fir
i=1,...,n gilt:

H;_1/H; ist zyklisch von der Ordnung p; .

Losung:

Sei P die pi-Sylowuntergruppe von G, N das Erzeugnis der anderen Sylowuntergruppen von G,
also G = N x P gemif (Vorlesung S. 37). Wéhle in G eine maximale Untergruppe
H; D N. Diese ist nach (Vorlesung S. 36) Normalteiler in G mit Primzahlindex.
Wegen (G : Hy) | (G : N) = #P = p¥ ist G/H; = Ho/H; primzyklisch von der Ordnung p.
Als Untergruppe von G ist auch Hj nilpotent und hat die Ordnung []i’,p;. Per Induktion
erhalten wir nun die gewiinschte Folge

G=Hy>H,>...>H, = {6} mit Hi—l/Hi EZ/pZ'Z.

Die Folge der H; ist eine Kompositionsreihe, da die Faktoren primzyklisch, also einfach sind.
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Algebra
Ubung 7

Aufgabe 34. (m)
Formulieren Sie fir Ringe und Moduln Homomorphie- und Isomorphiesétze, die den aus der
Gruppentheorie bekannten Séatzen analog sind. Beweisen Sie die von Thnen formulierten Sétze.

Losung:
Fiir Ringe siehe Vorlesung |Satz 11.1.7] (S. 41) und fiir Moduln:
Satz (1.7’) (fir R-Moduln) Sei R ein Ring.

a) Homomorphiesatz:

Ist f: M — M " ein Homomorphismus von R-Moduln, so existiert ein B-Modulmonomor-
phismus f : M/Ke f < M’ mit f = f o vge s.

f ist dadurch eindeutig bestimmt und es gilt: M/Ke f = Im f.

b) (1. Isomorphiesatz) M sei ein R-Modul und My, Ms < M Untermoduln.
Dann ist My + My = g(Mj, Ma) der von M; und M; erzeugte Untermodul und es gilt:

Ml/(MlmMQ)'\;)(Ml‘i‘MQ)/MQ, m1+(MlﬂM2)l—>m1+M2.

c¢) (2. Isomorphiesatz) Seien M; < My < M R-Moduln. Dann gilt:

MMy = MM [y van(m) = vag, i, (m+ My)

d) Ist f: M — M’ ein R-Modulepimorphismus, so gilt fir N < M":
M'/N'~ M/f~ (M)

Begriindungen: Fiir Ringe R und R-Moduln M sind (R,+) und (M, +) abelsche Gruppen, so
dass aus den Homo- und Isomorphiesétzen fiir Gruppen zunéchst die Existenz der behaupteten
Abbildungen und ihre In-/Bijektivitdt folgt. Was zu tiberpriifen bleibt, ist die Homomorphie
bzgl. der Multiplikation - im Ringfall und bzgl. der Multiplikation mit Skalaren r. im Modulfall.
Diese Homomorphien sind klar, da in den Faktorringen/-moduln die Verkniipfungen représentan-
tenweise definiert sind. Im Ringfall ist zu beachten, dass diese reprisentantenweise Verkniipfung
nur dann wohldefiniert ist, wenn ein Ideal gegeben ist (siche [Bemerkung II.1.4}] Vorlesung S. 40).
Daher muss man in (1.7) b) (1. Isomorphiesatz fiir Ringe) zeigen:

S<R, a<R = SNa«s.
Wegen a < R folgt fiir alle s € S < R sa C a, und da S eine Unterring von R ist, gilt
seS Nacans = saeSNa.

Im Modulfall entfallen diese zusétzlichen Uberlegungen bzw. Begriffsbildungen, da die Multipli-
kation mit Skalaren r. auch fir die Quotientenstrukturen wohldefiniert ist.
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Aufgabe 35. (m)
Man zeige fiir Ringe R, S:

a) Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so wird jeder S-Modul M zu einem R-Modul
durch
RxM— M, (rym)—rm:=ep(r).m.

b) «) Ist R ein Unterring des Ringes S, so wird S in natiirlicher Weise zu einem R-Modul.

B) Ist K ein Teilkorper von R, so wird R in natiirlicher Weise zu einem K-Vektorraum.

Losung:
a) (M,+) ist eine abelsche Gruppe und es gilt wegen der Homomorphie von ¢ und der S-
Modulstruktur von M:

(r+r)Ym = or+r)m= (o) +eF))m=qo@)m+ e )m=rm+r'.m,
r(m+m') = or).(m+m')=plr)m+elr)m =rm+rm.

Sind R und S unitir, so muss auch ¢ als unitir vorausgesetzt werden, d. h. p(1g) = 1g sein;
dann gilt natiirlich
lg.m=¢(lg)m=1g.m=m.

Beachten Sie, dass bei unitédren Ringen Homomorphismen nicht notwendig unitér sein miissen,
siehe etwa die Inklusion ¢ : M, (R) — M,+1(R).

b) a) ist Spezialfall von a) mit der Inklusion ¢ : R — S.

B) ist der Spezialfall von «) fir R = k Kérper. Moduln iiber Korpern sind definitionsgeméf
Vektorrdume.

Aufgabe 36. (s)

Sei R ein Ring. Eine Sequenz M’ L M 5 M von R-Modulhomomorphismen heift ezakt,
wenn Im f = Keg ist. Langere Sequenzen sind exakt, wenn dies an jeder inneren Stelle der
Sequenz gilt. Es bezeichne 0 den Nullmodul; zu jedem R-Modul M hat man stets eindeutig
bestimmte Homomorphismen 0 — M und M — 0. (Nédmliche welche?)

a) Fiir einen R-Modulhomomorphismus f : M — N zeige man:

injektiv 0— M-I N
f ist < surjektiv = M i> N —0 ist exakt .
bijektiv 0— M- N0

b) «) Fir eine sog. kurze exakte Sequenz
0—M LspmLpm" o

gilt:
M ~f(M") uwnd M/f(M')~M".

B) Fiir einen R-Untermodul N eines R-Moduls M konstruiere man eine exakte Sequenz
0—-N—-M— M/N — 0.

Losung:

0 — M und M — 0 kénnen jeweils nur die Nullabbildung sein, die alles auf 0 abbildet, im ersten
Falle, da Homomorphismen 0 auf 0 abbilden miissen, und im zweiten Falle, da dies die einzig
mogliche Abbildung M — 0 ist.

a) Es gelten die Aquivalenzen

. . . P J— f
f {1nJekt1V {Kef_O_Im(O—>M) <:>{0_>M_>N exakt .

surjektiv Imf =N =Ke (N — 0) MLN 0

32



und die dritte Behauptung zur Bijektivitat ist die Konjunktion der beiden vorangehenden Aus-
sagen.
b) a): Die Exaktheit bei M’ und M” besagt nach a) f injektiv und g surjektiv; die Exaktheit

bei M bedeutet Im f = Keg. Zusammen mit dem 1. Isomorphiesatz fiir Moduln (Aufgabe 34))
erhalten wir so:

f:M = fM)=Imf=Keg, M/f(M)=M/Keg~Img=N.
B): Seiiny : N — M die (injektive) Inklusionsabbildung und M — M /N der natiirliche Epimor-

phismus vy. Wegen Kevy = N = Imiy ist die Sequenz (an allen Stellen) exakt.

Aufgabe 37. (s)
a) Sei M ein Vektorraum iiber dem Korper k; wir setzen o(M) := dimy(M). Zeigen Sie:

a) Ist 0 - M’ — M — M" — 0 eine exakte Sequenz von k-Vektorrdumen, so gilt:
p(M) <00 = @(M'),p(M") <00 = (M) =(M') + (M").
B) Fiir eine exakte Sequenz von endlich-dimensionalen k-Vektorraumen
0O—-My— M —... M, —0

gilt:
Y= S (~1)ip(M) = 0.
i=0

b) Definiert man fiir endliche abelsche Gruppen M die Gréfie (M) := In# M, so bleiben die
Aussagen aus a) fiir endliche abelsche Gruppen giiltig. Was bedeutet die Aussage ) fiir
die Gruppenordnungen?

Losung:

a) «): Seien f : M’ — M und g : M — M" die Homomorphismen der gegebenen exakten
Sequenz, also f ein Mono- und ¢ ein Epimorphismus (siehe [Aufgabe 36]).

=: Wegen ¢(M) < oo hat M eine endliche Basis, deren Bild unter g ist dann ein endliches
Erzeugendensystem von Im g = M”, also dim M” < co. Wegen M’ =~ f(M') C M ist auch M’
endlich-dimensional.

<: Die Urbilder in M einer endlichen Basis von M” unter g sind linear unabhéngig und bilden
zusammen mit einer (endlichen) Basis von Keg = Im f ~ M’ eine Basis von M, also o(M) =
o(M") 4+ p(M') < oo. Damit ist zugleich auch die letzte Behauptung bewiesen.

B): Das Ergebnis von «) kann man umformulieren zu

p(M') = o(M) + p(M") = 0.

Also ist die Behauptung ) fiir n = 2 bewiesen. Fiir 0 < n < 1 haben wir

0
0— My —0exakt <= My=0 = > o(M)=0,
=0

1
0— My — M; - 0exakt <— My~M — Z(_l)iSO(Mi) =0
i=0

Sei nun n > 3. Wir bezeichnen die Homomorphismen in der exakten Sequenz mit f; : M; — M,
fiur 0 <7 < n. Fir den Induktionsschritt spalten wir die exakte Sequenz an der Stelle My — My
wie folgt auf:
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0— My — My — My — ... > M, — 0 exakt
— (O:Kefo/\ImfozKefl) A Tmf; = Ke fo

A (ImfgzKefg Al A Imfn,len)
<— 00— My— M, —-Imf; - 0exakt A Imf; =Kefo
AN 00— Kefo— My — Mg — ... — M, — 0 exakt

Nach Induktionsvoraussetzung (fiir zwei kiirzere exakte Sequenzen) erhalten wir

p(Mo) — p(M1) +¢(Im f1) =0, ¢(Im f1) = p(Ke fo),  —p(Ke f2) + D (~1)'¢(M;) =0
=2

n .
und daraus dann die Behauptung > (—1)%p(M;) = 0.
i=0

b): Fir endliche abelsche Gruppen g_ﬂt (wie oben fiir Vektorraume) mit denselben Bezeichnungen
wie in a) «)

0—+M - M— M"—0exakt = M/f(M')~M" AN M~ f(M)
und nach dem Satz von Lagrange (siehe Vorlesung, |Prop. 1.1.12 ¢)| S. 8)
#M = (M : f(M)) - #f(M) =#M" - #M'

mit der Vereinbarung oo -n =n-o0o = oo - 0o. Also M endlich <= M’, M" endlich, und dann
gilt

p(M) =In#M = o(M") + p(M").
Damit erhalten wir analog zu a) ) fiir eine lange exakte Sequenz 0 — My — ... — M, — 0

n

N n#M; =0 <= [[#M) Y =1 = [ #M= T[] #M;.
=0 1=0 j gerade j ungerade
Aufgabe 38. (s)

a) Sei R = M, (R) der Ring der n x n-Matrizen tiber dem Korper R der reellen Zahlen. Zeigen
Sie, dass (0) und R die einzigen zweiseitigen Ideale in R sind.

[Tipp: Sei Ej; die Matrix mit 1 an der Stelle (k,1) und 0 sonst. Fiir A = (a,,) zeige man
EUAEM = ajkEil.]

b) Enthélt R (fiir n > 2) Linksideale?
¢) Man bestimme die Einheitengruppen von M, (R) und M, (Z).

Losung:
a) Wir bemerken zunéchst:

(%) Ideale in R = M, (R) sind R-Untervektorrdume von R.

Begriindung: Die Multiplikation mit einem Sakalar @ € R ist dasselbe wie die Multiplikation (von
rechts oder von links) mit dem Ringelement o.E € R (E die Einheitsmatrix, das Einselement
von R).

Sei nun (0) # a < R ein (zweiseitiges) Ideal und 0 # A = (auy ) € a. Dann gibt es ein Indexpaar
(4, k) mit aj, # 0. Aufgrund der Behauptung des Tipps gilt dann fiir alle (4,1)

a> EijAEkl = ajkEil = FE; €a.
ajk;é(]
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Damit enthélt a alle Matrizen E; (1 < ¢ < n, 1 < [ < n) der kanonischen R-Basis von
R = M,(R), also nach (x) ganz R.
Nachweis des Tipps:

Eij = (5iu5ju)/w
A = (%u),w = Z B
uv
EijEn = (6iu0j0) - OkoOin)or = (Y 0indiu0ku0in) in = 0k (8i010) up = 0Bt
14
EijAEy = Y auwEijEuwEy = ajpEgEj = ajpEy .
0%

b) In einem Matrixprodukt AB ist die j-te Spalte das Produkt von A mit der j-ten Spalte von
B. Ist also die j-te Spalte von B eine Nullspalte, so auch die j-te Spalte von AB. Linksideale in
R sind daher die sog. Spaltenideale, die Menge aller Matrizen in denen eine feste Teilmenge von
Spalten nur Nullspalten sind. Diese sind additive Untergruppen und gegeniiber Linksmultipli-
kation mit beliebigen Matrizen aus R abgeschlossen, also Linksideale in R. Zu jeder Teilmenge
N c {1,...,n} gibt es ein solches Spaltenideal; fir N = () erhélt man den ganzen Ring R und
fir #N = n das Nullideal, alle anderen 2" — 2 Ideale sind echte Linksideale # (0).

c) Die Einheitengruppe von R = M,,(R) ist (per definitionem) die Gruppe der invertierbaren
Matrizen GL,(R). Aus der linearen Algebra ist bekannt

GL,(R) = {A € M,(R) | det A # 0} .
Dabei folgt die Inklusion C folgt aus dem Determinantenproduktsatz:
AB=F = detA-detB=1 = det A#0.

Die umgekehrte Inklusion ist Folge des Laplaceschen Entwicklungssatzes fiir Determinanten und
der sich daraus ergebenden Formel zur Berechnung der Inversen:

1 o T
-1 _ _1)¢tJ .
det A£0 = Al = detA(( 1)1 det Ayj)
wo A;; die Matrix A ohne Zeile 7 und ohne Spalte j ist.
Zur Bestimmung von M, (Z)* argumentiert man genauso:
A, BeM,(Z), AB=FE = detA-det B=1, det A,det B€Z = det A € Z* = {+1,—1},
also
M, (Z)* C{A € M,(Z)|det A= +1}.
Die umgekehrte Inklusion D folgt nun wieder aus obiger Invertierungsformel, da det A = +£1
und det A;; ganzzahlig ist.
Aufgabe 39. (s)
Sei R ein unitdrer kommutativer Ring. Zeigen Sie:
a) Jedes echte Ideal a # R ist enthalten in R\ R*.
b) Es gelte fiir alle x € R, entweder ist x oder 1 — x eine Einheit. Dann ist R\ R* ein Ideal,
und zwar das grofite echte Ideal in R, und damit auch das einzige maximale Ideal in R.
Ein Ring mit dieser Eigenschaft heifit lokaler Ring.

c) Es sei k ein Korper und R = k[[X]] der formale Potenzreihenring in einer Variablen tiber
k (vgl. Vorlesung [I1.1.2 Beispiel (5))). Zeigen Sie fiir (ag,a1,...) € kN = k[[X]]:

(ag,ai,...) € R* < ape k™ =k\{0}.
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d) Folgern Sie, dass der formale Potenzreihenring k[[X]] iiber einem Korper ein lokaler Ring
ist.

Losung:

a) Sei a # R Ideal in R und z € a eine Einheit in R, also yz = 1 fiir ein y € R. Dann gilt fiir
jedes r € R wegen der Idealeigenschaft von a: 7 = yx € ya = a, also ganz R liegt in a, Wid. Also
gibt es in a keine Einheit, d. h. a C R\ R*.

b) Sei a € m := R\ R* und r € R. Wére ra € m, also ra € R*, so existierte ein z € R mit
1 =2z-ra fir ein z € R und auch a wére eine Einheit, Wid. Also gilt fiir rm C m fiir alle r € R.
Seien nun a,b € m und angenommen a + b & m, also fiir ein z € R

l=(a+bz=az+bz = az=1-bz.

Nach Voraussetzung wére dann entweder bz € R* oder 1 — bz = az € R*, was aber beides nicht
sein kann, denn az,bz € zm C m.

Damit ist m ein echtes Ideal in R. Nach a) enthélt es jedes echte Ideal, ist also das grofite Ideal
von R. Jedes maximale Ideal ist also auch in m enthalten, wegen der Maximalitiat dann gleich
m: Das grofite Ideal ist zwangslaufig das einzige maximale.

c) Sei a = (ag,a1,...) € k[[X]]*, also fir ein b = (bg, by, ...) € k[[X]]

(1,0,0,...):a-b:(aobo,albo—i-aobl,..., Z aibj,...) — apbp=1 = aoekx.
i+j=n

Zur Umkehrung miissen wir unter der Voraussetzung ag # 0 ein passendes b konstruieren. Wegen
ap # 0 und k Korper gibt es ein by € k mit agby = 1. Gesucht sind nun b; € k (i > 1), so dass
fiir alle n > 1 gilt

0= Z aibj = aobn + Z aibn,i <~ bn = *aal(z aibn,i) .

i+j=n i=1 i=1

Damit kann man induktiv b, wie gewiinscht definieren.

d) Ist a = (ag,a1,...) keine Einheit in k[[X]], also ag = 0, so ist 1 —a = (1 — ag, —ay,...) =
(1, —a1, —as,...) gemaB c) eine Einheit. Die Voraussetzung von b) ist also erfiillt und k[[X]] ist
ein lokaler Ring mit dem grofiten Ideal m = {a € k[[X]] | ap = 0}.
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Algebra
Ubung 8

Aufgabe 40. (m)
a) S sei ein unitdrer kommutativer Ring, R < S ein unitarer Unterring und 7' = {¢y,...,t,} C S
eine endliche Teilmenge. R[T] sei der kleinste Unterring von S, der R und T" enthélt. Zeigen Sie:

R[T) = R[t1,...,tn) ={ Z rtt oot e Sr, € R, ry, =0 fir fast alle v € N} .
velNn

Geben Sie eine Darstellung fiir R[] bei beliebigem T" an.
b) M sei ein Modul iiber dem unitaren kommutativen Ring R, T' eine Teilmenge von M. Zeigen
Sie, dass die Menge

n
{Zn‘ti ‘ ne€N,r, € R,t; € T}

i=1
aller endlichen Linearkombinationen von Elementen aus T' mit Koeffizienten in R der kleinste
Untermodul von M ist, der T enthélt.
c) E sei eine Teilmenge eines Ringes R. Wie sehen die Elemente von [E], r(E), (E)r und r(E)r
aus?
Losung:
a) Da R[T)] ein Ring ist, der R und T enthéilt, muss er alle Elemente der angegebenen Form
enthalten. Umgekehrt sind die Elemente von R und 7T in der angegebenen Form darstellbar:
r=r-t, ¢t =1-t. Es geniigt also zu zeigen, dass die Menge aller Elemente der angegebenen
Form selbst ein Ring ist, das heifit gegen die Ringverkniipfungen abgeschlossen ist. Zwei Elemente
der angegebenen Form ergeben summiert oder multipliziert wieder eine solche Summe. Fiir die
Summe ist dies unmittelbar klar, fiir das Produkt muss man distributiv rechnen:

Z Tttt Z rittl’“-...-tn“"

velN? pelN™
_ ! U1t Un+
= g g Tty R
vEN™ ucN»

= Z( Z T,,r;)t'fl-...-tﬁ”

pelN™ o uclNn
vtp=p

‘Sp

Sind die beiden Ausgangssummen endlich, also r, = 0 etwa fiir >°,»; > N und 7‘; = 0 fur
> i i > M, so sind auch fast alle s, = 0, denn fiir p = v + p gilt:

)

M+AN<Y pi=> Witpw) = D> vi>NV > uy>M = r,=0V r,=0

und daher
Zpi>M+N = 5, = Z T,,TL:O.
i v,ucINn
vp=p

Fiir beliebiges T' gilt dann

R[T] ={ Z ittt e SIneNy, by, tn €T, 1, € R, r, =0 fiir fast allev € N"}.
velN™
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Zur Begriindung konnte man wie oben argumentieren, da aber hier in den Summen nicht nur n,

sondern auch die t; variieren, ist bereits die Argumentation fiir die Summe solcher Terme formal

etwas unhandlicher. Man kann aber das Ergebnis fiir den endlichen Fall benutzen und zeigt:
R[T]= |J R[]

ucrT
#U <oo

Zur Begriindung, dass die Vereinigung tatséchlich ein Ring ist, beachte man R[U] U R[V] C
R[U U V] fiir beliebige endliche Teilmengen U,V C T, so dass die Vereinigung additiv und
multiplikativ abgeschlossen ist.

b) beweist man genauso,

c) Da (R,+) eine abelsche Gruppe ist, operiert Z darauf (sieche Vorlesung Beispiele II1.1.9|
[(2)). Insbesondere gilt fiir +1 € Z (+1).r = £r. Daher kann man fiir das Ringerzeugnis — auch
wenn R kein Einselement hat — schreiben:

E] = D kvel'-...en IneENy, e, €E, ICN", #I <00, k, € {-1,+1} C 7},
vel
Fiir die Idealerzeugnisse gilt:

n
r(E) = {Zri-ei|n61N, e;€ E, r, € R},

izl
(EYrp = {Zei-m\nE]N, e;€ E, ri € R},
izl
r(EYr = {Zri-ei-si |neN, e, € E, 1,8 € R}.
=1
Bei endlichem E kann man in obigen Darstellungen n = #E und E = {ey,...,e,} fixieren.

Aufgabe 41. (m)
Sei K ein Koérper und R ein unitdrer Unterring.

a) Der von R erzeugte Teilkorper (R) in K ist der sog. Quotientenkérper von R in K:
(R)y={ab' e K |a,be R, b#0},

b) Der Quotientenkérper von R in K ist unabhéngig von K, genauer: Sind K, L Oberkdrper
von R und (R)g bzw. (R)r die Quotientenkérper von R in K bzw. L, so existiert genau
ein Kérperisomorphismus

p: (R)k > (R)p mit ¢lp=idg.

Losung:

a) Der Durchschnitt von Korpern ist ein Kérper, daher existiert (R) als der Durchschnitt aller
Teilkorper k£ von K mit R C k. Da (R) ein Korper ist, der R umfasst, muss er alle Elemente der
Form ab™! (a,b € R, b # 0) enthalten, also gilt in a) die Inklusion ‘2% Da R in der rechten Seite
enthalten ist (setze b = 1), gilt die umgekehrte Inklusion 'C’, wenn gezeigt ist, dass die rechte
Seite von a) ein Korper ist. Als Teilmenge eines Korpers geniigt es zu zeigen, dass die rechte
Seite 0 und 1 enthélt (klar, ganz R ist enthalten) und abgeschlossen ist gegen +, — sowie die
von 0 verschiedenen Elemente gegeniiber -, (...)~! abgeschlossen sind. Dies rechnet man leicht
nach (Bruchrechnung!).

b) Ist ¢ ein solcher Homomorphismus, so muss gelten: p(a - b=1) = ¢(a) - (b)™! = a-b71¢€
K L abeR L

L, also ist ¢ eindeutig. Zur Existenz muss man nachweisen, dass dieser (zwangsldufige) Ansatz
wohldefiniert und ein Homomorphismus ist (wieder Bruchrechnung). Die Surjektivitdt ist nach
Ansatz klar und die Injektivitdt folgt sofort aus der Homomorphie:

-1\ _ . —1: — . = = . _1:
(p(CLKb )—OL s aLb 0 < a bLOL 0r, Op — aKb O .
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Aufgabe 42. (s)
n
Sei R ein kommutativer unitarer Ring, M = (mq,...,my,) = Y, Rm; ein endlich erzeugter
i=1
R-Modul, a < R ein Ideal in R und
n
aM :={(a.m|a€a, meM)R:{Zaimi | a; € a}.
i=1
Zeigen Sie: Ist a in jedem maximalen Ideal von R enthalten und gilt aM = M, so muss M der
Nullmodul sein.
Tipp: Fiir jedes a € a ist 1 — a Einheit in R. Wéhlen Sie nun n € IN minimal.
Losung:
Beweis des Tipps: Ist 1 —« keine Einheit, so ist R(1—«) ein echtes Ideal, also in einem maximalen

Ideal m < R enthalten (siehe [Vorlesung Prop. II.1.18] S. 47). Wegen 1 — a € m und nach
Voraussetzung a € a C m folgt 1 € m und daher R = m, im Widerspruch zur Maximalitat von

m.
Beweis der Behauptung: Sei n die kleinstmogliche Erzeugendenzahl von M. Ist n = 0, so ist M
von der leeren Menge erzeugt, also trivial und der Beweis erbracht.

Sei also nun n > 1. Nach Voraussetzung ist m,, = > ;- ; a;m; mit «o; € a, also (1 — a,)m, =
S btagmg € (my, ..., mpu_1). Nach dem Tipp ist 1 — a,, Einheit in R und folglich

My € (M1, .., Mp_1).

Dies bedeutet, dass M bereits von n—1 Elementen erzeugt wird im Widerspruch zur Minimalitat
von 1.

Aufgabe 43. (s)
Sei R ein kommutativer unitarer Ring. Eine Teilmenge T' C R heifit multiplikativ, wenn sie die
1gr enthélt und multiplikativ abgeschlossen ist.

a) T C R sei multiplikativ mit 0 ¢ 7. Es sei My die Menge aller Ideale in R, die T nicht
treffen:
Mp:={a<R|anT=0}.

Zeigen Sie: Ist p maximales Element von My (bzgl. der Inklusion), so ist p ein Primideal
von R. Warum existieren stets maximale Elemente in Mp?
b) Zeigen Sie: Ist p < R ein echtes Primideal, so ist 7' := R\ p multiplikativ mit 0 & T'.

c) Ist R ein Integritétsbereich und p < R ein echtes Primideal, so gilt:

a) R, :={Z € Quot(R) |r € R, s € R\ p} ist ein lokaler Ring.

B) Der kanonische Ringmonomorphismus R < Quot(R) induziert einen Monomorphis-
mus

R/p = Ry/pR, .
Dabei ist pR, = (p)r, das von p erzeugte R,-Ideal.

v) In ) liegt genau dann ein Isomorphismus vor, wenn p ein maximales Ideal in R ist.
Man nennt R, die Lokalisierung von R nach p.

Losung;:

a) Die Existenz maximaler Elemente in My folgt aus|[Lemma von Zorn, Vorlesung 11.1.17] S. 47,
dessen Voraussetzungen erfillt sind: My # (0 (wegen 0 ¢ T, also (0) € Myp) und (teilweise)
geordnet. Ist K C My totalgeordnet, so ist b := [JK := [J,c a ein Ideal in R. b € M7, denn
andernfalls gébe es ein t € T'Nb, also t € T'Na fir ein a € K C Mp im Widerspruch zur
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Definition von M. Damit ist b € My obere Schranke fir K.
Sei nun p maximal in M7 und ai,as € R mit ajas € p. Annahme: ay,as € p, also gilt wegen der
Maximalitdt von p: (p,a;)r & Mrp und folglich existieren t; € TN (p, a;)r:

ti =p;+ria; mit p; €p, r, € R.
Wegen ajas € p und der Idealeigenschaft von p folgt
tite = p1p2 + maipz + raazp1 + riraaiaz € p,

im Widerspruch zur Multiplikativitit von T und p N T = 0.
b)0€p, 1¢€p+#R,also0¢ T und 1 € T. Die Multiplikativitdt von T ist die Kontraposition
zur Definition der Primidealeigenschaft:

a,beT=R\p < a,b¢p — abgp < abeT.
p prim

c) a) Esist R, = {% | r € R, s & p}, also ist pR, = {% | 7 € p, s ¢ p} und folglich
R\pR, ={% | r,s € p} = R die Einheitengruppe. Damit ist geméf der Definition in |Aufgabe
R, ein lokaler Ring mit pR, als (einzigem maximalen) gréfitem Ideal.
B) Sei i : R — R, die kanonische Einbettung. Dann gilt
/
i(r) € pR, <= \/ \/ gzr— = \/rs'zr'ép = TrEp

/ , .
Ep s'dp S o s'&p prim

und damit i~ t(pR,) = p.
Nach dem Homomorphiesatz erhalten wir aus j :=voi: R — R, — R,/pR, den behaupteten
Monomorphismus

j:R/Ke(voi)=R/p— R,/pR,.
7v) Zu zeigen: j surjektiv <= p < R maximal.
= : pR,, ist (einziges) maximales Ideal in R, also nach Vorlesung [Proposition II.1.15] S. 45 ist
R,/pR, ein Korper. Ist J ein Isomorphismus, muss auch R/p ein Korper, p also maximal in R

sein.
= Sei v(%) € R,/pR, beliebig, also 7 € R und s ¢ p vorgegeben. Ist p maximal, also R/p ein
Kérper, so besitzt 5 := s+ p # 0 € R/p ein Inverses t € R/p und folglich gilt
r r S\ _ . . _ SN T\ — = Vin =/ _T =
: Y=voi(r) - voi(s)™ =j(r) - j(3) " =j(r) - j(f) = j(Ft) € Imj.

Aufgabe 44. (s)

a) Jeder endliche Integritétsbereich ist ein Korper.

b) Sei R ein Integritatsbereich und K < R ein Teilkérper. Ist R als K-Vektorraum (siehe

Aufgabe 35 b)) endlich dimensional, so ist R selbst ein Korper.

Tipp: Untersuchen Sie die Linksmultiplikation mit Elementen aus R.

Losung:

Ist R ein Integritatsbereich, so ist die Linksmultiplikation L, : R — R mit a € R ein Ringho-
momorphismus. Die Nullteilerfreiheit von R besagt:

a#0 = L, injektiv.

ad a): Ist R endlich, so muss fiir a # 0 die injektive Abbildung L, : R — R auch surjektiv sein
(Lo(R) C R, #L4(R) = #R = L4(R) = R). Dies bedeutet, dass 1 = L4(b) = ab ein Bild
unter L, ist, also a eine Inverses in R besitzt.

ad b): Hier argumentiert man genauso: Wegen der endlichen Dimension muss fiir a # 0 der
Vektorraummonomorphismus L, : g R < g R selbst surjektiv sein (Ly(R) < R, dimg(L,(R)) =
dimg(R) = L4(R) = R), und wieder folgt, dass R ein Korper ist.
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Aufgabe 45. (s)
Sei H die Menge aller komplexen 2 x 2-Matrizen der Form

_(« B
A= <—5 @> EMQ(C).
a) Zeigen Sie, dass H ein nicht-kommutativer unitdrer Unterring von Mz (C) ist und dass fir

jedes 0 # A € H auch A~! wieder in H liegt, so dass H ein Divisionsring ist.

b) Man zeige, dass H der Schiefkérper der Hamiltonschen Quaternionen tiber R ist (siehe
Vorlesung [Beispiele 11.1.14 4), S. 45)

c) Sei H :={ (_Oég g) | @, B € Z[i]}. (Warum ist H' unitiarer Unterring von H?)

Zeigen Sie, dass die Einheitengruppe von H’ isomorph ist zur Quaternionengruppe Qs (vgl.

Aufgabe 18 b))).

Losung:
a) H ist abgeschlossen gegen +, —, - und enthélt die Einheitsmatrix E. H ist nicht kommutativ,
denn
i 0 0 4 0 -1 0 1
a (5 0 Yem e (7 Yem an=(0 )pmas (1),
Ist 0 #£ A= <_O‘B g) €H, alsoa#0 V B#0,soist det A = |a|* + |8]? # 0 und folglich A

invertierbar mit

AT = detA ((E _ozﬁ> :

Da det A = |a? + | B reell ist, gehort A~! zu H.
b) Ist « = a+ bi, B = c+ di mit a,b,c,d € R, so gilt

_(a B\ _ [(a O bi 0 0 ¢ 0 di\
A(—B 54)(0 a>+<0 —bi>+(_c O>+(dz’ 0)aE+bI—|—cJ—i—dK.

H ist also ein 4-dimensionaler R-Vektorraum mit der Basis

o (30 o= (0 0) = (0 1) k= (0 ).

Die Multiplikation in H ergibt sich durch distributive Rechnung aus den Produkten der Ba-
siselemente
IP=J?=-FE, IJ=-JI=K.

Damit haben wir fiir H genau die in der Vorlesung gegebene Definition der Hamiltonschen
Quaternionen (siehe Beispiele I1.1.14 4), S. 45]).

c¢) Da Z[i] ein Ring ist, ist H' abgeschlossen gegen +, —, - und enhélt das Einselement E. Ist
A € I’ eine Einheit, also AB = F mit B € I, so folgt 1 = det A - det B mit det A, det B € Z,
also det A € Z* = {+1,—1}. Da det A = |af* + |B]* positiv ist, kommt nur detA = +1
in Frage. Und umgekehrt, ist det A = 1, so hat A das Inverse det AAad = A* in H. Also
H* ={AcH |det A =1}

a

Fir A = (—5 i) e, a=a+bi, B=c+dimita,b,c,d € Z ergibt

det A=la>+ |82 =a®>+0*+ 2 +d*>=1
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genau die 8 moéglichen Matrizen +F, £R, +5 und £7" mit

re (%0 5o N o= (00).

Also ist H'* = {+FE,+S,+R,+T} eine Gruppe der Ordnung 8. Sie enthélt die Quaternionen-
gruppe (S,T) = Qg (siehe |[Aufgabe 18. b)) und stimmt wegen gleicher Méchtigkeit mit ihr
iiberein.
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Algebra
Ubung 9

Aufgabe 46. (m)
Sei R ein faktorieller Ring. Zeigen Sie:

a) a ist unzerlegbar <= a ist Primelement.

b) Ist P ein Reprisentantensystem der Primelemente von R modulo Assoziertheit, so ist jedes
a € R\ {0} eindeutig darstellbar als

a=u- H P mit u € R, vy(a) € N und vy(a) = 0 fiir fast alle p € P.
peEP

c) Zu a,b € R\ {0} existiert stets ein grofiter gemeinsamer Teiler ggT(a, b) und ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches kgV(a,b). Geben Sie explizit einen ggT und ein kgV an mittels
der Darstellungen von a, b geméf b).

d) Teilt a € R\ {0} ein Produkt bc und ist a teilerfremd zu b, so ist a ein Teiler von c.

Losung;:
Siehe Vorlesung Beweis von [Bem. 11.2.16] S. 51.
Aufgabe 47. (s)

a) Sein € Ny und a € Z. Es sei ¢ die Eulersche Phi-Funktion.
Zeigen Sie: Ist a prim zu n, so gilt a®™ = 1 mod n.

[Fiir n = p Primzahl ergibt sich der kleine Fermatsche Satz: p Ja = aP~! =1 mod p.]
b) Sei G = (o) zyklisch von der Ordnung n und k € Z. Zeigen Sie:

(i) G = (o*) <= k+nZ € P(n) <= kist zu n teilerfremd.
ordo

ggT(k,ord o)

(iii) AutG ~ P(n).

(ii) ordo* =

¢) Sind Gy, Gy endliche zyklische Gruppen, so gilt:

G1 X G4 zyklisch <— ggT(#Gl, #GQ) =1.

Losung:

a) Definitionsgemaf liegt @ = a + nZ in der primen Restklassengruppe P(n). Deren Ordnung
ist per definitionem ¢(n), also gilt nach dem Satz von Lagrange a#* (™ = g#(™) =1 und somit
a®?™ =1 mod n. Wegen ¢(p) = p — 1 ergibt sich der Zusatz.

b) (i) folgt aus (ii). Hier ein Beweis als Hinfiihrung zu (ii):

G= (") = oe(") = \/O':O'kl = \/ordazn\kl—l <~ keP(n).
1€, l

ad (ii): Sei d = ggT(n,k) und dn' = n, dk’ = k, also n’ und &’ teilerfremd. Dann gilt fiir ein
beliebiges I:

n

(") =e = ord(o) =n |kl — n' |kl < n'|I.
=n' = I, wie behauptet.

Damit folgt ord(c¥)
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ad (iii): f € Aut G = f(0) =: 0¥ erzeugt f(G) = G, also ist nach (i) k € P(n). Die Zuordnung

f + k ist ein Homomorphismus ® : Aut(G) — P(n), denn
1,9 € Aut(G), f(o) =", g(0) =o' = foglo) = f(o) = o™,

also ®(f o g) = ki = &(f)d(1).

® ist injektiv, denn ®(f) =1 = f(0) =0 = f = idg. Zur Surjektivitit: Sei k € P(n).
Da G abelsch ist, ist die Potenzierung mit & f = (...)* ein Gruppenhomomorphismus, und
wegen k € P(n) ist gemiB (i) f(o) = o* Erzeugendes von G, also f : G — G eine surjektive
Selbstabbildung. Wegen der Endlichkeit von G ist f auch injektiv, also f € Aut G mit ®(f) = k.
¢) Fir o = (01,02) € G1 x Gy gilt ord(o,02) = kgV(ord o1, ord 02), denn

(01,00)f =e «= oFf =¢; « ordo; |k < kgV(ordoi,orday) | k.

Sind nun o; Erzeugende der G; (mit den Ordnungen n; = #G;), so hat o := (01,02) € G1 X G2
die Ordnung kgV(n1,ng). Bei teilerfremden n; hat also o die Ordnung niny = #G1 - #G2 und
ist somit Erzeugendes von G1 x Ga.

Ist umgekehrt 7 = (71, 72) ein Erzeugendes von G x Ga, so gilt

ning = ord T = kgV(ord 71, ord 72) | kgV(ny, ng) | ning,

also gilt die Gleichheit kgV(n1,n2) = ningy und das bedeutet ggT(n,ng) = 1.

Aufgabe 48. (s)
Zeigen Sie:

a) Jeder euklidische Ring (R, d) ist ein Hauptidealring.

b) Z[i] < € ist euklidisch bzgl. der Normabbildung N : Z[i] — N, z — 2z = |z|*.
Tipp: Fiir z, w € Z[i] \ {0} approximiere man Z bestmdglich durch ein Element aus Z[i].

¢) Z[iv/5] hingegen ist nicht euklidisch (fiir keine Funktion d). Untersuchen Sie dazu die
Faktoren in den Zerlegungen 6 = 2 -3 = (1 +4v/5)(1 — i\/5).

Tipp: Eine Zerlegung von z in Z[iv/5] liefert eine Zerlegung von N (z) in Z.

Losung:

a) Sei {0} # a < R ein beliebiges Ideal und wéhle ag € a \ {0} mit kleinstmoglichem d(ag) € IN.
Da d definit ist, ist d(ap) > 1. Da (R, d) euklidisch ist, gibt es zu jedem 0 # a € a Elemente
¢,r € Rmit a = gap+r und d(r) < d(ag). Wegen a,ap € a < R ist r = a — qap € a und aufgrund
der Minimalitdt von d(ag) muss r = 0 sein: Jedes 0 # a € a ist von der Form a = gag fiir ein
passendes ¢ € R und damit a = ag R Hauptideal.

b) Die Normabbildung N = |...|? ist definit. Sie hat auf Z[i] nur Werte in IN:

a+bi€Zi] = a,b€Z = N(a+bi)=(a+bi)(a—0bi)=a®+b*€N.

Sei R = Z[i] und 0 # z,w € R beliebig. Gesucht sind ¢,r € R mit z = qw+7 und N'(r) < N(w).
Geméafl dem Tipp betrachten wir die komplexe Zahl v := Z und suchen ein néchstliegendes
q € R="7][i], also ¢ = a + bi mit a,b € Z.

Geometrische Argumentation: Die Elemente a + bi, a,b € Z bilden im 2-dimensionalen R-
Vektorraum C = R + Ri die Eckpunkte von achsenparallelen Quadraten der Kantenlédnge 1.
Jedes u € C ist also von einem a + bi € R hochstens um die halbe Diagonalenldnge %ﬂ ent-
fernt: Zu u = Z € C gibt es ein ¢ € R mit [u—q| < £v/2, also M(u —¢q) < (3v/2)? =3 < L.
Dann folgt aber

z=quw+w(u—q) mit N(w(u—q)) =Nw) N(u-q) <N(w)
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und 7 :=w(u — q) = z —wq € R.
Rechnerische Begriindung: Sei v = « + ¢ mit o, 5 € R. Wahle zu «, 5 € R die néichstliegenden
ganzen Zahlen a,b € Z, also |a — a| < %, |8 —b| < % Dann folgt fiir ¢ = a + bi

1

M=) = N((a—a) + (8~ b)) = (a—af + (B’ < § + 1= 3.
c¢) Wire R := Z[i\/5] euklidisch, so wire R ein Hauptidealring (gemi8 Vorlesung [Prop. II.2.9|,
S. 49) und unzerlegbare Elemente wéren prim (siehe Vorlesung [Bemerkung I11.2.14 a)l S. 51).
Aber 2 ist unzerlegbar in R und die angegebenen Faktorisierungen der 6 zeigen, dass 2 kein
Primelement in R ist.

Begriindungen: Wire 2 = uv mit u,v € R, so wire 4 = N'(2) = N (u)N(v) das Produkt zweier
Normen und Normen haben stets die Form N (a + biv/5) = a® + 56> € IN. Die moglichen Werte
von a? + 5b% sind 0,1, > 4 (bei b=0) oder > 5 (bei b # 0), insbesondere # 2,3. Also ist (0.E.)
N(u) =1, u = £1 Einheit in R.

Wiire 2 Primelement in R, so miisste wegen 2 | 6 = (1 + iv/5)(1 — iv/5) 2 einen der Faktoren
1 4 i1/5 teilen. Dies ist aber nicht der Fall, denn

2/1+iVs = 4=N(2)|N(1+iV5) =6.

Dieser Widerspruch beweist c).

Aufgabe 49. (s)

,
a) Seien r € Ny, n; € N (i =1,...7) teilerfremd und N := [] n; sowie NV; := nﬂ

=1 i

Beweisen Sie:

(i) Es gibt N/ € N mit N;N/ =1modn; (i =1,...,7).
(ii) Fir jedes System ganzer Zahlen ay,...,a, € Z und a € Z gilt:

I8 I8
/\ a=a;modn;, < a= ZNiNi’ai mod N .
i=1 i=1

Dies bedeutet insbesondere: Jedes System simultaner Kongruenzen r = a; mod n;
(i =1,...,7) modulo teilerfremder n; hat genau eine Losung modulo N =nq -...-n,.

b) Man bestimme die Losungen x € Z der simultanen Kongruenzen

r=1mod3, z=4modb, x=2mod 7, x =9 mod 11.

c) Beweisen Sie die sog. Neunerprobe: Eine ganze Zahl ist genau dann durch 9 teilbar, wenn
ihre Quersumme (=Summe der Koeffizienten in der Dezimaldarstellung) durch 9 teilbar
ist.

Formulieren und beweisen Sie eine Elferprobe.
d) Man bestimme den Rest von
(12357851 4 283679°)154
bei Division durch 143.

Losung;:
a) (i) Fur jedes i ist N; zu n; teilerfremd, denn angenommen es gibt eine Primzahl p mit
p | Ni = [z nj und p | n;, so gibt es ein j # i mit p | n; und p | n;, im Widerspruch zur
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Voraussetzung.

Also ist N; eine prime Restklasse modulo n; und besitzt daher ein Inverses NZ»’ modulo n; (siehe
Vorlesung [Prop. 11.2.21 d)| S. 54): N; N/ = 1 mod n;, wie behauptet.

ad (ii) <=: Wegen N =[], n; gilt

T T
aEZNjNJ'-aj mod N /\ aEZNjN]'-aj mod n;

=
j=1 i j=1
<= /Z\ CLEZ N; Nj'-aj—kNiNi'ai mod n;
i#F 2 =1
<~
(4

/\ a = a; mod n;
i

ad (ii) == : Die Implikation (x) gilt aber auch umgekehrt, denn die n; sind teilerfremd und
daher kgV(n;) = [[n; = N und folglich

/\a = Amod n; < /\ nila—A <= kgV(n;))=N|a—A < a=Amod N.

b) Mit ny =3, no =5, ng =7, ng = 11 erhalten wir

Ny =5-7-11=(-1)-1-(-1)=+1mod 3, N| =1,

No=3-7-11=3-2-1=1mod 5, N, =1,
Ny=3-5-11=3-(-2) (-3)=4mod7, N,=2,
Ny=3-5-7T=3-5-(—4) =6mod 11, Ni=2

und als gesuchte Losung modulo N =3-5-7-11 = 1155

a:ZNiNi'a,-:385-1-1—1—231-1-4+165-2-2+105-2-9:38595394modN.

)

c) Sei a =3, a,10* die Dezimaldarstellung von a, also a, € N, 0 < a;, < 9 die Folge der
Dezimalziffern von a. Dann gilt wegen 10 = 1 mod 9:

a:Zaklok EZaklk :Zak mod 9.
k k k

Also ist eine Zahl @ modulo 9 kongruent zu ihrer Quersumme, insbesondere durch 9 teilbar,
wenn die Quersumine es ist.
Entsprechend erhalten wir wegen 10 = —1 mod 11 die Elferprobe

a= Zaklok = Zak(—l)k mod 11.
k k

In Worten: Modulo 11 ist eine Zahl kongruent zu ihrer sog. Wechselsumme, der Summe ihrer
Dezimalziffern mit wechselndem Vorzeichen, bei der letzten Ziffer positiv beginnend. Insbeson-
dere ist eine Zahl durch 11 teilbar, wenn ihre Wechselsumme durch 11 teilbar ist.

d) Sei A die vorgegebene Zahl; gesucht ist a € Z, 0 < a < 143 mit a = A mod 143. Es ist
143 = 11 - 13 und daher

a=Amod 143 < a=Amod1l, a= Amod 13.

Wir berechnen daher zunéchst A modulo der beiden Primzahlen, also die Restklasse von A in den
beiden endlichen Korpern (1) Fi; bzw. Fi3. Man beachte fiir die Potenzierungen die Ordnungen
der Multiplikationsgruppen #F}; = 10 bzw. #Fi3 = 12, so dass nach dem Satz von Lagrange
die Exponenten modulo 10 bzw. 12 zu nehmen sind. Dies ergibt:

mod11 : A = (12357851 +283679°)15 = (4! + 0)* = 3,
mod13: A= (123578% +283679%)1%* = (0 + 6°)!1Y =6 =62 = -3
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Die gesuchte Zahl ist also die kleinste positive Losung der simultanen Kongruenzen
a=3mod1ll, a=-3mod13.

Diese 16sen wir durch ‘scharfes Hinsehen’ (a = 36) oder mit etwas Uberlegung wie folgt: Gesucht
ist ein Vielfaches von 11 (a — 3) und ein Vielfaches von 13 (a + 3) mit dem Abstand 6; wegen
13 — 11 = 2 muss dies das Dreifache sein: 33 und 39, also a = 33 + 3 =39 — 3.

Man kann aber auch b) anwenden (bei nur 2 teilerfremden (und kleinen) Moduln aber unnétig
aufwendig):

Ny =13=2mod 11, N =6, Ny=11=-2mod 13, N, =6
a=13-6-3+11-6-(—3)=6-(39—33) =36 mod 143.
Aufgabe 50. (s)
a) Zeigen Sie, dass fir ¢,aq,...,a, € Z (n € N;) die Gleichung
a1r1 + ... +apnTy, =¢

genau dann eine ganzzahlige Losung (x1,...,2z,) € Z" besitzt, wenn ggT(ay,...,ay) ein
Teiler von c ist.

b) Beschreiben Sie ein Losungsverfahren fiir die Gleichung in a) und lésen Sie:

30z + 10522 4+ 70x3 + 4224 = 29.

¢) Bestimmen Sie die Menge aller ganzzahligen Losungen von azx + by = ¢ fur a, b, c € Z.

Losung:

a) Hat die Gleichung in a) eine Losung (z1,...,%,) € Z", so ist jeder gemeinsame Teiler der a;
auch ein Teiler von ) x;a; = c. Insbesondere ist der ggT der a; ein Teiler von c.

Sei nun umgekehrt d = ggT(ay,...,a,) ein Teiler von ¢, also ¢ = ¢/d mit ¢ € Z. Da Z ein
Hauptidealring ist, ist d als Z-Linearkombination der a; darstellbar (siehe Vorlesung
S. 49), also d = y1a1 + . .. + ypa, mit geeigneten y; € Z. Dann hat aber die Gleichung a)
die Losung z; = cy;.

b) Basis des Losungsverfahrens ist der euklidische Algorithmus. Dieser gestattet die Berechnung
des ggT zweier ganzer Zahlen und dessen Darstellung als Linearkombination dieser Zahlen (siehe
Vorlesung S. 50). Fiir mehrere Zahlen muss man dies iterieren unter Beachtung

von
ggT(a,b,c) = ggT(ggT(a,b),c).

Losungsverfahren:

1. Bestimme d = ggT(a;) (bei kleinen Zahlen iiber die Primzerlegung, sonst mit dem eukli-
dischen Algorithmus).

2. Ist d kein Teiler von ¢, so gibt es keine Losung.

3. Ist d ein Teiler von ¢, so bestimme man (bei kleinen Zahlen durch Ausprobieren, sonst
mit dem euklidischen Algorithmus) eine Darstellung von d als Linearkombination der a;:
d =73, y;a; mit y; € Z.

4. Die gegebene Gleichung hat dann die Losung x; = 2 i
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Fiir das gegebene Beispiel 3021 + 10529 4+ 7023 + 42x4 = 29 mit kleinen Zahlen benotigt man
den euklidischen Algorithmus nicht:

geT(30,105) = 15 - ggT(2,7) = 15, geT(70,42) = 14 - ggT(5,3) = 14, ggT(30,105,70,42) =
geT(15,14) = 1, die Gleichung hat also (bei beliebiger rechter Seite) eine ganzzahlige Losung.
Esist 1 = ggT(15,14) = 15— 14, 1 = ggT(2,7) =2-(-3)+ 7, 1 = ggT(5,3) =5-(—1) + 3 - 2,

also

1 = 15—-14=15-ggT(2,7) — 14-ggT(5,3) = 15- (2 (=3) +7) —14- (5 (=1) + 3-2)
= 30-(—=3)+105-1+70-1+14-(-2).

Mit den Bezeichnungen von b) ist also y = (—3,1,1, —2) und eine Losung der gegebenen dio-
phantischen Gleichung

x=29-(-3,1,1,-2) = (—87,29,29, —58).

c) Sei £ := L(a,b,c) = {(x,y) € Z* | ax + by = ¢} die zu bestimmende Losungsmenge. Der
Vollstandigkeit halber seien die Trivialfalle a« = 0 V b = 0 sowie der bekannte unlésbare Fall
ggT(a,b) Jc genannt:

N
N

a=b=c=0,

a=b=0, c#£0,
a=0,b#0,b]c,
a#0,b=0,a]c,

a0V b#0,gegT(a,b) fe,

Sei nun also ab # 0 und d := ggT(a,b) | c¢. Die Division der Gleichung durch d &ndert die
Losungsmenge nicht. Es gentigt also die Untersuchung der Losungsmengen L(a, b, ¢) fir teiler-
fremde a,b. Sei (zg,yo) irgendeine (gemif a) existierende, evtl. gemafl b) bestimmte) Losung.
Dann gilt (wegen der Linearitat der Gleichung) fur alle z,y € Z

L(a,b,c) =

DA D
Qa0
—

(z,y) € L(a,b,c) <= ax+by =c=axyg+byy < alx —x9) +bly —yo) =0,

also E(CL, bv C) = ($07 yO) + ‘C(a’v b7 0)
Man muss also fiir teilerfremde a,b die (homogene) Gleichung au + bv = 0 16sen. Nun gilt fiir
u,v E7Z

au+bv=0 < au=-bv = alv Ablu <<= \/u:bk‘/\vzal.
ggT(a,b)=1 k€7,

Aus au = abk = —bv = —abl folgt dann aber (wegen ab # 0) | = —k, also

au+bv=0 = \/u:bk, v=—ak.
kEZ

Offenbar gilt auch die Umkehrung dieser Implikation, so dass sich L(a,b,0) = Z - (b, —a) ergibt.
Insgesamt erhalten wir so

L(a,b,c) = (xo,y0) + Z - (b, —a) = {(xo + kb,yo — ka) | k € Z} .

48



Algebra
Ubung 10

Aufgabe 51. (m)
Sei R ein kommutativer unitdrer Ring.

a) Ist S := R[X1,...,X,] der Polynomring tiber R in n Unbestimmten X1, ..., X, so ist der
Polynomring iiber S in X,, 11 S[X,,+1] der Polynomring iiber R in den n+ 1 Unbestimmten
X1, Xng1

b) Fiir jedes a € R ist der Faktorring von R[X]| nach dem Hauptideal (X — a)R[X] isomorph
zum Grundring R:
RIX]/(X = a)R[X]

2

R.

c) Fir jedes Ideal a < R ist
a[X] := {ZaiXi la;j € a, n € N}
i=0
ein Ideal in R[X] mit
R[X]/a[X] =~ (R/a)[X].

Losung:
a) Der Ring T := S[Xp4+1] = R[X1, ..., X,][Xn+1] ist ein unitédrer Oberring von (S und damit
auch von) R, er enthédlt X1,..., X,+1 und jedes F' € T ist eindeutig darstellbar als

F=>Y fiXk, mit freS=R[X1...,X,], fast alle f =0.
keN

Jedes fi, € S ist seinerseits eindeutig darstellbar als

fi = Z ap X7t X, ayy = 0 fur fast alle v € N™.
velN»

Damit erhalten wir die eindeutige Darstellung

_ V1 1Z k _ w1 Pnt1
= Z Z ap Xyt Xy Xy = Z apXy - Xpi
kelN velN™ peNn+1

Fiir fast alle k ist f = 0, also sind wegen der eindeutigen Darstellbarkeit in S = R[X1,..., X,]
fiir fast alle k alle a,;, = 0. Fiir die endlich vielen {ibrigen k gibt es jeweils auch nur endlich viele
v € N" mit a,, # 0, also insgesamt

ayr, =0 fiir fast alle g = (v, k) € N" x N = N"T1,

Dies beweist a).
b) Wir betrachten den Einsetzungsepimorphismus

E,:RX]|— Rla|]=R, [+ f(a).

Ke FE, besteht aus allen Polynomen f mit a als Nullstelle. Nach [Bemerkung I1.3.7| der Vorlesung
ist jedes f mit f(a) = 0 Vielfaches von X — a und damit Ke E, = (X — a)R[X]. Nach dem

Homomorphiesatz folgt daher

R[X]/(X — a)R[X] = R[X]/Ke E, = ImE, = R.
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c¢) Da aIdeal in R ist, ist a[X] additiv und gegen Multiplikation mit Skalaren aus R abgeschlossen
(also ein R-Modul), aber auch gegen Multiplikation mit Polynomen f € R[X]:

m

Zrle a—z Gk, Xt = f- a—Z(Zriak)Xan[X}.
k= 0 Ca 7=0 i+k=j
€a

Der natiirliche Epimorphismus v : R — R/a besitzt eine eindeutige Fortsetzung ¢ : R[X] —»
(R/a)[X] (vermoge X +— X). Dessen Kern ist

Ke = (Kev)[X] = a[X],

so dass aus dem Homomorphiesatz die Behauptung folgt.

Aufgabe 52. (m)
R sei ein kommutativer unitirer Ring und deg : R[X]\ {0} — IN die Gradfunktion.

a) Fir 0 # f,g € R[X] gilt:

deg(f +g) < max(degf,degg) oder f+g=0,
deg(f-g) = degf+degg falls R Integritidtsbereich ist.

b) R Integritidtsbereich <= R[Xj,...,X,] Integritdtsbereich.
c) Fir Integritdtsbereiche R gilt: R[ X7, ..., X,]* = R*.
d) Dividieren Sie f(X) = 7X*+35X3 — X — 3 in Z[X] mit Rest durch g(X) = X2 +5X — 1

und stellen Sie einen ggT von f und g in Q[X] als Linearkombination von f und g dar.

Losung:

Seien a, bzw. b, die Koeffizienten von f bzw. g und m = deg f, n = degg.

a) Dann hat f + g die Koeffizienten a, + b, und es gilt a, + b, = 0 fiir p > max(m,n), also
deg(f + g) < max(m,n) oder f+ g =0.

Fir die Koeffizienten ¢, = >, 1, -, a,b, von fg gilt:

p=p+v>m+n = p>mVv>n = a,=0V b=0= ¢,=0,

p=p+v=m+n = p>mV (p<m Av>n)V (L=mv=n) = ¢, = anby.

Es ist ¢, = 0 fiir p > m + n und, ist R -nullteilerfrei, so folgt ¢, n = amb, # 0, also deg(fg) =
m + n, und der fithrende Koeffizient von fg ist das Produkt der fiihrenden Koeffizienten von f
und von g.

In b) und c) geniigt der Beweis fir n = 1, die allgemeine Behauptung folgt daraus induktiv
mittels

b) Sind 0 # f,g € R[X] und R Integritdtsbereich, so ist nach a) deg(fg) = deg f + degg und
damit fg # 0, womit * = ’ gezeigt ist; ‘<= ist klar wegen R < R[X].

c) Es sei R Integritatsbereich und f € R[X] eine Einheit, also gilt fiir ein g € R[X]

1=fg = O0=degl =degf+degg = degf=degg=0 = f,ge R*.

d) Da der fithrende Koeffizient von g(X) eine Einheit in Z (sogar = 1) ist, ist die Division mit
Rest in Z[X] moglich. Es gilt

f(X) = g(X)+T7X2-X -3

)
= 7X2 g(X) +79(X) — 36X +4
(7TX% 4+ 7)g(X) — 36X +4
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Daraus folgt ggT(f,g) = ggT(g9, —36X +4). Da § keine Nullstelle von g(X) ist (g(§) = ¢ + 2 —
1= —%), ist —36.X + 4 kein Teiler von ¢g(X) (in Q[X]) und damit ist 1 = ggT(g, —36X +4) =
ggT(f. 9)-

Zur Bestimmung einer Darstellung des ggT als Linearkombination fithren wir den euklidischen
Algorithmus weiter und dividieren g mit Rest durch —36X + 4 (in Q[X]):

1 46 35

——X - —)(-36X +4) — —.

36 36 9. 36)( +4) 81

Nach dem euklidischen Algorithmus ist —g—‘;’, und damit 1 ein ggT von f,g (wie schon oben
begriindet): f, g sind teilerfremd. Man erhélt dann aus den obigen Divisionen mit Rest nach

‘Beseitigung’ der Nenner die Darstellung
—36X +4 = f(X)—(TX*+7)g(X)
-35 = 8lg(X)+ (%X + %)(—%X +4)
~140 = 324g(X) + (9X +46)(f(X) — (TX? + T)g(X))
(9X 4 46) - f(X) 4 (324 — 63X3 — 322X2 — 63X — 322) - g(X)
= (9X +46) - f(X)+ (—63X3 —322X% — 63X +2) - g(X)

1 4
g(X) = ——~X(—36X +4) + 56)( 1=

Aufgabe 53. (s)
Sei p eine Primzahl und r, s € IN. Ist A eine endliche abelsche p-Gruppe mit

A ~ Z/p"Zx ... xZ/p"7, 1<uv1<...<uy,
A ~ Z/pMZx...xZ/p"7, 1<pu <...<us,

so miissen r = s und fiir alle i v; = u; sein. [Man betrachte p.A und schlieBe induktiv.]
Losung:
Im Falle A = 0 muss 7 = s = 0 sein. Sei nun A # 0. Wir bestimmen zunéchst p.A. Nach dem
Homomorphiesatz gilt
pZ/p*7 ~ 7./p" 17
und damit nach Voraussetzung
pA~Z/P T X o x Ty T T L x L x 2 ptT T (1)

Durch Vergleich der Ordnungen in den Darstellungen von A bzw. pA erhalten wir

T S
d:= Zl/i = Z,uj bzw.
i=1 j=1
T S

Z(Vi_l)zz(”j_l) = d-r=d-s

i—1 =1
und damit die Ubereinstimmung r = s.
Die Ubereinstimmung v; = u; beweisen wir induktiv iiber die Ordnung von A. Wegen #pA < #A
(fiir A # 0) wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf pA an. Aus (1) erhalten wir (wegen
r=sund Z/p"Z = 0)

p.A Z/p”“_le...xZ/p”T_lz, l=v1=...=p, 1<y, <...<y,

Z)p VX X TP, === <y < S

1R

Aufgrund der schon allgemein bewiesenen Behauptung r = s erhalten wir aus diesen beiden
Darstellungen von pA die Gleichheit r —(a—1) =r—(b—1) <= a=bund damit v; =1 =y,
fiir 1 <4 < a = b. Nach Induktionsvoraussetzung folgt dann schliellich

vi—1l=p;—1,alsoy;=pu; fira=b<i<r.
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Aufgabe 54. (s)
Sei R ein kommutativer unitirer Ring, M ein freier R-Modul vom Rang n und (aq,...,a,) eine
Basis von M.

a) Zeigen Sie, dass fir A € M, (R) genau dann (ay,...,a,) - A eine Basis von M ist, wenn
Ae M,(R)*,d. h. (!) det A € R* ist.

b) Ein Teilmodul N < M heifit direkter Summand in M, falls ein N’ < M existiert mit
N@® N ~ M.

Zeigen Sie: Ist R ein Hauptidealring, so ist ein Teilmodul N < M genau dann ein direkter
Summand von M, wenn die Invarianten «; des Elementarteilersatzes (siehe Vorlesung

11.2.24] S. 56) Einheiten in R sind.

c) Der Z-Modul (Q,+) besitzt keine nichttrivialen (d. h. von 0,Q verschiedenen) direkten
Summanden.

Losung;:
a) ‘=":Ist (by,...,byn) := (ai1,...,ay) A eine Basis von M, also insbesondere Erzeugendensystem,
so ist jedes a; als R-Linearkombination der b; darstellbar, also gibt es eine Matrix B € M, (R)
mit

(a1,...,an) = (b1,...,by) - B=(a1,...,a,) - AB.
Da die a; eine Basis von M bilden, sind die Darstellungen als Linearkombinationen der a;
eindeutig und es muss AB = FE die Einheitsmatrix sein. Umgekehrt folgt aus der Basiseigenschaft
der b; genauso:

(bl,...,bn)BA:(al,...,an)A:(bl,...,bn) - BA:E,

und mithin ist A Einheit in M, (R) mit Inversem B. Also folgt 1 = det(AB) = det A-det B und
det A ist Einheit in R. Ist umgekehrt det A Einheit in R, so ist auch A Einheit in M,,(R), denn
fiir die Adjunkte (gebildet aus den durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entstehenden
Unterdeterminanten det A4;; von A)

L t
A = ((=1)" det Ayj) € My(R)

gilt (nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz der Linearen Algebra, giiltig tiber kommutativen
unitidren Ringen)
A A=detA-FE=A- A,

Ist also det A Einheit in R, so hat A das Inverse -1+A4 € M, (R).
a) ‘=’ Sei A Einheit in M, (R) mit Inversem B € M,(R). Dann gilt

(biy...,bp)B = (a1,...,an)AB = (a1,...,ay).

Da die a; eine Basis von M bilden, existieren zu jedem ¢ € M eindeutig bestimmte \; € R mit

A1 A1 p1
C:(alv"'van)' :(bbabn)B :(blavbn)
An An Pn
und diese p; € R sind eindeutig, denn wegen der Eindeutigkeit der \; gilt
&1 &1
c=(b1,....0n) | + | =(a1,...,an) - A| :
&n &n
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&1 A1 &1 A1 p1
= Al | =1 : = =Bl =]

Damit ist jedes ¢ € M eindeutig als R-Linearkombination der b; darstellbar, die b; bilden eine
Basis von M.

b) Sei geméfl dem Elementarteilersatz ay, ..., a, eine R-Basis von M und ay,...,a,, € R mit
N = a1 Ra1®. . .Pa,, Ray,. Sind alle o; Einheiten von R, also a; R = R, soist N = Ra1®...®Ra,,
direkter Summand von M mit komplementiarem Modul N’ = Ra,;, 11 @ ... ® Ray,.

Sei nun umgekehrt N direkter Summand von M, also M = N@N'. Nach dem Elementarteilersatz
sind N und N’ freie Moduln, also gibt es Basen ay,...,a,, von N und a41,...,a, von N’
die zusammen eine Basis von M bilden. Dies bedeutet, dass a1 = ... = ay, = 1 (die bis auf
Assoziiertheit eindeutig bestimmten) Elementarteiler des Moduls N sind und diese also alle
Einheiten sind.

c) Sei Q = N @ N’ mit Z-Untermoduln N # 0 # N'. Dann existieren 0 # = = ¢ € N,
0#a2 = z—,/ € N’ mit 0 # a,b,d’,b € Z. Da N, N’ Z-Moduln sind, folgt der Widerspruch

db-z=da=ab -2’ € NN N ={0}.

Aufgabe 55. (s)
Sei R ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkérper und f = Y a; X? € R[X]. f heifit primitiv,
=0

1=
falls die Koeffizienten aq, ..., a, teilerfremd sind.

a) Beweisen Sie das Lemma von Gaufs:
m . n+m
Sind f und g = 3 b; X7 € R[X] primitiv, so auch fg= > ¢ X"
j=0 k=0

Tipp: Betrachten Sie fiir ein Primelement p von R die maximalen v bzw. y mit p [ a, bzw.
p [ b, und studieren Sie den Koeffizienten ¢, ..

b) Jedes Polynom 0 # h € K[X] besitzt eine Darstellung h = o+ g mit @ € K* und einem
primitiven Polynom g € R[X].

c) Fir deg f > 1 gilt:

«) f unzerlegbar in R[X] <= f primitiv und irreduzibel iiber R.
B) f irreduzibel iiber R <= f irreduzibel iiber K.

Losung:

a) In faktoriellen Ringen bedeutet Teilerfremdheit, dass es keinen gemeinsamen Primteiler gibt.
Sei also p ein beliebiges Primelement. Da f und ¢ primitiv sind, gibt es ein gréfites v bzw. ein
groBtes p mit p fa, bzw. p [b,. Also gilt p | a; fiir ¢ > v und p | b; fiir j > p. Dann gilt:

n

Cotp = Z aib,u+ufi = Z Qj b,LH’l/*Z' —I—a,,bu + Z a; b,LH’l/*Z' = aub,u # 0mod p
i=0 i<v T~ P> _

=0 mod p =0 mod p

Fiir jedes Primelement gibt es einen Koeffizienten von fg, der nicht von p geteilt wird, also sind

die Koeffizienten von fg teilerfremd, fg ist primitiv.

b) Multipliziert man h mit dem Produkt 0 # 8 € R der Nenner aller Koeffizienten, so erhélt

man ein Polynom Sh = ¢g; € R[X]. Dividiert man nun g; durch den ggT § seiner Koeffizienten,

so erhélt man %h =191 = g € R[X] und g ist primitiv. Also h = %g mit primitivem Polynom

g€ R[X]und a:=§ € K*.
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c) a) ‘=": Ist d der ggT der Koeffizienten von f, so besitzt f die Zerlegung f = d - g mit
d € R C R[X] und g € R[X]. Wegen degg = deg f > 1 liegt g nicht in R, kann also keine

Einheit von R[X] sein (siehe [Aufgabe 52 c)|). Da f unzerlegbar ist, muss d Einheit sein: f ist

primitiv. Genauso folgt, dass f irreduzibel ist, denn

f=gh mitg,he RIX]\R = geR*CRV heR*CR, Wid.

f unzerlegbar

a) ‘<’ Sei f = gh mit g,h € R[X]. Wegen der Irreduzibilitit ist o. E. ¢ € R und wegen der
Primitivitat dann g € R*, womit die Unzerlegbarkeit gezeigt ist.

ad (): ‘<’ ist eine logische Abschwéchung. Sei nun f irreduzibel iiber R und f = gig2 mit
gi; € K[X]. Durch Multiplikation mit den Hauptnennern der g; erhélt man

df = hihe mit 0#4d € R, h; € R[X], degh; =degg; .
Spaltet man in h; jeweils den ggT der Koeffizienten ab, so erhélt man (siehe Aufgabenteil b))
df = dqds - iL1]~12 mit d,d;,ds € R, iLl, iLQ primitiv .

Nach Aufgabenteil a) ist hihy primitiv und daher d ein Teiler von djds. Division durch d im
Integritéatsbereich R ergibt

f=d\hy-dyhy mit dihy, dbho € R[X].

Da f iiber R irreduzibel ist, folgt 0 = degh; = degg; oder 0 = deghy = deg g, was zu zeigen
war.

Aufgabe 56. (x)
Beweisen Sie den Satz von Gauf:

Der Polynomring R[X] iiber einem faktoriellen Ring R ist wieder faktoriell.

Losung;:

Wir zeigen zuerst, dass unzerlegbare Elemente in R[X] prim sind. Sei f € R[X] unzerlegbar.
Nach |Aufgabe 55 b,c)|ist f primitiv und iiber dem Quotientenkérper K von R irreduzibel, also in
K[X] unzerlegbar (siehe Vorlesung, Bemerkung nach [Definition I1.3.5} S. 61). Da K|[X| faktoriell
ist (Vorlesung [Satz I1.3.6] S. 61), ist f Primelement in K[X].

Seien nun ¢, h € R[X] und f | gh in R[X]. Da f prim in K[X] ist, ist f Teiler von (0. E.) g in
K[X]:

o 3
9=1 Aufg.55b) !/ e o, € R, h € R[X] primitiv

Da R faktoriell ist, sind o. E. , 8 teilerfremd. Da nach [Aufgabe 55 a)| fh primitiv ist, folgt aus
Bg = afh, dass 3 ein Teiler von « ist, also % € R liegt: f teilt g in R[X].
Es bleibt nun zu zeigen, dass jedes f € R[X] als Produkt von Primelementen aus R[X] darstell-
bar ist. Da K|[X] faktoriell ist, existieren irreduzible Polynome aus K|[X]

!

pi = Ezﬁz mit a;, 5; € R, p; € R[X] primitiv,
(2

f:HPi = Hﬁi'fZHOéi'Hﬁi-

Mit den p; sind die p; irreduzibel iiber K und (nach [Aufgabe 55 c))) unzerlegbar in R[X].
Wieder nach [Aufgabe 55 a)|ist das Produkt []; p; primitiv und folglich b := []; 5; ein Teiler von

a := []; a;. Damit erhalten wir schliefflich

f:%-Hﬁ,- mit d =

mit

a

€ER.

S
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Da R faktoriell ist, ist d Produkt von unzerlegbaren Elementen aus R; diese sind auch in R[X]
unzerlegbar (aus Gradgriinden) und damit haben wir insgesamt

f=11a- 115
7 7

mit in R[X] unzerlegbaren Elementen ¢; € R,p; € R[X].
Aufgabe 57. (s)

a) Fiir einen kommutativen unitéren Ring R, u € R*, a € R und f € R[X] gilt:

f irreduzibel iiber R <= f(uX + a) irreduzibel iiber R.

b) Sei f = i a; X" € Z[X] und fiir eine Primzahl p f := Y @; X' € F,[X] das Restklassen-
- =

n
1=

1=
polynom modulo p. Ist p kein Teiler von a,, so gilt:

f irreduzibel = f irreduzibel.

Gilt hier auch die Umkehrung?

c¢) Formulieren und beweisen Sie fiir ein Polynom f € K[X] vom Grade 3 iiber einem Korper
K ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Irreduzibilitét.

Losung;:

a) ‘<=’ Agenommen, f ist reduzibel, also existieren g,h € R[X] mit f = gh und degg >
1,degh > 1. Dann folgt f(uX +a) = g(uX +a)h(uX +a) und es ist deg g(uX +a) = degg > 1,
deg h(uX + a) =degh > 1. Also wére f(uX + a) reduzibel.

Fiir die umgekehrte Richtung ‘=’ wendet man den bewiesenen Teil auf f := f (uX + a) und
f=f(u X —a))=f(u'X —u'a) an und erhilt so: f reduzibel = f reduzibel.

b) Wegen p ) ay, ist @, # 0 und daher deg f = n. Annahme f = gh mit degg,degh > 1, also
deg g,degh < n. Dann folgt f = - h mit degg < degg < n, degh < degh < n. Damit ist f
reduzibel, Wid.

Die Umkehrung gilt nicht: f = X2+ 3 € Z[X] ist irreduzibel, denn es gibt keine Nullstelle in Z,
also auch keine Aufspaltung in zwei lineare Faktoren. Aber modulo p = 3 ist f = X? reduzibel.
c) Sei f € K[X] vom Grade 3. Dann gilt:

f ist irreduzibel <= f hat eine Nullstelle in K .

Begriindung: Hat f eine Nullstelle, so hat f einen Linearfaktor (Vorlesung [Bemerkung II.3.7]
S. 62) und ist reduzibel. Umgekehrt, ist f = gh reduzibel, so hat (0. E.) g den Grad 1, h den
Grad 2. Dann hat aber g und damit f eine Nullstelle in K.
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Algebra
Ubung 11

Aufgabe 58. (m)

a) Beweisen Sie das Irreduzibilitatskriterium von FEisenstein:

Sei R ein faktorieller Ring und f = a, X™ + ... 4+ ap € R[X] vom Grade n > 1. Es gebe
ein Primelement p von R mit

n—1
(1) plan, 2 Aprla, 3) p*Jao.
i=0

Dann ist f irreduzibel iiber dem Quotientenkérper K von R.

Tipp: Beachte [Aufgabe 55 c)| und leite fir f = gh mit g,h € R[X] aus (2) und (3) den
Widerspruch p | a,, her.

b) Man zeige, dass folgende Polynome irreduzibel iiber @ sind:

a) X" —py-...-pp mit n > 2 und py,...,p, verschiedene Primzahlen.
2 7 4
6) §X6 —15X° + gX4 —52X3 +18X2% — X + 3

v) X* —4X +2.

¢) Man beweise die Irreduzibilitiat der folgenden Polynome tber Q:
a) X3-4 B X0+ X341 v) X% -5z +1.
Tipp: Beachte |[Aufgabe 57 a)

Losung:
a) Sei f = gh mit g =371, bj X7, h= St exX¥ € R[X], deg g, degh < deg f = n. Dann gilt
fir alle i a; = 3, 4—; bjck. Insbesondere p? Jag = boco, also (0. E.) p [ by. Aber wegen p | ag
muss dann p | ¢y gelten. Wir zeigen nun induktiv p | ¢;. Nach Induktionsvoraussetzung und (2)
gilt fir ¢ <n

pla;— Z bjci = boc;

k=i
k<i

und wegen p f by muss p | ¢; fir i < n gelten. Wegen deg h < n ist damit p ein Teiler von h und
damit auch von f, im Widerspruch zu (1).

b) a) Das Polynom ist ein Eisenstein-Polynom fiir (jede der Primzahlen) p;, also irreduzibel.
B) Ist f das gegebene Polynom, so ist 9f =2X6 —33.5X5 +3.7X%-22.32.13X3 - 9X +12
ein Eisenstein-Polynom fiir p = 3 und damit irreduzibel. Dann ist auch f iiber Q irreduzibel.
) Dieses Polynom ist eisensteinsch fir p = 2.

¢) @) Sei f=X3—4,dann ist f(X +1) = (X +1)3 —4 = X3+ 3X? 4+ 3X — 3 3-eisensteinsch
und damit irreduzibel. Gemé&f ist dann auch f irreduzibel.

) Sei f das gegebene Polynom. Dann ist f(X +1) = X6 4+6X5+15X4+21 X3 +18X2+9X +3
3-eisensteinsch und damit (s.0.) f irreduzibel iiber Q.

) Bsist f(X —1)=(X-1)5-5(X—-1)+1=X°-5X%-10X3 - 10X? — 5 5-eisensteinsch.
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Aufgabe 59. (m)
Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie:

a) Die Binomialkoeffizienten (%) sind fiir 0 < ¢ < p durch p teilbar.

b) Ist k ein Korper der Charakteristik p, so gilt

(a+bP =aP 4+ 0 furallea,b€ k.

c) Fiir jedes Polynom f € Fp[X] gilt f(X?) = (f(X))P.
[Beachten Sie den Kleinen Satz von Fermat (Aufgabe 47 a))).]

Losung;:
a) Fur i > 1 gilt

P L0 =2 (7).
k=0

Da p Primzahl und (%) € Z ist, muss p ein Teiler von 4! oder (¥) sein. Fiir i < p gilt p f1!, also

folgt die Behauptung.
b) Wegen char k = p gilt p.1; = 0 und daher p.c = 0 fiir alle ¢ € k. Also folgt

p—1
(a+bP =a’ +b"+ Phgipr=i — qp 7.

i=1 \" a)
¢) Nach dem kleinen Satz von Fermat (Aufgabe 47 a))) gilt a?~! = 1 fiir alle 0 # a € IF), also
a? = a. Letzteres gilt natiirlich auch fiir a = 0. Also

(fXO)P = (Q_aiX') 5 DA XP =3 a XV = f(XP).
1=0 =0 =0

Aufgabe 60. (s)

a) Es sei £ = Q(X) der rationale Funktionenkorper in einer Unbestimmten X {iber @ und
k[T] der Polynomring iiber k in einer Unbestimmten 7. Zeigen Sie, dass folgende Polynome
aus k[T irreduzibel iiber k sind:

a) f(T)=TP+ (XP —1) fiir eine Primzahl p.
B) f(T)=T%— (4X° —27)
b) Zeigen Sie, dass f(X) = X° —60X3 —120X? + 360X + 576 € Z[X] irreduzibel iiber @ ist.
Losung:
a) R = Q[X] ist ein Hauptidealring, insbesondere faktoriell. Wir verwenden das Eisensteinkri-
terium fiir Polynome iiber R. Das gegebene Polynom f(7') ist normiert, hat alle Koeffizienten

gleich 0 auBer dem absoluten Glied ag = X? — 1 € R.
XP —1 € R = Q[X] hat die Nullstelle 1, also den Linearfaktor ¢(X) := X — 1. Es gilt

p—1
ao(X) = XP —1= (X —1)- Y. X' = q(X) - g(X) mit g(1) =p #0.
=0

Damit gilt fiir das Primpolynom ¢ =X —1€ R

qlag und qfg, alsoq®fao.
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Damit ist f(7T") € R[T] ein Eisensteinpolynom fiir das Primelement ¢ = X — 1 € R und daher
irreduzibel iiber Quot(R) = Q(X).

Man beachte, dass diese Argumentation allgemein fir Polynome 7™ + X" — 1 gilt. Die Aufga-
benstellung mit m = n = p Primzahl, zielte wahrscheinlich auf folgenden Losungsweg ab:

) Da das kubische Polynom q(X) := 4X?3 — 27 keine Nullstelle (in Q) besitzt, ist ¢ irreduzibel
iiber Q, also Primelement in R = Q[X]. Damit ist f(T) = T? — (4X3 — 27) € R[T] ein Eisen-
steinpolynom fiir das Primelement ¢(X) iiber dem faktoriellen Ring R = Q[X].

b) Wieder verwenden wir [Aufgabe 57 a)| und berechnen
f(X —1)= X% —5X% - 50X 4+ 50X2 + 425X + 155.

f(X —1) ist ein Eisensteinpolynom fiir die Primzahl p = 5 und daher irreduzibel, also ist auch
f(X) irreduzibel iiber Q.

Hier ein paar Anmerkungen zu diesem Ansatz. Ausprobieren ist eine Moglichkeit, eine andere
sind die folgenden Uberlegungen. Wir bemerken zunichst, dass f “fast” ein Eisensteinpolynom
fur p = b ist, nur das absolute Glied 576 ist nicht durch 5 teilbar. Wir suchen nun eine Substi-
tution X + a, so dass f(X + a) eisensteinsch wird. f und damit auch f(X + a) ist normiert;
alle weiteren Koeffizienten von X* (k > 1) in f sind durch 5 teilbar, dann gilt dies auch fiir
f(X 4+ a), denn:

f(X)=X°+agomod5 = f(X +a)=(X+a)’+ag Aufg5596X5+a+a0 mod 5
Man muss also a zunichst so wahlen, dass a + ag = 0 mod 5 ist, also a = —576 = —1 mod 5.
Dann muss man aber noch das absolute Glied von f(X +a) in Z berechnen, um zu sichern, dass
es nicht von 52 geteilt wird. Das absolute Glied von f(X + a) erhélt man durch Einsetzen von
0 fiir X, also durch Berechnung von f(a). Wir suchen also ein @ = —1 mod 5 mit 52 J f(a). Da
wird man schnell fiindig: f(—1) = 155.

Aufgabe 61. (s)
m und n seien verschiedene quadratfreie ganze Zahlen # 0, das heifit m und n seien nicht durch
Quadrate ganzer Zahlen > 1 teilbar. Es seien k; := Q(y/m) und ko := Q(y/n).

a) Zeigen Sie k1 # ko.
b) Welchen Grad haben die Korper ki, ko, k1ke und K := Q(y/m + /n) tiber Q7

c¢) Bestimmen Sie fir m,n > 0 das Minimalpolynom von /\/m + /n iiber Q.

Losung:

a) v/m ist Nullstelle des quadratischen Polynoms X2 —m € Q[X], also algebraisch iiber Q und
Q(yv/m) = Q[y/m] hat hochstens den Grad 2 tiber Q. Der Grad 1 kann nur fiir m = 0 oder m = 1
auftreten, denn fiir m # 0 gilt:

2
x

VmeQ < m=—5 <~ y?-m =2 mit teilerfremden z,y € Z.
Y

Da m quadratfrei ist, kann 2 keinen Primteiler p haben, also muss 2> = 1 und dann auch
y?> =m = 1 sein.

Seien also im Folgenden m,n # 0,# 1 und daher /m, /n € Q, k1, ks quadratische Erweite-
rungen von Q. Dann gilt

ki =k = vVm e Q(vn) =Q[yv/n| = \/ Vm =r+syn = \/ m—r?—ns® = 2rs\y/n.

r,s€Q r,s€Q

58
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Wegen /n ¢ Q folgt dann r» = 0 oder s = 0. s = 0 wiirde bedeuten /m = r € Q, Widerspruch.
Also muss r = 0 sein und wegen der Quadratfreiheit von m und n ergibt sich dann

m
Vm=syn = m=s>n = —=s>=1 = m=n.
n
b) Im Falle m = 1 ist k1 = Q und (k2 : Q) = 2, also k1ky = k2 quadratisch iiber Q. Entsprechen-
des gilt fiir n = 1.
Seien nun m,n # 1, also sind nach a) ki, ko zwei verschiedene quadratische Erweiterungen von
Q, also auch nicht ineinander enthalten, so dass kiko eine echte Erweiterung von k; ist:

1< (klkg : kl) = (kﬁl(\/ﬁ) : k1) < 2, also (lﬁkz : kl) =2.

Im Falle m,n # 1 ist also (ki1ks : Q) = 4. Daher ist das Q-Erzeugendensystem 1, /m,/n,/mn
von k1ks = Q[v/m, /n] eine Basis von k;k2|Q.

Wir untersuchen nun K = Q(/m + /n). Offenbar ist K C kiks und wegen (/m + /n)? =
m+n + 2y/mn ist Q(y/mn) C K. Also K = kiks oder K = Q[\/mn]. Im zweiten Falle wire
vVm + /n = a+ by/mn fiir geeignete a,b € Q, im Widerspruch zur oben gezeigten linearen
Unabhéngigkeit von 1,/m,+/n,/mn. Also folgt K = kiko hat den Grad 4.

c¢) Sei nun a = y/y/m+/n und L = Q(a). Wegen o? = /m + /n ist K C L und
(L:K)<2,also K = L oder (L:Q)=38. Nun gilt

L=K <= acK < Vm++/n Quadrat in K = kiko
— Vm+n=(a+b/m+c/n+dymn)? (a,bcde Q)
=  Vm+n=(a®+mb® +nc® +mnd®) +...
...+ 2(ab+ cdn)v/m + 2(ac + bdm)/n + 2(ad + be)/mn
a? +mb? +nc? + mnd? =0
2(ab+ cdn) =1
2(ac+bdm) =1
2(ad +bc) =0

Fiir m,n > 0 ist die erste Bedingung nur fiir a = b = ¢ = d = 0 erfiillt, die zweite dann jedoch
nicht. Also ist o & k1ko, (L : Q) = 8.

Wir bestimmen nun das Minimalpolynom von a: Es ist a? = \/m + y/n, also a* = m +n +
2y/mn und damit (a* —m—n)? = 4mn. Damit ist & Wurzel des normierten rationalen Polynoms
f=X8=2(m+n)X*+ (m—n)?, das dann wegen deg f = (Q(«) : Q) das Minimalpolynom von
« iiber Q ist.

Anmerkung zu c¢): Ohne die zusétzliche Voraussetzung m,n > 0 kann \/m+ /n ein Quadrat
in Q(y/m, \/n) sein. ein Gegenbeispiel ist m =3, n = —1:

a::%(1+\/§—\/—71+\/?3)6Q(\/§,\/?1) und o =V3+ /1

Es ist offen, ob evtl. der Ausschluss von n = —1, d. h. die zusétzliche Voraussetzung |m|, |n| > 1,
hinreichend wére fiir die Behauptung von ¢). Oder ist dies gar das einzige Gegenbeispiel?

Aufgabe 62. (s)
Es sei ¢ : k 5 kp ein Isomorphismus von Korpern und p(X) = 3" ;a; X* € k[X] ein Primpoly-
nom {iber k.

a) Man zeige, dass dann o(p) := 31 p(a;) X* ein Primpolynom iiber kj ist.

b) « bzw. a; sei Wurzel von p bzw. p; := ¢(p) in einem Erweiterungskorper K|k bzw. Ki|k;.
Man beweise, dass es genau einen Isomorphismus ¢; : k(o) = ki(aq) gibt mit 1 [, = ¢
und ¢ (a) = ag.

99



c¢) Sei a = v2 und K := Q(i,a) (C C€). Man zeige, dass es genau einen Q(i)-Monomorphis-
mus 0 : K — K mit o(a) = i und genau einen Q(«)-Monomorphismus 7 : K — K
mit 7(i) = —i gibt. Fiir ¢ und 7 beweise man die Relationen 0% = idy, 72 = idg und
cor=T1o0 L,

Losung;:
a) ist klar, denn wére ¢(p) = g - h eine Zerlegung in Polynome g, h € k1[X] kleineren Grades, so
wire p = ¢ 1(g) - ¢ 1(h) iiber k zerlegbar und nicht irreduzibel.

b) Wegen der Irreduzibilitit von p und p; hat man geméf |Vorlesung, IIT Satz (1.9) a)| (S. 67)
die Isomorphismen

klo] > k[X]/(p) 22 ka[X]/{pr) = Falaa].

Dabei gilt o= X + (p) — X + (p1) — ag und k 5 & — £+ (p) — (&) + (p1) — p(§) € k.
Der so gefundene Isomorphismus ¢ hat also die gewiinschten Eigenschaften ¢ |, = ¢ und
v1(a) = a1. Da k[a] von k und « erzeugt wird, ist ¢ durch diese Eigenschaften eindeutig
bestimmt.

¢) L = Q(a) hat den Grad 4 iiber Q, da X* — 2 irreduzibel ist (2-Eisensteinsch), und es gilt
i ¢ L C R. Also ist X2 + 1 das Minimalpolynom von i auch iiber L und nach Aufgabenteil b)
(angewendet auf ¢ = id;, und die beiden Wurzeln +i von X2 + 1) existiert ein Automorphismus
o: K — K mit 0|, =idy, und o(i) = —i.

Da K = L(i) iiber Q den Grad 8 hat, muss K iiber k := Q(i) den Grad 4 haben. Wegen
(k(a) : k) = 4 ist daher X*—2 auch das Minimalpolynom von « iiber k. Dieses ist also irreduzibel
und angewendet auf dessen beide Wurzeln « und i erhalten wir nach b) die Existenz von
o : K~ K mit den geforderten Eigenschaften.

Nun zu den behaupteten Relationen: Q-Automorphismen von K = Q(i, «) sind durch ihre
Werte auf o und i eindeutig bestimmt. Wir berechnen 72(i) = 7(—i) = i und 7%(a) = «, also
72 = idg. Ebenso erhalten wir 0%(i) = i und o*(a) = 03(ia) = i03(a) = i?0?(a) = i30(a) =
i‘a = a, also o* = idg.

Schliefllich gilt coToo (i) = o(7(i)) = —0(i) = —i = 7(i) und ooToo () = o(7(iar)) = —0o(icx) =
—io(a) = —i’a = a = 7(a), mithin 0 o 7 0 0 = 7, oder anders formuliert c o7 = 700!

Aufgabe 63. (s)

Es sei k(X) der rationale Funktionenkorper in einer Unbestimmten X {iber einem Koérper k& und
p="1Leck(X)\kmit f,g € k[X],

Zeigen Sie:

a) X ist algebraisch iiber k(¢) und ¢ ist transzendent iiber k.
b) Sind f, g € k[X] teilerfremd, so gilt fiir den Korpergrad
(k(X) : k(p)) = max(deg f,degg) .

aX+b
cX+d*

c) Esist k(p) = k(X) genau dann, wenn a, b, ¢, d € k existieren mit ad—bd # 0 und ¢ =

Losung:
Da die Aussagen a) und c) keinen Bezug auf f,¢g nehmen, kann man den Quotienten ¢ = g
kiirzen (k[X] ist faktoriell) und f, g stets als teilerfremd voraussetzen.

a) Zur Algebraizitat von X tber k(p): Es ist gp = f, also f(X)—g(X)p =0 € k(X). Damit
ist X Wurzel des Polynoms F(Z) := f(Z) — pg(Z) € k(p)[Z]. Wére F(Z) das Nullpolynom, so
folgte ‘ . '

0= ZaiZ’ — QOZblZ’L = Z(al — ngZ)ZZ <~ /\ai = (pbz .
Da mindestens ein b; # 0 ist (g # 0), wire ¢ = % € k, Wid. Also ist X Wurzel eines Polynoms
I
0# F(Z) € k(¢)[Z] und somit algebraisch iiber dem Koérper k(p).
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Zur Transzendenz von ¢ iiber k:
1. Beweis nach Definition: Annahme: ¢ ist algebraisch iiber k. Dann existiert ein Polynom
F(Z)=Y"a;Z" € k[Z], an # 0, mit

n i n n—1
0=Flp) =Y ati = 0=Yafg = =0t Y afie T = gl
=0 =0 =0

Da f,g teilerfremd sind, kann g keinen Primteiler haben, muss also konstant sein: g € k und
damit " = Z;:Ol b; f* mit b; € k. Dies ist aber fiir deg f > 1 nicht moglich, also ist auch f
konstant, im Widerspruch zu ¢ = % & k.
2. Beweis bei Kenntnis der |Transitivitat der Algebraizitét (Korollar II1.1.14, S. 70);
Angenommen ¢ wiére algebraisch tiber k. Da wie gezeigt X algebraisch iiber k() ist, wire dann
aufgrund der Transitivitdt der Algebraizitdt X auch algebraisch iiber k, aber X ist die Unbe-
stimmte des Polynomringes k[ X| und damit (geméf Definition des Polynomringes) transzendent
tiber k, [siche Beispiele IIL.1.6 ¢), S. 66|

b) Es sei L := k() C k(X). Da ¢ transzendent iiber k ist, gilt k[p] ist (isomorph zum)
Polynomring k[T iiber k in einer Unbestimmten T := ¢ (siche Vorlesung, Beispiele II1.1.6 ¢),|
[S. 66)). Das Polynom F(Z) = f(Z)—Tg(Z) € k[T, Z] C L[Z] hat den Z-Grad max(deg f, deg g);
denn selbst bei deg f = degg =: n kann der fithrende Term von f(Z) — Tg(Z) nicht 0 sein:
an — by, =0 = T = = € k, Wid. Damit ist (L(X) : L) < deg(F(Z)) = max(deg f,degg).

In dieser Abschéitzung gilt die behauptete Gleichheit genau dann, wenn F(Z) € L[Z] irre-
duzibel tiber L und damit das Minimalpolynom von X iiber L = k(T') ist. Da T transzendent
iiber k ist, ist R = k[T] Hauptidealring, insbesondere faktoriell, und daher geniigt es (siehe
zu zeigen, dass F' = f(Z) — Tg(Z) im Polynomring k[T, Z] nicht zerlegbar ist.
Angenommen es gibt H,G € k[T, Z] mit

f(2)-Tg(Z)=H(T,2)G(T,Z) = 1=degy H+degp G = degr H =0.
O.Lh.

Dann ist aber H(T, Z) =: H(Z) € k[Z] ein gemeinsamer Teiler von f(Z), g(Z) und muss wegen
deren Teilerfremdheit eine Einheit sein, mithin folgt: f(Z) — T'g(Z) ist unzerlegbar in k[T, Z].
c) Sei k(X) = k(g) und o. E. f,g € k[X] teilerfremd. Dann gilt nach b):

E(X)=k(%) < 1 =max(deg f,degg) — f=aX+b, g=cX +d.

Fir die linearen Polynome f,g bedeutet die Teilerfremdheit, dass f, g sich nicht gegenseitig
teilen, also keine Vielfachen voneinander sind. Damit sind (a,b), (¢,d) € k? linear unabhingig

a b
und det(c d) #0.
Genauso folgt aus b) die umgekehrte Richtung in c).
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Algebra
Ubung 12

Aufgabe 64. (m)

a) Man beweise den Fortsetzungssatz fiir endliche Erweiterungen konstruktiv ohne Verwen-
dung des Zornschen Lemmas.

b) Es sei K = Q(v/13,v/17). Mit Hilfe von [Aufgabe 62| konstruiere man Q-Automorphismen

o, 7 von K mit

oV13=-V13, oV17=V17,  7V13=V13, 7V/17 = -V17

2

und beweise die Relation 02 = 72 = idx und o7 = 70.

Losung:
a) Sei K|k eine endlich algebraische Erweiterung und ¢ : k — L ein Monomorphismus von £ in
einen algebraisch abgeschlossenen Korper L. Als endliche Erweiterung ist K|k endlich erzeugt:
K = k(a1,...,a,) mit a; algebraisch tiber k. Wir setzen fir 0 < i < r K; := k(a1,...,q;) und
konstruieren induktiv Monomorphismen ¢; : K; — L (0 <1 < r) mit ¢; |Ki71 = ;1 furi > 1.
Der Induktionsanfang i = 0 ist klar: ¢g := ¢. Sei nun ¢ > 1 und ¢; konstruiert fiir 0 < j < 1.
Es ist K; = K;—1(a;) Stammkérper des (irreduziblen) Minimalpolynoms p := f,, k, , von a;
iiber K;_;. Dann ist p; := ;_1(p) Primpolynom iiber L; 1 := ¢;—1(K;—1) C L und besitzt im
algebraisch abgeschlossenen Kérper L eine Wurzel b;. Gemi8 [Ubung 11, Aufgabe 62 b)| gibt es
dann einen Isomorphismus ¢; : K;_1(a;) = L;—1(b;) C L mit ¢; |Ki—1 = ;_1. Damit ist die
Induktion vollstandig und ¢, : K, — L ist die gesuchte Fortsetzung von ¢ = ¢g auf K = K.
b) Sei k; = Q(V13), ko = Q(V17), also K = kiky = ko(v/13) = k1(v/17). Nach

haben wir folgende Kérpergrade:

(K:Q) =4, (ka(V13) : ko) =2 = (ky(V17) : k1),

und daher sind X2 — 13 bzw. X2 — 17 die Minimalpolynome von /13 bzw. y/17 (nicht nur
iiber Q, sondern auch) iiber ks bzw. k1. Also gibt es einen Isomorphismus o : K = ko(1/13) =
ka(—V13) = K mit 0(v/13) = —V/13 und o, = idy,, also o(v/17) = V17. Genauso folgt die
Existenz von 7 mit den geforderten Eigenschaften.

K wird von /13 und /17 erzeugt, also sind alle Automorphismen durch ihre Werte auf
diesen beiden Wurzeln eindeutig bestimmt. Wir berechnen

o?(V13) = o(—V13) = V13, o*(V17) =17,  also 0 =idg
Genauso ergibt sich 72 = idx und schlieBlich ¢ o 7 = 7 0 0

oo7(V13) = 0(v/13) = —/13 o o7(V17) = o(=V/17) = —/17
To0(V/13) = 7(—V13) = —/13 Too(\V/17) = 7(V17) = /17

Aufgabe 65. (m)

Sei k ein Korper, f ein nicht-konstantes Polynom aus k[X]. Man zeige, dass es eine endliche
Erweiterung K|k gibt, tiber der f in Linearfaktoren zerfallt.

Losung:

Siehe dazu [Vorlesung, Kor. III.1.11 (S. 69)| Ein Zerfallungkérper K = k(ayq,. .., ay) ist endlich
iiber k, da endlich erzeugt von algebraischen «.
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Aufgabe 66. (s)

a) k sei ein Korper, K = k(X) der rationale Funktionenkérper in einer Unbestimmten iiber
k. Man zeige, dass k algebraisch abgeschlossen in K ist.

b) Es sei Q der algebraische Abschluss von Q in €. Man zeige, dass Q eine unendliche alge-
braische Erweiterung von Q ist.

Losung:
a) Nach ist jedes nicht-konstante ¢ € k(X) transzendent iiber k, also sind nur
die konstanten ¢ € k algebraisch: k ist in K algebraisch abgeschlossen.
b) Da C algebraisch abgeschlossen ist, besitzt jedes nicht-konstante Polynom f € Q[X] eine
Wurzel in €, die dann natiirlich in @ liegt. Die Polynome X" —2 sind irreduzibel (2-eisensteinsch).
Also gilt fiir alle n € IN

n=(Q(V2):Q) <(Q: Q)
(Q : Q) kann daher nicht endlich sein.

Aufgabe 67. (s)
Es sei f = X2 — 331X — 2318 € Z[X]. Zeigen Sie:

a) f ist irreduzibel tiber Q.

b) f hat genau eine reelle Wurzel a.
1
c) Stellen Sie 5 := g(a +10)(a +11)? und B! in der Q-Basis 1, o, o von Q(«) dar.

Losung:

b) Eine einfache Kurvendiskussion zeigt: Die durch f bestimmte Polynomfunktion R — R
hat zwei Extremstellen (44/331/3); der lokale Maximalwert f(—4/331/3) (= —0.124504) ist
negativ, so dass f nur eine reelle Wurzel « besitzen kann; diese muss grofler als die Minimalstelle
V/331/3 ~ 10.504 sein.

a) Wire f reduzibel iiber Q, so auch iiber Z (siehe [Aufgabe 55.c)ii)|). Die Nullstelle o miisste
also ganzzahlig sein. Eine Einschachtelung der reellen Nullstelle « zeigt f(21) < 0 und f(22) > 0:
Die einzige reelle Nullstelle von f liegt zwischen 21 und 22, sie ist nicht ganzzahlig.

c¢) Ausgehend von

0= f(a) =a® —331a — 2318 <= o = 331a + 2318
berechnen wir
B = (a+10)(a® +22a+121)/8 = (331 +2318) /8 + 4a” + 341 /8 + 605/4 = 4a® + 84a + 441 .

Zur Berechnung von B! miissen wir nachfolgendes lineares Gleichungssystem fiir a,b,c € Q
16sen:

1 = (ac®+ba+ c)(4a? + 84 + 441)
= 4daa* + (84a + 4b)a® + (441a + 4c + 84b)a? + (441D + 84c)a + 441c
= 4a(331a + 2318)a + (84a + 4b) (331 + 2318) + . ..
... (441a + 4c + 84b)a® + (441b + 84c)a + 441c
= a*(1765a + 84b + 4c) + a(37076a + 1765 + 84c) + 194712a + 9272 + 441c

1765 84 4 a 0 1765 84 4\ /a 0
— (37076 1765 84) (b) = (0) — ( 111 0) (b) = (0)
194712 9272 441) \c¢ 1 483 44 0/ \e¢ 4
1765 84 4\ /a 0
— ( 11 1 0) (b) = (o) = (a,b,c) = (—4,44,841)
-1 0 0/ \c 4
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Also ist 871 = —4a® + 44a + 841. Probe:

(40” + 84 4 441)(—40® + 440 + 841)
= —160*+03(4-44 —4-84) + a®(4-841 + 84 - 44 — 4 - 441) + ...
oo (84841 4 44 - 441) + 441 - 841
= —160(331a + 2318) — 160(331a + 2318) + 52960 + 90048« + 370881
= 0?2 +0a+1=1

Aufgabe 68. (s)

Beweisen Sie Vorlesung S. 71.
Losung:

Siehe [Vorlesungsskript Prop. TI1.1.16]

Aufgabe 69. (s)
Sei K|k eine endliche Korpererweiterung vom Grad n und a € K. Die Linksmultiplikation mit
a definiert einen Endomorphismus L, : K — K, b+ ab, des k-Vektorraums K.

a) Sei m := (kl[a] : k), | = 2 = (K : k[a]) und for = 37y X" das Minimalpolynom von a

m

iiber k. Zeigen Sie: Bei geeigneter Basiswahl fir K|k hat L, : K — K eine Matrixdarstel-
lung mit [ diagonalen m x m Blocken B:

B 0 —Q
B 0 1 0 —Q1
A= mit B = . :
0 B 0 —ameo
B 1 —Qm—1

[Tip: Studieren Sie zunéichst den Fall [ = 1 und wéhlen Sie eine geeignete (naheliegende)
Basis fiir k[a]|k. Fiir den allgemeinen Fall konstruieren Sie mit dieser Basis von k[a]|k und
einer beliebigen Basis wy, ..., w; von K|k[a] eine Basis fir K|k.]

b) Wir definieren fir Kérperelemente a € K

die Spur:  Trg,(a) = Spur(Ly) € k, die Norm: Ng(a) =det L, € k,
das charakteristische Polynom: hg g, (X) = det(X - idg — L,) € k[X]

Wiederholen Sie die hier benutzten Begriffe der linearen Algebra und folgern Sie aus a)
Trrpp(a) =1 Trygpl(a) . Ngw(a) = Nigp(@)',  hoxp = for-

n
hasi = Y %X = Trgp(a) = =Ya-1, Nipla) = (=1)"0.
=0

c) Zeigen Sie:

1) Trg @ K — k ist ein k-Homomorphismus.
2) chark =0 = Trg), # 0-Abbildung.

3) Nk : K — k ist multiplikativ.

4) Ngik(a) =0 <= a=0.

Losung:
a) Die Potenzen a’ (i = 0,...,m— 1) bilden eine Basis von k[a]|k, und mit einer beliebigen Basis
wj (j=1,...,1) von K|k[a] erhalten wir:

a'w; (0<i<m, 1<j<I) ist eine Basis fiir K|k.
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Wir berechnen bzgl. dieser Basis die Matrix A von Lj:

; ; it fir0<i<m-—1,1<j<I
L Ty ) — i+1 ':{CL W : < .7 <j<
a(CL w]) a Wy _ZZ@:—Olayauwj z:m—l, 13] Sl

Fiir jedes j bleibt der m-dimensionale k-Unterraum k[aJw; = @ ka'w; stabil unter L,. So
ergibt sich fiir jedes 1 < j <[ in der Matrix A von L, in der Diagonalen ein m x m-Block der
Form

0 —Qp
1 0 —Q1
B = :
0 —Om—2
1 —ama

b) Diese Matrix B ist die Matrix von Lq |4, bzgl. obiger Basis von k[a][k. Sie ist aus der Linearen
Algebra bekannt als die sog. Begleitmatrix B(f, ) des Polynoms f, ;. Es gilt bekanntlich (etwa
durch Entwicklung der Determinante nach der ersten Zeile und Induktion)

det(X B - B(fa,’ﬂ)) = fa,k .

Aus obiger Matrix A fiir L, mit den [ identischen Blécken B ergeben sich unmittelbar die ersten
3 Behauptungen:

Spur(A) = { - Spur(B), det A = (det B)', det(X - E, — A) = (det(X - E,,, — B))'

Weiter gilt 70 = hq ke(0) = det(0 - B, — A) = det(-A) = (=1)"det A = (=1)"Ng(a).
Dass die Spur von A sich aus dem zweithéchsten Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
ergibt, ist ebenfalls aus der Linearen Algebra bekannt, etwa durch Auswertung der Definition
des charakteristischen Polynoms mit der expliziten Determinantendefinition:

A= (aij) = det(XE—-A) = det(&in — aij) = Z signaH(ém(i)X — aw(i))
oESy ;

= JI(X —au)+ > signo [[(6i0nX — aivgi))

i o#id i

deg<n—2, mind. 2X i#£o(i)
= X" - Z ai X4+ (Polynom vom Grad <mn —2)
i

——
Spur(A)

c) ad 1) Wegen Lagygy = aLq + 8Ly (a,b € K, o, 8 € k) und der offensichtlichen Linearitét der
Matrixspur gilt 1).

ad 2) L; = idg, also Tr(1) = Spuridg = n.1y # O, wenn char k = 0.

ad 3) Log = Lo o Lg und daher N (af) = det(Ly) det(Lg) = N(a) - N(B).

ad 4) < ist klar. « #0 = L,1 = (La)"' = N(a) = det L, # 0.
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Algebra
Ubung 13

Aufgabe 70. (m)

a) Geben Sie fir die folgenden Erweiterungen alle Q-Monomorphismen nach C an:

Q(vavivai)le,  Q(vaviyveevi)la

Welche der Erweiterungen sind galoissch?

b) Welche der folgenden erweiterungen sind galoissch?
Q(V2)lQ, Q(V2,9), Q(V2,iv3)|Q.
Q(¢n)Q, ¢, primitive n-te Einheitswurzel, d. h. ¢, € C* mit ord({,) = n. a).
Q(6)|Q mit der reellen Nullstelle # von f(X) = X — 331X — 2318 (vgl. Aufgabe 67).

Fp(X)(t)|Fp(X) mit einer Nullstelle ¢ von f(Y) =Y? — X € (F,(X))[Y] (X transzendent
tiber IFp)

IF,,(0)|F, mit einer Nullstelle 6 eines irreduziblen Polynoms f(X) € Fp[X].

Losung:

a) Wegen v24 = 22 - /3 ist K1 := Q(v/2,v3,v24) = Q(v/2,v/3) der Zerfillungskérper des
separablen Polynoms (X2 —2)(X?2—3) mit den 4 Wurzeln /2, ++/3. Also ist K1|Q normal und
separabel, also galoissch. Wegen v/3 & Q(v/2) ist (K7 : Q) = 4 und Aut(K1|Q) besteht aus genau
4 Automorphismen, und dies sind sdmtliche Q-Monomorphismen. Da ein Q-Monomorphismus
die Wurzeln £1/2 von X? — 2 sowie ++/3 von X? — 3 jeweils ineinander abbilden muss, gibt es
nur 4 Moglichkeiten: Die Identitdt o4+ = idg, und

oo {VERVE (B gy oo, [V VR
B OV T RV TR S OV JR

Nach [Aufgabe 61| ist Ko = Q(ﬂ, V3,4 V2 + \/g) = K1<\/\/§+\/§) vom Grad 8 iiber Q

und wegen Charakteristik 0 ist die Erweiterung separabel. Es gibt also genau pu(K2|Q) = (K :
Q) = 8 Q-Monomorphismen K — C. Die 4 Automorphismen o von K;|Q lassen sich zu je 2
Monomorphismen o : Ky — C fortsetzen. Dabei muss die Wurzel o von f := X% —(v/2++/3) €
K;[X] jeweils in eine der beiden Wurzeln von

0.f = X2 (0.(v2) +0.(V3) = (X = /o.(v2) +0.(v3)) - (X + /0. (V2) +0.(v3))

abgebildet werden. Explizit:

U$+:a»—>j:\/\f2+\/§, Uf,:ou—>j:\/\/§—\/§,
Uer:al—)i\/—\/i—i—\/g, af_:cw—)i\/—\/ﬁ—\/g.

Die Erweiterung K2|Q ist genau dann galoissch, wenn sie normal ist, d. h. wenn alle 8 Mono-
morphismen ihre Bilder in K> hétten, aber wegen Ky C R gilt

o (@)=\-vV2-V3=iad K.

b) In Charakteristik 0 sind alle Erweiterungen separabel. Es geht also zunédchst nur um Nor-
malitéit. : Die ersten drei Erweiterungen sind alle normal, denn sie sind Zerfallungskérper der
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folgenden Polynome X2 — 2, X4 —2 und (X* - 2)(X? - 3).

Ist ord ¢, = n, so sind die Potenzen ¢! (i = 0,...,n — 1) alle verschieden und damit simtliche
n Wurzeln von X" — 1: Q((,) ist der Zerfallungskorper des separablen Polynoms X™ — 1, also
galoissch.

Q(f) C R enthélt nicht die beiden nicht-reellen Wurzeln von f, also ist Q(#) nicht normal und
nicht galoissch iiber Q.

Wegen char Fp,(X)(t) = p gilt f(Y) =YP? —tP = (Y —¢)? (fir p = 2 beachte man +t = —t), f
hat also nur die eine Wurzel ¢. Das Minimalpolynom f; g, (x)(Y) teilt f, hat also ebenfalls nur
eine Wurzel und ist daher nicht separabel, die Erweiterung also nicht galoissch.

Da 6 algebraisch ist, ist k = F,,(6) ein endlicher Kérper. Diese sind galoissch iiber allen Teilkor-

pern (siehe [Satz I11.2.14)).
Aufgabe 71. (s)
a) Zeigen Sie: Q(v/3,v3 + v9)) = Q(v/3, V/3).
Q(¢) = Q(v=3), Q(¢s) = Q(i,+/2) mit primitiven n-ten Einheitswurzeln ¢,.

b) Sei Q|k eine Korpererweiterung und K = k(ay,...,a,) sowie L Zwischenkorper. Zeigen
Sie:
LK = L(ay,...,an), (LK:L)<(K:k), (LK:k)<(L:k)-(K:k)

¢) Konnen Sie zusétzliche Voraussetzungen formulieren, unter denen in b) (LK : L) = (K : k)

gilt?
Losung;:
a) Es ist jeweils zu zeigen, dass die erzeugenden Elemente des einen Korpers im anderen ent-
halten sind. Es ist = = /3, also ist die rechte Seite in der linken enthalten. Umgekehrt

S

V3+V9=V3+(V3)>2

Es ist ¢, = exp(ZZ) = cos(2E) + isin(2X), also (s = 3 + i2v/3 = (1 + /=3); dies beweist
die erste Behauptung. Und (g = %\/5(1 + 1) zeigt zunéchst die behauptete Inklusion C. Fir die
umgekehrte Richtung beachte man (2 = ¢4 = i € Q({s) und dann auch v/2 € Q((g).

b) LK ist der kleinste L und k(ay, ..., ay,), also L (D k) und ay, ... a, enthaltende Korper, d. h.
L(ay,...,ap).

Ist (K : k) = o0, so ist nichts zu beweisen. Sei also K |k endlich und folglich algebraisch. Ist dann
bi,...,bn eine k-Basis von K, so gilt K = k(b1,...,by) = k[b1,...,bn]. Alle Potenzprodukte
[1; 6, der b; sind also k-Linearkombinationen der b;, also erst recht L-Linearkombinationen der
bi. Damit enthalt der von den b; erzeugte L-Vektorraum V = ) . Lb; alle Potenzprodukte der
b;, ist also gegen Multiplikation abgeschlossen und daher ein Ring, der kleinste Ring, der L und
alle b; enthélt: V = Y"1", Lb; = L[by,...,by] = LK, und damit gilt (LK : L) = dimy (LK) <
m= (K : k).

c¢) Ein Beispiel: Es seien K|k und L|k endlich und die Kérpergrade (K : k) und (L : k) teiler-
fremd. Dann gilt (LK : L) = (K : k).

Begriindung: Ist K|k endlich, so ist K = k(aq,...,a,) endlich erzeugt und nach b) gilt: (LK :
k) < (L : k)(K : k). Andererseits gilt (L : k) | (LK : k) und (K : k) | (LK : k). Wegen der
Teilerfremdheit erhalten wir

(L:k)(K:k)|(LK:k)<(L:k)(K:k) = (LK:k)=(L:k)(K:k)
= (LK :L)(L:k)=(LK:k)=(L:k)(K:k) = (LK:L)=(K:k).

Hinweis: Ein anderes wichtiges Kriterium basiert auf der galoisschen Theorie (siehe
[bungssatz I11.2.14, S. 81))

67



Aufgabe 72. (s)
Alle auftretenden Korper seien Teilkorper eines algebraisch abgeschlossenen Korpers €.

a) Sei K|k endlich. Ist K iiber k normal, so auch iiber jedem Zwischenkorper L von K|k.

b) Ist K|k endlich und normal, so ist fiir jeden Oberkérper L von k auch LK|L endlich und
normal.

c¢) Sind K7, K iiber k endlich und normal, so gilt das gleiche fiir K7 K5 und K1 N Ko.

d) Jede endliche Erweiterung K |k besitzt einen kleinsten iiber k£ normalen Oberkérper N von
K (in Q), die normale Hiille von K |k. Sie ist durch das Kompositum N der Bilder von K
unter allen k-Monomorphismen ¢ : K — ) gegeben:

N= ] «K).

peEM(KIK)

Losung:

a) Esist K der Zerfallungskorper eines Polynoms f € k[X], d.h. K = k[Wq(f)]. Wegen f € L[X]
ist damit K auch iiber L normal.

b) K ist Zerfallungskorper von f € k[X], dann ist auch LK = LWq(f)] Zerfallungskérper von
f € L[X], also normal tiber L.

c) Seien K; Zerfallungskorper von f; € k[X] (i = 1,2). Dann ist KKy Zerfallungskorper von
fifa € K[X].

Da die K;|k normal sind, gilt fiir jedes a € K; N Ky: f, 1 zerféllt iiber K; und iiber K3 in
Lineafaktoren, also liegen alle Wurzeln von f, ; in K7 N K3, und K7 N K3 ist normal iiber k.
d) Es ist K = k[ay,...,a,] endlich erzeugt und algebraisch. Es sei f das Produkt der Minimal-
polynome f,,  der a; iiber k und N der Zerfallungskorper von f. Dann ist N|k normal, und jede
normale Erweiterung L|k mit K C L muss a; und damit auch alle Wurzeln von f,, j enthalten,
also N C L, N ist die kleinster derartige Erweiterung.

Ist L|k normal mit K C N, so muss fiir jeden Monomorphismus ¢ : K — Q das Bild ¢(K)
in L enthalten sein, also umfasst L das Kompositum N der Aufgabenstellung. Es ist also zu
zeigen, das N selbst normal iiber k ist. Ist ¥ € M(N|k), so ist fiir jedes ¢ € M(K|k) auch
Yo e M(K|k) und daher

Y e M(Nk) = ¢(N) = H op(K)C N, d. h. N|k ist normal.
peEM

Ist K = k[a1,...,ay], so wird N von allen Wurzeln aller Minimalpolynome f,, j erzeugt, denn
es gilt (Satz vom Stammkorper [[I1.1.10[ und [Bemerkung II1.2.1 b))

fai,k:(bi) =0 <= b, = go(ai) fir ein (NS M(K|k‘) .

Aufgabe 73. (s)

a) Ist E|K|k ein Kérperturm und E|k endlich, so gilt:

E|k separabel <= FE|K separabel und K|k separabel.

b) Ist K|k endlich separabel und K, L in einem gemeinsamen Oberkorper 2 enthalten. Dann
gilt: Ist Q|k eine Korpererweiterung und k, L Zwischenkorper, so gilt:

K|k endlich separabel = K L|L endlich separabel.

c) Sei K|k endlich. Dann enthélt K einen grofiten tiber k separablen Teilkorper K.
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d) Ist K|k inseparabel, so ist chark = p eine Primzahl und fiir jedes a € K gibt es eine
kleinste p-Potenz p” (v € N) mit a?” € K. Es gilt f, x, = X? —a? .

e) Ist Ky # K, so ist char K = p eine Primzahl und (K : Kg) = p” mit v € N;..

Losung:
a) Nach [Prop. II1.2.5| gilt K|k separabel <= u(Klk) = (K : k). Da Korpergrad und p
multiplikativ sind (siehe [Prop. I11.2.2)) folgt a).

b) K|k endlich separabel <= K = k[ai,...,a,] und jedes a; ist Wurzel eines separablen
Polynoms f; € k[X]. Dann folgt KL = L[ay,...,a,] mit separablen Polynomen f; € k[X]| C
LIX].

c) Begriindung wie fiir den algebraischen Abschluss in einem Korper (siehe [Korollar I11.1.14 b))):
Ks; = {a € K | a separabel algebraisch iiber k} ist ein Teilkérper von K, denn sind a,b € K,
also separabel algebraisch tiber k, so ist ganz k[a, b]|k separabel und folglich liegen a + b, a — b,
a-bund fiir a # 0 o~ wieder in K,. Wegen der Transitivitit der Separabilitit (Aufgabenteil
a)) besitzt K in K keine echte separable Erweiterung.

d) Nach Voraussetzung ist K \ K5 # 0. Jedes a € K \ K ist inseparabel tiber K;(!), denn wére
a separabel iiber Ky, so wire a gemifl a) auch separabel tiber k, lige also in K. Also ist das
Minimalpolynom f von a iiber K nicht separabel. Nach ist dann char K = p eine
Primzahl und f(X) = f1(X?) mit f; € K [X]. Mit f ist auch f; irreduzibel und ist damit das
Minimalpolynom von a?: fi(a?) = f(a) = 0.

Gilt nun auch a? ¢ K, so kann man diese Uberlegung wiederholen und erhélt ein irreduzibles
Polynom fo € K [X] mit f1(X) = fo(XP), also f(X) = f1(XP) = fo(XP"). Dieses Verfahren
kann man fortfithren, aber es muss enden, da die Grade der f; abnehmen, und es endet mit
der kleinsten p-Potenz p”, fiir die a?” € K, gilt. Dann haben wir: f, k. (X) = f,(X?") mit
J(X) = for g (X) = X —aP” (wegen a”” € K,). Damit ist d) bewiesen, denn fiir a € K leistet
v = 0 das gewiinschte.

e) Ist nun L irgendein Zwischenkdrper von K |Ks, so gilt for | fax, = X —a?” = (X —a)?",
also hat f,; nur die eine Wurzel a, ist daher ebenfalls inseparabel, falls a ¢ L. Die obigen
Ergebnisse gelten also fiir jeden Grundkérper L (D Kj). Insbesondere ist (L]a] : L) eine p-
Potenz. Da K|K, endlich algebraisch ist, ist K = K;lay,...,a,]| endlich erzeugt und fur die
Koérper L; := Kglay, ..., a;] ist (Li[a;4+1] : L;) eine p-Potenz und daher auch (K : Kj).

Aufgabe 74. (s)

a) Ist K|k eine endliche inseparable Erweiterung, so ist Spyy; die Nullabbildung. [Tip: Man
verwende Aufgaben 69 und 73.]

b) Fiir eine endliche separable Erweiterung K|k und alle a € K gilt

Trgw(a) = >, @la), Ngw@)= [ «l).

peM(KIE) pEM(KIK)

Aus dem Lemma von Artin folgere man: Trg;, ist nicht die Nullabbildung.

¢) Sei K = Q(v/d) # Q. Bestimmen Sie fiir a, § € Q Spur und Norm von = = a + $v/d iiber
Q.

Losung:
a) Nach Voraussetzung ist K| K eine echte Erweiterung und daher nach Aufgabe 73 d) char K =
p eine Primzahl und der Korpergrad (K : Kj) eine Potenz von p . Daher gilt

a€ Ky = p|(K:K)|(K:kla]) = Trgp(a) = (K : kla]) - Tryq(a) = 0.

Sei nun a ¢ Kj, also f, ) inseparabel und somit von der Form f, ; = g(XP?) (siehe [Prop. I11.2.4
@D. Also verschwindet der zweithéchste Koeffizient a,—1 von f, ;. Nach [Aufgabe 69| erhalten
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wir 80 Try(q k(@) = —an—1 = 0 und Trg,(a) = (K : kla]) - Tryq)r(a) = 0.
b) Sei L ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper von K. Nach [Prop. I11.2.2| ist

M(k[a]lk) 5 0 — o(a) € Wr(far)

eine Bijektion und M(K|k) besteht genau aus den jeweils u(K|k[a]) = (K : k[a]) = [ vielen
Fortsetzungen ¢ : K — L der verschiedenen o € M (k[a]|k). Also

Yo pla)= > l-ol@=1- > b

peEM(KIK) ocM(k[a]|k) YEWL (fak)

Nun zerféllt f,j tiber L in Linearfaktoren:

m

m
far =X —a;) = X" => a; X"+,
=1 i=1

also ist Trypqp(a) = 2210 a; = ZbeWL(fa,k) b. Dies ergibt insgesamt Tryi(a) = [ - Tryqr(a) =
e M(K (k) P(a).

Zum Zusatz: Angenommen 0 = Trpx(a) = YXocpmk k) P(a) fiir alle a € K. Dann erfiillten die
Gruppencharaktere ¢ := ¢ |« : K* — L* die nicht-triviale lineare Relation > pem(klk P =0,
im Widerspruch ihrer linearen Unabhéngigkeit gemafi dem Lemma von Artin.

¢) K besitzt zwei Monomorphismen ¢4 € M(K|Q), definiert durch o1 (vd) = +v/d. Also ist

TrK|Q(a—|—ﬁ\/a):a—l—ﬁ\/g—i—a—ﬁ\/g:%x.
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Algebra
Ubung 14

Aufgabe 75. (m)

Sei K der Zerfillungskorper des Polynoms X*—X?2—2 iiber Q. Bestimmen Sie die Galoisgruppe G
von K |Q sowie ihren Untergruppenverband. Bestimmen Sie weiter den Zwischenkorperverband
von K|Q und und geben Sie explizit die Zuordnung zwischen beiden Verbéanden an.

Losung:

a)rt—12-2=0 <= 2=y AO0=y2—y—2=(y+1)(y—2) <= v=+v/—1V 2 =+2.
Also ist K = Q(i,v/2) vom Grad 4 iiber Q. Die Gruppe G besteht neben der Identitéit aus den
Isomorphismen (vgl. analoge Uberlegungen in Aufgabe 70)

N N £
i —i i T —i
o_4 und o4_ sind vertauschbar und ihr Produkt ist o__. Die Gruppe G ist die Kleinsche Vie-

rergruppe mit 3 Untergruppen U der Ordnung 2, erzeugt von jeweils einem der 3 nichttrivialen
Automorphismen. Die zugehoérigen Fixkorper sind die drei echten Zwischenkorper von K|k:

Fixg(04_) = Q(vV2), Fixg(o_4) = Q(i), Fixg(o__) = Q(vV/~2).

Beachten Sie bei der letzten Behauptung, dass 1,1, v/2,/—2 eine Q-Basis von K ist.

Aufgabe 76. (m)
K sei der Zerfillungskorper von X* — 2 iiber Q. Bestimmen Sie die Galoisgruppe G' = G(K|Q)

(vgl. [Aufgabe 62 ¢))).

Losung:
Die Wurzeln von X* — 2 sind £1/4+/2, also +v/2, -1/ —v/2 = +iv/2, also ist der Zerfiallungs-

korper von X4 — 2 der Kérper K = Q(i, v/2), wie er in Aufgabe 62 c) untersucht wurde. Er hat
also den Grad 8 iiber Q und seine Galoisgruppe enthélt die Automorphismen

U::{é/g'—ﬂ(ﬁ , T::{%H%

11 1= —1

Es gilt nach Aufgabe 62.c) ordo = 4, ord7T = 2 und 0 o 7 = 7 0 ¢~ . Damit liegt 7 nicht in
(o) und (o, 7) hat (mindestens) die Ordnung 8. Als normale Erweiterung in Charakteristik 0 ist
K|Q galoissch und daher #G = (K : Q) = 8. Daher wird G von ¢ und 7 erzeugt und wegen
der Vertauschungsrelation ist G die Diedergruppe Dy (siehe |[Gruppen spezieller Ordnung, A)|
S. 19).

Aufgabe 77. (s)

Es sei K|Q eine galoissche Erweiterung vom Grad 4 in C. Zeigen Sie: Ist G(K|Q) zyklisch, so
kann Q(4) nicht in K liegen.

Losung:

Wir nehmen an Q(i) C K. Als zyklische Gruppe der Ordnung 4 hat G(K|Q) genau eine Un-
tergruppe mit Ordnung 2 (und Index 2) und deren Fixkorper ist dann der einzige quadratische
Teilkérper von K, also gleich Q(7).

Sei ¢ die Einschrankung der komplexen Konjugation auf K. Da K|Q galoissch ist, ist ¢ € G(K|Q),
und wegen i € K gilt ¢ # idg, also ordc = 2. ¢ liegt daher in der Fixgruppe von Q(i), aber
c(i) # i, Wid.
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Aufgabe 78. (s)
Es sei f = X — 331X — 2318 € Z[X].

a) Zeigen Sie, dass f genau eine reelle Nullstelle « besitzt, und folgern Sie, dass K = Q(«)
nicht der Zerfallungskérper von f sein kann.

b) Folgern Sie aus a), dass ein Zerfallungskérper N von f iiber Q den Grad 6 und die sym-
metrische Gruppe Ss als Galoisgruppe hat.

Losung:

a) Dass f eine reelle und zwei konjugiert komplexe Nullstellen hat, wurde bereits in
gezeigt. Ware K Zerfallungskorper, so miissten die beiden nicht-reellen Wurzeln von f in dem
reellen Korper K liegen, Wid.

b) Seien oy = v, cva , vz die 3 Wurzeln von f. Dann ist N = Q(«v, g, a3) und jeder Automorphis-
mus 0 € G(N|Q) permutiert diese 3 Wurzeln. Da jedes o durch seine Wirkung auf die Wurzeln
eindeutig bestimmt ist, haben wir eine Einbettung G(N|Q) < S3. Als Zerféllungskorper eines
separablen Polynoms ist N|Q galoissch, und das bedeutet: #G(N|Q) = (N: Q). Wir erhalten
daraus (K:Q) =3 < (N:Q) = #G(N|Q) | #S3 = 6, also (N: Q) = #G(N|Q) = 6 = #S3. Der
obige Gruppenmonomorphismus ist also ein Isomorphismus: G(N|Q) = Ss.

Aufgabe 79. (%)
Es sei Q eine algebraisch abgeschlossene Hiille von Q. M sei die Menge aller Teilkérper von @,
die v/2 nicht enthalten.

a) Zeigen Sie mit dem Zornschen Lemma, dass M ein maximales Element k enthélt.
Sei im Folgenden k ein solcher maximaler Teilkorper.

b) Beweisen Sie, dass jede endliche Erweiterung K|k einen 2-Potenzgrad hat.

[Tip: Sei zuniichst K|k eine galoissche Erweiterung mit k(v/2) C K. Betrachten Sie nun
eine 2-Sylowgruppe von G(K |k) und beachten Sie die Maximalitéatseigenschaft von k. Fiir

den allgemeinen Fall benutze man [Aufgabe 72 d)|]

c) Zeigen Sie, dass jede endliche Erweiterung K|k galoissch ist mit zyklischer Galoisgruppe.

[Tip: N sei die normale Hiille von K|k. G(N|k) enthélt genau eine Untergruppe vom Index
2. Zeigen Sie, dass eine 2-Gruppe mit dieser Eigenschaft zyklisch sein muss.]

Losung;:

a) Sei K C M eine Kette, also eine totalgeordnete Menge von Teilkérpern von @, die v/2 nicht
enthalten. Dann liegt /2 auch nicht in Ko = UJ kex K. Die Vereinigung K, ist ein Korper,
denn sie ist gegen die Korperoperationen abgeschlossen, da je zwei Elemente aus K, in einem
gemeinsamen Korper K € M liegen (Totalordnung von K!). Damit besitzt jede Kette K C M
eine obere Schranke in M, so dass die (offensichtlich nicht leere Menge) M nach dem Zornschen
Lemma ein maximales Element besitzt.

b) Sei K eine echte galoissche Erweiterung von k und U eine 2-Sylowgruppe von G = G(K |k).
Es ist also #U eine 2-Potenz und der Index (G : U) ungerade. Sei L der Fixkorper von U in K,
also G(K|L) = U < G. Wire k # L, also k(v/2) C L und daher 2 = (k(1/2): k) ein Teiler von
(L:k)=(G:U), Wid. Also k = L und G(K|k) = G(K|L) = U eine 2-Gruppe, (K : k) also eine
2-Potenz.

Sei nun K|k eine (beliebige) Erweiterung und N|k die normale Hiille in Q. N|k ist galoissch
und daher nach dem bereits Bewiesenen (N:k) = 2" eine 2-Potenz. Dann muss aber auch
(K:k) | (N:k) = 2" eine 2-Potenz sein.

c) Sei gemaf Tip N die galoissche Hiille von K|k und V < G = G(N|k) eine Untergruppe
von Index 2. Dann ist der Fixkérper L = Fixg (V) von V eine quadratische Erweiterung von k:
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(L: k) = 2. Wegen der Maximalitiit von k liegt /2 in L und folglich ist L = k(1/2). Damit ist
V = Fixg(L) = Fixg(V/2) eindeutig bestimmt.

Es geniigt nun zu zeigen, dass G dann zyklisch sein muss, denn dann ist U = G(N|K) ein
Normalteiler in G und K|k daher galoissch (siche [Kor. II1.2.13)), also K = N und G(K|k) = G
zyklisch.

Es sei nun G eine 2-Gruppe, U die einzige Untergruppe vom Index 2 und o € G \ U. Wir
behaupten: V' := (o) = G. Annahme: V # G, dann ist V in einem echten Normalteiler N
von G enthalten (Nilpotenz der 2-Gruppe G, [Prop. L.5.6). Die 2-Gruppe G/N enthilt zu jedem
Teiler der Ordnung eine Untergruppe dieser Ordnung (Sylowsatz S. 59)), insbesondere also eine
Untergruppe vom Index 2. Deren Urbild unter G — G/N ist eine Untergruppe vom Index 2 in
G, muss also U sein. Dies bedeutet: 0 € V C N C U, Wid. zur Wahl von ¢ ¢ U. Es muss daher
V = G sein: o erzeugt G, G ist zyklisch.

Aufgabe 80. (s)
Eine Korpererweiterung K|k heifit einfach, wenn sie von einem Element erzeugt wird: K = k(«).
Ein derartiges a wird primitives Element fir K|k genannt.

a) Jede Korpererweiterung K|k mit einem endlichen Zwischenkorperverband ist einfach.

[Tip: Den Fall eines endlichen Korpers K behandele man gesondert. Dann zeige man, dass
K|k algebraisch und sogar endlich algebraisch sein muss. Induktiv reduziere man auf den
Fall K = k[a,b]. Man zeige die Existenz von verschiedenen «, € k mit k(a + ab) =
k(a+ pb) = K ]

b) (Satz vom primitiven Element) Jede endliche separable Erweiterung K|k besitzt ein pri-
mitives Element: K = k[a].

Losung:

a) Ist K endlich, so ist K™ = (() eine zyklische Gruppe (siehe [Vorlesung Satz I1.3.8)) und daher
erst recht K = k[(] einfach.

Wiére K|k nicht algebraisch, etwa X € K transzendent tiber k, so wiren die Zwischenkorper
kE(X™) von K |k alle untereinander verschieden, denn (k(X) : k(X™)) = deg X" = n (vgl.
; der Zwischenkorperverband von K|k also unendlich, Wid.

Wiére K |k algebraisch, aber nicht endlich, also nicht endlich erzeugt, so kénnte man induktiv a; €
K\ k(a1,...,a;—1) (i > 1) wihlen und erhielte k(a1,...,a;—1)%k(a1,...,a;)SK, also unendlich
viele Zwischenkorper, Wid.

Es sei also nun K|k endlich, also K = k[aq,...,ay]. Wir schlieen per Induktion tiber n. Der
Induktionsanfang n = 1 ist klar. Nach Induktionsvoraussetzung ist k[ai,...,a,—1] = k[a] und
es bleibt der Fall K = k[a, a,] =: k[a, b] zu klaren.

Wir betrachten fur o € k die einfachen Zwischenkérper k[a + ab] von K|k. Da K|k endlich,
K aber unendlich ist, muss auch k& unendlich sein. Da der Zwischenkorperverband endlich ist,
konnen nicht alle ka + ab] (a € k) verschieden sein, es gibt also o # ( mit

L := k[a + ab] = kla + 5b] a+aba+pbe L = (a—ﬁ)bGL:#ZbGL

a=(a+ab)—abe L
K =kla,b] C L=Fk[a+ab] C K
K = k[a + ab] ist einfach

U

b) Da K|k separabel algebraisch ist, ist die normale Hiille N von K|k galoissch. Nach dem
Hauptsatz der Galoistheorie ist der Zwischenkorperverband isomorph zum Verband der Unter-
gruppen der endlichen Galoisgruppe G(N |k). Also hat N|k und damit erst recht K|k nur endlich
viele Zwischenkorper und die Behauptung b) folgt aus a).
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