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Algebra 1
Ubung 1

Aufgabe 1. (m)

Welche Gruppen sind Thnen aus Analysis und Linearer Algebra bereits geldufig? Man entscheide
fiir jede solche Gruppe, ob sie kommutativ ist oder nicht.

Losung:

Zahlbereiche additiv: (Z,+) C (Q,+) C (R,+) C (C,+) und

multiplikativ ({—1,+1},-) € (Q\ {0},-) C (R\ {0},-) C (C\ {0},), alle kommutativ.
Symmetrische Gruppe (S, o), nicht kommutativ fiir n > 3,

Matrixgruppen SL,(R) C GL,(R) C GL,(C), nicht kommutativ fir n > 2.

Aufgabe 2. (m)
a) Bestimmen Sie mogliche Gruppentafeln fiir Gruppen der Ordnung < 6.

b) Vergleichen Sie die gefundenen Gruppentafeln der Ordnung 4. Gibt es auffillige Gemein-
samkeiten oder Gegensétze?

c) Fir jede natiirliche Zahl n € IN;. gebe man die Gruppentafel einer Gruppe der Ordnung n
an.

Losung;:

Wir wollen hier — iiber die Intention der miindlich zu bearbeitenden Aufgabe hinaus — syste-
matisch alle moglichen Gruppentafeln bis zur Ordnung 6 aufstellen, und dies weitgehend allein
auf der Basis der Gruppendefinition. Der Nachweis, dass die gefundenen Tafeln auch tatséchlich
Gruppentafeln sind, also die Assoziativitat erfiillt ist, ist hier nicht gefordert. Dieser Nachweis
erfolgt auch am besten durch die Angabe bekannter Gruppen (siche mit den gefun-
denen Tafeln.

a/b) Wir gehen im folgenden jeweils von einer Gruppe G der gewiinschten Ordnung aus und
versuchen die Gruppentafel zu bestimmen. Es bezeichne immer e das neutrale Element von G.
Gemaf kommen in den Spalten und Zeilen einer Gruppentafel jeweils alle Element
genau etnmal vor.

Fiir die Gruppen der Ordnung n < 3 kommt daher jeweils nur eine Tafel in Frage:

n=1: G = {e}.

n=2G=1{ea}l = a’>=e.

n=3 G={e,a,b} = ab=e=ba,dennab=a V ab=b — b=e¢ V a=e, Wid.

Also ergibt sich nur folgende Tafel:

n =4: Sei G = {e,a,b,c}.

Eines der drei Elemente a,b,c muss sein eigenes Inverses sein, da man 3 Elemente nicht in
disjunkte Paare z # 2~ ! aufteilen kann. Sei also 0. E. a®> = e. Dann folgt ab = c,ac = b, ba =
¢, ca = b. Dies ergibt die nachfolgend angegebene unvollstdndige Gruppentafel.

Fiir den Rest ergeben sich die zwei Méglichkeiten: b* = % € {e,a}

1.0 =c?=e = bc=ch=a: Tafel 1.



2.2 =c2=0a = bec=ch=e: Tafel 2.

leabc l.leabc 2.lead c
eleabc eleabdc eleabdc
alaecbd alaecbd alaecbd
blb c blbcea blbcace
cle b clebace clebea

ad b): Beide moglichen Gruppen sind kommutativ, in Tafel 1. sind alle Elemente ihre eigenen
Inversen und das Produkt von je zwei der drei Elemente a, b, ¢ # e ergibt das jeweilige dritte.
In Tafel 2. gibt es nur ein selbstinverses Element (a), wahrend die beiden anderen (b, ¢) zuein-
ander invers sind. Die beiden Tafeln sind grundsétzlich verschieden.

ad a) n = 5: Sei G = {e,a,b,c,d}. Wieder betrachten wir die moglichen Inversen.
l.La’=e¢ = ggde = ab e {c,d} = ab=c = ac=a’b=b = ad=d, Wid.

2.a*># e = a’ e {bc,d} = ad=b = dbe{e,c,d}.

21.ab=e: — eabced = {ac:d, — bc=d’c=ad=¢c = b=-c. Wid.

abe ad = c
22.ab#e = abe {c,d} = c:=ab = cabed o ooy ad=e.
o.E. abec

Damit ist G = {e,a,b = a®,c¢ = a®,d = a*} und e = ad = a®. Die Gruppentafel ist die in c)
angegebene Tafel (fiir den Spezialfall n = 5).
n=06: Sei G = {e,v,w,x,y,z}. Wieder betrachten wir die Inversen der 5 nicht-trivialen

Elemente in G. Es kann maximal zwei Paare von Inversen geben, die anderen Elemente sind
selbstinvers.

1. Nur ein Selbstinverses, zwei Paare von Inversen: vw = xy = e, 2> = e
Wegen z & {v,vw = e,vz} = 2z € {v?, vz,vy}.

S i _ eV WY 2
1.1 z =02 = {WEZWUm =0 W=0z — |y ze w — vr=y=wzr, Wid.
w?=z"1=2 we z v

Dies zeigt, dass das selbstinverse Element z kein Quadrat sein kann.

s - Wz =r — TzZz=W
2z e {vx,vy}: 0. E. z = vz = {Zyzv = w=y

vZ=yY = Z =Wy,
Yz =v — 2z =20,

1211 =2 = w?=y =

12202 =w = w?l=v =

ne R ecolteRESH
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Beide Tafeln sind kommutativ, ja, sie sind auch nicht wesentlich verschieden: Im Falle 1.2.1

v? = x ergab sich 22 = y = 27!, wihrend im Falle 1.2.2 v? = w = v~ umgekehrt 2> = v ergab.

Die 2. Tafel entsteht aus der ersten, indem man die Paare (v, w) und (z,y) austauscht.

2. Drei Selbstinverse, ein Paar von Inversen: vw = wv, 22 =2 = 22 = e
2 _ -2 _ -1 _

2.1v% € {x,y,2} :E> V=r = {w v =T =7

O.1.

’LU.CL':U)’UQZ’U — U.’E:’U)JIQZ’U)



Yy =z VY = 2,

wy = zcr

ISESENY
ag
2o
SESIS

VY = 2,
2.2 12 = w: :>vx€{y,z}:>w$=y:> vwey - {vgz/:x (1)
o.E.

vw ey ,
wz = wuy =y, cowWITYZ ,
wr = wuz = 2 vweyzr > WS =0
= =% we zxYy

e v waTyY 2
vwey zT
2 2
rz=vl=0v = w=1’2=12 wewvzazxy
S {z—Q— = 22y = T zyeww
y=vy’=v = 2w=2%y=y
YT zovew
zy T wou e

Unsere Uberlegungen zeigen, es gibt héchstens eine Gruppe der Ordnung 6, die drei selbstinverse
Elemente enthélt, und diese ist nicht kommutativ. Dadurch kann man sie als Tafel einer Thnen
bekannten Gruppe identifizieren (siche Aufgabe 1) und damit nachweisen, dass es tatséchlich
eine Gruppentafel ist und die Verkniipfung assoziativ ist. Alle anderen Gruppenaxiome sind

geméB [Prop. T.T.3prfiillt.

3. Alle Elemente selbstinvers: v = e = wvw € {z,v, 2}, also 0. E. z := vw
— 02, — — cvVwWxTyYyr=r VY = 2 )
:>{U$ ﬁlw 151?1) W — lp ez w {w _Z’,Wld.
r=x " =w v =wv wxr e v y==z,

ad c): Sei n € N, dann erfiillt folgende (additive) Tafel die Forderungen von
Es handelt sich um eine Gruppentafel (die Assoziativitit lieBe sich in diesem Fall zur Not
nachrechnen, aber angesichts der Identifizierung dieser Gruppen als Faktorgruppen von Z im
weiteren Verlauf der Vorlesung nicht sinnvoll.)

+ 0 1 2 .n—2n-—1
0 0 1 2 ...n—2n-1
1 1 2 3 .n—1 0
2 2 3 4 0 1

n.—3 n.—3n.—2n.—1..:n.—4n.—3
n—2n—-2n—-1 0 .. n—-3n-—-2
n—1n—-1 0 1 ..n—-2n-1

Aufgabe 3. (m)

a) Wiederholen Sie aus der linearen Algebra die geometrische Bedeutung der Elemente in

O2(R) = {A € GL2(R) | Al = At} und
SOQ(]R) = {A € OQ(]R) ‘ det A = 1},

wenn man diese als Endomorphismen des R? auffafit.

b) Dem Einheitskreis S' = {(x,y) € R? | 22 + y?} sei ein regelmiBiges n-Eck &, (n > 3)
mit den Eckpunkten Py,...,P,_; einbeschrieben, so dass Py = (1,0) ein Eckpunkt ist.
Bestimmen Sie alle Eckpunkte F;.

c) Wieviele Abbildungen f gibt es in Oz(R) bzw. SO2(R) mit f(&,) = &,7

Losung;:

a) O2(R) sind die orthogonalen Abbildungen der reellen Ebene, die Automorphismen der eu-
klidischen Ebene R? mit dem Standardskalarprodukt. Sie haben Determinante +1, sie sind
winkel- und ldngentreu. In der Ebene sind dies die Spiegelungen und Drehungen. Die Elemente



der speziellen orthogonalen Gruppe SO2(R) sind zusétzlich orientierungstreu und daher nur die

Drehungen der Ebene. P4

b) Die Ecken eines regelmafliigen n-Ecks bilden mit Py
dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung gleichschenk- 3
lige Dreiecke mit der Kantenlénge 1. Benachbarte Ecken X\

bestimmen so ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Win-
kel an der Spitze a = %” betrégt. Also sind die n gesuch-
ten Ecken des regelméfligen n-Ecks die Punkte

Py, = (cos(ka),sin(ka)) € R? (k=0,...,n—1).

Pna
c¢) Die Drehung um Vielfache des Winkels o (mit Zentrum im Ursprung) fithren das regel-
méfige n-Eck in sich iiber. Dies sind n Abbildungen aus SO2(R). Hinzu kommen in Oz(R) die
Spiegelungen an einer Symmetrieachse des regelméfligen n-Ecks. Die Geraden durch den Ur-
sprung und einen Eckpunkt sind solche Symmetrieachsen, wie etwa die x-Achse. Bei ungeradem
n sind diese alle verschieden. Bei geradem n fallen je zwei davon zusammen, so dass es nur
n/2 solcher Achsen durch die n Eckpunkte gibt. Aber bei geradem n gibt es zusétzlich weitere
n/2 Symmetrieachsen, ndmlich die Winkelhalbierenden der Zentridreiecke benachbarter Punkte
(siehe gestrichelte Linie in der Skizze), die bei geradem n nicht durch einen gegeniiberliegenden
Eckpunkt verlaufen (eigene Skizze!). Die Gesamtzahl der Spiegelungen ist also in jedem Falle n.
Fazit:

#{f €SO2(R) | f(&n) = En} =, #{f € O2(R) | f(En) = En} =2n.

Aufgabe 4. (m)
Sei A eine Menge und G die Menge aller Bijektionen von A auf A. Zeigen Sie, dass G mit der
Komposition von Abbildungen eine Gruppe ist. Unter welchen Bedingungen an A kann man die
Forderung der Bijektivitdt abschwéchen?
Losung:
Fiir Selbstabbildungen f,g : A — A ist die Komposition f o g und g o f stets definiert und
assoziativ. id4 € G ist neutrales Element bzgl. o. Ist f € G, so existiert zu jedem b € A ein
a € Amit f(a) = b (Surjektivitdt) und a ist eindeutig zu b bestimmt (Injektivitét). Daher wird
durch f (b) := a eine Abbildung f:A— A definiert und es gilt fo f = fo f = id4. Daher ist
f € G Inverses zu f € G und G eine Gruppe.
Nur wenn A einelementig ist, kann auf die Forderung der Bijektivitdt verzichtet werden (sie ist
trivialerweise erfiillt). Fiir endliches A geniigt allein die Forderung der In- oder der Surjektivitét,
denn:

f:A— Ainjektiv = #(f(A)) =#A = f(A)=A.

und fiir surjektives, aber nicht-injektives f : A — A folgt bei endlichem A der Widerspruch

V f(a) — f(A\{a}) = f(A) = A = #(A\ {a}) > #A4, Wid.
a#b

Aufgabe 5. (m)

Es gibt wichtige bindre Verkniipfungen, die nicht zu einer Gruppenstruktur fiihren. Wir betrach-
ten dazu die Menge C*°(R) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen f : R — R. Auf dieser
definieren wir die binidre Verkniipfung [., .| vermoge der sog. Lieklammer [f,g] = f'g — f¢’. Sind
die folgenden Aussagen richtig oder falsch?

a) C*°(R) besitzt ein neutrales Element bzgl. [.,.].

b) Die Lieklammer ist assoziativ.

c) [lf, g1, A+ [lg, hl, f1+ [[h, £, 9] = O fiir alle f, g,h € C=(R).



Losung;:
a) Falsch: Wire e neutral, also f = f'e — fe’ fur alle f, so folgte:

A F@) =1 = 1=—da) <> V ()= —c+e,
zeR ceR

A fle)=2 = z=e(z)—ze(x)=—-ax+c+z=ceR, Wid.
zeR

b) Falsch: [f,1] = f = [[f,1],1] = ", [f,[1,1]] = [f,0] = 0, also fiir f(x) = 2? keine
Gleichheit.

¢) Richtig: ([f.gl,h] = (f'g = fg')h—(f'g— fa" )W

= "9+ 19— 19 —1fg")Vh—(fg-fg)W

f//gh_ fg//h_ f/gh/ +fg/h/

(f"gh— fg"h— f'gh’ + fg'H)

+(g"hf —gh"f — g'hf + gh' f')
+(h"fg—hf"g—N'fg' +hf'q)

=0

[[f’th] + [[gvh]af] + Hh7f]7 ] -

Aufgabe 6. (m)
Geben Sie Beispiele an fiir Gruppen G mit Untergruppen U, die folgende Bedingungen erfiillen:

a) #G = oo, (G:U) = o0, #U = o0
b) #G = o0, (G:U) = o0, 1< #U <0
c) #G = oo, 1<(G:U) < oo, #U = o0
d) #G < o0, 1< (G:U), 1< #U
Losung:
a) G=(Q,+),U=2,(G:U)=o00,dennz+Z #y+Zfirale0<z,y<l z#y.

b) G = (Q\ {0}, ), U = {&1) ,
¢)G=(2,+),U=22Z,(G:U)=2,denn G =27 U (1 + 27).
¢) G = S3 symmetrische Gruppe, U = A3 alternierende Gruppe.



Algebra 1
Ubung 2

Aufgabe 7. (m)

a) Sei G eine Gruppe und H C G eine nicht-leere Teilmenge. Zeigen Sie:

H ist Untergruppe von G <= /\ abl e H.
a,be H

b) Ist (Z,+) die Gruppe der ganzen Zahlen, so ist fiir alle m € Z H := mZ eine Untergruppe
von Z.

Losung:

a) = ist klar, da die Untergruppe H gegeniiber den Gruppenoperationen Multiplikation und
Inversenbildung abgeschlossen ist.

ad <: H besitzt ein Einselement. Fiir alle b € H ist dann eb~! = b~! € H und fiir alle a,b € H
dann ab=a- (b~1)~! € H. H ist somit Untergruppe von G geméf} [Bemerkung I1.1.7

b) Wir wenden a) an auf die additive abelsche Gruppe (Z,+): 0 € mZ und a = mz,b = my €
mZ = a—b=m(x—y) € mZ, so dass b) aus a) folgt.

Aufgabe 8. (m)
Sei ¢ € C die imaginédre Einheit und seien

B (3 9) 123 %) o=(5 0) wm (0 g)emo

Zeigen Sie, dass die Menge Qg := {£F, +I,+J,+K} bzgl. der Matrixmultiplikation eine nicht-
abelsche Gruppe der Ordnung 8 ist, die sog. Quaternionengruppe.

Losung:

Wir berechnen (1): I? = J2 = K? = —F, also sind alle Matrizen aus Qg invertierbar und die
Inversen von I, J, K sind das jeweilige Negative. Qg liegt also in der Gruppe GL2(C) und ist
gegen Inversenbildung abgeschlossen.

Qs ist auch multiplikativ abgeschlossen: Dazu berechnen wir die Produkte

(2): IJ=K, JK =1, KI = J: Das Produkt von zweien ergibt die dritte Matrix bei richtiger,
zyklisch fortgesetzter Reihenfolge I, J, K. Mit der "Inversenformel’ (1) erhalten wir daraus, dass
bei Umkehrung der Faktoren I, J, K sich das Negative ergibt (alles natiirlich auch leicht direkt
nachzurechnen):

~K=K'=@un't=srt=n-n=Ji, Ki=-I, IK=-J.

Damit ist die Multiplikationstafel von (Jg vollstiandig: QJg ist auch multiplikativ abgeschlossen
und daher eine Untergruppe von GLg(C); sie ist nicht abelsch.
Aufgabe 9. (s)

a) Sei G eine zyklische Gruppe von gerader Ordnung 2n. Zeigen Sie, dass es in G genau ein
Element der Ordnung 2 gibt.

b) Sei G zyklisch von der Ordnung m. Zeigen Sie: Das Produkt aller Elemente von G ist e,
falls m ungerade ist, und gleich dem (geméaf a)) einzigen Element der Ordnung 2, wenn
m gerade ist.

c) Zeigen Sie: Die nicht-trivialen Gruppen G ohne echte Untergruppen sind genau die von
Primzahlordnung; diese sind zyklisch.

10



Losung;:
a) Sei G = (a), also orda = #G = 2n. Dann gilt fiir a* € G (0 < k < 2n)

2k

orda* =2 <= ad* #£e N =e = M |2%k#£0 <= n|k#0 <= n=k.

b) G ist abelsch, also ist das Produkt A = [] x aller Elemente von der Reihenfolge unabhingig

zeG
und daher wohldefiniert.
A =]z J[a" =[] @) =e.
zeG zeG zeG

Also ist A = e oder ord A = 2. Ist ord A = 2, so ist 2 ein Teiler von #G = m. Bei ungeradem m
muss also A = e sein.
Sei nun m gerade und z das nach a) eindeutig bestimmte Element der Ordnung 2. Dann gilt:
r#ez = 1?#e <= r#r ! und wir kénnen A wie folgt darstellen:
A=e-z- H T=2z
xAx—1
denn in dem letzten Produkt kommt mit jedem x auch sein Inverses 2! # x vor, das Produkt
ist e.
¢) Sei #G = p eine Primzahl und H < G eine Untergruppe. Dann ist #H ein Teiler von p, also
#H =1 oder #H = p = #G und folglich H = {e} oder H = G. Gruppen von Primzahlordnung
haben also keine echten Untergruppen.
Hat G # {e} keine echten Untergruppen, so gilt fiir jedes e # a € G: (a) = G, G ist zyklisch.
Wire #G = ord a unendlich, so wiren alle a* (k € Z) verschieden und daher (a?) eine echte
Untergruppe von G = (a).
Es ist also #G € N. Wire nun #G = orda = m - n mit m,n # 1, so folgte a” # e und daher
hitte G die echte Untergruppe {e} # (a™) = {e,a™,a®",...,a Y™} = G, im Widerspruch
zur Voraussetzung.
Aufgabe 10. (m)
Es sei der Exzponent einer Gruppe G definiert durch
exp(G) = inf{n € N, | /\ g =e} € Ny U{oo} (inf ) = 00).
geG

a) Fiir eine endliche Gruppe G gilt exp(G) = kgV{ord(g) | g € G}.
b) Jede Gruppe vom Exponenten 2 ist abelsch.
c¢) Fiir zyklisches G gilt exp(G) = #G.

Losung;:
a) Wegen der Endlichkeit von G gilt ¢#¢ = e (Satz von Lagrangel [Vorlesung 1.1.13, S. 8)), also
haben alle g € G endliche Ordnung ord g und es gilt exp(G) < #G < oo. Mit exp := exp(G)

und kgV :=kgV(ord(g) | g € G) gilt gemif (S. 6)

/\ P = = /\ ord(g) | exp = kgV < exp
geG 9eG

und umgekehrt
/\ ord(g) | keV = /\ gV =e¢ — exp <kgV.
geG geqG

b) Seien a,b € G beliebig. Dann gilt nach Voraussetzung
=0 =(ab)?=e = a=a', b=b""' ab=(ab)"' =b"ta"! = ba.

¢) Wegen ¢g#¢ = e fiir alle g (Satz von Lagrange, s.0.) ist exp(G) < #G und fiir zyklisches
G = (a) gilt nach a) #G = ord(a) | exp(G).
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Aufgabe 11. (s)
Wir definieren auf dem R? die folgende Verkniipfung: (x1,z2) * (y1,y2) = (21 + y1€%2, 22 + 12) .

a) Zeigen Sie, dass G = (R?, *) eine Gruppe und H = {0} x R eine Untergrupe darin ist.
b) Bestimmen Sie die Rechts- und Linksnebenklasse von (a,0) bzgl. H.
c) Stellen Sie fir a € {0, £1} die Nebenklassen H * (a,0), (a,0) x H graphisch dar.

Losung:
a) Die Verkniipfung ist assoziativ:

(21 + y1€*2, 29 + y2) * (21, 22) = (@1 + y1€™2 + Z1€"21Y2 19 + yy + 29),
(w1, 22) * (y1 + 216Y2, 2 + 22) = (21 + (Y1 + 21€¥2)e™, 02 +y2 + 22) .

(0,0) ist neutrales Element: (x1,z2) * (0,0) = (z1,72), (0,0) * (y1,y2) = (0+y1e°, y2) = (y1,y2)-

x2

(0,0) = (x1+y1€?,22+12) <= y2=—22 AN 0=x1+y1€"? <= ya=—x2 A y1 = —z1€ 2,
also ist (—x1e~ "2, —x9) Linksinverses von (z1,z2) bzgl. . Es ist auch Rechtsinverses:
(x1,22) * (—x16" "2, —29) = (11 — 2176 2€"2,0) = (0,0).

H ist Untergruppe, denn (0, z2) * (0,y2) = (0, x2 + y2).

b) Wir berechnen (a,0) * (0, z2) = (a,z2), also (a,0) * H = {(a,z2) | z2 € R}: Die Linksneben-
klassen ,H = (a,0) * H von H sind die Parallelen zur xs-Achse.

(0,z9) * (a,0) = (0 4 e*2a,x2), also H * (a,0) = {(ae™,x2) | z2 € R}: Die Rechtsnebenklassen
H, = H % (a,0) sind die Graphen der Funktionen g,(z2) = aej (mit z2 als Funktionsvariable).

,1H 582“ 1H
ol 4 Hg

Aufgabe 12. (s)
Es sei M, (Z) die Menge aller n x n-Matrizen mit ganzzahligen Koeffizienten und GL,(Q) die
allgemeine lineare Gruppe iiber Q. Zeigen Sie:

a) M, (z) N GL,(Q) ist bzgl. der Matrixmultiplikation keine Gruppe.

b) Die Teilmenge GL,(Z) = {A € M,,(Z) | det A = £1} ist eine Gruppe, die Gruppe der n-
reihigen unimodularen Matrizen. Sie ist die groite Untergruppe von GL,(Q), die in M, (Z)
enthalten ist.

c) Geben Sie fiir jedesn € N ein A € GL,(Z) an, das als Eintrége nicht nur 0 und £1 enthélt.

12



Losung;:

a) A= <_11 1) € M>(Z) hat Determinante 2 und als Inverses

AlzlG _11> ¢ Mo (7).

Wir erweitern Matrizen aus Ms(Z) N GL2(Q) zu n-reihigen Matrizen, indem man sie mit Einsen
auf der Hauptdiagonale und sonst Nullen au@lt. Die dadurch entstehende erweiterte Matrix
A € M, (Z) hat als Inverses die Erweiterung A=1 ¢ M,,(Z).

b) Entsprechend der Determinantendefinition hat jede ganzzahlige Matrix auch ein ganzzahlige
Determinante: A € M, (Z) = detA € Z. Ist also H < GL,(Q) eine Untergruppe mit
H C M, (Z), so gilt

1
A AV e HC M, (Z) = detA,—— €Z —> detA=+1,
det A

also liegt H C GL,(Z). Damit bleibt zu zeigen, dass GL,(Z) eine Untergruppe von GL,(Q)
ist. GL,(Z) enthélt die Einheitsmatrix und ist multiplikativ abgeschlossen. Schliefilich folgt mit
Hilfe der bekannten Inversenformel aus der Linearen Algebra

1
A€ GL,(Z AV = — 42 — 4 42 e ML (Z
€ (z) = dot A € M, (z),

wobei A2 die Adjunkte von A ist. Deren Eintrige sind Determinanten von Teilmatrizen von
A und daher ganzzahlig. Damit ist GL,(Z) auch gegeniiber Inversenbildung abgeschlossen und
also eine Untergruppe.

c¢) Fiir n = 2 wéhle man etwa (? g) oder (g %) und fiir n > 3 erweitere man diese Matrizen

wie in a) erldutert zu Matrizen in GL,(Z).
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Algebra 1
Ubung 3

Aufgabe 13. (s)

a) Eine Gruppe G = {e,a,b,c} der Ordnung 4 heifit Kleinsche Vierergruppe, wenn gilt a® =
b2 = ¢® = e (e das Einselement von G). Wieviele Kleinsche Vierergruppen gibt es?

b) Eine Kleinsche Vierergruppe ist Vereinigung von drei echten Untergruppen. Kann eine
Gruppe Vereinigung von zwei echten Untergruppen sein?

c) Zeigen Sie, dass in beliebigen Gruppen Untergruppen vom Index 2 Normalteiler sind.

Losung:

a) Die geforderten Eigenschaften legen die Gruppentafel eindeutig fest: Jedes Gruppenelement
ist sein eigenes Inverses. Daher muss ab # e sein und wegen a # e # b ist ab # a,b und es
kommt nur ab = ¢ in Frage. Genauso argumentiert man fiir alle anderen Produkte: Das Produkt
von je zwei verschiedenen der Elemente a, b, c ergibt das dritte. Es gibt hochstens eine Kleinsche
Vierergruppe. (Siehe auch Fall n = 4, Fall 1.) Andererseits iiberpriift man leicht,
dass

Vy:={id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} C S,

eine Kleinsche Vierergruppe im oben definierten Sinne ist.

b) Wegen a? = e ist (a) = {e, a} Untergruppe von V4, genauso {e, b} und {e, c}. Ihre Vereinigung
ist ganz V.

Sei nun G eine beliebige Gruppe, Vereinigung von zwei echten Untergruppen U, V: G=UUV.
Dann gibt es a,b € G mit a ¢ U, also a € V und umgekehrt b ¢ V,b € U. Deren Produkt ab
liegt in G =UUV,alsoin U oder V,aberabe U AN be U = a € U, Wid. also ab € V,
aber das ist genauso unmoglich. Mit zwei echten Untergruppen kann man eine Gruppe nicht
iiberdecken.

¢) Sei U < G und (G : U) = 2. Dann gilt fiir jedesa € G\U: G =U UUa und G = U U aU und
damit Ua = G\ U = aU, also aUa™ ! = U fiir alle a ¢ U. Fiir a € U gilt natiirlich aUa™! = U,
womit U als Normalteiler nachgewiesen ist.

Aufgabe 14. (m)

Es sei G eine Gruppe. Zeigen Sie: Ist G /Zentr(G) zyklisch, so ist G abelsch.

Losung:

Sei Z := Zentr(G) und G/Z = (o) nach Voraussetzung zyklisch. Dann sind die Potenzen von o
ein Reprasentantensystem fiir die Nebenklassen von Z, also G' = U;cz Z o'. Seien nun a,b € G,
also a = zo' und b = 2/0’ mit 2,2’ € Z, i,j € Z. Dann gilt ab = 20" - 20/ = 220"t und
umgekehrt genauso ba = 2'07 - z0' = 220"t = 22/0'7. Also ab = ba fiir alle a,b € G.
Aufgabe 15. (s)

Sei G eine Gruppe mit Untergruppen Hi, Hy < G. Zeigen Sie:

a) (H2 : Hy ﬂHg) < (G : Hl)
b) Ist (G : Hy) endlich, so gilt in a) genau dann Gleichheit, wenn ist.

¢) Sind (G : Hy) und (G : Hy) teilerfremde nattirliche Zahlen, so ist G = HyHy = HoH;.
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Losung;:
a) Sind die b; € Hs (i € I) ein vollstandiges Repriasentantensystem der Nebenklassen von HiNH,
in Ho, so gilt

blb;l c H — blb;l €EH NHy < i=17],

also sind alle Nebenklassen b; H; verschieden. Man kann daher die b; zu einem Repréisentanten-
system b; (j € J, J D I) von H; in G erweitern, und somit gilt (Hy : Hi N Hy) = #1 < #J =
(G : Hl)

b) Ist #I = (Hy : Hi N Hy) = (G : Hy) = #J, so folgt wegen der Endlichkeit aus I C J die
Mengengleichheit I = J, also Ay Vier 9 € gH1 = biH1 C HoHy — G = HyH;.

Die H; sind als Untergruppen von G gegen Inversenbildung abgeschlossen, also gilt auch G =
G™'= (HyH,)™' = H;'Hy ' = H,H,.

Umgekehrt: Ist G = HyHi, so gibt es ein vollstandiges Reprasentantensystem b; € Ho fiir G/H,
und dies ist dann ein vollstandiges Représentantensystem fir Hy/H; N Ha. Also gilt die Gleich-
heit der Indizes.

c¢) Nach dem Satz von Lagrange gilt (G : Hy) | (G : Hi N Hy) = (G : H2)(Hz : Hi N Hy). Wegen
der Teilerfremdheit folgt daraus (G : Hy) | (H2 : H1 N H2) < (G : Hy), also gilt Gleichheit und
aus b) folgt ¢).

Aufgabe 16. (s)
Fiir n € N definieren wir die Gruppe Da,, < O2(R) durch

2r o 21
Dan = (S, Rp)  mit S:(l 01), Rn:<cosﬂr SanTP).

0 - sin <% cos <%

Zeigen Sie:

a) ordS=2,ordR,=nund R,-S=25- R;l. Dy, ist eine Gruppe der Ordnung 2n.

b) Fiir n > 3 ist Dy, die Symmetriegruppe des regelméfBigen n-Ecks &,, d. h. die Gruppe der
orthogonalen Abbildungen f € O2(R), die &, auf sich abbilden (vgl. [Aufgabe 3)). Sie wird

Diedergruppe der Ordnung 2n genann

c) Dy ist zyklisch, Dy Kleinsche Vierergruppe und Dg ~ S3 und Do, ist nicht abelsch fir

n > 3.
Losung:
a) Wiederhgllende Ubu;gen zur Matrixrechnung aus der Linearen Algebra. Es ist S? = E,
R, = (z’s?;; _CZH%?) und R,S = SR;'. Wegen R, = E <= 4% ¢ 217 <= n| 1,
n

ist ord R,, = n. Damit enthilt Do, die zyklische Untergruppe (R, ) mit der Ordnung n. Deren

Index ist 2, denn det S = —1 = S & (R,,), und damit gilt #Ds, =2 - n..

b) Die geometrische Bedeutung der Erzeugenden als Endomorphismen des R? ist klar: S ist die

Spiegelung an der z-Achse und R, ist die Drehung um den Winkel 2% Beide gehoren also zur

Symmetriegruppe des n-Ecks, und damit liegt auch die erzeugte Gruppe Dy, darin. Nach a)

und haben beide Gruppen gleiche Ordnung, stimmen also tiberein.

c)n=1 = Ry =FE = Dy ={F,S} mit S? = E Einheitsmatrix.

n=2 = ordS =ord Ry =2 :)> SRy = ReS =— D4 ={E,S,Re, SRy} und ord(SRs) = 2.
a

Die drei Elemente # E haben die Ordnung 2 und damit ist D4 die Kleinsche Vierergruppe (siehe
Aufgabe 13 a)).

n>3 = ordR,=n>2 = R.!#R, :)> SR, # R,S, also ist Do, nicht-abelsch.

YDie Bezeichnungen sind hier nicht immer einheitlich: Statt Da,, wird sie wegen ihrer Operation auf dem n-Eck
auch als Diedergruppe D,, vom Grade n bezeichnet. Man vergewissere sich beim Blick in die Literatur immer
iiber die Ordnung der Gruppe.
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Dy, permutiert die Ecken des regelméafligen n-Ecks &, und liefert so einen Homomorphismus
Dy, — S, in die symmetrische Gruppe vom Grade n. Dieser ist injektiv, da &, eine Basis des
R? enthélt. Fiir n = 3 ergibt dies eine Einbettung von Dg in S3, die wegen gleicher Michtigkeit
ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 17. (s)
Seien G, H Gruppen und f, g : G — H Gruppenhomomorphismen. Zeigen Sie:

a) Stimmen f und g auf einem Erzeugendensystem von G iiberein, so gilt f = g auf ganz G.

b) Ist K ein minimales Erzeugendensystem einer Gruppe G der Ordnung n, so gilt #K <
logy n.

[Tipp: Fiir ein minimales Erzeugendensystem K = {a1,...,a,} betrachten Sie die erzeug-
ten Untergruppen Gy := (a1, ..., ax).]

c) Es sei Aut(G) die Automorphismengruppe von G. Ist G endlich von der Ordnung n und K
ein Erzuegendensystem von G, so gibt es hochstens n# % Automorphismen von G. Folgern

Sie: #G =n — #(Aut(Q)) < niee.

Losung:

a) Sei fir alle a € K f(a) = g(a), also K C H :={a € G| f(a) = g(a)}. Da f, g Endomorphis-
men sind, ist H eine Untergruppe von G und folglich H > (K) = G: f = g auf ganz G.

b) Sei K = {ai,...,a,} ein minimales, d. h. nicht verkleinerbares Erzeugendensystem von G.
Wegen der Minimalitdt kan man kein a; aus dem FErzeugendensystem weglassen, also gilt fiir
alle k < r agt1 & (a1,...,ar) =@ G und daher Gy$Gyy1. Damit ist #Gpy1 = #Gj - (G -
Gr) > 2#Gy. Zusammen mit Gy # {e}, also #G1 > 2 folgt #Gj > 2F fiir alle k und damit
n = #G = #G, > 2". Dies bedeutet #K = r < logy n.

c) Nach b) ist die Restriktionsabbildung f — f|, eine injektive Abbildung von der Automor-
phismengruppe in die Menge G¥ aller Abbildungen von K in G und daher

#Aut G < #(GE) = #GHE = p#K < plog(n)
b)

Aufgabe 18. (s)
Seien G, G1, G2 Gruppen und f; : G — G; Gruppenepimorphismen (i = 1,2). Zeigen Sie:

a) Ke fi CKefy <= V fo=pofi
p:G1—G2 Hom.
b) Ke fi =Ke fy <= V fo=pofi

©:G1—G2 Isom.

Losung;:

a) < ist klar, denn a € Ke fj = fa(a) = p(f1(a)) = ¢(e) =e = a € Ke fs.

=: f1 ist surjektiv, also existiert zu jedem a; € G; ein a € G mit a; = f1(a). Wir setzen nun
v(a1) = fa(a) und zeigen, dass ¢ : G1 — G2 wohldefiniert ist:

a1 = fia) = fila’) = da”leKefi CKefo = fala) = fala') = p(ar).

Genauso leicht iiberpriift man, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist:

a1 = fi(a), ay = fi(d) = ¢(ara)) = fo(ad) = fa(a) fa(a’) = p(a1)p(ar) .

Zusatz: Da fo surjektiv ist, muss auch ¢ surjektiv sein.

b) «<: Nach a) gilt Ke f1 C Ke fa. Aus fa = ¢ o f; mit einem Isomorphismus ¢ : G; — G folgt
f1 = ¢ 'o fo und man erhilt a) auch die umgekehrte Inklusion Ke fo C Ke f.

=: Nach a) existieren Homomorphismen ¢ : G1 — Ga, ¥ : Go — G mit f; = o fo =ogpo fi,
also ¥ o ¢ = idyy f, = idg,. Aufgrund der Symmetrie erhélt man genauso ¢ o1 = idg,, ¢ und
1 sind (zueinander inverse) Isomorphismen.

16



Algebra 1
Ubung 4

Aufgabe 19. (m)

Es sei f : G — H ein Homomorphismus von Gruppen und N < Im f ein Normalteiler. Zeigen
Sie: f71(N) <G und Im f/N ~ G/f~Y(N).

Losung;:

fi=vnof:G— Imf — Imf/N ist ein Epimorphismus mit Kern Ke f = f~!(N) und die
Behauptung folgt aus dem [Homomorphiesatz 1.1.20 a)s G/f~1(N) = G/Ke f = Im f = Im f/N.

Aufgabe 20. (m)
Es sei S,, die symmetrische Gruppe vom Grade n und (a1, ...,ax) ein Zyklus der Lange k.

a) Zeigen Sie (a1,...,ax) = (a1,ax) o (a1,a5-1) © ... o (a1,az) und folgern Sie, dass jedes
o € 5, als Produkt von Transpositionen darstellbar ist.

b) Zeigen Sie fir beliebiges o € S,
ool(ay,...,ap) o0 ' = (o(ar),...,o(ay)).

¢) In S, seien die Transposition 7 = (1,2) und der n-Zyklus o, = (1,2,...,n) gegeben.
Zeigen Sie:
a) 7= (k,k+1) € (op,7) fiir alle 1 <k < n.

B) (i,j) =Tj—10...0Tj410T; 0 Tiq1...0Tj—1 fir 1 <i < j <n.
d) Aus a) und c) folgere man S,, = (o, 7): Ganz S,, wird bereits durch 2 Elemente erzeugt.

Losung:
a) Induktion: k = 2 ist klar. Der Schritt & — k + 1 folgt sofort aus

(ar,ax) o (ay,...,ax—1) = (a1,...,ax).

Damit ist jeder Zyklus als Produkt von Transpositionen darstellbar. Da jede Permutation Pro-
dukt (elementfremder) Zyklen ist, ergibt sich die behauptete Folgerung.
b) Wir berechnen die Wirkung der linken Seite auf die o(a;):

_ o(a; 1< k

70 (@, ax) oo (o) =0 o o, an)(a) = { 0 TS
Alle Elemente # o(a;) werden nicht bewegt; die linke Seite ist gleich dem Zyklus rechts in b).
c) a) x = (k. k +1) = (0571 (1),0%71(2)) b ok 10 (1,2) 000" € (o, 7).
B) Sei p;; das auf der rechten Seite angegebene Produkt. Wir beweisen die Behauptung bei
festem ¢ < n per Induktion iiber j =i+ 1...,n: j =14+ 1 ist klar, denn dann ist das Produkt
Ti+1©...0Tj_1 leer und die Behauptung lautet einfach (i,i + 1) = 7, was genau die Definition
ist. Induktionsschritt j — j+1: p; j4+1 = Tj0pi507T; et (j,7+1)o(iy5)o(f,7+1) = (4,5 +1).

nda. vor.

d) Nach a) sind alle Permutationen als Produkt von Transpositionen darstellbar, nach ¢) () ist
jede Transposition Produkt von Elementen 74, die nach ¢) «) in (o, 7) liegen.
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Aufgabe 21. (s)
a) Beweisen Sie den Satz von Cayley: Jede Gruppe ist isomorph zu einer Permutationsgruppe.

b) Folgern Sie: Jede endliche Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu einer Untergruppe von
GL,(Z), den n-reihigen unimodularen Matrizen (siehe [Aufgabe 12)).

[Tipp: Permutationsmatrizen.]

c) Stellen Sie die Quaternionengruppe Qg (siehe [Aufgabe 8)) als Permutationsgruppe und als
Untergruppe von SLg(Z) := {A € GLg(Z) | det A = +1} dar.

d) Kann man Qg auch als Untergruppe von SL4(Z) darstellen?

Losung:
a) Sei G eine Gruppe. Jedes Element a € G definiert durch Linksmultiplikation eine Selbstab-
bildung L, : G — G von G durch L,(b) = ab. L,-1 ist invers zu L, also ist L, eine bijektive
Selbstabbildung von G, also ein Element der symmetrischen Gruppe S(G) iiber G. Die dadurch
definierte Abbildung

L:G—S8G), a— L,

ist ein Gruppenmonomorphismus von G in die symmetrische Gruppe (S(G),o0):
Loy(z) =abr = Lgo Ly(x) und Lo =L, = Lu(e) = Ly(e) <= a=0b.

b) Sei B = {ey,...,en} die kanonische Basis des R". Dann induziert jede Permutaion o € S,
eine Permutation der Basis B (e; — e4; entsprechend der vorgegebenen Abzidhlung) und diese
ist eindeutig fortsetzbar zu einem Automorphismus ¢, € Aut(R") ~ GL,(R). Dessen Matrix
bzgl. B ist gegeben durch die sog. Permutationsmatrix

Po = ((51’0])7‘] = ( €ol ‘60'2 ‘ .. ~‘6(r(n—1) ‘eo'n ) mit det Po = Signa .

Die Permutationsmatrizen sind also unimodular und die Abbildung P : S,, — GL,(Z) ist ein
Gruppenmonomorphismus.

¢) Wir erinnern an die Multiplikationsformeln (1): I? = J? = K? = —F und (2): IJ =
K, JK =1, KI = J fir Qg (siche Losung von oder direkt nachrechnen). Da-
mit berechnen wir die Linksmultiplikationen L; und Lj; auf Qg als Permutationen von Qg =
{E,-E,I,-1,J,—J,K,—K}:

. _(E-E I -IJ
'=\1 -1 -EEK-K—-J J

., _(E-E I —-I J -JK-K
7=\ J-J-KK—-E E I

bzw. bei Nummerierung der Elemente von Qg geméafl der obigen Auflistung

_ (12345678 _
UI_<34217865)—(1324)(5768),
_ (12345678 _
UJ_<56872134)—(1526)(3847),

Qs = ((1324)(5768), (1526)(3847)) C As C Sg
Als unimodulare Matrixdarstellung ergibt sich so Qg =~ (Pr, Py) C SLg(Z) mit

Pr = (esleslez|er]er|es|es|es ) und Py = ( es|esles|er|ez|er|es|es ) € SLg(Z) .
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Explizit

o=
)
= o
(el
_= o
O =
O =
)

P] = s PJ = S SLg(Z)

_= o
O =
O =
e

10 01
01 10
In dieser Darstellung sind zur Verdeutlichung reine 0-Blocke nicht ausgeschrieben. So wird die
Struktur als 4 x 4-Matrix von 2 x 2-Matrizen gut sichtbar.

d) Eine Darstellung in GL4(Z) ist moglich, wenn man von der urspriinglichen Definition der

Matrizen I, J, K € GL2(C) ausgeht. Es ist C = R@® iR und daher ist die Linksmultiplikation mit
0 # z = x + iy auf C ~ R? ein R-Automorphismus mit der Matrix L, = (z _xy) € GLa2(R).

Speziell Ly; = (iol $01) Setzt man dies, zusammen mit Ly = £F € GLg(R), in die
Definitionen von I, J ein, so erhilt man aus Iy = ((Z) _Ol> , Jo = <_01 (1)> € GLy(C) die
Matrizen

Li 0\ _
= ( 0 L_l> = S SL4(Z),

und damit eine Darstellung Qg = (I4, Js) < SL4(Z).

Zusatz: Man kann auch die in ¢) bestimmte Darstellung von Qg in SLg(Z) durch folgende
Uberlegung zu einer Darstellung in SL4(Z) ‘komprimieren’. Die Darstellungsmatrizen Py, Py €
SLg(Z) sind 4 x 4-Matrizen, bei denen in jeder Zeile bzw. Spalte nur je einmal entweder die

Einheitsmatrix Fy € M»(Z) oder die selbstinverse Matrix M = <(1] (1)) € My(Z) auftritt. M

und Fs bilden zusammen eine multiplikative Untergruppe in Ms(Z) der Ordnung 2. Allein auf
Basis dieser Tatsachen berechnet sich die Isomorphie (Pr, P;) ~ Qg. Ersetzt man nun Ey bzw.
M durch +1 bzw. —1 € Z, so erhilt man aus P; und Pj die folgenden Matrizen Iy, J4 mit
denselben Relationen wie Pr, Py und damit wieder eine Darstellung von (Jg:

0 —1 -1 0

1 0 0 1
I4:

€ SLy(Z)

und

Qs > (P[,PJ> <I4, J4> < SL4( )

Aufgabe 22. (s)
Sei n € N,n > 3. Wir definieren in der symmetrischen Gruppe S,, die Elemente

on = (12...n),

Tn = (1,n—1)0(2’71_2)0‘”0““—1 n—1

2
-1

= (1,n—1)o(2,n—2)o...o{£2’1

und die Permutationsgruppe G := (o, 7,) < S,,. Zeigen Sie:

[E—
S
|
—
[\
[E—
N

3

1) n ungerade,
+1) n gerade.

wm
w\:“"‘JF
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a) ordo, = n, ord7, = 2, 0,7, = o, I und jedes p € @ ist eindeutig darstellbar als
p=ocbrymt0<pu<n—-—1lund0<v <1

b) G ist isomorph zur Diedergruppe Dy, der Ordnung 2n (siehe |Aufgabe 16]).

c) Geben Sie eine geometrische Beschreibung von G.

Losung:

Siehe auch Vorlesung, [Beispiele 1.2.14 4)]

a) ord o, = n, da die Ordnung von Zyklen deren Lénge ist. ord 7,, = 2, da elementfremde Zyklen
vertauschbar sind und Transpositionen die Ordnung 2 haben. Fir die Vertauschbarkeitsformel

benutzen wir [Aufgabe 20 b)]

o o(12...n)om = (1a(1),70(2),...,Ta(n)) =(n —1,n—2,...,2,1,n) =0, '.

Elemente von G sind Potenzprodukte von o, und 7, und wegen der Vertauschungsformel kann
man die Potenzen von 7, (vorne oder hinten) sammeln und erhélt so fir jedes p € G die
Darstellung p = ot7). Dabei sind 0 < y < ordo, = n und 0 < v < 2 = ord 7, wahlbar. Diese
Darstellung ist eindeutig, denn fiir g, v im genannten Bereich gilt

e=oht) <= 177 =0t = n=1/(n)=0t(n) = p=0 = v=0.

n

b) Seien S, R, € Oz(R) wie in [Aufgabe 16| definiert. Wegen der eindeutigen Darstellung aus
Aufgabenteil a) hat G die Ordnung 2n und die Zuordnung

¢ : G — Doy, ol1) — RES”

ist wohldefiniert. Nach a) erfiillen 7,, und o,, dieselben Relationen wie die Matrizen S und R,, aus
so dass die Abbildung G — Ds,, ein Homomorphismus ist. Er ist surjektiv, da R,, S
im Bild von ¢ liegen und Dy, erzeugen. Wegen #G = 2n = # Dy, ist ¢ ein Isomorphismus.

c¢) Die hier definierte Permutationsgruppe G ist nichts anderes als die Einschrankung der Die-
dergruppe Ds, < O2(R) auf die Ecken Pi,..., P, des n-Ecks &,, genauer: Die Spiegelung S
an der ersten Achse des IR? operiert als die Permutation 7,, die Drehung R, operiert als zy-
klus o,. Siehe dazu die Skizze in der Lésung von und beachten Sie Py = P,. Diese
geometrische Deutung liefert zugleich einen anschaulicheren Beweis fiir b).

Aufgabe 23.
Entfallt

20



Algebra 1
Ubung 5

Aufgabe 24. (m)
Zeigen Sie: Zentr(GL,(R)) = R* - E, die Gruppe der Skalarmatrizen # 0.

Losung:

Sei A = (a;j) € Zentr(GL,(R)), also P7*AP = A fiir alle P € GL,(R). Dies bedeutet, das
der durch A definierte Automorphismus ¢ des R™ bzgl. jeder Basis des R™ dieselbe Matrix A
hat. Bei einer beliebigen Permutation der Basis werden die Eintrége entsprechend permutiert:
aijj = Qgigj- Also a;; =: a fiir alle ¢ und a;; =: b fiir alle ¢ # j. Angenommen b # 0. Dann
wechseln wir die Basis von vy, ... v, zu v1 + v2,v2,...v, und es gilt

o(v1+v2) = avy +b(va+...v,) +bvr +ava+b(vs+...+v,) = (a+b)(vy +v2) +b(vs+...+vy).
Wenn sich bei diesem Basiswechsel die Matrix nicht d&ndern soll, muss a +b = a, also b = 0 sein.
Fazit: A = aF mit a € R, a # 0 wengen det A # 0.

Aufgabe 25. (m)
Die Gruppe G operiere auf der Menge Q # (). Zeigen Sie:

a) Fir a € Qist G, := {0 € G| ca = a} eine Untergruppe von G, die Fizgruppe von a.
b) Es gilt Gyo = 0Goo~ ! fiir alle a € Q und o € G.

c) Die Lange einer Bahn unter der Operation von G ist ein Gruppenindex; genauer:

#Ga = (G :G,) firalle a €.

d) Operiert G transitiv auf Q, so ist Ga = Q fir alle a € Q und #Q Teiler der Gruppenord-
nung.

Losung:

a) Es ist e € G,. fiir 0,7 € G, gilt ca = a = Ta, also auch 77 'a = a und daher o7 !(a) = a,
ol € Gy.

b) p € Gyo <= ca=poa < a=o0 lpoa <= o lpoc € Gy = p€oGuol.

c) Die Abbildung G — Ga, o — o« ist surjektiv und es gilt

1

ca=Ta <= a=0 ra <= 0T € Gy = 060Gy =17G,.

Also ist die Abbildung G/G, — Ga, 0G, — oo wohldefiniert und bijektiv, und das bedeutet:
(G:Gy) =#(G/Gy) = #Ga.

c) Operiert G transitiv, so existiert bei gegebenem a € € zu jedem § € Q ein ¢ € G mit
B = oa € Ga, also Q@ C Ga C Q: Ganz ) ist eine Bahn. Nach ¢) ist jede Bahnlinge als
Gruppenindex ein Teiler der Gruppenordnung.

Aufgabe 26. (s)
Seien G eine Gruppe, H < G eine Untergruppe und M C G eine Teilmenge. Zeigen Sie fiir den

Zentralisator von M in H Zentrg(M) :={o € H | /\ cra=a-0} :
aeM

a) Zentry (M) = Zentry ((M)) ist eine Untergruppe von H.

b) N1G = Zentry(N) < G.
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c) Zentrs,(Vy) = Vy.

Losung:

a) Esist e € Z. Fiir 0,7 € Z gilt o7 = ocat = aoT, also o7 € Z. Und aus ca = ao folgt nach
‘beidseitiger’ Multiplikation mit o~ ac™' = 6 ', also 0! € Z. Damit ist Z < G.

Genauso zeigt man (mit vertauschten Rollen von o und «) fir 0 € Z und o, f € M: oaf = affc
und auch ca~! = a~'o und damit folgt o € Zentry ((M)).

b) Wieder sei Z := Zentry(N) und 0 € Z, p € G beliebig. Dann gilt

/\Ja:aa:> /\a”o/):apa'”:> /\ o’B=po’ = o eZ.

aEN aEN BENP=N
Damit ist Z < G.
c) Vs ={id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} besteht neben der Identitit aus allen Produkten von
2 elementfremden Transpositionen in Sy. Vy ist abelsch, also V4 C Z := Zentrs, (V4). Umgekehrt:

(12)

ceZ = (12)(34) =0(12)(34)0 ! = (01,02)(063,04) = (01702):{(34)

Aufg.20

Genauso folgt aus der Vertauschbarkeit mit (13)(24) bzw. (14)(23)

(13) (14)
(01,03) = { (24) (cl,04) = { (23)

Hat o einen Fixpunkt, o. E. o1 = 1, so muss jeweils der erste Fall gelten und damit oi = ¢ fiir
alle i, o =1id. Ist 01 # 1, 0. E. 01 = 2, so folgt 02 = 1 und dann (wegen 03 # 3) o = (12)(34).
In jedem Falle gilt also 0 € Z = o € V4.

Aufgabe 27. (s)
Sei G eine Gruppe und n € IN;.. Zeigen Sie:

a) Genau dann besitzt G eine Untergruppe vom Index n. wenn G transitiv auf einer n-
elementigen Menge operiert.

[Tipp: |Aufgabe 25 ¢)|und die Operation auf Nebenklassen.]

b) Besitzt G eine Untergruppe vom Index n, so auch einen echten Normalteiler vom Index
< n!. [Tipp: Gruppenoperationen sind Permutationsdarstellungen.]

c) Echte Untergruppen der alternierenden Gruppe A5 haben hochstens die Ordnung 12.

Losung:
a) =: Sei U < G eine Untergruppe vom Index n, also hat Q@ = G/U = {aU | a € G} die
Maéchtigkeit n. G operiert auf {2 durch Linksmultiplikation

QA>aU —ocaU firoed.

Diese Operation ist transitiv, denn aU,bU € Q = bU = calU fiir 0 = ba~! € G.

<: @ operiere transitiv auf Q mit # = n. Dann ist fiir ein beliebiges a € ) die Bahn Ga = Q2
und die Fixgruppe U := G, eine Untergruppe von G vom Index (G : U) = (G : Go) = #Ga =
#Q = n (siehe [Aufgabe 25)).

b) Sei U < G eine Untergruppe vom Index n und G x 2 — € die nach a) existierende
Operation von G auf einer n-elementigen Mengen (). Diese Operation bestimmt einen Grup-
penhomomorphismus L : G — Sq, ¢ — L, mit L,(a) = oca. Der Kern N := Ke L die-
ses Homomorphismus ist ein Normalteiler und dessen Index ist nach dem Homomorphiesatz
(G:KelL)=#L(G) | #Sq = n!l. Wegen N < U ist N ein echter Normalteiler in G.

c) Sei U < As mit 12 < #U < 60. Dann hat U einen Index 1 < n < 5 und nach b) muss
dann Ajs einen echten Normalteiler N vom Index < n! < 60 enthalten. Dieser wire dann ein
nicht-trivialer Normalteiler von A5 im Widerspruch zu
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Aufgabe 28. (s)
Sei G eine Gruppe und N # {e} ein Normalteiler in G. Zeigen Sie:

a) G operiert auf N* := N \ {e} durch Konjugation und induziert dadurch einen Gruppen-
homorphismus ¢ : G — S(N*) von G in die symmetrische Gruppe iiber N*.

b) Der Kern von ¢ ist der Zentralisator Zentrg(/N) und die Faktorgruppe G/Zentrg (V) ist
isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S(N*).

c) Hat eine Gruppe G einen Normalteiler N der Ordnung 3 und N ¢ Zentr(G), so ist 6 ein
Teiler von #G.

Losung;:
a) Da N Normalteiler von G ist, operiert G durch Konjugation auf N:

aeN,o0eG = cac ' €N.

Dabei gilt fiir alle 0 € G caoc™! = e <= a = e, also operiert G auf N*. Diese Operation

induziert einen Gruppenhomomorphismus
©:G—=S(N*), 0 1oy =0(. )0 - -

b) Es gilt fiir o € G:

ocgeKep <= ¢(0) =idn- <= /\ cac ' =a — /\ oa =aoc <= o € Zentrg(N).

aEN* aeEN

Nach dem Homomorphiesatz gilt also G/Zentrg(N) = Im ¢ < S(N*).

c) N ¢ Zentr(G) <= Zentrg(N) # G, also ist nach b) G/Zentrg(N) eine nicht-triviale
Untergruppe von S(N*) ~ Sy. Der Zentralisator Zentrg(N) hat also den Index 2 in G und #G
ist gerade. Wegen 3 = #N | #G folgt die Behauptung.

Aufgabe 29. (s)

Ein Graph ist ein Paar (F, K) bestehend aus einer endlichen Menge E (den Ecken) 4
und einer Menge KC von 2-elementigen Teilmengen von F, den Kanten. Zwei Ecken
i # j € E eines Graphen sind benachbart, wenn {i, 7} zu K gehort, also eine Kante
ist. Die Ordnung (oder Valenz) v(i) einer Ecke i ist die Zahl der benachbarten
Ecken: v(i) = #{j € F | {i,j} € K}. Graphen werden veranschaulicht durch
Punkte (als Ecken) und Verbindungstrecken, die die Kanten symbolisieren.

Ein Automorphismus eines Graphen ist eine Permutation o : E — E der Ecken, die Kanten in
Kanten tiberfilhrt: K € K = o(K) € K. Zeigen Sie:

1

a) Die Menge der Automorphismen eines Graphen (E, K) bildet eine Gruppe, die Automor-
phismengruppe Aut(E) des Graphen.

b) Liegen i,j € E in einer Bahn unter der Operation von G = Aut(E), so haben sie dieselbe
Valenz. Gilt auch die Umkehrung?

c¢) Bestimmen Sie die Automorphismengruppe des oben skizzierten Graphen. Zeigen Sie, dass
die Automorphismengruppe des nachstehend skizzierten Graphen (isomorph zu) Z/27 x Ss
ist.

d) Geben Sie einen Graphen mit mindestens zwei Ecken und trivialer Automorphismengruppe
an.
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Losung;:

a) Man beachte lediglich, dass ein Automorphismus eine injektive Selbstabbildung £ 5 K =
{i,j} = {oi,0j} = 0(K) € K der Kantenmenge K induziert, die wegen der Endlichkeit von K
ebenfalls eine Bijektion ist.

b) Sei N(i) := {j € E | {i,j} € K} die Menge der Nachbarn von i. Dann gilt fiir 0 € Aut(E)
o(N(i)) = N(oi) und damit v(i) = v(oi). Die Ecken in einer Bahn haben also dieselbe Ord-

nung.

5
Die Umkehrung gilt nicht: Dazu betrachten wir folgenden Graphen: /\ Die
4

Ecken 2 und 4 haben dieselbe Ordnung 2. Angenommen es gibt ein ¢ € 1G mit202 :34, dann ist
ol benachbart zu 02 = 4, also 01 = 3 oder 01 = 5. Aber v(1) # v(3),v(5), Wid. Damit liegen
die Ecken 2,4 trotz gleicher Ordnung nicht in einer Bahn unter G.
¢) Ein Automorphismus des ersten Graphen der Aufgabenstellung (4 Ecken) muss die Ecken 4
bzw. 3 festlassen, da es keine anderen Ecken mit gleicher Ordnung (1 bzw. 3) gibt. Neben der
Identitét ist die Transposition (12) der einzig mogliche Automorphismus. Sie bildet die Nach-
barn N(1) = {2,3} und N (2) = {1, 3} aufeinander ab. Die Automorphismengruppe ist ((12)),
zyklisch von der Ordnung 2.
Fiir den zweiten Graphen (5 Ecken) miissen die beiden Ecken 1,2 der Ordnung 3 und die drei
Ecken 3,4,5 der Ordnung 2 untereinander permutiert werden. Wegen N (1) = N(2) = {3,4,5}
und N (3) = N(4) = N(5) = {1,2} konnen die Ecken 1,2 bzw. 3,4,5 unabhiingig voneinander
beliebig permutiert werden: G = S({1,2}) x S({3,4,5}) ~ Sz x Ss.

2b

d) Wir erweitern den Graphen aus b) zu ./\ . Dabei sind die Ecken so
la 2a 3a 3b 1b
bezeichnet, dass die Zahl die Ordnung der jeweiligen Ecke anzeigt. Sei o ein beliebiger Au-

tomorphismus. Dann gilt o(la) € {la,1b}. Ware o(la) = 1b, so wire o(2a) = 3b, was wegen
unterschiedlicher Ordnungen nicht moglich ist. Also o(la) = la, o(1b) = 1b. 0(2a) = 2b ist nicht
moglich, da 2a einen Nachbarn der Ordnung 1 hat, 2b jedoch nicht; also o(2a) = 2a, o(2b) = 20.
Genauso folgt 0(3a) # 3b und damit o = id.
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Algebra 1
Ubung 6

Aufgabe 30. (m)
Entscheiden Sie, welche der folgenden Gruppen zueinander isomorph sind:

1) Diedergruppe Dsg (siche [Aufgabe 16).

2) Quaternionengruppe Qs (siehe [Aufgabe §).

3) Z/8Z  A) ZJ2Z x TJAZ  5) )27 x T,)2Z X T./2Z
6) ps:={¢ € C|¢® =1} (mit der Multiplikation)

7) G:=((1234),(13)) 8) H:=((1234),(23))

Losung:

Die Quaternionengruppe enthélt nur 1 Element der Ordnung 2 (—FE'), wihrend die Diedergruppe
Dg neben der Spiegelung S noch die Drehung R um 7 als Element der Ordnung 2 enthélt, also
Ds # Qs. .

Dg und Qg sind nicht abelsch, die Gruppen 3)-6) sind abelsch. ug = {e™s | 0 < k < 8} =
(€2™/8) st zyklisch von der Ordnung 8, also isomorph zu 7/8Z. Die Gruppen 3)-5) sind nicht
untereinander isomorph, denn Gruppe 3) enthilt ein Element der Ordnung 8, wihrend Gruppe
4) den Exponenten 4 und Gruppe 5) den Exponenten 2 hat.

Die Gruppe 7) ist die Symmetriegruppe des regelméfigen 4-Ecks (also des Quadrats) und daher
isomorph zu Dg (siehe . Gruppe 8) ist zu keiner der anderen Gruppen isomorph,
da sie mehr als 8 Elemente enthélt (leicht nachzurechnen). Genauer gilt: H ~ Sy, denn geméf
ist ((2341),(23)) =8({2,3,4,1} = Su.

Zusammenfassend: Die einzigen Isomorphien sind die zwischen 1) und 7) sowie 3) und 6).
Aufgabe 31. (m)

Sei G = (a) zyklisch von der Ordnung n, ferner d ein Teiler von n. Zeigen Sie, dass G genau
eine Untergruppe der Ordnung d enthélt. Welche?

Losung:

Nach Voraussetzung ist m = % € IN. Fiir jede Untergruppe H < G mit Ordnung d gilt:

a* e H — o~

also H C (a"™). Andererseits gilt #(a™) = ord(a™) = d = #H, denn

=e < orda=md | kd <= m |k,

e=a" «— orda=n=md|mk < d|k.

Damit hat (a™) die geforderte Ordnung d und stimmt mit H iiberein, ist also die einzige derartige
Untergruppe der Ordnung d.

Aufgabe 32. (m)
Sei p eine Primzahl und G eine p-Gruppe, d. h. #G = p* eine Potenz von p. G operiere auf der
Menge (2. Zeigen Sie fiir die Fixmenge Q¢ = {a € Q | A\,eqoa =a}:

#0O = #(QG) mod p

Losung:

Sei B := {Ga | a € Q} die Menge aller Bahnen von 2 unter der Operation von G. Diese
bilden eine disjunkte Zerlegung von 2 (siehe und die Bahnenlédngen #Ga sind
Gruppenindizes, also Teiler der Gruppenordnung #G und daher selbst p-Potenzen. Insbesondere
#Ga =1 oder p | #Ga. Nun gilt #Ga =1 < Ga = {a} < N,eqcoa=a < a < Q°.
Damit ist Q\ Q¢ disjunkte Vereinigung der Bahnen B mit #B > 1, d. h. mit p | #B. Dann ist
auch #Q — #0¢ Vielfaches von p, wie behauptet.
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Aufgabe 33. (s)

Die Kleinsche Vierergruppe V; operiere auf der symmetrischen Gruppe S4 durch Konjugation.
Bestimmen Sie die Bahnen.

Losung;:

Es sei G := V), die operierende Gruppe und €2 := §4 die Menge, auf der G durch Konjugation
operiert. Fiir a € Sy sei a” = {a” | 0 € G} = {oaoc™! | ¢ € G}. Wir erinnern an die Kon-
jugationsformel fiir Zyklen in symmetrischen Gruppen: o(abc ...)o~! = (oa,ob,0c,...) (siche
. Konjugierte von Zyklen sind wieder Zyklen derselben Lénge.

In Q2 = &4 gibt es neben der Identitdt und den 3 Produkten von 2 elementfremden Transposi-
tionen (dies sind genau die Elemente in V) nur noch Zyklen, ndmlich

6 Transpositionen, 8 3-Zyklen, 6 4-Zyklen.

V), ist abelsch, also operiert G durch Konjugation auf sich selbst trivial: & = {a} fiir alle a € V.
Wir untersuchen nun die Operation von G auf den verschiedenen Zyklen. Nach der obigen
Konjugationsformel ist die Wirkung von G auf den Zyklen unmittelbar ablesbar aus der Wirkung
von G =V, auf die Indexmenge 4 = {1,2,3,4}.

a® fiir a = (i7): Die Elemente in V; sind gerade die Permutationen in Sy, die jede der 3 méglichen
disjunkten Zerlegungen von {1,2,3,4} in zwei 2-elementige Teilmengen in sich transformieren,
also die beiden Teilmengen in sich abbilden oder vertauschen. Jede Transposition a = (ij)
bestimmt eine Zerlegung 4 = {i,j} U {k,1}. Fiir o € G gilt also

oo = (oo = { (1) (09 = (i), (D).

a® besteht also genau aus a = (ij) und der zu a elementfremden Transposition b = (k1).
Die Menge der 6 Transpositionen zerféllt unter der Operation von G in 3 Bahnen aus je zwei
elementfremden Transpositionen.

a® fiir a = (123): 0(123)0~! = (01,02,03) hat den Fixpunkt o4. Fiir 0 € G sind die 04 alle
verschieden, also ist #a% = 4. Die 8 3-er Zyklen zerfallen in 2 G-Bahnen der Linge 4, wobei in
jeder Bahn alle Fixpunkte vorkommen. 3-Zyklen mit gleichem Fixpunkt sind invers zueinander
und liegen in verschiedenen G-Bahnen. Explizit:

a=(123) = a% ={(123),(214),(341),(432)}, (a HY=(a%)"L.

a® fiir a = (ij k1): Bsist {i,4,k,1} = {1,2,3,4} und die nicht-trivialen Elemente von G wirken
darauf durch jede mogliche Doppeltransposition:

(kDY ={Gjkl),(jilk),(klij),(lkji)} ={(Gjkl),(kji}, alsoa® ={a,a™'}.

Die 6 4-Zyklen zerfallen unter der Operation von G in 3 Bahnen, jeweils bestehend aus a und
-1

a .

Fazit: G hat 4 Fixpunkte (V4 C ), 3 Bahnen aus je zwei elementfremden Transpositionen, 2

Bahnen bestehend aus je 4 3-Zyklen, wobei eine Bahn gerade die Inversen der anderen Bahn

sind, und schliellich 3 Bahnen jeweils bestehend aus einem 3-Zyklus und seinem Inversen.

Aufgabe 34. (s)
Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl, S, eine p-Sylowgruppe von G' und N < G ein
Normalteiler. Zeigen Sie:

a) Sp NN ist p-Sylowgruppe von N.

b) S,N/N ist p-Sylowgruppe von G/N.
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c¢) Ist N eine p-Untergruppe, so ist N in jeder p-Sylow-Untergruppe von G.

Losung:
a) Sp N N ist eine p-Untergruppe von N, also in einer p-Sylowgruppe N, von N enthalten. Als
p-Gruppe ist NN}, in einer p-Sylowuntergruppe S; (o € G) von G enthalten:

SpmNchcSpﬂNNjG(SpmN) .

Wegen #(S, N N) = #(S, N N)? gilt tiberall Gleichheit, insbesondere ist S, " N = N, eine
p-Sylowgruppe von N.

b) Es ist S,N/N ~ S,/S, N N (1. Isomorphiesatz), also S,N/N eine p-Gruppe. Andererseits
ist (G/N : S,N/N) = % = (G : Sp,N) | (G : Sp) kein Vielfaches von p und damit S,N/N
p-Sylowgruppe.

c) Die p-Gruppe N ist in einer p-Sylowgruppe S, von G enthalten und fiir alle 0 € G gilt dann
N = N7 C S7, N ist also in jeder p-Sylowuntergruppe von G enthalten (2. Sylowsatz).

Aufgabe 35. (s)
Es sei G = GL,(R) und M := M,,(R). Fiir A € M, (R) bezeichne wie iiblich A" die transponierte
Matrix. Zeigen Sie:

a) Durch G x M > (A,C) — AxC := ACA"' € M ist eine Operation von G auf M,(R)
definiert.

b) Die Fixgruppe der Einheitsmatrix F € M unter dieser Operation ist die Gruppe O, (R)
der orthogonalen Matrizen: G = O, (R).

c¢) Die Bahn von E unter dieser Operation ist die Menge aller positiv definiten symmetrischen

Matrizen in M,,(R). [Tipp: Diagonalisierbarkeit symmetrischer Matrizen.]
d)*Es sei n = 2k gerade und J,, = (_%k Lgk
unter dieser Operation ist die sog. reelle symplektische Gruppe. Zeigen Sie: Die Bahn
von J, unter der Operation von G ist die Menge aller schiefsymmetrischen Matrizen in
GL,,(R). [Tipp: Zeigen Sie, dass man ausgehend von einer schiefsymmetrischen Matrix
C € GL,(R) eine Basis (a;) des R"™ wéihlen kann mit folgenden Eigenschaften: a; ist ein
(kanonischer) Einheitsvektor, Cay = a1 und as, ..., a, sind orthogonal zu Cay,Cas. Die
Matrix A habe diese Vektoren als Zeilen. Untersuchen Sie die Form von AC A* und fiithren
Sie diese Uberlegungen dann induktiv weiter.]

> € M,(R). Die Fixgruppe G, von J,

Losung:

a) E*C = C ist klar, ebenso AB«C = ABC(AB)' = A- BCB'- A* = Ax (Bx*C).

b) Ac Gg < AFA'=FE < AA'=FE < A€ O,(R).

) C € GxE = VyeaL,m C = AA" = O € GL,(R) symmetrisch. Daraus folgt die
Existenz einer Orthonormalbasis des euklidischen Raumes R™ aus Eigenvektoren von C' (siehe
Lineare Algebra). Siamtliche Eigenwerte von C' = AA" sind positiv und C daher positiv definit:

2
Cv =X = Av|* = (Cv,v) = (AA%,v) = (A%, Atv) = ‘Atv‘ = A>0.

Sei nun umgekehrt C' eine symmetrische positiv definite Matrix in M. Wegen der Symmetrie
existiert eine ONB aus Eigenvektoren von C, also eine orthogonale Matrix T' mit T-!CT =
diag(A1, ..., A). Die Diagonalelemente \; sind gerade die Eigenwerte von C' und daher nach
Voraussetzung positiv, also \; = a? mit a; € Ry. Also gilt mit der Diagonalmatrix S =
diag(aq,...,a,) € G:

T7'0T=8% <= C=TS*T ' =TS -ST' =TS -(TS)' € G+E.
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d) Mit J,, ist auch A x J,, = AJ, A" schiefsymmetrisch. AuBerdem ist det(A4 * J,) = det J,, -
(det A)? # 0, also A * J, € GL,(R).
Sei nun umgekehrt C' € GL, (R) schiefsymmetrisch. Dann gilt zunéchst fiir alle v,w € R"

(1) (v,Cw) =—(w,Cv), (2) Cvlw.

Denn: (v, Cw) = v'Cw = w'C*v = w*(—C)v = —(w, Cv) und insbesondere (v, Cv) = —(v, Cv).

Voriiberlegung geméafl dem Tipp: Wir wéihlen einen (kanonischen) Einheitsvektor a; € R”
und az := C~la; (C regulir). Dann gilt nach (2) a1 = Caz L az und ay,az(# 0) sind daher
linear unabhéngig. Da C reguldr ist, ist U := RCa; & RCas 2-dimensional und das orthogonale
Komplement

W:=U"={weR"| /\ (wy,u) =0} ={w € R" | (u,Ca;) =0 = (u,Casz)}
uelU

hat daher die Dimension n — 2 = 2(k — 1). Sei as, ..., a, eine beliebige Basis von W. Dann ist
At := (ai]as|as] ... |an) € GL,(R) und es gilt (wobei wir 0-Blécke der Ubersichtlichkeit wegen
nicht ausfiillen)

0 1
AxC =ACA" = -1 0 mit Cy_1 € MQ(k—l)(R) .
Cr—1
Beweis: Die Koeffizienten von A * C' sind «;; = a{Ca; = (a;, Ca;) (:) —aj; und es gilt:
@i = (a;, Cai) = 0,
( ) 5
arp = (a1,Caz) = (a1,a1) =1, ag1 = —ap = —1

1)
1§7J§2, 3§j§n — CLjJ_CCLi — OéjiZOZO[Z‘j.

Aufgrund dieser Voriiberlegungen kann man nun induktiv zeigen:

0 1
-1 0

AA \/  AcAt = .,

keENy  cCceGLg(R)  AeGLak(R)
schiefsymmetrisch 0 ].

Beweis: Sei k € Ny und C € GLgg(R) schiefsymmetrisch. Wir wéhlen A wie in der Voriiberle-
gung. Ist kK = 1, so ist der Beweis fertig. Fiir £ > 1 wenden wir nun die Induktionsvoraussetzung
auf die Matrix Cy_; an. Dies ist moglich, denn mit C und ACA' ist auch Cj_; schiefsym-
metrisch und wegen det ACA' = det Hy - det Cy_1 ist Cir_1 auch reguldr. Also existiert zu
Cip_1 € GLQ(k_l)(R) eine Matrix A,_1 € GL2(k_1)(]R) mit Ak_lck_lAi_l = Hi_1. Wir erwei-
tern nun Aj_1 zu

1 0
B:=|0 1 € GLoy(R)
Ag-1
und erhalten
10 0 1 10
B(ACAYB = | 0 1 ~1 0 01
| Ak [ Al
0 1 0 1
| -1 0 = -1 0 = Hj,
‘Ak—lck—u‘lz_l Hy



Damit ist die Induktion vollstdndig. Fiir jede reguldre schiefsymmetrische Matrix C' € GLog(R)
gilt daher Hy € G x C, also C' € G % Hy. Dies bedeutet, dass die Bahn G x Hj alle regulidren
schiefsymmetrischen Matrizen enthélt, insbesondere auch Jof, und es folgt

G*JQk:G*Hk:{CEGLQk(R)|Ct:_c}.
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Algebra 1
Ubung 7

Aufgabe 36. (m)
Sei G eine Gruppe, H < G Untergruppe und Ng(H) := {0 € G | cHo~! = H} der sog.
Normalisator von H in G. Zeigen Sie:

a) H<Ng(H) <G.
b) Fir G’ <G gilt: H< G < H C G C Ng(H).

c¢) Die Anzahl der verschiedenen Konjugierten cHo ™! (¢ € G) von H in G ist gleich dem
Index (G : Ng(H)) des Normalisators in G.

Losung;:

a) Sei h € H. Dann gilt hHh™' ¢ H und h"'Hh ¢ H = H C hHh™', insgesamt also
hHh™'=H, h € Ng(H).

Sind hy, hy € Ng(H), so gilt h;Hh;* = H, h; ' Hh; = H™' = H und daher hihy ' Hhohy' = H,
also hihgy !¢ Ng(H) und nach dem Untergruppenkriterium daher Ng(H) < G.

b) HiG < HCG A NjewoHo'=H < HCG CNg(H).

c) G operiert durch Konjugation auf den Elementen, aber auch auf den Teilmengen von G.
Unter dieser Operation ist die Bahn von H gerade die Menge aller Konjugierten von H und
die Fixgruppe von H ist Fixg(H) = {0 € G | cHo™! = H} = Ng(H). Also folgt nach der

Bahnengleichung [Prop. 1.2.15 c)| die Behauptung.

Aufgabe 37. (m)
Es sei p ein Primzahl, G eine Gruppe mit #G = p*m mit s,m € N4 und p Jm. Zeigen Sie:

a) Fir die Anzahl s, der p-Sylowgruppen von G gilt s, | m. [Tipp: Aufgabe 36.]
b) Ist m < p, so gibt es genau eine p-Sylowgruppe in G und diese ist Normalteiler.

Losung;:

a) Wegen p | #G gibt es eine p-Sylowgruppe P in G. Alle p-Sylowgruppen von G sind unter-
einander konjugiert (Zweiter Sylowsatz|). Thre Anzahl s, ist also die Anzahl der Konjugierten
von P, nach also gleich dem Index (G : Ng(P)) des Normalisators von P. Wegen
P < Ng(P) folgt s, = (G : Ng(P)) | (G: P)=m.

b) Ist m < p, so ist 1 < s, < p und wegen s, = 1 mod p (Erster Sylowsatz|) folgt s, = 1: Es gibt
nur eine p-Sylowgruppe in GG, die also mit allen ihren Konjugierten {ibereinstimmen muss und
daher ein Normalteiler in G ist.

Aufgabe 38. (s)
Sei G eine endliche Gruppe und Z := Zentr(G) ihr Zentrum. Zeigen Sie:

a) Ist G/Z zyklisch, so ist G abelsch.

b) Ist G eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p3, p eine Primzahl, so stimmen Zentrum Z
und Kommutatorgruppe [G, G| von G iiberein. [Tipp: p-Gruppen haben ein nicht-triviales
Zentrum.]

Losung;:

a) Es ist nach Voraussetzung G/Z = () zyklisch. Dann sind die Potenzen von o ein Repréisen-
tantensystem fiir die Nebenklassen von Z, also G = U;cz Z o’. Seien nun a,b € G, also a = zo®
und b = 2/0? mit 2,2/ € Z, 4,5 € Z. Dann gilt ab = 20" - 2’07 = 22'0""7 und umgekehrt genauso
ba = 207 - 20" = 22'0"I. Also ab = ba fiir alle a,b € G.
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b) Da G eine nicht-abelsche p-Gruppe ist, gilt {e} # Z # G, also 1 < #7Z = p* < #G = p>. Es
gibt also nur zwei Fille: #Z = p oder #Z = p?. Der letztere Fall ist nicht méglich, da sonst G/Z
primzyklisch und G dann nach a) abelsch wire. Also ist #Z = p und G = G/Z eine Gruppe
der Ordnung p?. Auf G kann man nun erneut a) anwenden (G/Zentr G ist zyklisch) und folgern,
dass G abelsch ist. Also enthilt Z die Kommutatorgruppe [G, G] (siehe [Bemerkung I1.4.6). Wire
[G, G] = {e}, so wire G abelsch, Wid. Somit folgt Z = [G, G].

Aufgabe 39. (s)

Zeigen Sie: Gruppen der Ordnung 56 sind nicht einfach.

[Tipp: Zur Bestimmung der Anzahl der Sylowgruppen von G ziéhle man in einem Falle die
Elemente der Ordnung # 7 ab.]

Losung:

Fiir die Anzahl s7 der 7-Sylowgruppen einer Gruppe G der Ordnung 56 gilt: s7 | (G : S7) = 8
und s7 = 1 mod 7, also s; = 1 oder s7 = 8. Im Falle s; = 1 ist S7 < G und G nicht einfach. Sei
also s7 = 8. Die 8 verschiedenen Sylowgruppen der Ordnung 7 haben jeweils den Durchschnitt
S7NS% = {e}, also enthélt ihre Vereinigung 8- 6 = 48 Elemente der Ordnung 7. Es gibt also nur
8 Elemente einer Ordnung # 7. Allein in einer 2-Sylowgruppe Sg gibt es diese 8 Elemente, es
kann also nur eine 2-Sylowgruppe geben, die dann ein Normalteiler ist, so dass G nicht einfach
ist.

Aufgabe 40. (s)
Seien p, q verschiedene Primzahlen. Zeigen Sie, dass alle Gruppen der Ordnung p?q auflésbar
sind. [Tipp: Untersuchen Sie die Anzahl der Sylowgruppen.]

Losung:
Sind sp, sq die Anzahlen der p- bzw. ¢-Sylowgruppen von G, so gilt nach dem [2. Sylowsatz d)|

sp=1modp, sp|q, sq=1modgq, sq|p2.

1. Fall ¢ < p: Wire s, # 1, so folgte s, = ¢ =1mod p, also p | ¢ — 1 < p, Wid. Also ist s, =1
und G enthélt nur eine p-Sylowgruppe S,, die daher ein Normalteiler ist. Es ist G/S, von der
Ordnung ¢, also primzyklisch. S, muss als Gruppe der Ordnung p? abelsch sein, denn andernfalls
hatte S, ein Zentrum der Ordnung p, so dass nach Sp dann doch abelsch sein
misste. In diesem 1. Fall sind also S, und G/S, und daher auch G auflosbar (siehe [Aufgabe 41)).
2. Fall p < ¢: Ist s; = 1, so argumentiert man wie oben: S; < G und Sy ist primzyklisch. G/,
hat die Ordnung p? und ist daher wie oben gezeigt abelsch. Also ist G auflosbar.

Sei nun s, # 1, also ist s, — 1 € IN; Vielfaches von ¢ und daher s, > ¢ > p. Also folgt

sq=p° = p’=1modq = q|p’—1=(p+1)(p—-1) < q|p—1V q|p+1.

Wegen p < ¢ kommt nur ¢ | p+ 1, also ¢ = 3,p = 2 in Frage. Es ist also G eine Gruppe
der Ordnung 12 und s3 = 4. In den 4 verschiedenen 3-Sylowgruppen gibt es dann 4 -2 = 8
FElemente der Ordnung 3 und in G dann nur 4 Elemente von 2-Potenzordnung. G kann also
nur eine 2-Sylowgruppe (der Ordnung 4) enthalten und es ist s, = so = 1. Wieder folgt die
Auflésbarkeit.

Aufgabe 41. (s)
Zeigen Sie:

a) Jede Untergruppe H einer auflosbaren Gruppe G ist auflosbar.
b) Jedes homomorphe Bild G’ einer auflosbaren Gruppe G ist auflosbar.

c) Ist G eine Gruppe und N < G ein Normalteiler, so gilt:

G auflésbar <= N und G/N auflésbar.
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Losung;:

a) G besitzt eine Normalreihe (G;) mit abelschen Faktoren. Der Durchschnitt aller Glieder der
Normalreihe von G mit einer beliebigen Untergruppe H liefert eine Normalreihe von H. Deren
Faktoren sind Untergruppen der Faktoren von G:

GimH/Gi+1mH<_>Gi/Gi+1, h(Gi+1mH> — hGiq1 .

und daher selbst abelsch.
b) Unter einem Epimorphismus ¢ : G — G’ wird eine Normalreihe von G auf eine Normalreihe
von G’ abgebildet: Gi11 < G; = ¢(Giy1) < ¢(G;). Deren Faktoren sind epimorphe Bilder der
Faktoren von G:

¢ Gi/Giz1 = 0(Gi)[p(Gitr)

und daher ebenfalls abelsch.

c¢) Es ist nur noch < zu zeigen. Man wéhle eine Normalreihe g; in g = G/N und bilde die vollen
Urbilder v~1(g;) in G. Dies ergibt eine Normalreihe von G hinunter bis v=1({e}) = Kev =
N. Zusammen mit einer Normalreihe von N erhélt man eine vollstindige Normalreihe von G.
Deren Faktoren sind Faktoren in der Normalreihe von N (und daher abelsch) oder isomorph zu
Faktoren der Normalreihe von g = G/N (Isomorphiesatz (1.20) d))), und daher ebenfalls abelsch.
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Algebra 1
Ubung 8

Aufgabe 42. (m)
Formulieren und beweisen Sie fiir Ringe und Moduln Homomorphie- und Isomorphiesitze ent-
sprechend den Sdtzen aus der Gruppentheorie.

Losung;:

Fiir Ringe siehe Vorlesung |Satz 11.1.7] (S. 36) und fiir Moduln:
Satz (1.7’) (fir R-Moduln) Sei R ein Ring.

a) Homomorphiesatz:

Ist f: M — M " ein Homomorphismus von R-Moduln, so existiert ein B-Modulmonomor-
phismus f : M/Ke f — M’ mit f = f o vke s.

f ist dadurch eindeutig bestimmt und es gilt: M/Ke f = Im f.

b) (1. Isomorphiesatz) M sei ein R-Modul und M7, Ms < M Untermoduln.
Dann ist My + My = g(Mj, Ma) der von M; und M; erzeugte Untermodul und es gilt:

Ml/(MlmMQ)'\;)(Ml‘i‘MQ)/MQ, m1+(MlﬂM2)l—>m1+M2.

c¢) (2. Isomorphiesatz) Seien M; < My < M R-Moduln. Dann gilt:

MMy = MM [y van(m) = vag, i, (m+ My)

d) Ist f: M — M’ ein R-Modulepimorphismus, so gilt fir N < M":
M'/N'~ M/f~ (M)

Begriindungen: Fiir Ringe R und R-Moduln M sind (R,+) und (M, +) abelsche Gruppen, so
dass aus den Homo- und Isomorphiesétzen fiir Gruppen zunéchst die Existenz der behaupteten
Abbildungen und ihre In-/Bijektivitdt folgt. Was zu tiberpriifen bleibt, ist die Homomorphie
bzgl. der Multiplikation - im Ringfall und bzgl. der Multiplikation mit Skalaren r. im Modulfall.
Diese Homomorphien sind klar, da in den Faktorringen/-moduln die Verkniipfungen représentan-
tenweise definiert sind. Im Ringfall ist zu beachten, dass diese reprisentantenweise Verkniipfung
nur dann wohldefiniert ist, wenn ein Ideal gegeben ist (siche Bemerkung II.1.4} Vorlesung S. 35).
Daher muss man in (1.7) b) (1. Isomorphiesatz fiir Ringe) zeigen:

S<R, a<R = SNa«s.
Wegen a < R folgt fiir alle s € S < R sa C a, und da S eine Unterring von R ist, gilt
seS Nacans = saeSNa.

Im Modulfall entfallen diese zusétzlichen Uberlegungen bzw. Begriffsbildungen, da die Multipli-
kation mit Skalaren r. auch fir die Quotientenstrukturen wohldefiniert ist.
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Aufgabe 43. (m)

Sei R ein kommutativer, unitdrer Ring, (RN, +,.) der R-Modul der R-wertigen Funktionen
auf IN (Folgen) mit wertweise definierter Addition + und skalarer Multiplikation r.... (r €
R). AuBerdem sei * die in der Vorlesung definierte Multiplikation (a * b)y, = > }_g arbn—r =
Yitjn aibj (n € IN) (siehe [Beispiele 11.1.2 (5)). Zeigen Sie:

a) S = (RN, +, %) ist ein kommutativer Ring mit Einselement e = (1,0,0,...) = (6on)neN-
Durch r + r.e wird R in S eingebettet.

b) Setzt man X := (0,1,0,0,...) = (d14)ien, so gilt

X" ::X*...*X:(0,...,0,},0,...):(5kn)nem.
k Faktoren

c¢) Der von R und X in S erzeugte Unterring R[X] = {1 ori X | m € N, ro,...,rm € R}
ist gleich der Menge der ‘endlichen’ Folgen E := {a € RN | a,, = 0 fiir fast alle n € N}.

d) R[X] ist Polynomring iiber R in einer Unbestimmten X.

Losung;:
x ist offensichtlich kommutativ und distributiv. Zur Assoziativitat:

(axb)*xc=( Z a;b;),, * (cp)n = ( Z Z abjcn), = ( Z abjcn), =ax(bxc).

i+j=m m+n=~k i+j=m i+j+n=~k

k
e = (don)n ist Einselement: e x a = ( Y donak—n), = (ar)r = a, und die Abbildung r — r.e ist

n=0
offensichtlich injektiv: (0,0,...) =r.e=(r,0,0,...) = r =0.
b) Induktiv: X° = e = (§o,)n und

XF = () = XFx X =( Z Oki 0 )p = Oksin)n
i+j=n . \/
#0&i=k £0oj=1

¢) R[X] C E ist klar, denn fiir a = Y7, e X* € R[X] gilt

k _
n>m = ap = ( ZrkX Zrkékn ;<n0, alsoa € F.

Ist umgekehrt a € E, etwa a,, = 0 fiir n > m, so ist b = Y1, ax X* € R[X] und es gilt

n<m
ZakX R—Zakékn—{o_an nm = also a = b € R[X].

d) R[X] ist ein kommutativer Ring mit Eins, er enthalt X und jedes f = Y7o ar X* € R[X]
bestimmt seine Koeffizienten ay, eindeutig, denn (siehe c)) f,, = ay, also ist der Koeffizient a,
gleich dem n-ten Folgenglied f, von f € RN und damit durch f eindeutig bestimmt.

Aufgabe 44. (s) )
Sei M eine nicht-leere Menge und R := P (M) die Potenzmenge. Fiir A C M sei A = M \ A das
mengentheoretische Komplement. Wir definieren auf R zwei Verkniipfungen

A-B:=ANB, A+B:=(ANB)U(ANB).

Zeigen Sie:
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a) (R,+,-) ist ein kommutativer unitirer Ring.
b) Wie muss M beschaffen sein, damit R nullteilerfrei ist?

c) Ist R nullteilerfrei, so ist R ein Korper.

Losung;:
a) Nach den de Morganschen Regeln gilt A+ B = (AUB)N(AUB)=ANB U AN B und
daher ~ ~ ~ o
(A+B)+C =[AnB U AnNB|NnC U [ANB U ANB|nC
=ANBNC U AnBNC U ANBNC U ANBNC.

(A + B) + C besteht also aus genau den Elementen x € M, die entweder in allen drei Mengen
liegen oder in genau einer der drei Mengen. Diese Symmetrie der letzten Formel zeigt (B+C') +
A = (A+ B) + C, so dass mit der offensichtlichen Kommutativitédt von + die Assoziativitét
folgt.

Die Kommutativitdt und Assoziativitat von - ist klar. Zur Distributivitéat:

(A+B)C =[(AnB U (AnB)] N C=ANnBnC U AnBNC,
AC+BC = AnNCN(BUC) U (AUC)NBNC=ANBNC U AnBNC.

[Sprachlich logische Argumentation: A + B besteht aus den Elementen, die in einer, aber nicht beiden Mengen
liegen: A+ B = (AUB)\ (AN B). A + B besteht also aus den Elementen, die in beiden oder keiner der Mengen
liegen: A+ B = ANB U ANB. Daher besteht (A+ B)+C aus genau den Elementen, die in genau einer der beiden
Mengen A + B, C liegen, also in genau einer der Mengen A, B und nicht in C liegen (ANBNC)U(ANBNC))
oder in C' liegen, sowie in A und B oder weder in A noch in B (ANBNC)U(ANBNCQ)).

(A + B)C besteht aus allen Elementen, die in C' und genau einer der Mengen A, B liegen. AB + AC besteht aus
allen Elementen, die in genau einem der Durchschnitte A N C, BN C, also notwendig in C und genau einer der
Mengen A, B liegen. Dies beweist die Distributivitit.]

Nullelement des Ringes ist die leere Menge () und Negatives von A ist A selbst: A4+A = ANA = (.
Einselement ist die Gesamtmenge M: M - A= M NA = A.

b) R ist nullteilerfrei, wenn ANB =0 = A=V B = (. Ist M einelementig, so gilt dies. gibt
es jedoch zwei verschiedene Elmente a,b € M, so sind A = {a} und B = {b} echte Nullteiler.
c) Ist R nullteilerfrei, also M einelementig, so ist R = {0, M} = {0,1} der Korper von 2
Elementen.

Aufgabe 45. (s)

Sei R ein kommutativer Ring mit Fins. Zeigen Sie: R ist genau dann ein Korper, wenn R keine
Ideale (0) # a # R enthalt.

Losung;:

Sei R ein Korper und (0) # a < R ein nicht-triviales Ideal. Dann existiert 0 # a € a. Dann
enthilt a die 1: 1 =a~'-a € Ra C a, und ist daher gleich R: R = R-1 C a, jedes nicht-triviale
Ideal ist gleich R.

Umgekehrt: Ist 0 # a € R, so ist Ra < R, nach Voraussetzung also Ra = R und damit 1 € Ra,
also 1 = ba fiir ein b € R. Jedes a # 0 besitzt also ein Inverses, R ist ein Korper.

Aufgabe 46. (s)

Sei R ein Ring. Eine Sequenz M’ L> M %5 M” von R-Modulhomomorphismen heifit ezakt,
wenn Im f = Keg ist. Langere Sequenzen sind exakt, wenn dies an jeder inneren Stelle der
Sequenz gilt. Es bezeichne 0 den Nullmodul; zu jedem R-Modul M hat man stets eindeutig
bestimmte Homomorphismen 0 — M und M — 0. (Nédmliche welche?)

a) Fir einen R-Modulhomomorphismus f : M — N zeige man:

injektiv 0— M-I N
fist ¢ surjektiv = <— M- N—o ist exakt .
bijektiv 0—M-IN 0
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b) Fiir eine sog. kurze exakte Sequenz
0— M Lm-L M —o0

gilt:
M' ~ f(M") und M/f(M")~M".

c) Fir einen R-Untermodul N eines R-Moduls M konstruiere man eine exakte Sequenz 0 —
N—- M — M/N — 0.

Losung:

0 — M und M — 0 kénnen jeweils nur die Nullabbildung sein, die alles auf 0 abbildet, im ersten
Falle, da Homomorphismen 0 auf 0 abbilden miissen, und im zweiten Falle, da dies die einzig
mogliche Abbildung M — 0 ist.

a) Es gelten die Aquivalenzen

; injektiv Ke f=0=1Im(0— M) 0— M-Iy N
surjektiv Imf = N = Ke (N — 0) M-I N —0

und die dritte Behauptung zur Bijektivitat ist die Konjunktion der beiden vorangehenden Aus-
sagen.

b) Die Exaktheit bei M’ und M"” besagt nach a) f injektiv und g surjektiv; die Exaktheit bei M
bedeutet Im f = Ke g. Zusammen mit dem 1. Isomorphiesatz fiir Moduln erhalten

wir so:

exakt .

f:M = fM)=Imf=Keg, M/f(M)=M/Keg~Img=N.
c) Sei iy : N — M die (injektive) Inklusionsabbildung und M — M /N der natiirliche Epimor-
phismus vy. Wegen Kevy = N = Imiy ist die Sequenz (an allen Stellen) exakt.

Aufgabe 47. (s)
Seien M und M; (i = 1,...,n) Moduln iiber einem Ring. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden
Aussagen:

a) M ~ My x ...x M,.

b) Es gibt fir i = 1,...,n Homomorphismen ¢; : M; — M und t; : M — M; mit

. — dy, =] S . .
77/)]0%02_{0 27&] und Zggploqvbz_ldM (*)

[Tipp: Studieren Sie zunéchst den Sonderfall M = M x ... x M,.]

Losung:

a) = b): Im Sonderfall M = M; x ... x M, erfiillen die kanonischen Einbettungen ¢; : M; —
M, xz; — (0,...,0,2;,0,...,0) und die Projektionen m; : M — M;, (x1,...,z,) — x; die
Eigenschaften (x). Im allgemeinen Fall seien ¢ : My x...x M, = M und ¢ : M = M x...x M,
zueinander inverse Isomorphismen und wir setzen ¢; = wo; : M; — M sowie 1; = m; 0. Dann
erfiillen diese Homomorphismen die Eigenschaft ().

b) = a): Sind ¢; und v¥; mit (%) gegeben, so sind die Abbildungen

n
o= @iom: My X ...x My — M und t):=(h1,..., %) : M — My x ... x M,

i=1

zueinander inverse Homomorphismen:

3

potp(z) = e (@), (@) = X ilvi(@)) = =,

(2

n

Yoy, .., zn) = ¥( ; pi(ri)) = (X O‘Pi($i)7--'7§1¢n o i) = (w1,...,70).

i=1

K2
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Algebra 1
Ubung 9

Aufgabe 48. (m)

E sei eine Teilmenge eines Ringes R. Beschreiben Sie die erzeugten Unterstrukturen [E], g(E),
(E)r und r(FE)p durch ihre Elemente.

Losung;:

Da (R,+) eine abelsche Gruppe ist, operiert Z darauf (siehe Vorlesung [Beispiele I1.1.9 (2))).
Insbesondere gilt fir £1 € Z (£1).r = £r. Daher kann man fiir das Ringerzeugnis — auch wenn
R kein Einselement hat — schreiben:

[E] = D kel ...ceir|neENy, e, € E, ICN", #I <00, k, € {-1,+1} C Z},
vel
Fiir die Idealerzeugnisse gilt
n
r(E) = {Zm-eﬂne]N, e;€ B, re R},
i=1

n
(EYr = {Zei'ri |neN, e, € E, r; € R},
izl
R<E>R = {Zri-ei-si | nelN, e, e F, rs; ER}.
i=1
Bei endlichem E kann man in obigen Darstellungen n = #E und E = {ey,...,e,} fixieren.

Begriindungen: Da die linke Seite jeweils die Elemente der rechten Seite enthalten muss, muss
man nur nachrechnen, dass die jeweilige rechte Seite eine entsprechende Unterstruktur von R
ist, also gegen die jeweiligen Operationen +, — sowie - im Ringfall bzw. Multiplikation mit
Ringelementen r- (im Fall der Ideale) abgeschlossen ist.

Aufgabe 49. (m)
Sei R ein Integritdtsbereich.

a) Wiederholen Sie aus der Vorlesung die Konstruktion des Quotientenkorpers Quot(R).

b) Zeigen Sie: Ist R in einem Koérper K enthalten, so ist
(R)={ab' €K |a,beR, b+#0}

der kleinste R umfassende Teilkorper von K, und dieser ist isomorph zum Quotientenkor-
per Quot(R).

Losung:
b) Offenbar ist R C (R) und jeder R umfassende Teilkérper von K muss das angegebene (R)
enthalten. Es bleibt zu zeigen, dass (R) ein Korper ist. Als Teilmenge eines Korpers geniigt es
zu zeigen, dass (R) 0 und 1 enthilt (klar, ganz R ist enthalten) und abgeschlossen ist gegen +,
—, - sowie Inversenbildung fiir die von 0 verschiedenen Elemente. Dies rechnet man leicht nach
(Bruchrechnung!).
Die Zuordnung Quot(R) 3 ¢ +— ab™! € (R) (a,b € R,b # 0) ist wohldefiniert und injektiv:

a

EzgéQuOt(R) — ay=axbER < ab ' =zxy e (R).

Die Surjektivitét ist offensichtlich und die Homomorphie wieder eine Folge der Bruchrechnung.
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Aufgabe 50. (m)
Sei f: R — RY ein Ringhomomorphismus und o’ ein Ideal in R’. Zeigen Sie:

a) Ist o’ Primideal in R/, so ist f~1(a’) Primideal in R.
b) Ist f ein Epimorphismus und o’ maximal in R, so ist f~!(a’) maximal in R.

Losung;:
a:= f~!(a') ist ein Ideal in R und es gilt nach den Homomorphiesitzen

R/a=R/f ()= R'/d.

a) o’ Primideal in R’ <= R'/d’ nullteilerfrei. Dann ist auch R/a < R’/d’ nullteilerfrei und a

ein Primideal in R.
b) Es ist nach Voraussetzung f(R) = R’ und daher R/a ~ R'/d’, also

o’ < R’ maximal <= R'/d ~ R/a Kérper <= a < R maximal.

Aufgabe 51. (s)
Sei R ein kommutativer unitdrer Ring. R heifit lokaler Ring, wenn R genau ein maximales Ideal
besitzt. Zeigen Sie:

a) R ist genau dann lokaler Ring, wenn die Menge N = R\ R* der Nichteinheiten ein Ideal
in R ist.

b) Ist fir jedes z € R entweder x oder 1 — z eine Einheit, so ist R ein lokaler Ring.

c) Ist K ein Koérper und R = K[[X]] der formale Potenzreihenring iiber K (vgl.
11.1.2 (5)| bzw. |[Aufgabe 43 a))), so gilt:

(ao,al,...) € R — ag € K*
und K[[X]] ist ein lokaler Ring.

Losung;:

a) <: Ein echtes Ideal kann keine Einheit enthalten und ist daher in N = R\ R* enthalten. Da
N ein Ideal ist, ist es das einzige maximale Ideal.

=: Das maximale Ideal m ist in N enthalten. Umgekehrt erzeugt jede Nichteinheit a € N ein
echtes Ideal Ra < R, welches in dem einzigen maximalen Ideal m enthalten sein muss: N C m.
Zusammengenommen ist also N = m < R ein Ideal.

b) Fir r,z € R gilt r&a € R* = =z € R* und daher r- N C N fiir alle » € R. Bleibt zu
zeigen, dass N additiv abgeschlossen ist: Seien also xz,y € N und angenommen z + y ¢ N, also
x + y eine Einheit. Dann sind 2’ := 71y und y = x«yky keine Einheiten, aber 2/ + 3y = 1. Nach
Voraussetzung miisste dann aber 1 — 2’ = 3/ eine Einheit sein, Wid.

c)=>: Fira,be Rgilt I =axb < (1,0,0,...) = (apbp,...) = agbp =1 = ap € K*.
<: Sei a = (ag,a1,...) € R und ag € K*. Gesucht ist eine Folge b, € K (n € N) mit

n
axb=1p=(1,0,0,...) <= A > arbu_i = don.
nelN k=0

Da ag Einheit in K ist, kann man die Gleichung nach b,, auflésen und erhélt so eine rekursive
Definition fiir b, (n € IN) mit der gewiinschten Eigenschaft a x b = 1g. a ist also Einheit in R.
Die Nichteinheiten in R sind daher die Folgen a mit ag = 0. Diese sind offensichtlich additiv
abgeschlossen und ein Ideal in R. Nach b) ist R also ein lokaler Ring.
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Aufgabe 52. (s)
Es sei R ein kommutativer unitdrer Ring. Eine Teilmenge S in R heif3t multiplikativ, wenn sie
multiplikativ abgeschlossen ist und die 1 enthélt.

a) Zeigen Sie fiir ein echtes Ideal p < R die Aquivalenz

p Primideal <= R\ p multiplikativ .

b) Sei nun R ein Integritétsbereich und p < R ein Primideal. Zeigen Sie
R, = {C € Quot(R) | r,s € R, s & p} ist ein lokaler Ring.
S

Man nennt R, die Lokalisierung von R nach p.

Losung:
a)p#R < 1¢p <= 1€ R\ p. Daher gilt:

p Primideal <= A,pcp (ab€p = a€p V bep)

< Aaper (a,b€p = abdp)
<= R\ p multiplikativ.

b) R, ist ein Ring, denn fiir r,r',s,s" € R, s,s’ ¢ p gilt nach a) ss’ € p und daher

/ ! !
T rr roor rs +1r's
. =_€cR -+—=——-€R,.
/ / P p
S Ss s

® |3

s ss’
Weiter gilt
ge(R,g,)X = ;GRp ﬁ réEp.

(%) < ist klar. Fiir = beachte man, dass ein Bruch natiirlich seinen Nenner nicht eindeutig
bestimmt, man also sorgfiltig argumentieren muss: s/r € R, = s/r =r'/s' mitr’' € R,s' & p,
alsor'r=ss'&p = rédp.

Damit folgt, dass die Menge der Nichteinheiten gerade das Ideal (!) p.R, = {£ € R, | r € p,s & p}
ist und R, somit ein lokaler Ring.

Aufgabe 53. (s)
Sei H die Menge aller komplexen 2 x 2-Matrizen der Form

a f
A= = M .
(55 o) em©
a) Zeigen Sie, dass H ein nicht-kommutativer unitdrer Unterring von Mz (C) ist und dass fur
jedes 0 # A € H auch A~! wieder in H liegt, so dass H ein Divisionsring ist.

b) Man zeige, dass H der Schiefkérper der Hamiltonschen Quaternionen iiber R ist (siehe
Vorlesung [Beispiele 11.1.14 4), S. 40)

c) Sei H :={ (_aﬁ g) | @, B € Z[i]}. (Warum ist H' unitiarer Unterring von H?)

Zeigen Sie, dass die Einheitengruppe von H’ die Quaternionengruppe Qg ist (vgl. |Aufgabe
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Losung;:
a) H ist abgeschlossen gegen +, —, - und enthélt die Einheitsmatrix E. H ist nicht kommutativ,

denn
i 0 0 1 0 -1 0 1
de (i 0w men (O Dyen ano (Y ) emas (O 1),

IstO;éA:<a— ﬁ)e]H,alsoa;éO V B #£0,s0ist det A = |al® + 8> # 0 und folglich A

-8 @&
invertierbar mit B
(5
detA\B o /)"
Da det A = |a|? + |B|? reell ist, gehort A~ zu H.

b) Ist &« = a + bi, f = ¢+ di mit a,b,c,d € R, so gilt
_(a B\ _ [(a O v 0 0 ¢ 0 di\ _
A—(_B a)_(O a)—f—(o —bi)+<—c O)+(di O)—aE—I—bI—f—CJ—f-dK.
H ist also ein 4-dimensionaler R-Vektorraum mit der Basis

o (D0 a5 0) = (0 k= (0],

Die Multiplikation in H ergibt sich durch distributive Rechnung aus den Produkten der Ba-
siselemente

I’=J=-E,[J=-JI=K.

Damit haben wir fiir H genau die in der Vorlesung gegebene Definition der Hamiltonschen
Quaternionen (siehe [Beispiele I1.1.14 4), S. 40).

c¢) Da Z[i] ein Ring ist, ist H' abgeschlossen gegen +, —, - und enhélt das Einselement E. Ist
A € I eine Einheit, also AB = FE mit B € I, so folgt 1 = det A - det B mit det A, det B € Z,
also det A € 2% = {+1,—1}. Da det A = |a|* + |B|* positiv ist, kommt nur det A = +1
in Frage. Und umgekehrt, ist det A = 1, so hat A das Inverse de}: AAad = A* in H. Also
H* ={AcH |det A=1}.

Fir A = (_aﬂ_ g) eH,a=a+bi, f=c+dimita,b,c,d € Z ergibt

det A= |a)* + |8 =a®+02+2+d? =1

genau die 8 moéglichen Matrizen +F, £R, +5 und £7 mit

ne (%0 5o )= (00).

Also ist H'* = {£FE,£S,+R, +T} gleich der Quaternionengruppe Qg (siehe [Aufgabe §|).

Aufgabe 54. (s)

Zeigen Sie als Anwendung des Zornschen Lemmas, dass alle (nicht nur endlich-dimensionale)
Vektorrdume iiber einem Korper K eine Basis besitzen.

Losung:

Sei V ein K-Vektorraum und M die Menge der linear unabhéngigen Teilmengen von V. M ist
durch die Mengeninklusion eine geordnete Menge und nicht-leer () € M). Sei nun K C M eine
Kette in M, also eine totalgeordnete Menge von linear unabhéngigen Teilmengen K; (i € I) von
V. Eine solche Kette besitzt eine obere Schranke, namlich: B := (J;c; K;. Wir zeigen, dass B
eine linear unabhéingige Teilmenge von V ist und damit B € M eine obere Schranke fiir I ist.
Waire B linear abhéngig, so gédbe es eine nicht-triviale 0-Darstellung als Linearkombination von
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(endlich vielen) Vektoren by,...,b, € B = J;c; K;. Diese endlich vielen b liegen in endlich
vielen Mengen K;, € K. Da die K; eine Kette bilden, sind die endlich vielen Mengen Kj,
(k = 1,...,n) vergleichbar und es gibt ein Kj;, das alle by enthélt. Dann wéare aber K; linear
abhéngig, im Widerspruch zu K; € M.

Damit sind die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas erfiillt und in der Menge M aller li-
near unabhéngigen Teilmengen von V gibt es ein maximales Element B. Ein solches B ist
Erzeugendensystem und damit Basis von V', denn andernfalls existierte ein v € V', das keine Li-
nearkombination von Elementen by € B wére. Dann wére aber B’ := BU{v} linear unabhéngig,
also B’ € M und B somit nicht maximal, Wid.
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Algebra 1
Ubung 10

Aufgabe 55. (m)
Sei R ein faktorieller Ring. Zeigen Sie:

a) a ist unzerlegbar <= a ist Primelement.

b) Ist P ein Reprisentantensystem der Primelemente von R modulo Assoziertheit, so ist jedes
a € R\ {0} eindeutig darstellbar als

a=u- H p%@  mit u e RX, vp(a) € N und vy(a) = 0 fiir fast alle p € P.
peEP

c) Zu a,b € R\ {0} existiert stets ein grofiter gemeinsamer Teiler ggT(a, b) und ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches kgV(a,b). Geben Sie explizit einen ggT und ein kgV an mittels
der Darstellungen von a,b geméaf b).

d) Teilt a € R\ {0} ein Produkt bc und ist a teilerfremd zu b, so ist a ein Teiler von c.

Losung;:
Siehe Vorlesung Beweis von [Bem. I1.2.16] S. 46.
Aufgabe 56. (m)

a) Bestimmen Sie mit dem Euklidischen Algorithmus ggT(377,233) und ggT (11050, 6916).

b) Fiir zwei natiirliche Zahlen a,b € IN; berechnen wir parallel drei Zahlenfolgen a;, x;, y;
durch
ap=a, a1 =b, a1 =01 —ga; mit ¢ =[]
ro=1, 21=0, Ziy1=xi-1— ¢,
Yo=0,yn=1, Yip =yi1—a¢6Yi,
Die Berechnung ist definiert, solange a; > 0 ist. Sie endet, wenn a;41 = 0 ist. Zeigen Sie,
dass es ein solches ¢ geben muss und dass dann gilt:

ai+1 =0 = a; = ggT(a,b) = x;a + y;b.
[Tipp: Zeigen Sie a; = zja+y;bfir 0 < j<iund d=aq; |a; firi+1>j>0]

c) Berechnen Sie mittels b) den ggT (119, 85) sowie seine Darstellung als ganzzahlige Linear-
kombination von 119 und 85.

Losung:

a) 377 =233+ 144, 233 = 144+ 89, 144 =89+ 55, 89 =55+ 34, 55 =34+ 21, 34 =21 +
13, 21 = 1348, 13 =845, 8=5+3, 5=342, 3 =241, 2=2-140 = ggT(377,233) = 1.
Diese Kette hiatte man frither abbrechen konnen, etwa ggT(377,233) = ggT(34,21) = 1, wobei
fiir den letzten Schritt nicht der euklidische Algorithmus, sondern die Primzerlegung benutzt
wird.

11050 = 6916 + 4134, 6916 = 4134 + 2782, 4134 = 2782 + 1352, 2782 = 2-1352 + 78, 1352 =
17-78 +26, 78 =3-26+0 = ggT(11050,6916) = 26.

b) 1. Der Algorithmus endet: Nach Definition von ¢; ist a;11 der Rest bei Division von a;_1
durch a;, also 0 < a;41 < a;. Da die a; natiirliche Zahlen sind, muss schliefllich a;41 = 0 erreicht
werden.

2.a; = zja+y;bfir j =0,1,...,4: Fir j = 0 und j = 1 ist die Behauptung unmittelbar aus der
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Definition ablesbar. Und aufgrund der gleichartigen Definition von a;y1, xj4+1 und y;41 erhélt
man induktiv die Behauptung fir alle j < i.

3. d = a; ist gemeinsamer Teiler von a und b:

Wir zeigen induktiv d | a; fiir alle j = i4+1,4,...,1,0, insbesondere also d | ap = aund d | a; = b.
Der Induktionsanfang ist klar: d | 0 = aj41.

Sei nun d ein Teiler aller a; mit £ > j. Dann ist d auch ein Teiler von a; 1 +gja; = aj_1. Damit
ist auch der Induktionsschritt bewiesen.

4. d = ggT(a,b):

Nach 3. ist d ein gemeinsamer Teiler von a und b. Ist d’ € IN irgendein weiterer gemeinsamer
Teiler von a und b, so ist d’ nach 2. ein Teiler aller a;, insbesondere auch ein Teiler von a; = d.
Damit ist d der groite gemeinsame Teiler von a und b.

c)

il 0 |1]2]3]4

al119[85[34 |17 [0

x| 1 0] 1 ]2 = 17 =ggT(119,85) = —2- 119+ 3 - 85.
y| 0 |1 |-1] 3

q 1272

Aufgabe 57. (m)
Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie:
a) [[a= II a.

aeG acG

b) Folgern Sie den Satz von Wilson: (p — 1)! = —1 mod p fiir jede Primzahl p.

Losung:
a) G ist abelsch, so dass die Produkte (von der Reihenfolge unabhéngig) wohldefiniert sind. Es

ist [[a= ][] a- ][] a.In dem letzten Produkt ][] a kann man die Faktoren umsortieren
aeG a’?=e  a#a"l a#a—1

und jeweils Paare a,a~! als Faktoren zusammenfassen, also ist dieses Produkt gleich e und die
Behauptung bewiesen.

b) Mit G = F) gilt (p — 1)! + modpZ = [[,c a und da F,, ein Kérper ist, gilt a?=e = a=
+1 fiir a € G. Also folgt nach a) (p —1)! = (+1) - (—1) = —1 mod p.

Aufgabe 58. (s)
Zeigen Sie durch Rechnungen in Restklassenringen von Z:

a) Eine natiirliche Zahl n ist genau dann durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme (=Summe
der Ziffern der Dezimaldarstellung von n) durch 9 teilbar ist.

b) Formulieren und beweisen Sie eine Elferprobe.

¢) Man bestimme den Rest von (123578%! 4 283679°)!%4 bei Division durch 143.

[Tipp: Losen Sie die Aufgabe zunéchst fiir die Primteiler von 143 und beachten Sie den
Chinesischen Restsatz.]

Losung;:

Sei a = Y, a10% die Dezimaldarstellung von a, also a € N, 0 < a < 9 die Folge der Dezimal-
ziffern von a.

a) Dann gilt wegen 10 = 1 mod 9:

a:ZaklOk EZaklk :Zak mod 9.
k k k

Also ist eine Zahl a modulo 9 kongruent zu ihrer Quersumme, insbesondere genau dann durch
9 teilbar, wenn die Quersumme es ist.
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b) Entsprechend erhalten wir wegen 10 = —1 mod 11 die Elferprobe

a= Zaklok = Zak(—l)k mod 11.
k k

In Worten: Modulo 11 ist eine Zahl kongruent zu ihrer sog. Wechselsumme, der Summe ihrer
Dezimalziffern mit wechselndem Vorzeichen, bei der letzten Ziffer positiv beginnend. Insbeson-
dere ist eine Zahl durch 11 teilbar, wenn ihre Wechselsumme durch 11 teilbar ist.

c) Sei A die vorgegebene Zahl; gesucht ist @ € Z, 0 < a < 143 mit a = A mod 143. Es ist
143 = 11 - 13 und wegen der Teilerfremdheit von 11 und 13 gilt daher

a=Amod143 <— a=Amod 1l AN a= A mod 13.

Wir berechnen daher zunéchst A modulo beider Primzahlen, also die Restklasse von A in den
beiden endlichen Korpern (1) F11 bzw. Fi3. Man beachte fir die Potenzierungen die Ordnungen
der Multiplikationsgruppen #F;; = 10 bzw. #IF;3 = 12, so dass nach dem Satz von Lagrange
die Exponenten modulo 10 bzw. 12 zu nehmen sind. Dies ergibt:

mod1l: A= (123578%! 4 283679°)1%* = (4! +0)*=16-16=5-5=3,
mod13: A= (123578%! +283679°)!1% = (0 + 6°)10 =650 =62 = -3

Die gesuchte Zahl ist also die kleinste positive Losung der simultanen Kongruenzen
a=3mod1ll, a=-3mod13.

Diese 16sen wir durch ‘scharfes Hinsehen’ (a = 36) oder mit etwas Uberlegung wie folgt: Gesucht
ist ein Vielfaches von 11 (a — 3) und ein Vielfaches von 13 (a + 3) mit dem Abstand 6; wegen
13 — 11 = 2 muss dies das Dreifache sein: 33 und 39, also ¢ = 33 + 3 = 39 — 3.

Aufgabe 59. (s)

Es seien a,b, ¢ € Z und a, b teilerfremd. Es sei W die Losungsmenge der linearen diophantischen
Gleichung ax + by = ¢, d. h. die Menge der ganzzahligen Losungen dieser Gleichung. (Allge-
mein sind diophantische Gleichungen Polynomgleichungen mit ganzzahligen Koeflizienten, deren
ganzzahlige Losungen bestimmt werden sollen.) Zeigen Sie:

a) W ist nicht leer. Geben Sie ein Verfahren zur Bestimmung einer Losung (zg, yo) € W an.
b) Ist (zo,y0) € W, so gilt W = {(zo + nb,yo — na) | n € Z}.
c¢) Losen Sie die diophantische Gleichung 15z + 8y = 5.

Losung:

a) Wegen ggT(a,b) = 1 kann man mit dem euklidischen Algorithmus x,y € Z bestimmen, mit
za +yb = 1. Also ist (z9,yo) = (cx, cy) eine ganzzahligen Losung der Gleichung ax + by = c.
b) Sei (z,y) € W, also ax +by = ¢ = axg+byo <= a(x —x9) = —b(y —yo). Da a, b teilerfremd
sind, folgt a | y — yo und b | x — xp, also existieren n,m € Z mit y — yo = am,  — xg = bn.
Wegen abn = a(z — z9) = —b(y — yo) = —bam muss m = —n sein und es folgt * = xg + bn,
Y ="Yo —an.

c) 15 und 8 sind teilerfremd und es gilt 1 = —15+2-8, also 5 = —5-15+10-8. Damit ist (-5, 10) €
Wund W = {(=5+8n,10—15n) | n € Z} = {...,(—13,25),(-5,10), (3,-5), (11, —20), ...} die
gesuchte Losungsmenge.
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Aufgabe 60. (s)

,
Seien 7 € Ny, n; € N (i = 1,...7r) teilerfremd und N := ‘]:[1 n; sowie N; 1= % Zeigen Sie:

1=
a) Es gibt N/ € N mit ;N/=1modn; (i=1,...,7).

b) Mit den N/ wie in a) gilt fiir beliebig vorgegebene ay, ..., a, € Z:

T T
/\ r=a;, modn; < = ZNiNZ»'ai mod N .
i=1 i=1

Die Losungsmenge L der simultanen Kongruenzen x = a; mod n; (i = 1,...,r) modulo
teilerfremder Moduln n; ist genau die volle Restklasse a + NZ modulo N des Elementes
a:=3yi Nz‘Ni,ai.

¢) Man bestimme die Losungen = € Z der simultanen Kongruenzen

r=2mod3, r=3mod5, r=4mod7, x =5mod 11.

Losung:

a) Fir jedes ¢ ist N; zu n; teilerfremd, denn angenommen es gibt eine Primzahl p mit p | N; =
H#i nj und p | n;, so gibt es ein j # ¢ mit p | n; und p | n;, im Widerspruch zur Voraussetzung,.
Also ist N; eine prime Restklasse modulo n; und besitzt daher ein Inverses N! modulo n; (siehe
Vorlesung [Prop. 11.2.21 d)| S. 49): N; N/ = 1 mod n;, wie behauptet.

b) <: Wegen N =[], n; gilt

™ T
r=a:= Z NjNja; mod N = /\ r = Z NjNja; mod n;
j=1 i j=1
— /\ x = Z N; N;aj + N;N! a; mod n;
‘ j#i\z/; =1

1
? /\ T = a; mod n;

)

ad =: Die Implikation (x) gilt aber auch umgekehrt, denn die n; sind teilerfremd und daher
kgV(n;) =[[n; = N:

/\a: =amodn; < /\ ni|lr—a < kgV(n;))=N|zx—a <= r=amod N.

K3 K3
c) Mit ny =3, ng =5, ng =7, ng = 11 erhalten wir

Ny =5-7-11=(=1)-1-(=1) =+1mod 3, N, =1,

No=3-7-11=3-2-1=1mod 5, N, =1,
Ny=3-5-11=3-(-2) (-3)=4mod 7, N,=2,
Ny=3-5-7T=3-5-(—4) =6 mod 11, Ni=2

und als gesuchte Losung modulo N =3-5-7-11 = 1155

a:ZNiN{ai:385-1-2+231-1-3+165-2-4+105-2-5:38335368mod]\7.
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Aufgabe 61. (s)
Seid € Z, und R := Z[i\/d]. Wir definieren die sog. Normabbildung N : R — N, a — a@ = |a|?.
a) Zeigen Sie fir o, f € R:
(1) N(ap) = N(a) - N(B)
(2)a|BinR = N(a)|N(P) in Z.
(3) a € R* <— N(a)=1.
(4) (z[ivd)* = {£1} fiir d > 2 und (Z[i])* = {£1,+i}.
()

b) Bestimmen Sie fiir « = 21 + 63i, 8 = 110: eine Zerlegung in Primelemente von Z[i] und

Ist « Teiler von S in R, so gilt: «, 3 assoziiert in R <= N (a) = N(B).

einen ggT.

c) Zeigen Sie: R = Z[i\/6] ist nicht faktoriell, da 10 in R zwei wesentlich verschiedene Zerle-
gungen in unzerlegbare Elemente hat.

Losung:

(1) ist klar. (2) klar nach (1).

B)raf=1 = N@N(@B)=1 = N(a) =N(B) =1, da alle Normen in N liegen. Und
umgekehrt 1 = N(a) =aad = a € R*,denn a € R

(4): Sei R = Z[iv/d]. Fiir d > 2 und a,b € Z gilt:

zi=a+b-ivde R* < N(a+b-ivd) =d®>+db* =1 = A?=1ANb=0 < z==1.

Fiir d = 1 folgt entsprechend z € R* <= a’+b’ =1 <= a’=1,b=0V a=0,0>=1
2= +1,+i.
(5): Ist v = Be mit e € R, so folgt nach (3) N(a) = N(3) - 1. Umgekehrt gilt fiir 3 = yo mit

Y Rud a# 0 N0) = N(8) = ad =3 =10 36 = 1i=1 = 7€ R"
b) R = Z[i] ist euklidisch (Beispiele I1.2.10 2)|), also Hauptidealring und faktoriell. Unzerlegbare

Elemente sind daher Primelemente.

Es ist « = 21+ 63i = 3-7- (1 + 3i¢). Wir untersuchen die auftretenden Faktoren 3, 7, 1 + 3i
auf mogliche echte Teiler, also Nichteinheiten und nicht Assoziierte. Gemafi a) kommen dafiir
nur Teiler z = a + bi in Frage, deren Norm N (z) = a? + b% echter (!) Teiler von N(3) = 32,
N (7) =72 oder N(1 + 3i) = 10 ist.

1. N :=a® 4 b? = 3: Dies ist unlosbar in IN und damit ist 3 unzerlegbar in R.

2. Genauso: 7 ist unzerlegbar.

3a. N=a?+b*=2:a’>+b* =2 < a®* =0 =1 < z =2 =+1=+i. Diese 4 Elemente sind
assoziiert zu 1+ ¢ und 1 + ¢ ist Teiler von 14 3¢ = (1 +14)(2 +4).
3b.N=a?+0?=5:a2+b0> =5 <= a’ =1, =4Vva’ =41 =1 < z=+(14+20) V z =
+(2 £ 7). Von diesen 8 moglichen Teilern sind aber nur die 4 Assoziierten von 2 + ¢ (vgl. 3a.)
Teiler von 1 + 3:.

144 und 2+ sind unzerlegbar, weil ihre Normen Primzahlen sind, und wir erhalten fiir 21 4 63:
in R die Primzerlegung

21463i=3-7-(1+4)-(2+1).

Es ist 3 = 110i = 2-5-11-4: i ist Einheit und 11 ist unzerlegbar (a? + b = 11 in N unlésbar,
wie oben fiir 3 und 7).

a? + b? = 2 hat die in 3a. bestimmten 4 Lésungen, die in R zur Zerlegung 2 = (1 + i)(1 — )
fiihren. Die Faktoren 1 + ¢ haben Norm 2 und sind unzerlegbar.

a’? + b?> = 5 hat die in 3b. bestimmten 8 Losungen, die in R zu folgender Zerlegung fiihren:
5= (1+ 24)(1 — 2i), wobei die einzelnen Faktoren wieder unzerlegbar sind.
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Damit erhalten wir in R fiir 1107 die folgende Primzerlegung
110 = (14+4)- (1 —4) - 11 - (1 +24) - i(1 — 21).
Mit i(1 — 2i) = 2 + ¢ entnimmt man aus beiden Primzerlegungen nun leicht einen ggT:
geT(a,8) = (1+0)(2+1) = (1+30).

Man beachte, dass Primfaktoren und ggT nur eindeutig sind bis auf Assoziiertheit, also bis auf
Multiplikation mit einer der 4 Einheiten +1 und +7 in R.

c¢) Sei nun R = Z[i\/6]. Gesucht sind echte Teiler z = a + biv/6 von 10 in R, also echte Teiler
N (2) = a® 4 6b2 von 22 - 52. Die Teiler 2 und 5 mit den Normen 22 bzw. 52 sind natiirlich klar.
Wir untersuchen a? + 6b> = 10: Dann folgt a? = 4,b%> = 1, also z = 42 + iy/6. Dies fiihrt zur
Zerlegung 10 = (2 4+ iv/6)(2 — i1/6). Die so gefundenen vier echten Teiler von 10 in R sind alle
unzerlegbar, denn ihre Normen 4, 25 und 10 haben nur die echten Teiler 2 und 5 und diese sind
keine Normen a2+ 6b%. Auflerdem sind diese 4 Faktoren 2, 5, 2 +14+/6 nicht zueinander assoziiert
(nur +1 sind Einheiten in R gemiB a)(4)).
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Algebra 1
Ubung 11

Aufgabe 62. (m)
Sei G = (o) zyklisch von der Ordnung n und k € Z. Zeigen Sie:

a) G =(o*) <= k+nZ¢c P(n) <= kist zu n teilerfremd.

ordo

b dobt = ———
) ordo ggT(k,ord o)

¢) Aut G ~ P(n) prime Restklassengruppe modulo n

d) Sind Gj, G2 endliche zyklische Gruppen, so gilt:

G1 X Gq zyklisch <~ ggT(#Gl, #Gg) =1.

Losung:
a) folgt aus b). Hier ein Beweis als Hinfiihrung zu b):

G=(" & oe(® & \/UZO’kl & \Jordo=n|kl—-1 & ke (2/nZ)* =P(n).
leZ l

b) Sei d = ggT(n, k) und dn’ = n, dk’ = k, also n, k¥’ teilerfremd. Dann gilt fiir beliebiges I:

(M) =e < ord(o) =n |kl < n' |kl < n'|I.

Damit folgt ord(c*) = n’ = 2, wie behauptet. )
c): f € AutG = f(o) =: o¥ erzeugt f(G) = G, also ist nach a) k € P(n). Die Zuordnung

f — k ist ein Homomorphismus ® : Aut(G) — P(n), denn
f.9€ Aut(G), fo) =c", g(o) =o' = foglo)=f(o))=0",

also ®(f o g) =kl = ®(f)®(1).

® ist injektiv, denn ®(f) =1 = f(0) =0 = f = idg. Zur Surjektivitit: Sei k € P(n).
Da G abelsch ist, ist die Potenzierung mit & f = (...)* ein Gruppenhomomorphismus, und
wegen k € P(n) ist gemiB a) f(o) = o* Erzeugendes von G, also f : G — G eine surjektive
Selbstabbildung. Wegen der Endlichkeit von G ist f auch injektiv, also f € Aut G mit ®(f) = k.
d) Fir o = (01,02) € G1 x Gy gilt ord(o1,02) = kgV(ord o1, ord 02), denn

(01,00)F =e = oFf =¢; « ordo; | k < kgV(ordoy,ordoy) | k.

Sind nun o; Erzeugende der G; (mit den Ordnungen n; = #G;), so hat o := (01,02) € G1 X G2
die Ordnung kgV(n1,ng). Bei teilerfremden n; hat also o die Ordnung niny = #G1 - #G2 und
ist somit Erzeugendes von G1 x Ga.

Ist umgekehrt 7 = (71, 72) ein Erzeugendes von G x Ga, so gilt

ning = ord T = kgV(ord 71, ord 12) | kgV(n1, ng) | nins,

also gilt die Gleichheit kgV(n1,n2) = ning und das bedeutet ggT(ni,ng) = 1.
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Aufgabe 63. (m)

Bestimmen Sie den ggT der Polynome f = X6 4 2X5 +3X* 4+ 5X3 + X2 +3X + 6 € F7[X] und
g=X’+5X3+X%2+5 € F7[X].

Losung;:

Wir verwenden den euklidischen Algorithmus und fiithren sukzessive Polynomdivision durch.
Dabei werden die Divisor-Polynome in F7[X]| jeweils normiert, wodurch sich die die Teilbarkeit
natiirlich nicht dndert. Dadurch kann man die Polynomdivision per Hand iiber Z durchfithren
und muss nur danach den Rest modulo 7 reduzieren. Alle folgenden Gleichungen gelten {iber
F7. Essei fo:= f und f; :=g.

roi=fo— (X+2)fi = —2X*-6X3-X?-2X -4
fo :=3ry = X4 4+3X3-3X2+X+2
r3i=g— (X —-3)fs = 3X3-2X%2+X+4
f3:=—2r3 = X®-3X?-2X-1
7'4::f2—(X—1)f3 = 3X2—|-1

f4 = —27“4 = X2—2

rsi=fs— (X —3)f1 = 0

Mit 75 = 0 erhalten wir ggT(f,g) = f1 = X2 — 2 € F7[X].

Eine erste Kontrolle dieser durchaus fehleranfilligen Rechnung erhilt man wie folgt: X2 — 2 hat
iiber F7 die Nullstellen +3, diese miissen also gemeinsame Nullstellen von f, g sein (und sind es
auch). Damit ist unabhingig von obiger Rechnung X2 — 2 ein gemeinsamer Teiler von f, g.
Dass er tatsdachlich der ggT ist, erhalt man aus seiner Darstellung als Linearkombination, die
man aus obigen Gleichungen bestimmen kann:

fo = 20— (X =1)fs) =2/ +2(X - 1)f3
= 2fo+2(X - 1)(-2)(g — (X =3)f2)
= g (44X 1)+ (244X - 1)(X =3)) - fa
= g (—4X +4)+ (4X2-2X +3)-3(f — (X +2)9)
= g(—4X +4-3(4X?—2X +3)(X +2))+34X?-2X +3)f
(—2X2+ X +2)f + (2X3+3X? — X)g

Aufgabe 64. (s)
Sei R ein kommutativer unitdrer Ring, M ein freier R-Modul vom Rang n und (ay,...,a,) eine
Basis von M.

a) Zeigen Sie, dass fiir A € M,(R) genau dann (ay,...,ay) - A eine Basis von M ist, wenn
Ae M,(R)*,d. h. () det A € R* ist.

b) Ein Teilmodul N < M heifit direkter Summand in M, falls ein N’ < M existiert mit
N @& N’ ~ M. Zeigen Sie:

Ist R ein Hauptidealring, so ist ein Teilmodul N < M genau dann ein direkter Summand
von M, wenn die Invarianten «; des Elementarteilersatzes (siche Vorlesung [Satz 11.2.24]
S. 51) Einheiten in R sind.

c) Der Z-Modul (@, +) besitzt keine nichttrivialen (d. h. von {0}, Q verschiedenen) direkten
Summanden.

Losung;:
a) Wir setzen (by,...,b,) := (a1,...,ay) - A.

49



‘=" Ist (by,...,by) eine Basis von M, also insbesondere Erzeugendensystem, so ist jedes a; als
R-Linearkombination der b; darstellbar, also gibt es eine Matrix B € M,,(R) mit

(a1,...,an) = (b1,...,by) - B=(a1,...,a,) - AB.

Da die a; eine Basis von M bilden, sind die Darstellungen als Linearkombinationen der a;
eindeutig und es muss AB = FE die Einheitsmatrix sein. Umgekehrt folgt aus der Basiseigenschaft
der b; genauso:

(bl,...,bn)BA:(al,...,an)A:(bl,...,bn) - BA:E,

und mithin ist A Einheit in M, (R) mit Inversem B. Also folgt 1 = det(AB) = det A-det B und
det A ist Einheit in R. Ist umgekehrt det A Einheit in R, so ist auch A Einheit in M,,(R), denn
fiir die Adjunkte (gebildet aus den durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entstehenden
Unterdeterminanten det A;; von A)

A = ((~1)% det Ayj) € My(R)

gilt (nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz der Linearen Algebra, giiltig tiber kommutativen
unitdren Ringen)

A A =detA - E=A- A,

Ist also det A Einheit in R, so hat A das Inverse ﬁAad € M,(R).
‘=" Sei A Einheit in M, (R) mit Inversem B € M, (R). Dann gilt

(biy...,bp)B = (a1,...,an)AB = (a1,...,ay).

Da die a; eine Basis von M bilden, existieren zu jedem ¢ € M eindeutig bestimmte \; € R mit

A1 A1 p1
c:(al,...,an)- :(bl,,bn)B :(bl,,bn)
An An Pn
und diese p; € R sind eindeutig, denn wegen der Eindeutigkeit der A; gilt
&1 &1
c=(br,...,bn) - | | =(a1,...;an) - A|
&n &n
&1 A1 &1 A1 p1
= Al == |:|=8B|:|=]|:
n An n An Pn

Damit ist jedes ¢ € M eindeutig als R-Linearkombination der b; darstellbar, die b; bilden eine
Basis von M.

b) Sei gemifl dem Elementarteilersatz aq, ..., a, eine R-Basis von M und aq,...,a, € R mit
N = a1 Ra19. . .®a,, Ra,,. Sind alle «; Einheiten von R, also a; R = R, soist N = Ra1®P. . .®Ran,
direkter Summand von M mit komplementdrem Modul N’ = Ra,,11 @ ... ® Ray.

Sei nun umgekehrt N direkter Summand von M, also M = N@N'. Nach dem Elementarteilersatz
sind N und N’ freie Moduln, also gibt es Basen ay,...,a, von N und ami1,...,a, von N’
die zusammen eine Basis von M bilden. Dies bedeutet, dass a1 = ... = ay, = 1 (die bis auf
Assoziiertheit eindeutig bestimmten) Elementarteiler des Moduls N sind und diese also alle
Einheiten sind.

c) Sei Q = N @ N’ mit Z-Untermoduln N # 0 # N'. Dann existieren 0 # = = § € N,
0#a2 = Z—,’ € N’ mit 0 # a,b,a’,b' € Z. Da N, N’ Z-Moduln sind, folgt der Widerspruch

ab-x=da=ab -2 € NNN' ={0}.
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Aufgabe 65. (s)
Sei (A, +) eine endliche abelsche Gruppe und fiir n € Ni sei A(n) := {a € A | na = 0}.
Bestatigen Sie, dass A(n) eine Untergruppe von A ist. Zeigen Sie:

a) Sei p ein Primteiler von #A4 und v € N; maximal mit p¥ | #A. Dann ist A(p¥) die(!)
p-Sylowgruppe von A.

b) Sei #A = n - m mit teilerfremden n,m € IN. Dann gilt A = A(n) ® A(m).

c) Sei #A = H p;* mit verschiedenen Primzahlen p;. Dann gilt: A = EB A(p]"), d. h. endliche
=1
abelsche Gruppen sind direkte Summe ihrer Sylowgruppen.

Losung;:

Da A abelsch ist, gilt na =0=nb = n(a —b) =na —nb =0, also A(n) < A.

a) Da A abelsch ist, sind die Sylowuntergruppen Normalteiler und daher eindeutig. Sei A, die
p-Sylowgruppe von A, also #A4, = p”, dann gilt fiir alle a € A, p’a = #A, - a = 0 und somit
A, C A(p”). Umgekehrt gilt fiir jedes a € A(p”) pYa = 0, so dass #(a) = orda eine p-Potenz
und (a) eine p-Untergruppe von A ist. Diese muss in der (einzigen) p-Sylowgruppe A, liegen,
also: A(p¥) C A,.

b)a € A(n)NA(m) = na=0=ma = orda |n,m = orda |ggT(n,m)=1 = a=0.
Damit haben A(n) und A(m) trivialen Schnitt.

Fir alle a € A gilt nma = #A-a = 0. Wegen 1 = ggT(n, m) gibt es eine Darstellung 1 = zn+ym
mit x,y € Z. Daraus erhalten wir fiir alle a € A

a=1-a=zna+yma=:a,—+a, mit a, € AMm), a, € A(n),

denn may,, = xnma = 0 und na,, = ynma = 0. Damit ist A = A(n) & A(m).
c) folgt induktiv aus b).

Aufgabe 66. (s)
Sei p eine Primzahl und r, s € IN. Ist A eine endliche abelsche p-Gruppe mit

A
A

Z)plx ... XZ/p" 7, 1<y <...<vu,,
Z/p"M7x ... xZ/pl, 1<pu <...<us,

~
~

so miissen r = s und fiir alle ¢ v; = y; sein. [Man betrachte p.A und schliefie induktiv.]
Losung:

Im Falle A = 0 muss r = s = 0 sein. Sei nun A # 0. Wir bestimmen zunéchst p.A. Nach dem
Homomorphiesatz gilt

PZ/p* T ~ 7./p" '
und damit nach Voraussetzung

PA~Z/P VT X XL p TV T T X X T T T (1)

Durch Vergleich der Ordnungen in den Darstellungen von A bzw. pA erhalten wir
T S
d:= Zl/i = Z,uj bzw.
i=1 j=1
T S
Z(Vifl):Z(,ujfl) = d-r=d-s

i=1 Jj=1

und damit die Ubereinstimmung r = s.
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Die Ubereinstimmung v; = u; beweisen wir induktiv iiber die Ordnung von A. Wegen #pA < #A
(fir A # 0) wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf pA an. Aus (1) erhalten wir (wegen
r=sund Z/p"Z = 0)

p.A Z/p”“ilzx...xZ/p”’ﬁlZ, l=v1=...=p,1 <1, <...<vu,

Z/p T X p T, == = <y < <

12

Aufgrund der schon allgemein bewiesenen Behauptung r» = s erhalten wir aus diesen beiden
Darstellungen von pA die Gleichheit r — (a—1) =r —(b—1) <= a = b und damit v; =1 = y;
fir 1 <4 < a = b. Nach Induktionsvoraussetzung folgt dann schliefllich

vi—1l=p;—1,alsoy;=p; fira=b<i<r.

Aufgabe 67. (s)
a) Sei R ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkérper und f = Y% ,a; X' € R[X] ein
normiertes Polynom vom Grad n > 1. Zeigen Sie:

Ist a € K eine Nullstelle von f, so gilt @ € R und « | ap.

b) Bestimmen Sie alle rationalen Nullstellen der Polynome f = X3 4+ 2X?2 — X — 2 € Z[X]
und g = X" — p, n > 2, p Primzahl. Was folgern Sie fiir {/p?

c¢) Formulieren Sie ein (notwendiges und hinreichendes) Irreduzibilitatskriterium fiir Polyno-
me vom Grade < 3 iiber Korpern.

Losung:
a) Sei a = % mit z,y € R teilerfremd. Dann gilt
X €T n—1 . . n—1 ' 4
0=/f(=) = 0=y"f(-) = Z az'y" T+ 2" = y| Z ax'y" "t = —x™.
Y Y =0 i=0

Wire o € R, so hitte y einen Primteiler und es folgte p | y | 2" = p | z, im Widerspruch
zur Teilerfremdheit von z,y. Also ist @ € R und Polynomdivision von f durch X — a € R[X]
(normiert!) ergibt f(X) = ¢(X) - (X —«) mit ¢(X) € R[X] und damit ag = f(0) = ¢(0) - (—«),
also a | agp.

b) Als rationale Nullstellen von f bzw. g kommen nach a) nur Teiler des absoluten Gliedes in
Frage.

Bei f sind dies 1, +2 und durch Einsetzen findet man als rationale Nullstellen =1 und 2.

Bei g sind die einzig moglichen rationalen Nullstellen £1 und £p. Fiir n > 2 ist keine dieser
Méglichkeiten tatsdchlich Nullstelle: X™ — p hat keine rationalen Nullstellen. Dies bedeutet /p
ist irrational fir n > 2.

¢) Ein Polynom vom Grad 2 oder 3 ist genau dann irreduzibel, wenn es keine Nullstelle hat.
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Algebra 1
Ubung 12

Aufgabe 68. (s)
a) (Irreduzibilitdtskriterium von Eisenstein)

Sei R ein faktorieller Ring und f = 3, a; X" € R[X] vom Grade n > 1. Fiir ein Primelement
p von R gelte

(1) plan, (2) plafir0<i<n,  (3) p*Jao

Zeigen Sie: f ist irreduzibel in R[X].

[Tipp: Betrachten Sie fiir eine Zerlegung f = gh mit g = 3, b; X’ € R[X], h = > cj X7 €
R[X] die minimalen Indizes v mit p /b, bzw. p mit p [ c,. Zeigen Sie pp = 0, v > 1 (oder
umgekehrt) und untersuchen Sie dann a, .|

b) Sei R ein kommutativer unitdrer Ring, u € R*, a € R. Zeigen Sie fiir f € R[X]
f irreduzibel <= f(uX + a) irreduzibel.

c) Sei f=3a;X ¢ € Z[X] ein Polynom vom Grade n und p eine Primzahl mit p } a,. Es sei
[ € Fp[X] das Restklassenpolynom von f modulo p. Zeigen Sie:

f € Fp[X] irreduzibel = f € Z[X] irreduzibel .

d) Zeigen Sie, dass die folgenden Polynome in Z[X] irreduzibel sind:
f(X)=93X%—28X3 — 63X2 449X + 14,
gX)=X*+1 und A(X)=5X5-8X*-2X3+3X?+ 12X +11.

Losung:

a) Sei f = gh wie im Tipp. Wegen p } a,, konnen nicht alle Koeffizienten von g bzw. von h durch
p teilbar sein, v und y existieren wie definiert. Wegen p | ag = boco und p? J boco, gilt o. E. p | by
und p J ¢p und damit v > 1. Dann gilt

a, = Z biCj = Zbicljfi +byco .
i+j=v i<v

Der Summenterm ist wegen der Minimalitdt von v durch p teilbar, also folgt a, = b,cp mod p.
Wegen p J'b, und p J ¢o folgt p Ja,, also v = n. Damit hat g den Grad n und h ist konstant, f
ist somit irreduzibel tiber R.
b) f(X) = g(X)h(X) = f(uX +a) = g(uX + a)h(uX + a) und, da sich bei der linearen
Substitution uX 4 a die Grade nicht &ndern, folgt aus der Reduzibilitat von f die von f(uX +a).
Umgekehrt schliet man genauso mit der inversen linearen Substitution «~!X —u~la € R[X].
c) Wir schlieflen indirekt. Eine Zerlegung f = gh in Faktoren kleineren Grades aus Z[X]| ergibt
eine Zerlegung f = gh in F,[X], wobei sich wegen p f ay, also @, # 0 die Grade nicht indern: f
ist reduzibel.
d) f ist ein Eisensteinpolynom fiir die Primzahl 7, also nach a) irreduzibel in Z[X].
g(X +1) = X* 4+ 4X3 + 6X2 4+ 4X + 2 ist ein 2-Eisensteinpolynom, also irreduzibel in Z[X].
GeméB b) ist dann auch g(X) irreduzibel.
Sei p = 2 und f die Reduktion von f modulo 2, also f = X° 4+ X2 41 € F5[X]. f hat keine
Nullstelle in Fa, wenn also f reduzibel ist, muss es in einen quadratischen und einen kubischen
Faktor zerfallen. f muss also in F5[X] einen quadratischen Faktor ohne Nullstelle haben. Ein
quadratischen Polynom q(X) := X2+aX +b € F2[X] hat genau dann keine Nullstelle in Fy, wenn
a = b =1 ist. Dieses quadratische Polynom X2+ X + 1 ist aber kein Teiler von f = X°+ X2 +1
in F2[X], denn Polynomdivision ergibt in Fo[X] f = (X2 + X +1) - (X3 + X2) + 1. Folglich ist

f irreduzibel in F2[X] und nach ¢) dann auch f in Z[X].
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Aufgabe 69. (s*)
n .

Sei R ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkérper und f = Y a; X" € R[X]. f heifit primitiv,
i=0

7
falls die Koeffizienten ag, ..., a, teilerfremd sind.

a) Beweisen Sie das Lemma von Gauf:
m . n+m
Sind f und g = 3 b; X7 € R[X] primitiv, so auch fg = > c X",
j=0 k=0

Tipp: Betrachten Sie fiir ein Primelement p von R die maximalen v bzw. p mit p Ja, bzw.
p fb, und studieren Sie den Koeffizienten ¢, .

b) Jedes Polynom 0 # h € K[X] besitzt eine Darstellung h = o+ g mit @ € K* und einem
primitiven Polynom g € R[X].

c) Fiir deg f > 1 gilt:

a) f unzerlegbar in R[X] <= f primitiv und irreduzibel iiber R.
B) f irreduzibel iiber R <= f irreduzibel iiber K.

d) Beweisen Sie den Satz von Gauf:

Der Polynomring R[X] iiber einem faktoriellen Ring ist faktoriell.

Losung:

a) In faktoriellen Ringen bedeutet Teilerfremdheit, dass es keinen gemeinsamen Primteiler gibt.
Sei also p ein beliebiges Primelement. Da f und g primitiv sind, gibt es ein gréfites v bzw. ein
groBtes p mit p fa, bzw. p [b,. Also gilt p | a; fir ¢ > v und p | b; fiir j > p. Dann gilt:

n

Cogp = Z aibyyp—i = Zai butv—i +ayb, + Z a; byyv—i =ayb, Z0modp
i=0 i<y S~ iy _

=0 mod p =0mod p

Fiir jedes Primelement gibt es einen Koeflizienten von fg, der nicht von p geteilt wird, also sind

die Koeffizienten von fg teilerfremd, fg ist primitiv.

b) Multipliziert man h mit dem Produkt 0 # 8 € R der Nenner aller Koeffizienten, so erhélt

man ein Polynom Sh = g1 € R[X]. Dividiert man nun g; durch den ggT ¢ seiner Koeffizienten,

so erhélt man %h = %gl =: g € R[X] und g ist primitiv. Also h = %g mit primitivem Polynom

g € R[X] unda::%GKX.

c) o) ‘=": Ist d der ggT der Koeffizienten von f, so besitzt f die Zerlegung f = d - g mit

d € R C R X]und g € R[X]. Wegen degg = deg f > 1 liegt ¢g nicht in R, kann also keine

Einheit von R[X] sein (siehe [Aufgabe 71 D)). Da f unzerlegbar ist, muss d Einheit sein: f ist

primitiv. Genauso folgt, dass f irreduzibel ist, denn

f=gh mitgheR[X]\R — geER*C RV he R* C R, Wid.

f unzerlegbar

a) ‘<" Sei f = gh mit g,h € R[X]. Wegen der Irreduzibilitit ist o. E. ¢ € R und wegen der
Primitivitdt dann g € R*, womit die Unzerlegbarkeit gezeigt ist.

ad f): ‘<’ ist eine logische Abschwichung. Sei nun f irreduzibel iiber R und f = g1g2 mit
gi € K[X]. Durch Multiplikation mit den Hauptnennern der g; erhilt man

df =hiho mit0#Ade R, h; € R[X], deg h; = degg; .
Spaltet man in h; jeweils den ggT der Koeffizienten ab, so erhélt man (siehe Aufgabenteil b))

df = dids - ?11?12 mit d,d;,ds € R, ill, ilg primitiv .
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Nach Aufgabenteil a) ist l~11i~12 primitiv und daher d ein Teiler von djds. Division durch d im
Integritatsbereich R ergibt

f=d\hy-dohy mit dihy, dyho € R[X].

Da f iiber R irreduzibel ist, folgt 0 = degh; = degg; oder 0 = deghy = deg g2, was zu zeigen
war.

d) Wir zeigen zuerst, dass unzerlegbare Elemente in R[X] prim sind. Fiir Elemente aus R ist
dies nach Voraussetzung richtig. Sei f € R[X]\ R unzerlegbar. Nach Teil ¢) ist f primitiv und
iiber dem Quotientenkérper K von R irreduzibel, also in K[X] unzerlegbar (siche Vorlesung,
Bemerkung nach [Definition I1.3.5, S. 57). Da K[X] faktoriell ist (Vorlesung S. 57),
ist f Primelement in K[X].

Seien nun g, h € R[X] und f | gh in R[X]. Da f prim in K[X] ist, ist f Teiler von (0. E.) ¢ in
K[X]:

g:f'th)f-%iL, o, € R, h € R[X] primitiv.

Da R faktoriell ist, sind o. E. «, 8 teilerfremd. Da nach Teil a) f h primitiv ist, folgt aus Bg = afh,
dass (8 ein Teiler von « ist, also % € R liegt: f teilt g in R[X].

Es bleibt nun zu zeigen, dass jedes f € R[X] als Produkt von Primelementen aus R[X] darstell-
bar ist. Da K[X] faktoriell ist, existieren irreduzible Polynome aus K|[X]

Q;

B

fZHPi — Hﬁi'fZHai'Hﬁi-

Mit den p; sind die p; irreduzibel tiber K und (nach Teil ¢) unzerlegbar in R[X] und nach a) ist
das Produkt [[; p; primitiv und folglich b := []; 8; ein Teiler von a := []; o;. Damit erhalten wir
schliefSlich

Di Pi mit oy, f; € R, p; € R[X] primitiv,

mit

a _ _ a
f:g-gpi mltd::geR.

Da R faktoriell ist, ist d Produkt von unzerlegbaren Elementen aus R; diese sind auch in R[X]
unzerlegbar (aus Gradgriinden) und damit haben wir insgesamt

=14 1]
7 7

mit in R[X] unzerlegbaren Elementen ¢; € R,p; € R[X].

Aufgabe 70. (m)
Sei R ein kommutativer unitiarer Ring.

a) Ist S := R[X1,...,X,] der Polynomring tiber R in n Unbestimmten X7, ..., X, so ist der
Polynomring iiber S in X,, 11 S[X,+1] der Polynomring iiber R in den n+ 1 Unbestimmten
Xlu s 7Xn+1-

b) Fiir jedes a € R ist der Faktorring von R[X] nach dem Hauptideal (X — a)R[X] isomorph
zum Grundring R:
RX]/(X —a)R[X]~R.
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Losung;:
a) Der Ring T := S[Xp4+1] = R[X1, ..., X,][Xn+1] ist ein unitédrer Oberring von (S und damit
auch von) R, er enthdlt Xi,..., X,41 und jedes F' € T ist eindeutig darstellbar als

F=>Y fuXk,, mit freS=R[X1...,X,], fast alle f =0.
kelN

Jedes f, € S ist seinerseits eindeutig darstellbar als

fi = Z ap X7t X, ayy = 0 fur fast alle v € N™.
velN»

Damit erhalten wir die eindeutige Darstellung

_ 121 v, k _ 1 Pn+1
= Z Z app X" Xyt Xy = Z ap Xy Xph
kelN velN™ pENn+1

Fiir fast alle k ist fi, = 0, also sind wegen der eindeutigen Darstellbarkeit in S = R[ X7, ..., X,]
flr fast alle k alle a,; = 0. Fir die endlich vielen tibrigen k gibt es jeweils auch nur endlich viele
v € N" mit a, # 0, also insgesamt

ayr, =0 fiir fast alle p = (v, k) € N* x N = N"T1,

Dies beweist a).
b) Wir betrachten den Einsetzungsepimorphismus

E,:RX|— Rla|=R, f+ f(a).

Ke E, besteht aus allen Polynomen f mit a als Nullstelle. Nach [Bemerkung I1.3.7 der Vorlesung
ist jedes f mit f(a) = 0 Vielfaches von X — a und damit Ke E, = (X — a)R[X]. Nach dem
Homomorphiesatz folgt daher

R[X]/(X — a)R[X] = R[X]/Ke E, =~ ImE, = R.

Aufgabe 71. (m)
R sei ein kommutativer unitérer Ring und deg : R[X]\ {0} — N die Gradfunktion. Zeigen Sie:

a) Fir 0 # f,g € R[X] gilt:

deg(f+g) < max(degf,degg) oder f+g=0,
deg(f-g) = degf+degg falls R Integritdtsbereich ist.
b) R Integritdtsbereich <= R[Xj,..., X, ] Integritdtsbereich.
¢) R Korper <= R[X| Hauptidealring.

Losung:

Seien a, bzw. b, die Koeffizienten von f bzw. g und m = deg f, n = degyg.

a) Dann hat f + g die Koeffizienten a, + b, und es gilt a, + b, = 0 fiir © > max(m,n), also
deg(f + g) < max(m,n) oder f + g = 0.

Fir die Koeffizienten ¢, = 3, ,—, a,by, von fg gilt:

p=p+v>m+n = p>mVuv>n = a,=0V b =0= ¢c,=0,

p=p+v=m+n = p>mV (p<m Av>n)V (L=mv=n) = ¢, = apby.

56



Esist ¢, = 0 fiir p > m+n, also deg(fg) < m+n, und fiir nullteilerfreies R gilt c;qn = amb, # 0,
also deg(fg) = m + n, und der fithrende Koeffizient von fg ist das Produkt der fithrenden Ko-
effizienten von f und von g.

b) Es geniigt der Beweis fiir n = 1, die allgemeine Behauptung folgt daraus induktiv mittels der
vorangehenden Aufgabe 70 a).

Sind 0 # f, g € R[X] und R Integritéatsbereich, so ist nach a) deg(fg) = deg f +deg ¢ und damit
fg # 0, womit * = ’ gezeigt ist; ‘<= ist klar wegen R < R[X].

c) ‘=" ist klar nach ‘" Als Hauptidealring ist R[X]| und damit auch R ein Inte-
gritatsbereich. Sei 0 # a € R. Das Ideal a := aR[X]|+ XR[X] = {f € R[X] | a | f(0)} <« R[X]
ist nach Voraussetzung Hauptideal, also a = ¢ - R[X]. Wegen a € a muss aus Gradgriinden
g =>b¢€ R sein und es gilt a | b. Wegen X € a gibt es ein h € R[X| mit X =b-h,alsol =b-d
fiir den fithrenden Koeffizienten d von h. Damit ist b eine Einheit und wegen a | b folgt auch
a€ R*: R\ {0} C R*, R ist ein Korper.

Aufgabe 72. (s)
Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie:

a) Die Binomialkoeffizienten (%) sind fiir 0 < ¢ < p durch p teilbar.

b) Ist k ein Korper der Charakteristik p, so ist die Potenzierung mit p ein Kérpermonomor-
phismus ¢ : k — k, a — aP.

c¢) Ist k ein endlicher Kérper, so ist ¢ ein Automorphismus von k. Allgemein gilt dies nicht.

Losung:
a) Fir 1 < < p gilt

pl ﬁ(P—k):i!~ <]Z>
k=0

Da p Primzahl und (Z;) € 7 ist, muss p ein Teiler von ¢! oder (IZ’) sein. Fiir ¢ < p gilt p fi!, also
folgt die Behauptung.

b) Bzgl. der Multiplikation ist ¢ in jedem kommutativen Ring ein Homomorphismus. Nun zur
Addition: Wegen char k = p gilt p.1; = 0 und daher p.c = 0 fiir alle ¢ € k. Also folgt

p—1
(@+bP =a?+P+ > (f)aibpi S HD
i=1 a

Damit ist ¢ ein additiver Homomorphismus. Als Kérperhomomorphismus ist ¢ ein Monomor-
phismus.

c¢) Ist k endlich, so muss ¢ als injektive Selbstabbildung auch surjektiv sein. Als Gegenbeispiel
fir unendliches k betrachten wir den Quotientenkérper des Polynomrings Fp,[X], den rationalen
Funktionenkorper k := Fj,(X) in einer Unbestimmten. X € k kann keine p-te Potenz sein, denn
aus Gradgrinden kann es keine Polynome f, g € F,[X] geben mit

X:(ﬁ)? — Xg"=f".

Aufgabe 73. (s)

a) Sei K|k eine Kérpererweiterung, f = >, a; X* € k[X] ein Polynom vom Grade n > 1 und
a € K eine Wurzel von f. Zeigen Sie: 1, ..., a" ! ist ein k-Erzeugendensystem von k[a].

b) m und n seien verschiedene quadratfreie ganze Zahlen # 0, das heifit m und n seien nicht
durch Quadrate ganzer Zahlen > 1 teilbar. Zeigen Sie Q(v/m,/n) = Q(v/m + y/n) und
bestimmen Sie den Kérpergrad iiber Q.
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c) Essei k = Q(v/2,i) C C. Bestimmen Sie den Grad (k : Q).

Losung:
a) Es ist
m
kla] =ImE, = {h(a) | h € K[X]} ={D e, |mEN, ¢, € k}
v=0
und daher hat k[o] die Potenzen o (v € N) als k-Erzeugendensystem. Wir zeigen, dass bereits
B :={a” | 0 <v < m} ein Erzeugendensystem ist, denn es gilt:
=l firallev € N.

o’ € (l,a,a?,...,a

Fiir 0 < v < n —1 ist nichts zu zeigen. Sei nun [ > n und es gelte die Behauptung fiir alle v < [.
Geméf Voraussetzung gilt

n—1 n—1
0=fla) = Za,,a”+ana" = a":—arjlza,,a”
v=0 v=0
n—1
I ~1 l—n+ ! 2 —1
= o = -—a, I;]a,,a nry Lo @ e(l,a,a”,...,a" ")

und die Induktion ist vollstandig.

b) \/m ist Nullstelle des quadratischen Polynoms X2 — m € Q[X], also algebraisch iiber Q und
nach a) hat Q(y/m) = Q[v/m] hochstens den Grad 2 iiber Q. Der Grad 1 kann nur fir m = 0
oder m = 1 auftreten, denn fiir m # 0 gilt:

2

X
VmeQ <= m=—5 << y?-m = a?
Y

mit teilerfremden z,y € Z.

Da m quadratfrei ist, kann 2 keinen Primteiler p haben, also muss 2> = 1 und dann auch
y? =m =1 sein.

Ist v/m oder /n in @, so ist die Behauptung klar und der gesuchte Grad 1 oder 2.

Seien also im Folgenden m,n # 0,%# 1 und daher \/m,\/n € Q, also k,, = Q(y/m) und k,
Q(y/n) quadratische Erweiterungen von Q. Dann gilt (k. ky, : k) < 2 und daher (kp,ky, : Q)
2 (kn : Q) = 4. Angenommen: (kp,ky, : k) = 1. Dann gilt

vVm € Q(v/n) = Q[v/n| = \/ vVm=r+s/n = \/ m—r?—ns?=2rsyn.
r,s€Q r,s€Q

Wegen /n & Q folgt dann » = 0 oder s = 0. s = 0 wiirde bedeuten /m = r € Q, Widerspruch.
Also muss r = 0 sein und wegen der Quadratfreiheit von m und n ergibt sich dann

IA I

m :
Vm=syn = m=s>n = —=s>=1 = m=n, Wid..
n

Also ist (kmky @ ky) = 2 und (kpky : Q) = 4.

Daher ist das Q-Erzeugendensystem 1, /m,/n, /mn von kyk, = Q[v/m, /n| eine Basis.

Wir untersuchen nun K = Q(y/m + /n). Offenbar ist K C ky,k, und wegen (y/m + /n)? =
m+n+ 2y/mn ist Q(v/mn) C K. Also K = ky,ky, oder K = Q[y/mn]. Im zweiten Falle wéire
vm 4+ y/n = a+ by/mn fiir geeignete a,b € Q, im Widerspruch zur oben gezeigten linearen
Unabhéngigkeit von 1,+/m,/n,/mn. Also folgt K = k,,k,, hat den Grad 4.

c¢) Wir haben den Korperturm Q C Q(v/2) C Q(v/2) C Q(v/2,1), wobei jeder Schritt den Grad 2
hat: Der erste, weil /2 irrational ist, der dritte, weil 7 nicht reell ist, und der mittlere, weil v/2
nicht in Q(v/2) liegt:

V2€Q(V2) = \/ V2= (r+svV2)? =1 +25>+2rsv/2 —= V2€Q, Wid.

r,s€Q

Aufgabe 74.
Entfallt.
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Algebra 1
Ubung 13

Aufgabe 75. (s)

Formulieren Sie moglichst viele Ansétze zur Einfiihrung der komplexen Zahlen. Wiederholen Sie
die hierbei auftretenden Begriffe.

Losung;:

1. Man definiert auf dem R-Vektorraum R? die folgende Multiplikation: (z1,y1) - (72, y2) =
(v122 — Y192, T1Y2 + 22y1). Dann bildet € := (R?,+,-) einen Korper mit Einselement (1,0) und
imaginirer Einheit i = (0,1), i> = —1. Vermdge r > (r,0) wird R ein Teilkérper von C.

2. Man definiert in der R-Algebra Ms(R) der 2-reihigen reellen Matrizen die Unteralgebra

@;:{(_xy :Z) | z,y € R}.

-1 0
Esist C =R-E®R- I zweidimensionaler R-Vektorraum und R vermoge r +— rE ein Teilkorper.
3. Man definiert im Polynomring R[X] das Hauptdideal a := (X? + 1) <« R[X] und setzt

Diese bildet einen Korper mit Einselement E und imaginarer Einheit I = ( 0 1 ), I’ =—FE.

C:=R[X]/(X?+1)

Dann ist C ein Koérper (X2 + 1 ist ein Primpolynom, a in R[X] daher maximal). Vermoge
r— 7 =r+a wird R ein Teilkérper und i := X € C eine Wurzel von X2 + 1, also i = —1.

Im Falle 1. miissen Assoziativitit sowie Distributivitdt der Multiplikation nachgerechnet und die
Existenz eines Inversen gezeigt werden. Im Falle 2. wird dies von der Matrixalgebra ererbt und
die Invertierbarkeit ist mittels der Determinante sofort tiberpriifbar. Im Falle 3. sind natiirlich
einige Vorkenntnisse und Konstruktionen der Algebra Voraussetzung.

Aufgabe 76. (m)
Sei Q der algebraische Abschluss von Q. Zeigen Sie:

a) (Q:Q) = cc.
b) Q ist abzihlbar.
c) Es existieren transzendente reelle Zahlen.

Losung;:
a) Die Polynome X" — 2 € Q[X] sind fiir alle n irreduzibel (Eisensteinkriterium) und daher
(Q(¥/2) : Q) = n. Q enthilt also Teilkdrper beliebig hohen Grades, kann also selbst keinen

endlichen Grad haben.
b) Alle Elemente von @ sind Wurzeln normierter rationaler Polynome, also ist

Q= | U {aEQIZaio/—l—a”:O}

n€NL (ag,...,an—1)EQ™

abzahlbare Vereinigung endlicher Mengen, also selbst abzéhlbar.
¢) R ist iiberabzihlbar, also R\ Q # (), es gibt nicht-algebraische Elemente iiber Q.
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Aufgabe 77. (s)

a) Seien m,n € Z\{0, 1} quadratirei (siehe[Aufgabe 73 b)]). Bestimmen Sie das Minimalpolynom
von y/m++/n iiber Q. Verwenden Sie dies zur Bestimmung des Minimalpolynoms von (v/2++/3)i
iber Q.

b) Zeigen Sie, dass fiir € Q cos(mx) und sin(7wz) algebraisch sind iiber Q. [Tipp: Komplexe
Exponentialfunktion.]

Losung;:

a)Nach [Aufgabe 73 b)|ist Q(y/m + v/n) vom Grade 4 iiber Q. Es geniigt also ein Polynom 4-ten
Grades tiber Q zu finden, das « = /m + y/n als Wurzel hat.

o = (ym+n)?=m+n+2¢ymn

= (> —m—n)2=4mn < o* —2(m+n)a®+ (m+n)?—4mn =0

Damit ist fo.q = X* — 2(m +n)X? + (m — n)? das Minimalpolynom von « iiber Q.
(V2 4+ V3)i = /=2 + v/=3 hat folglich das Minimalpolynom X% + 10X?2 + 1.

m

b) Sei x = * mit m,n € Z, n > 0. Es gilt fir y € R e = cosy + isiny und damit
(eina:)Qn _ (eiw%)Qn _ 627rm-i —-1.

Daher ist e*™ algebraisch iiber @ (eine 2n-te Einheitswurzel). Dann sind auch

—(e'™ — 7™ algebraisch.

1 . .
cos(mx) = = ("™ + e ) und sin(rx) = T
i

2
Aufgabe 78. (s)
Essei f = X® —3X +8 € Q[X].

a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel iiber Q, jedoch reduzibel iiber R ist.

b) Sei K = Q(«) der Stammkérper von f iiber Q. Stellen Sie a~! und i£2 als Linearkombi-

-«

nation der Q-Basis 1, a, o dar.
Losung:
a) Wire das kubische Polynom f reduzibel tiber Q, so miisste es eine rationale Nullstelle haben.
Da f normiert ist, miisste diese Nullstelle ganzzahlig und ein Teiler von 8 sein. Keiner davon ist
Nullstelle von f (siehe auch nachfolgende Uberlegung).
Untersuchung iiber R: Eine einfache schulbekannte Kurvendiskussion der reellen Funktion x +—
f(z) zeigt: f'(x) = 3(2% — 1) hat zwei einfache Nullstellen 41, die also Extremstellen von f sind.
Wegen lim, 1 f(z) = oo ist (+1,6) ist lokaler Tiefpunkt und (—1,10) lokaler Hochpunkt.
Die reelle Funktion x +— f(z) hat nach dem Zwischenwertsatz also genau eine Nullstelle im
Bereich x < —1. f ist iiber R reduzibel.
b) Man ‘beseitige’ die Nenner, reduziere die auftretenden Potenzen von a mittels a® = 3a — 8
und 16se dann das enstehende lineare Gleichungssystem iiber Q:

1
— =a+ba+ca’
a

< 0=c(3a—8)+ba?+aa—1=0ba?+ (a+3c)a—(1+8c)
_ __1 __3
< b—O, C——g, a—g
I1+a 9 9 9
. =a+ba+ca® < 0=a+ba+ca®—aa—ba*—c(Ba—8)—1—a
-
< 0=(c—ba?+(b-a—3c—Da+a+8—1
< b=c,a=1-8=—-2c—1 < b=c, c:%, a:—%
Ergebnis:

L_ 1,,3 léa 1,
B s =«
o 8 8 l1—a 3

1,2
37 3"
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Aufgabe 79. (s)
Es sei ¢ : k > k; ein Isomorphismus von Kérpern und p(X) = 31" a; X* € k[X] ein Primpoly-
nom iber k.

a) Man zeige, dass dann ¢(p) := Y%, ¢(a;)X* ein Primpolynom iiber ki ist.

b) « bzw. a; sei Wurzel von p bzw. p; := ¢(p) in einem Erweiterungskorper K|k bzw. Ki|k;.
Man beweise, dass es genau einen Isomorphismus ¢; : k(a) = ki(oq) gibt mit @1 |, = ¢
und ¢ (o) = ag.

Losung:

a) ist klar, denn wére ¢(p) = g - h eine Zerlegung in Polynome g, h € k1[X] kleineren Grades, so
wire p = ¢~ 1(g) - ¢~ 1(h) iiber k zerlegbar und nicht irreduzibel.

b) Wegen der Irreduzibilitdt von p und p; hat man geméaf [Vorlesung, IIT Satz (1.9) a)| (S. 63)
die Isomorphismen

k(o) = k[a] = k[X]/(p) Ngkl[X]/@O = kilaa] = ki(aa).

Dabei gilt a— X + (p) = X + (p1) —» ag und k3 & — £+ (p) = ©(&) + (p1) — ¢(&) € k.
Der so gefundene Isomorphismus ¢ hat also die gewiinschten Eigenschaften ¢ |, = ¢ und
v1(a) = a1. Da k[a] von k und « erzeugt wird, ist ¢ durch diese Eigenschaften eindeutig
bestimmt.

Aufgabe 80. (s)

a) Zeigen Sie, dass k := Z[i]/7Z]i] ein endlicher Korper ist. Tipp: Beachten Sie

b) Sei ko der Primkérper von k. Bestimmen Sie ein av € k mit k& = ko(a) und sein Minimalpoly-
nom.

Losung;:

a/b) Sei R = ZJ[i]. Wir verwenden 7 ist in R unzerlegbar, denn 7 = a? 4 b? hat
in Z keine Losung und damit hat AV (7) = 49 keine Norm als echten Teiler. Da R faktoriell ist,
ist 7 prim in R und das Ideal 7R maximal: R/7R ist ein Korper. Sei ¢ : R — k = R/7R der
natiirliche Epimorphismus. Es ist TRNZ = 7Z und damit ¢ |, : Z — Z/7Z = F7 der natiirliche
Epimorphismus. Es ist daher ky = F; der Primkorper von k und k = ¢(Z[i]) = ¢(Z)[p(i)] =:
ko[a]. Wegen i = 1 folgt a® = 1 und damit ist k|ko algebraisch héchstens vom Grad 2. Also ist
k endlich.

Nun ist X2 + 1 € F7[X] irreduzibel, da es keine Wurzel in F; hat: Die Quadrate in F5 sind
1,2,4. Also ist X2 + 1 das gesuchte Minimalpolynom und (k : kg) = 2, #k = 49.
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Algebra 1
Ubung 14

Aufgabe 81. (m)

a) Sei K ein Korper und f ein Polynom iiber K vom Grad > 1. Zeigen Sie: Ist ggT(f, f') = 1,
so gibt es kein Polynom g vom Grad > 1 mit ¢* | f.

b) Zeigen Sie, dass f = X? — 3X + 1 in keinem Korper mehrfache Nullstellen hat.

Losung:

a) Sei g ein Polynom mit g2 | f, also f = ¢? - h mit h € K[X]. Dann folgt f' = 2gg’h + ¢*h' =
g(2¢’h + gh'), also ist g gemeinsamer Teiler von f und f’. Nach Voraussetzung muss g konstant
sein.

b) f' =3X%—-3=3(X —1)(X + 1) ist teilerfremd zu f, da £1 keine Wurzeln von f sind. Nach
a) kann f also in keinem Kérper einen Faktor (X — a)? haben.

Aufgabe 82. (m)

Seien p, ¢ verschiedene Primzahlen und &, = Q(,/p) C R, analog k.

a) Zeigen Sie: (kp : Q) = 2.

b) k, ~k; <= p=gq.

Es gibt also unendlich untereinander nicht isomorphe Teilkérper von R vom Grade 2 iiber Q.

Losung:

Nach |[Aufgabe 73 b)[gilt a) und \/p € kq <= p = ¢. Sei nun ¢ : k, > k;. Wegen ¢(1) = 1 ist
¢|q = idq, so dass ¢(,/p) eine Wurzel von X? —pin kq sein muss, also ¢(,/p) = /P € kq und
damit p = q.

Aufgabe 83. (s)
Sei K|k eine Korpererweiterung vom Grade n und « € K. Zeigen Sie:

a) Die Linksmultiplikation L, : K — K, x +— a-x ist ein Homomorphismus des k-Vektorraums
K. Sei A € M, (k) seine Matrix bzgléiner k-Basis ay,...,a, von K.

b) f:=det(XE — A) ist ein normiertes Polynom vom Grade n tiber k mit f(a) = 0.
c) Ist f irreduzibel, so ist K = k(a).
d) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von /2 + (4/2)? iiber Q.

Losung:
a) ist klar.
b) Es gilt a - a; = Z;L:1 a;jaj mit a,a; € K und a4; € k. Daraus folgt
n n
0= a-a; — Zaijaj = Z(aézj —Oéij)(lj fir ¢ = 1,...,n.
j=1 j=1

Dies besagt, dass (ai,...,a,) € K" eine nicht-triviale Losung des homogenen linearen Glei-
chungssystems mit der Matrix

(adij — vj)ij = abl — A € My (K)

ist. Also muss det(aE — A) = 0 sein, d. h. a ist Wurzel von f(X) := det(XE — A).
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Nach Determinantendefinition ist

n

det(XE—-A) = [[X—i) + > ] dioir [[ (X —0aa)

i=1 id#0€Sy oi#i oi=1

Xn_Xxn—1 Za”_;’_ degﬁn—?

= Xn—xn! Z aj; + (niedere Terme) € k[X]
i

ein normiertes Polynom vom Grad n.

c) Ist f irreduzibel, so ist f das Minimalpolynom und (k(a) : k) = deg f = n = (K : k), also
K = k(a).

d) Es ist b = ¥/2 + (¥/2)? € K := Q(v/2) und wegen der Irreduzibilitit von X3 — 2 iiber Q ist
eine Q-Basis von K gegeben durch a’ = (/2) (i = 0,1,2). Wegen a® = 2 hat L, die Matrix

0 1 0
A, = (0 0 1) bzgl. der Basis a’ (i = 0, 1,2). Dies ergibt fiir Ly, = L, + L2 = L, + L2 die

2 0 0
0 1 0 0 0 1 01 1
Ay=A,+A2=10 0 1|+([2 0 0]=[2 0 1
2 0 0 0 2 0 2 2 0

und damit nach b) das charakteristische Polynom

Matrix

X -1 -1
f(X):det(—Q X —1):X3—6X—6.
-2 -2 X

Dieses ist irreduzibel {iber Q, da f keine rationale Nullstelle hat (kein Teiler von 6 ist Nullstelle,
siehe [Aufgabe 67 b)l also ist f das gesuchte Minimalpolynom.
Aufgabe 84. (s)

a) Sei G eine Gruppe und a,b € G vertauschbar, also ab = ba. Zeigen Sie: Haben a, b teiler-
fremde endliche Ordnungen m bzw. n, so hat ab die Ordnung mn.

b) Ist G endlich und abelsch mit #G = exp G, so ist G zyklisch.

c¢) Folgern Sie: Endliche Untergruppen in Multiplikationsgruppen K* von Kérpern sind zy-
klisch. [Tipp: Betrachten Sie fir e = exp G das Polynom X€¢ — 1.]

Losung;:
a) Wegen der Vertauschbarkeit von a und b gilt (ab)™" = a™"b™" = e, also ord(ab) | mn. Sei
nun k = ord(ab). Dann folgt

e = (ab)*™ = aFmpFm = pP™ — ordb=n|km = n=ordb|k.
ggT(m,n)=1

Genauso schlieft man m = ord a | k und wegen der Teilerfremdheit von m und n folgt mn | k =
ord(ab), womit a) bewiesen ist.

b) Sei a € G mit orda = p}* -... p¥ maximal. Annahme: ord a < #G, also nach Voraussetzung
orda < #G = expG = kgV{ordb | b € G}. Dann gibt es ein b € G mit ordd J orda. Also
orda =p{* -...-p¥, ordb = p{* - ... pt mit verschiedenen Primzahlen p; und o. E. py > 1.
Dann folgt
a =aP' hat die Ordnung py?-...-plr,
b =%2" P hat die Ordnung  p/ .
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Damit haben a’, V' teilerfremde Ordnungen und nach a) folgt
ord(a'b’) = p/* - py? - plr > orda

im Widerspruch zur Maximalitdt von ord a.
c) Sei G < K* endliche Untergruppe und e := exp G deren Exponent. Nach dem Satz von
Lagrange wissen wir e < #G. Nach Definition des Exponents gilt fiir alle z € G ¢ = 1. Ganz G
besteht also aus Nullstellen des Polynoms X¢—1 € K[X] und daher gilt #G < e = exp G < #G,
exp G = #G. Nach b) folgt die Behauptung,.

Aufgabe 85.
Siche
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Algebra 1
Ubung 15

Aufgabe 86.
Alle Korper dieser Aufgabe seien Teilkorper eines algebraisch abgeschlossenen Korpers 2. Zeigen

Sie:

a) Ist N iiber k endlich und normal, so auch tiber jedem Zwischenkérper L von N |k.

)
b) Ist N|k endlich und normal, so ist fiir jede Erweiterung L|k auch N L|L endlich und normal.
c¢) Sind Np|k und Ns|k endlich und normal, so gilt dies auch fiir Ny Na|k und Ny N Nalk.

)

d) Zu jeder endlichen Erweiterung K|k gibt es eine endliche normale Erweiterung N|k mit
K CN.

Losung:

Wir verwenden die Charakterisierungen aus

a) N|k ist normal, also Zerfallungskorper eines Polynoms f € k[X]. Da f auch in L[X] liegt, ist
N|L normal.

b) N|k normal, also wird N erzeugt von der Wurzelmenge W; := ijg eines Polynoms f €
k[X] C L[X]. Dann ist KL = L[Wy] normal iiber L.

c) Es gilt N; = k[Wyg] mit f; € k[X] (1 = 1,2), also Ni1No = k[Wy U Wy,| = k[W] mit
f=fifs € K[X].

Sei a € N1NN>. Dann zerfallt das Minimalpolynom f,  iiber N1 und tiber Ns in Linearfaktoren,
also liegen alle Wurzeln bereits in N3 N Na.

Aufgabe 87.
Welche der folgenden Koérper sind galoissch tiber Q7

K1 =Q(V2), K:=Q(V2), K3=Q(V2i), Ki=Q(\V2,3)
und K5 = Q(a) mit o € R Wurzel von f = X3 —3X + 8.

Losung:

Da iiber Koérpern der Charakteristik 0 alle Erweiterungen separabel sind, ist nur die Normalitdt
zu untersuchen.

K ist Zerfillungskoérper von X2 — 2, also galoissch.

f = X* — 2 ist irreduzibel (Eisensteinpolynom fiir p = 2), also das Minimalpolynom von v/2 €
Ks. Aber f hat eine imaginire Wurzel iv/2 ¢ K3, also ist Ky nicht normal.

f = X% —2 hat in K3 die 4 Wurzeln ++v/2, +iv/2. Diese erzeugen Kg\be, also ist K3 der
Zerféllungskorper von f und somit normal.

Ky ist der Zerfillungskorper von (X2 —2)(X?2 — 3).

K5 ist nicht normal tiber Q, denn f ist irreduzibel tiber Q, hat « als einzige reelle Wurzel (vgl.
, so dass die beiden anderen (komplexen) Wurzeln von f nicht in K5 liegen, Kj ist

daher nicht normal.
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Aufgabe 88.
Gegeben sind die iiber Q galoisschen Erweiterungen N1 = Q(v/2,v/3) und No = Q(v/2,14) (siche
vorangehende Aufgabe).

a) Zeigen Sie G := G(N1|Q) ~ V4 und bestimmen Sie alle Untergruppen der Galoisgruppe,
alle Zwischenkorper der Korpererweiterung sowie die Zuordnung zueinander geméafl dem
Hauptsatz der Galoistheorie.

b) Zeigen Sie G5 := G(N3|Q) ~ Dg und geben Sie Diagramme fiir den Untergruppenverband
sowie den anti-isomorphen Zwischenkorperverband an.

Losung:
a) Es ist #G1 = (N7 : Q) = 4 und die 4 Automorphismen von N; sind eindeutig festgelegt durch
die 4 méglichen Bilder (£+/2,++/3) von v/2,/3:

opp =id: V2 +v2, V3= +V3,
o V2 +V2, V3 —V3,
O_4: V2 —vV2, V3 +V3,
o__: V2 =2, V3 =3,

Fiir jedes mogliche o gilt also 02 = id, so dass Gy die Kleinsche Vierergruppe V, sein muss

(und nicht zyklisch ist). Die Untergruppen von G; ~ V; sind neben G; und {id} die drei
Untergruppen der Ordnung 2 erzeugt von den drei Automorphismen # id. Die zugehorigen
Fixkorper sind Q = Fix(G1), N1 = Fix(id) und wegen oy_(v/2) = V2 bzw. 0_(V/3) = V3
gilt Q(v/2) = Fix(o4_), Q(v/3) = Fix(o_4). Wegen v/2v/3 = /6 enthiilt N1 noch einen dritten
quadratischen Teilkorper Q(v/6), der wegen o__(v/6) = v/6 der Fixkorper von o__ sein muss.
Damit sind nach dem Hauptsatz der Galoistheorie alle Zwischenkorper erfasst.

b) Q(v/2,1) ist galoissch iiber Q vom Grad 8, denn K := Q(+/2) hat iiber Q den Grad 4 (X* —
irreduzibel) und Ny = K (i) iiber K den Grad 2 (i ¢ K C R). Also ist G2 eine Gruppe der
Ordnung 8. Die Diedergruppe Dg ist die nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 8 erzeugt von
einem Element o der Ordnung 4 und einem Element 7 # o2 der Ordnung 2 (siehe
ispezieller Ordnung A))).

N3|Q(i) ist galoissch vom Grade 4 und G(N2|Q(i)) = (o) mit o definiert durch v/2 ~ iv/2.
Ny = K (i) ist galoissch iiber K vom Grade 2 und G(N2|K) = () mit 7(i) = —i. Diese beiden
Automorphismen o, 7 € G2 erzeugen Go, denn

Fix(o,7) C Fix(0,7) = Fix(c) N Fix(1) = Q(i) N Q(v/2) = Q = Fix(Gy),
also Fix(o,7) = Fix(G2) und nach dem Hauptsatz folgt Go = (o, 7). Die Gruppe G ist nicht

abelsch, denn
Toa:€/§»—>—ié/§, UOT:\4/§»—>Z'<L@,

Wegen 7(i) = —i gilt 7 € (o). Damit ist G die Diedergruppe Dsg.

Die Untergruppen von Dg: Wir kennen neben der trivialen und der vollen Gruppe die 5 Un-
tergruppen der Ordnung 2 erzeugt von o2 € Zentr(Dg) bzw. 76” (v =0,...,3) und die Unter-
gruppe von der Ordnung 4, Normalteiler, erzeugt von o (siehe wieder Vorlesung . Wegen
0? € Zentr(Dg) sind auch (7,02) und (70, 0?) Untergruppen der Ordnung 4 (Kleinsche Vierer-
gruppen). Nachfolgend ist nun das Diagramm des Untergruppenverbandes von Dg ,kopfiiber*
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dargestellt, also mit der trivialen Gruppe oben und der vollen Gruppe unten.

Untergruppenverband Dg
(,,kopfiiber*)

1
71
<702>{<02> (ra) To°)
NN
(r,0%) (o) (ro,0%)
NI/
Ds = (r,0)

Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie stellt dieses Diagramm auch den Zwischenkérperverband
der Galoiserweiterung Q(7, v/2) (in iiblicher Darstellung, unten Q, oben Q(i, v/2)) dar. Wir wollen
nun der Vollstandigkeit halber die Zuordnung von Untergruppe zu Fixkorper aufklaren. Einige
der zugehorigen Fixkorper sind per definitionem klar:

Fix(o) = Q(i), Fix(1) = Q(V2).
Wegen 02(v/2) = —v/2 ist 02(/2) = v/2, so dass durch Gradvergleich folgt
Fix(o?) = Q(i,v2),

Zur Bestimmung der Fixkorper der drei iibrigen Involutionen 7¢” (v = 1,2,3) berechnen wir

TU.{%H—Z’W TUz.{\“/?H—\“/i mg.{\“/in'\“/?

liv2— -2 liv2—iv2 liv2— V2

so dass wir die folgenden Fixelemente und damit die jeweiligen Fixkoérper vom Grade 4 (1)
erkennen konnen:

Fix(r0?) = Q(iv2), Fix(ro) = Q(V2(1 —1)), Fix(ro?) =Q(v2(1+1)).
Wegen ((1414)v/2)* = —8 sind die letzten beiden Kérper isomorph zum Stammkorper Q(+/—8)
von X* +8.
Nachfolgend nun der Zwischenkdrperverband von Q(i, v/2)|Q in einem Diagramm, das die Zu-
ordnungen zum obigen Untergruppendiagramm genau wiedergibt. Der Ubersichtlichkeit halber

sind in diesem Diagramm nur die erzeugenden Elemente iiber @ notiert.

Zwischenkorperverband @ (v/2, 1)
(erzeugende Elemente)

V2,1
iv2 V2 (i,v/2)  (1—i)V2 (1+i)V2
V2 i iv2
Q
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Aufgabe 89.
Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie:

a) Sei f € Q[X] irreduzibel vom Grad p mit genau zwei nicht-reellen Nullstellen. Dann hat der
Zerfallungskorper N von f die symmetrische Gruppe S, als Galoisgruppe. [Tipp: [Aufgabe

20 d)i]

b) Fiirm € N, m > 2sei f = X°—mpX +pund N der Zerfillungskorper iiber Q. Bestimmen
Sie die Galoisgruppe G(N|Q).

Losung:

a) Als irreduzibles Polynom ist f separabel (Charakteristik 0) und der Zerféllungskérper wird
von den p verschiedenen Wurzeln von f erzeugt. Die Galoisgruppe operiert auf den p Wurzeln
und G(N|Q) wird so in S, eingebettet. Wir wollen zeigen, dass dies ein Isomorphismus ist. Ge-
mif dem Hinweis geniigt es in G(NN|Q) einen p-Zyklus und eine Transposition zu finden. Da f
genau zwei nicht-reelle Wurzeln hat, werden diese von der komplexen Konjugation vertauscht
und die iibrigen Wurzeln bleiben fest, also operiert die komplexe Konjugation als Transposition
auf den Wurzeln von f.

Andererseits sind in S, die p-Zyklen genau die Elemente der Ordnung p und G(V|Q) muss ein sol-
ches Element enthalten, weil die Gruppenordnung durch p teilbar ist: Ist ndmlich K = Q(a) C N
ein Stammkorper von f, so gilt p=deg f = (K : Q) | (N : Q) = #G(N|Q).

Damit enthélt G(N|Q) < S eine Transposition (a; a2) und einen p-Zyklus. Durch die Potenzen
eines p-Zykluses o kann jedes Element auf jedes andere in {1,...,p} abgebildet werden, also
auch o7(ay) = ay fiir ein j. Mit o ist auch jede Potenz ¢/ # id ein p-Zyklus. Damit enthilt G
die Transposition 7 = (a1 az) und einen p-Zyklus p = (a1, as, ..., ap). Nach muss
G gleich S, sein.

b) f = X5 —mpX +p ist irreduzibel (eisensteinsch fiir p), also G(N|Q) C S5. Wir zeigen, dass f
genau 3 reelle und folglich genau 2 nicht-reelle Nullstellen hat, so dass geméf a) die Galoisgruppe
Sy ist.

Die Ableitung f/(x) = 52* — mp der reellen Polynomfunktion f hat genau zwei reelle einfa-
che Nullstellen £ mit o = {‘/@ .+« ist Minimal- und —a Maximalstelle von f. Wir zeigen

f(=a) > 0 und f(a) < 0, so dass f genau eine Nullstelle im Intervall | — «, @ hat und wegen
limg 40 f(z) = oo jeweils genau eine weitere davor bzw. dahinter.
Die erste Bedingung ist immer erfiillt:

m 4
f(—a) = —a-?p +mpa+p = amp+p>0.
Wir untersuchen die zweite:

f(a)z—%amp+p<0 <~ %amp>p — am>§

4 5
= a4m4:%m4>% = m5p>%(

Wegen i—i < 13 ist dies fiir m > 2 erfiillt (aber auch fiir m = 1 und p > 13).

Aufgabe 90. (s)
Eine Korpererweiterung K|k heifit einfach, wenn sie von einem Element erzeugt wird: K = k(«).
Ein derartiges « wird primitives Element fir K|k genannt.

a) Jede Korpererweiterung K|k mit einem endlichen Zwischenkérperverband ist einfach.

[Tip: Den Fall eines endlichen Korpers K behandele man gesondert. Dann zeige man, dass
K|k algebraisch und sogar endlich algebraisch sein muss. Induktiv reduziere man auf den
Fall K = k[a,b]. Man zeige die Existenz von verschiedenen o, € k mit k(a + ab) =
k(a+ pb) = K |
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b) (Satz vom primitiven Element) Jede endliche separable Erweiterung K|k besitzt ein pri-
mitives Element: K = k[a].

Losung:

a) Ist K endlich, so ist K* = (() eine zyklische Gruppe (siehe [Vorlesung Satz 11.3.8)) und daher
erst recht K = k[(] einfach.

Wire K|k nicht algebraisch, etwa X € K transzendent iiber k, so wéren die Zwischenkorper
k(X™) von K|k alle untereinander verschieden, denn (k(X) : k(X")) = degX™ = n (vgl
; der Zwischenkorperverband von K|k also unendlich, Wid.

Wire K |k algebraisch, aber nicht endlich, also nicht endlich erzeugt, so kénnte man induktiv a; €
K\ k(a1,...,a;—1) (i > 1) wéhlen und erhielte k(a1,...,a;-1)%k(a1,...,a;)SK, also unendlich
viele Zwischenkorper, Wid.

Es sei also nun K|k endlich, also K = k[aq,...,a,]. Wir schliefen per Induktion tiber n. Der
Induktionsanfang n = 1 ist klar. Nach Induktionsvoraussetzung ist k[ai,...,an—1] = k[a] und
es bleibt der Fall K = k[a, ay,] =: k[a, b] zu klaren.

Wir betrachten fiir « € k die einfachen Zwischenkorper kla + ab] von K|k. Da K|k endlich,
K aber unendlich ist, muss auch k unendlich sein. Da der Zwischenkoérperverband endlich ist,
konnen nicht alle k[a + ab] (« € k) verschieden sein, es gibt also o # (§ mit

L := kla + ab] = k[a + 8] a+aba+pbe L = (a—B)beijeL

a=(a+ab)—abe L
K =k[a,b| CL=kla+ab] C K
K = k[a + ab] ist einfach

el

b) Da K|k separabel algebraisch ist, ist die normale Hiille N von K|k galoissch. Nach dem
Hauptsatz der Galoistheorie ist der Zwischenkoérperverband isomorph zum Verband der Unter-
gruppen der endlichen Galoisgruppe G(N|k). Also hat N|k und damit erst recht K|k nur endlich
viele Zwischenkorper und die Behauptung b) folgt aus a).

Aufgabe 91.
Beweisen Sie den

« Fundamentalsatz der Algebra: C ist algebraisch abgeschlossen.
nach der Idee von E. Artin mittels Sylowsétzen und Galoisscher Theorie allein auf der Basis des
o Zwischenwertsatzes der reellen Analysis.
Zeigen Sie dazu:
a) Jede positive reelle Zahl besitzt eine positive reelle Quadratwurzel.
b) Jede komplexe Zahl z € C besitzt in C eine Quadratwurzel.
¢) R besitzt keine echte algebraische Erweiterung ungeraden Grades.

Sei im Folgenden K|C eine endlich algebraische Erweiterung von € und N die galoissche Hiille
von K dber R. Folgern Sie:

d) G(N|R) ist eine 2-Gruppe.

e) Ist H = G(N|C) # 1, so existiert eine Untergruppe H' < H vom Index 2 und C besitzt
eine quadratische Erweiterung.
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Losung;:

a) Sei a € Ry und f(z) = 22 — a. Dann ist f(0) = —a < 0 und f(b) > 0 fiir b > max(a, 1), so
dass f nach dem Zwischenwertsatz eine reelle Nullstelle in |0, b[ besitzt, also eine positive reelle
Quadratwurzel aus a existiert.

b) Es sei 2z = a+bi € C und o. E. z ¢ R, da fiir (alle!) reellen Zahlen Quadratwurzeln in C
existieren. Da die komplexe Multiplikation geometrisch eine Drehstreckung ist, muss die gesuchte
Quadratwurzel die Richtung der Winkelhalbierenden zwischen den Vektoren z € C und 1 € C
haben. Deren Richtung ist die Richtung des Summenvektors z + |z|, denn in Parallelogrammen
mit gleich langen Seiten ist die Diagonale auch Winkelhalbierende.

Wir berechnen also

(z4[2))2 =a® = b +2abi +2|z| 2+ a> + > =2(a+|2)) - 2= - 2

mit a € R. Wegen b # 0 ist |z| > —a, also a > 0. Damit ist gezeigt:

\/1&(2 +|z|) € C ist Quadratwurzel von z € C\ R.

c¢) Sei K|R endlich algebraisch von ungeradem Grade n > 1. Wegen Charakteristik 0 ist die
Erweiterung separabel und besitzt ein primitives Element a, also gilt K = R[a] und das Mini-
malpolynom f := f, g hat den ungeraden Grad n = (K : R) > 1. Als reelle Polynomfunktion
ungeraden Grades hat f dann eine reelle Nullstelle und kann nicht irreduzibel sein, Wid.

d) Wére #G keine 2-Potenz, so wire eine 2-Sylowgruppe S echte Untergruppe von G und hétte
daher ungeraden Index n > 1 in G. Der Fixkorper von S wére damit eine endliche Erweiterung
von R vom Grade n; Wid. zu c).

e)Ist 1 # H=G(N|C) < G = G(N|R), so ist #H = 2¥ mit k& > 1 und nach den Sylowsitzen
existiert in i dann eine Untergruppe H' mit #H' = 2¥=! also (H : H') = 2. Der Fixkorper K’
von H' wiére daher eine quadratische Erweiterung von Fix(H) = C.

Beweisschluss: Da quadratische Korpererweiterungen durch Quadratwurzeln erzeugt werden (fir
Charakteristik # 2), C aber alle Quadratwurzeln enthélt, ist K’ = C, Wid. Also muss H = 1
trivial und damit C = Fix(H) = Fix(1) = N sein. C besitzt also keine echte algebraische
Erweiterung K.
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