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Algebra I1
Ubung 1

Aufgabe 1. (m)
Wiederholen Sie die Grundbegriffe der Galoistheorie und berichten Sie kurz iiber

a) Polynomringe, euklidischen Algorithmus, Hauptideal- und faktorielle Ringe.

o

Algebraische Elemente und Kérpererweiterungen, Minimalpolynom, Stammkérper.

¢) Algebraisch abgeschlossene Kérper und algebraischer Abschluss.

e) Korperautomorphismen, normale Korpererweiterungen, Zerfallungskorper.

f

)
)
)
d) Korpermonomorphismen, separable Polynome, Elemente und Kérpererweiterungen.
)
) galoissche Korpererweiterungen und ihre verschiedenen Charakterisierungen.

)

g) Hauptsatz der Galoistheorie.

Uberpriifen — und vertiefen Sie ggf. — ihre Kenntnisse aus der Algebra I an folgenden Ubungen.

Aufgabe 2. (m)
Es bezeichne fiir n € IN (, jeweils eine primitive n-te Einheitswurzel in C bzw. einer algebraisch
abgeschlossenen Hiille Q von Q. Zeigen Sie:

a) Q(V3,v3+ V9) = Q(v3,V3).

b) Q(¢s) = Q(¢s) = Q(V=3).

¢) Q) = Qi V2).

d) Q(¥/2,332) = Q(/2,(3) ist der Zerfallungkdrper von X3 — 2 iiber Q.
Losung:
a) C wegen v/9 = (V/3)2%. 2 wegen /3 = %.

b) C wegen (¢ = cos § +isin § = % +%z’\/§und (3 = —%—i— %Z\/gz (6 — 1.

D wegen v/—3 =203+ 1=2¢ — 1.

) C wegen (g =cos T +isinZ = 2v/2(1+14). D wegen i = (4 = (¢ und V2 = 1%522.
8

d) Kérpergleichheit ist klar. X3 — 2 hat die reelle Wurzel o = /2 und jede Wurzel 3 von X3 —

hat als Quotient ¢ = g mit ¢3 = g—i =1, also 8 = (a = {ja, ] =0,1,2. Damit zerfallt X3 — 2

iiber dem gegebenen Kérper in die drei Linearfaktoren X — ¢(Jv/2 (j =0, 1,2).

Aufgabe 3. (m)

Welche Erweiterungen sind galoissch?

a) Q(V2)Q, Q(V2,9)Q, Q(V2,:V2)Q, Q(v2)Q.
b) Q(¢.)|Q

¢) Fp(a)|F, mit einem iiber F,, algebraischen Element .




Losung;:

a/b) In Charakteristik 0 sind alle algebraischen Erweiterungen separabel und daher ist galoissch
gleichbedeutend mit normal.

a) Q(v/2) ist Zerfillungskoérper von X2 —2 = (X —+/2)(X +1/2), also normal und galoissch iiber
Q. Q(v/2,1) ist Zerfillungskérper von X4 —2 = (X2 — 2)(X2 4+ 2) = (X — V2)(X +V2)(X —
iv/2)(X + iv/2), also normal und galoissch iiber Q. .

Q(V/2, @) ist Zerfillungskorper von X3 — 2 = HJZZO(X — (4V/2), also galoissch iiber Q.

Als 2-Eisensteinpolynom ist X* — 2 irreduzibel, es hat zwei Wurzeln im reellen Kérper Q({l/i),
zerfallt dort aber nicht in Linearfaktoren, die Erweiterung ist daher nicht normal und nicht
galoissch iiber Q.

b) (. ist eine primitive Einheitswurzel, d. h. ord(, = n und daher erzeugt (, die Gruppe
n = {C € C | ¢"" = 1} aller n-ten Einheitsurzeln. Diese sind aber gerade die Wurzeln des
Polynoms X™ — 1, so dass Q((,) Zerfallungskorper von X™ — 1 € Q[X] und daher normal iiber
Q ist.

c¢) Uber endlichen Kérpern sind alle algebraischen Erweiterungen galoissch (siehe Vorlesung
Algebra I, . Zur Erinnerung: Jeder endliche Koérper k der Méachtigkeit ¢ = p® ist
galoissch iiber dem Primkorper IF), da dieser genau der Fixkorper des Automorphismus o — o?,
p = chark ist. k ist der Zerfallungskorper des Polynoms f = X9 — X, welches separabel ist
(f' =¢X% 1 — 1= —1 hat keine Nullstellen).

Aufgabe 4. (s)

K, L seien endliche Erweiterungen eines Korpers k, die in einem
gemeinsamen Erweiterungskorper ) von k liegen. K L sei das Kom-
positum (Erzeugnis) von K und L, d. h. der kleinste K und L
umfassende Teilkorper von 2. K G(KL|L)
Es sei K|k ist galoissch! Folgern Sie daraus:

KL

a) KL|L ist galoissch. G(K|IKNL) L
b) G(KL|L) > G(K|KNL) C G(K|k), 0 — 0|, ist ein Grup- /
penisomorphismus. KnL

¢) (KL:L) = (K: KN L) und folglich
(KL:KNL)=(K:KNL)(L:KNL).

d) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass c¢) ohne die Voraus-
setzung ‘K |k galoissch’ falsch ist.

Losung:

a) Als galoissche Erweiterung ist K|k Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f € k[X],
also sind K|K N L bzw. KL|L Zerfallungskorper desselben Polynoms tiber K N L bzw. L und
damit galoissch.

b) Die Restriktionsabbildung & ist natiirlich ein Homomorphismus und die Werte liegen in der
angegebenen Gruppe. @ ist injektiv, denn fir o € G(KL|L) gilt:

0l =idxy = Fix(c) D KUL = o =1idgy .
Weiter gilt
Fixg(Im®) = K NFixg(G(KL|L)) = KN L =Fixg (G(K|K N L))

und daher nach dem Hauptsatz der Galoistheorie Im ® = G(K|K NL). ® ist also auch surjektiv.
c) Die erste Gradgleichheit folgt dann aus der Isomorphie und dem Hauptsatz, die zweite aus
der Multiplikativitdt der Kérpergrade in Korpertiirmen.



d) Wegen der Symmetrie in ¢) kann man ein Gegenbeispiel nur dann finden, wenn K|k und
L|k beide nicht galoissch sind. Sei ¥ = Q, K = Q(v/2) und L = Q((3¥/2). K und L sind
verschiedene kubische Zahlkorper (K C R, L ¢ R) und ihr Durchschnitt aus Gradgrinden

daher K N L = k = Q. Weiter ist KL = Q(V/2,(3) = K(G3) = K(v/=3) (vgl. |Aufgabe 2.b)) und

die Behauptung von c¢) gilt fiir diese Korper nicht:

(KL:K)=(K(V/-3):K)<2<3=(L:KnL).

Aufgabe 5. (s)
Zusitzlich zu den Voraussetzungen von gelte:

K und L sind galoissch tiber k.
Zeigen Sie:
a) KL und K N L sind galoissch iiber k.
b) G(KL|k) — G(K|k) x G(L|k), o — (0 |,0|;) ist ein Gruppenmonomorphismus.
¢*) Bestimmen Sie das Bild.
d) KNL=k = G(KL|k) ~G(K|k) x G(L|k).

Losung:

a) K = k(Wy) und L = k(W,) sind Zerfallungskorper separabler Polynome f, g € k[X]. Dann ist
KL =kE(WyuUW,) = Wy, Zerfallungskérper von fg. Aber Vorsicht: fg ist nicht separabel, wenn
f,g gemeinsame Primteiler haben. Deshalb wihlt man statt fg das Polynom h = kgV(f,g),
welches alle Primteiler von f und g jeweils nur einmal enthilt, also separabel ist und dieselben
Nullstellen wir fg hat. Also ist KL = k(W},) galoissch.

b) Der Homomorphismus ® : G(KL|k) — G(K|k) x G(L|k), 0 — (0 |g,0 ;) ist injektiv, da
KL iiber k von K und L erzeugt wird, also o |, =idg, 0|, =id, = o =idgy, gilt.

d) Ist KN L =k, so sind geméif die Gruppen in b) gleichméchtig:

#G(KL|k) = (KL: k)= (KL:L)(L: k)= (K : k)(L : k) = #(G(K|k) x G(L|k)),

so dass aus der Injektivitdt die Surjektivitét folgt.
cx) Offenbar liegt das Bild von @ in

Fi={(0,7) € GKk) x G(LIK) | & |y = 7 Ixcnr}

Behauptung: F' = Im ®.

Sei dazu (0,7) € F. Setze 7 fort zu 7 € G(KL|k) (Fortsetzungssatz) und schrianke auf K ein:
7| Dann ist p = (7| ) too € G(K|KNL) wegen o | iy =7 lnr = T lenr- Geméiﬁ
besitzt p eine Fortsetzung p € G(KL|L). Dann ist 7o p € G(K L|k) das gesuchte Urbild:

(Fop)lx =Fop=7o(Flx) ea=0, (Fop)l, = 7l =r.

f’lL:id



Algebra I1
Ubung 2

Aufgabe 6. (m)

a) Wiederholen Sie die Grundbegriffe iiber Permutationsgruppen und berichten Sie kurz iiber
Zyklenzerlegung (siehe Algebra I, , Erzeugungen von A,, (.2.7) und S,, (Ubungen
zur Algebra I, [Aufgabe 20)).

b) Sei G < S, eine Permutationsgruppe von Primzahlgrad p. Enthélt G ein Element o der
Ordnung p und eine Transposition 7, so ist G = S,,.

Losung:

b) Ganz allgemein ist die Ordnung einer Permutation der kgV der Zyklenlédngen in seiner Zy-
klenzerlegung (siehe a)), also hat eine Permutation genau dann die Ordnung p, wenn sie Produkt
elementfremder Zyklen der Lange p (oder ein einzelner solcher Zyklus) ist. In S, gibt es keine
zwei elementfremden p-Zyklen, also haben in S, nur die p-Zyklen die Ordnung p.

Nach Voraussetzung enthélt also G einen p-Zyklus und eine Transposition (aj az). Durch die

Potenzen eines p-Zykluses o kann jedes Element auf jedes andere in {1,...,p} abgebildet wer-
den, also auch o7(a;) = ag fiir ein j. Mit o ist auch jede Potenz o7 # id ein p-Zyklus. Da-
mit enthélt G die Transposition 7 = (aj ag) und einen p-Zyklus p = (a1,a2,...,a,). Wegen

(p,7) =S{ai,...,a,} =S, (siehe a)) ist G = S,,.
Aufgabe 7. (s)

a) Sei k ein Teilkorper von R und f € k[X] ein irreduzibles Polynom von Primzahlgrad p mit
genau zwei nicht-reellen Nullstellen. Zeigen Sie: Die Galoisgruppe von f ist S,.

b) f = X5 —5X*+ 5 hat iiber Q als Galoisgruppe die volle symmetrische Gruppe Ss.

Losung:

a) Als irreduzibles Polynom ist f separabel (Charakteristik 0) und der Zerfallungskoérper N von
f iber k wird von den p verschiedenen Wurzeln von f erzeugt. Da f genau zwei nicht-reelle
Wurzeln hat, werden diese von der komplexen Konjugation vertauscht und die {ibrigen Wurzeln
bleiben fest, also operiert die komplexe Konjugation als Transposition auf den Wurzeln von f.
N enthélt einen Stammkorper K = k(a) von f iiber k und daher ist p = deg f = (k(a) : k)
ein Teiler von (N : k) = #G(N|k) = #G(f). Damit enthélt G(f) ein Element der Ordnung p
(Sylowsétze) und nach ist G(f) = Sp.

b) Als Eisensteinpolynom fiir p = 5 ist f irreduzibel und daher separabel. Eine schulbekannte
Kurvendiskussion zeigt: Die reelle Polynomfunktion f(z) = 2% — 5x* + 5 hat ein nur 2 Extrema,
ein lokales Minimum bei 2 mit Wert f(2) < 0 und ein Maximum bei 0 mit Wert f(0) =5 > 0.
Wegen lim, 4+ f(x) = oo hat f genau drei einfache reelle Nullstellen, also zwei nicht-reelle
Nullstellen in €, so dass b) aus a) folgt.

Aufgabe 8. (s)
Geben Sie fir folgende Korpererweiterungen sdmtliche Zwischenkorper mit erzeugenden Ele-
menten an:

a) QG)Q b)) Q@IQ o QW2 4 QW3V3+iIe

e) IFp(a)|F, mit einem algebraischen Element vom Grade s iiber F,, p eine Primzahl.
Losung:

a) Q(¢s) = Q(v/—3) ist quadratische Erweiterung von Q, hat also keine echten Zwischenkorper.
b) Q(¢s) = Q(i, v/2) (siehe|Aufgabe 2.c)) ist biquadratisch; die Galoisgruppe ist G ~ G(Q(4)|Q) x
G(Q(V2)|Q) ~ V4 (vgl. |Aufgabe 5.d))). Es gibt also genau 3 quadratische Zwischenkérper Q(4),

7



Q(v2) und Q(v/-2).

c¢) Q(v/2) enthilt nur Q(v/2) als echten Zwischenkorper, wie man aus dem bekannten Zwischen-
korperverband der galoisschen Hiille Q(%, %)]Q abliest, siehe Vorlesung, [Beispiel IV.1.7

d) K = Q(V/3,¥/3) ist ein Kérper vom Grade 6, da (Q(v/3) : Q) = 2, Q(v/3)|Q) = 3 und 2,3
teilerfremd sind.

Sei L ein quadratischer Zwischenkdrper. Angenommen /3 ¢ L. Dann ist (L(v/3) : Q) = 4 ein
Teiler von (K : Q) = 6, Wid. Also v/3 € L und damit Q(v/3) = L.

Sei nun L ein kubischer Zwischenkorper. Wire L # Q(+v/3), so folgte 1 < (L(3/3) : L) | (K :
L) = 2. Dann wire aber X3 — 3 iiber L reduzibel und hiitte in L eine Wurzel a # /3.
a = (V3 € L C K ist nicht reell, aber K C R. Wid.

Die einzigen Zwischenkérper sind also nur die beiden offensichtlichen Kérper Q(v/3) und Q(+/3).
Anmerkung: Ersetzt man /3 durch v/—3, so ergibt sich ein anderes Resultat, namlich 2 weitere
kubische Teilkorper.

e) K =T, (0)|F, ist galoissch vom Grade s mit Galoisgruppe G = (o) zyklisch von der Ordnung
s, erzeugt von 0 : K — K, a — o (siehe Vorlesung Algebra I, . Damit existiert
zu jedem t | s genau ein Zwischenkérper L; vom Grade ¢ iiber Fp. Es ist G(K|L;) = (o),
denn #(o') = orde® = £ = (K : L;). K hat die F,-Basis 1,6,6%,...,6° 1 daher wird

L; = Fix(U;) = Fix(o') erzeugt von (siche [Bem. IV.1.6)

s/t s/t _
Su(0V) =Y ot(0") =3"0"" (0<v<s).
=0 =0

In diesem Fall, in dem die Zwischenkorper als die eindeutig bestimmten Korper L; = IF: von
p! Elementen unabhingig von @ festliegen, kann man auch eine von # unabhingige Erzeugung
angeben:

F = Fp((pt—1) mit einer primitiven (p* — 1)-ten Einheitswurzel

denn ]F;t = (Cpt—1) (siche Algebra I,|Satz II1.2.15)).

Aufgabe 9. (s)

Sei (,, € C eine primitive n-te Einheitswurzel. Die komplexe Konjugation eingeschrankt auf
K, := Q(¢,) ist ein Q-Automorphismus ¢ € G(K,|Q). Der Fixkorper K, heiit mazimal-reeller
Teilkorper von K.

a) Bestimmen Sie erzeugende Elemente fiir K;7'|Q.
b) Berechnen Sie das Minimalpolynom an, K+ von Cp tiber Kf.
c¢) Bestimmen Sie ein primitives Element fiir K" |Q.

Losung:

a) G := G(K,|K,) = (c) = {id,c}. ¢¥ (0 < v < p(n)) bildet eine Q,-Basis von K, also bilden
die G-Spuren Sg(¢%) = ¢ +¢(¢%) = ¢ +C% (0 < v < ¢(n)) ein Q-Erzeugendensystem von K.
b) K, = K (Go) und (K : K) = #G(Kp|K[) = 2, also ist f. -+ quadratisch und daher

oot =X =S i (G)X + Nig g (Gn) = X2 = (G + Go) X + Gl = X2 —2Re (- X + 1.

c) f, kr € QReG))[X], also gilt (K, : QRe(y)) < 2 = (K, : K), und wegen Q(Re(,) =
Q(Cn + ¢n) € K;F daher die Gleichheit Q(¢, + ¢,) = Kt



Aufgabe 10. (s)
Sei n € N, ¢, € C eine primitive n-te Einheitswurzel und ®,, = f;, q das n-te Kreisteilungspo-
lynom. Zeigen Sie:

a) P9 (X) = ®,,(—X) fiir ungerades m € N, m > 1.

b) ®, = gegT{1 + X"™/P 4 X?/P 1 4+ X@E=Dn/P | p Primteiler von n}.
[Tipp: 27y € QIX]]

c¢) Berechnen Sie ®,» (p Primzahl), &5 und 3.

Losung:

a) 2,m teilerfremd = —(,, ist primitive 2m-te Einheitswurzel. —(,, ist Wurzel von ®,,(—X)
und mit ®,, ist auch ®,,,(—X) irreduzibel, also ist ®,,,(—X) das Minimalpolynom von —¢,, — falls
es normiert ist. Dies ist fiir m > 1 richtig, denn dann ist deg ®,,, = ¢(m) gerade und ®,,(—X)
normiert, also @,,(—X) = Po, (X). (Fiir m = 1 ist dies falsch: ®o(X) = X+1 # X -1 = &;(X).)
b) U, 1= geT{1+X"P4X?>/P4 4 X@P=Dn/P |y Primteiler von n} ist ein normiertes Polynom
aus Q[X]. Also ist ¥, = f¢, @ = [lorac=n(X — (), wenn gezeigt ist:

1) ¥, ist separabel, hat keine mehrfachen Wurzeln.

2) Die Wurzeln von ¥,, sind genau die primitiven n-ten Einheitswurzeln.

ad 1) Es ist ))((p__ll =1+X+X?+...+ XP71 also nach Einsetzung von xn/p

X" —1
m =14+ Xn/P + XQTL/;D 4+ X(p—l)n/p —. \I/n’p .

Also ist ¥, = ggT{¥,,,, | p teilt n}. Ist n > 1 und p irgendein Primteiler, so folgt ¥,, | ¥y, , |
X" —1. Da X™ — 1 separabel ist, muss es auch ¥,, sein.
ad 2) Da X" — 1 separabel ist, sind die Nullstellen von ¥,, , = X

ﬁ genau die Nullstellen von
X™ — 1, die keine Nullstellen von X™? — 1 sind:

Upp(()=0 <= ("=1A (VP £1,

und folglich

A¥np(Q)=0 < ("=1 A \NC"P #1 < ord(=n.

pln pln
Nun sind die gemeinsamen Nullstellen der ¥, , genau die Nullstellen des ggT (Primzerlegung
iiber dem algebraischen Abschluss Q betrachten), und daher sind die Nullstellen von ¥,, genau

die primitiven n-ten Einheitswurzeln.
c) Nach b) ist

1

Op =W =1+ XV 4 X7 4 g X0
Als wichtigen Spezialfall halten wir fest

O, =1+X+X?+... X1,
Daraus ergibt sich ¥,,, = ®,(X™?) und b) nimmt folgende Form an:
®, = ggT{®,(X"P) | p teilt n}.
Nun zu den konkreten Beispielen: ®(X) = ®3(—X) = X2 — X + 1. ®39 = ®15(—X) mit
O3 = ggT{05(X"), ®3(X°)} = geT(1+ X° + X' 14+ X7 + X° + X7 4+ X'?).
Die Berechnung des ggT mit dem euklidischen Algorithmus ergibt

Pis(X) =X XTH+XP— X4 X3 X 41, O30 = P15(—X) = X34+ X" - X5 X1 X34+ X +1.



Algebra I1
Ubung 3

Aufgabe 11. (m)
Sei p eine Primzahl p # 2 und s € IN;.. Zeigen Sie:

a) Die kanonische Projektion Z/p°*Z — 7Z/pZ., a + p°Z — a + pZ, induziert einen Gruppen-
epimorphismus P(p°) — P(p) = F,.

b) Ist a + pZ ein erzeugendes Element von )’ (eine sog. Primitivwurzel modulo p), so hat
a+ p°Z in P(p®) eine Ordnung d mit p— 1 |d | (p — 1)p*~L.

c) In P(p®) gibt es ein Element der Ordnung p — 1.

Losung:

a) a+pZ e P(p) < pfa < a+p°Zc P(p°).

Aber Vorsicht: R —» S unitdrer Ringepimorphismus impliziert nicht R* —» S* surjektiv. Ge-
genbeispiel: Z —» Z/pZ fur p > 3.

b) Nach Voraussetzung hat a + pZ € F); die Ordnung #F,; = p — 1. Sei nun d die Ordnung von
a+p°Z. Dann gilt p | p* | a® =1 = p—1 = ord(a+ pZ) | d, und nach dem Satz von Lagrange
gilt natiirlich d | #P(p*) = (p — 1)p*~L.

c¢) Da I zyklisch ist, gibt es ein a wie in b) und es gilt dann ord(a + p°Z) = (p — 1)p* mit
0 < p < s. Dann hat a”" + p*Z die Ordnung p — 1.

Aufgabe 12. (s)

a) Beweisen Sie induktiv fiir Primzahlen p # 2:
(1+pP =14ap™™ mitacz, pfa.
b) Beweisen Sie induktiv 5% =14 a-2""2 mit a € Z, 2 Ja.

c¢) Folgern Sie fiir Primzahlen p: In P(p*) hat 1 + p + p*Z die Ordnung p*~! (p # 2) und
5+ 2°7 die Ordnung 2°72 (p = 2).

Losung:
a) r =0 ist klar. r — r 4 1:

-1 P S
=1 —l—p . ap”‘""l —+ M . a2p2T+2 + Z <p> alpw‘+2
2 i=3 \"

=0 mod p27+3 (p#£2)

=0 mod p"t3

=14+ap 2 +bp B3 =14+ (a+bp)p 2 mita+bp€Z, a+bp=az0modp.

b) Genauso.
c) Nach a) gilt fiir 1+ p =1+ p+ p°Z € P(p®):

(L4+p)" " =1tap"=lmodp* = ord(1+p)|p"",
(L+p) " =1+ap ! #1modp® = ord(1+p) /p*?,

also ord(1 + p) = p*~ ! fiir p # 2. Analog schlieit man fiir p = 2.
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Aufgabe 13. (s)
Zeigen Sie:

a) Fir Primzahlen p # 2 ist P(p®) zyklisch.

b) Fiir s > 3 ist P(2%) = (—1) x (5) direktes Produkt zweier zyklischer Gruppen der Ordnung
2 und 2572,

Losung:

a) Nach den vorangehenden Aufgaben gibt es in P(p®) ein Element w der Ordnung p — 1 und
v =1+ p der Ordnung p*~! (p # 2). Da p — 1 und p*~! teilerfremd sind, hat vw die Ordnung
(p—1)p*~' = #P(p°).

b) P(2) = {1}, P(4) = (—1). Sei nun s > 3. Dann hat 5 € P(2%) die Ordnung 2°~2 und —1 die
Ordnung 2. Bleibt nur zu zeigen, dass —1 ¢ (5) gilt.

Annahme: —1 = 5” mod 2° fiir ein 0 < v < 2°72. Dann folgt

1=5%mod?2* = ord(5) =22 |20 — v =23,

Also —1 = 527 mod 2°. Andererseits wissen wir 52° ° = 1 + a - 257! fiir ein a € Z und daher
—1=1mod 2!, Wid. fiir s — 1 > 2.
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Algebra I1
Ubung 4

Aufgabe 14. (m)
Sei p # 2 eine Primzahl und s € IN;..

a) Zeigen Sie, dass Q(1ps)|Q genau einen quadratischen Teilkérper L enthélt. L ist unabhéngig
von .

b) Zu welcher Untergruppe U von G(Q(ups)|Q) gehort L im Sinne der Galoistheorie?
¢) Bestimmen Sie erzeugende Elemente fiir L|Q.
d) Beschreiben Sie den nicht-trivialen Automorphismus o von L.

Losung;:

a) G := G(Q(ups)|Q) =~ P(p®) ist fiir p # 2 zyklisch (nach Aufgabe 13.a)). Also besitzt Q(ups|Q)
fiir jeden Teiler von (Q(uys) : Q) = @(p®) = (p — 1)p*~! genau einen Zwischenkdrper Ly vom
Grade d tiber Q. Da p — 1 gerade ist, ist d = 2 ein Teiler und es gibt einen genau quadratischen
Teilkorper L in Q(up) C Q(pps) fiir alle s.

b) Zum quadratischen Teilkérper L € @)(up) gehort die Untergruppe U < G vom Index 2:
U={0?|oeG}~Fx

c) Bestimmung von L als Teilkérper in Q(p,). L wird erzeugt von den U-Spuren der Q-Basis
1L,¢py-- - CII‘?’_Q von Q(pp):

sj=Su(¢))=>7¢ (0<j<p-1).

TeU

Da L quadratisch ist, wird L bereits von einer dieser Spuren erzeugt, und zwar von jeder, die
nicht in Q liegt. so = #U = % € Q, aber alle anderen Spuren s; (1 < j < p—2) liegen nicht in
Q. Begriindung: Alle ¢j # 1 sind primitive p-te Einheitswurzeln, also untereinander konjugiert:
¢ = p¢p fiir ein p € G(Q(11p)|Q) und daher auch psy = -y p7¢p = > rer TPGp = s4. Also
51 € Q <= s; € Q. L wird daher erzeugt von

s1=8u(G) =Y 6= > &= Y ¢,

TeU aery” 0<i<PZt
wobei a eine Primitivwurzel modulo p sei, also (a) = F ~ G(Q(up)|Q) und (a?) = IF;2 ~U.

d) G(Q(1p)|Q) ~ F)f wird erzeugt von o : ¢ — (7 (¢ € pp), also ist o | Erzeugendes von G(L|Q).
o |, wirkt auf das Erzeugende Sy(¢,) durch

SU(C;D) = Z CZQi — U(SU(Cp)) = SU(CS) — Z ngi-ﬂ '

0<i<EHt 0<i<2t
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Aufgabe 15. (s)

Bestimmen Sie in Q(p,) fiir p = 5,7, 11,13 den quadratischen Teilkérper L in der Form Q(v/d).
Was féllt Thnen auf?

Losung;:

Nach Aufgabe 14 wird L erzeugt von w := Sy((p). Da L quadratisch ist, geniigt w einer qua-
dratischen Gleichung, und zwar

waQ =X?- S(w)X +N(w) mit § = SL\Q , N ZNL|Q .
Man 16st die quadratische Gleichung 0 = f,, g(w) nach w auf

w = %S(w) + \/315(10)2 — N(w)
und findet

L = Q(/S(w)? — 4N (w)).
Damit ist das Problem auf die Berechnung von Spur und Norm von w reduziert.

L. Spur: Spjg(w) = Spi(Su(Gp)) = Sriq © Squu)|L(G) = Sauy)e(Gp) = —1, demn fi, o =
P,(X)=1+X+...+ XP 2+ XP~! hat den zweithochsten Koeffizienten +1.

2. Bereits in Aufgabe 14.d) haben wir Vorarbeit geleistet. Fiir eine Primitivwurzel a modulo p
und ¢ := , gilt:

w=8p(G)= Y ¢ o) =oSuG)= Y ¢
0<i<i ! o<i<irt
Unter Beachtung von 1. gilt w + o(w) = Sg(,)o(w) = =1 <= o(w) = -1 — w und daher
N(w) =w(-1—w).
Wir behandeln nun die konkreten Falle:
p =5: a =2 ist Primitivwurzel modulo 5: p — 1 =4, 22 =4=-1. Also
w=(+¢, o(w) =+ =3+,
N(w) = (C+ ¢ +¢7) =+ T+ 0+ = Sgus Q) = —1,
L =Q(/S(w)? = 4N(w)) = Q(v1+14) = Q(V5).
p = T7: a =3 ist Primitivwurzel modulo 7: p — 1 = 6, 32=2 3= —1. Also
w=C+C+ o(w) =C+ 0+,
N(w) = ((+C+ ¢+ +¢)
=+ C+H1 + CHI4+C+ 1+C+ G =3+Squne) =3-1=2,
L = Q(V8(w)* = 4N (w)) = Q(VI=8) = Q(v=T).
p = 11: a = 2 ist Primitivwurzel modulo 11: p — 1 =10, 22 = 4, 2° = —1. Also
w=C+HC G, o(w) =+ E+ 0+ T+ E,
Nw) =+ + ¢+ + )N+ +0+¢T+¢)
=...=5+ 28@(#11”@(0 =3,
L = Q(y/S(w)? — 4N (w)) = Q(vVI - 12) = Q(v-11).
p = 13: a = 2 ist Primitivwurzel modulo 13: p — 1 =12, 2 =3, 26 = —1. Also
w=C++E I o(w) =C+CHCH T+
Nw) = wo(w) =...= 38Q(us)a(C) = =3,
L = Q(/Sw)? — N (w)) = Q(v1+12) = Q(v13).

Es ist uniibersehbar, dass in diesen 4 Féllen der quadratische Teilkérper von Q(p,) von der Form

Q(y/Ep) ist. Kein Zufall! Siehe |[Aufgabe 21|
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Aufgabe 16. (m)
Sei k ein Korper. zeigen Sie:

a) Ist f € k[X] irreduzibel und inseparabel, so ist char k = p eine Primzah und f = g(XP)
mit g € k[X] irreduzibel.

b) Sei K|k eine endliche Kérpererweiterung, o € K und f, 1, inseparabel. Dann ist char k = p
eine Primzahl und es gibt ein v € N, mit

fak = fapuk(Xpy) und  fopv i separabel.

¢) K, :={a € K | « separabel tiber k} ist ein Teilkorper von K.

Losung:
a) Wiederholung (Algebra I, [Prop. I11.2.4 d)). Wire ¢ reduzibel, so auch g(X?) = f.
b) f := far ist irreduzibel. Ist also f inseparabel, so exisitiert nach a) ein irreduzibles f; €

E[X] mit f = f1(XP). Ist f; wiederum inseparabel, so kann man dies wiederholen und erhélt
f1 = fo(XP), bzw. f = f1(XP) = fg(XPQ) mit irreduziblem f>. Induktiv folgt die Existenz
von irreduziblen Polynomen f, € k[X] mit f = f,(XP?"). Dieser Prozess endet, wenn erstmalig
fv separabel ist. Dieser Fall muss eintreten, da f endlichen Grad hat und die Grade der f,
abnehmen.

Das so gefundene f, ist normiert und irreduzibel und es gilt 0 = f(a) = f,(a?"), also ist f, das
Minimalpolynom von a?” iiber k.

c) beruht auf der Charakterisierung der Separabilidt durch die Invariante p(K|k), die Anzahl der
k-Monomorphismen von K — k, und deren Multiplikativitit in Koérpertiirmen (siehe Algebra
I, [Prop. TT1.2.2)). Dies hatte zur Folge o, 3 separabel <= k|a, 8]|k separabel (siehe Algebra I,
Prop. I11.2.5)). Sind also «, 5 € K, so folgt k[a, f] C K, und K ist abgeschlossen gegeniiber
den Korperoperationen.

Aufgabe 17. (s)
Sei K|k eine endliche Erweiterung und o € K. Zeigen Sie:

a) Fir o ¢ k sind dquivalent:

plk(a)lk) = 1.

i)
ii) far = (X —a)" firein n € N;.
iii) chark = p Primzahl und f, ; = (X — )P fiir ein v € ;.
iv) chark = p Primzahl und o®” € k fiir ein v € IN|

b) Fiir K # k sind dquivalent:
i) (KR =1
ii) chark = p Primzahl und fiir jedes o € K existiert ein v € N mit o?” € k.
iii) Ky =k, d. h. o € K separabel iiber k = « € k.

[Eine derartige echte Erweiterung K |k heifit rein inseparabel.]

c¢) Sei K|k rein inseparabel. Dann gilt:
1) char k = p Primzahl.
2) (K : k) =p™ fur ein m € N,
3) oK) e k fiir alle a € K.
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d) Sei K|k eine beliebige endliche Erweiterung. Dann gilt:
K = K|k separabel  oder
K|Kj rein inseparabel, (K : Kg) = p™ mit p = char k Primzahl und (K5 : k) = pu(K|k).

Losung:

a) i) < ii): u(k(@)|k) ist die Zahl der verschiedenen Wurzeln von f, . in k (siehe Algebra I,
[Prop. TI1.2.2 ¢)).

ii) = iii): fqx ist inseparabel (wegen a ¢ k und folglich n = (k(«) : k) > 2), also char k = p und
daher gilt fiir n = p¥m mit p Jm

v

fok = (X — )™ = (XP" — a?")".

Dann muss g(X) := (X — o?”)™ auch irreduzibel sein iiber k. Wegen p J m = degg, muss g
dann separabel sein (siehe 16.a)) und daher m = 1: f,; = (X — a)P".

i) = iv): (X — a)P" = XP" — o € k[X].

iv) = ii): & Wurzel von XP' — o’ = fo) | (X —a)?" = ii).

b) i) < ii): Wegen K # k und der Multiplikativitdt von p folgt aus a): pu(Klk) = 1 <=
Nocic @R = 1 4= i),

i) = iii):a € K\ k = o €k :)> u(k(a)|lk) =1 = k(a)|k inseparabel — a & K.
iii) = ii): Wegen K # k existiert ein o € K \ k :)> a ¢ K = « inseparabel iiber
k = chark = p Primzahl und fop = fov 1, (X?") mit separablem for” - Dann ist aber
o € Ky =k.

c) 1) bereits bewiesen.

ad 2): K|k endlich, also K = k[ay,...,qa,| endlich erzeugt algebraisch. K|k rein inseparabel
= ki == k[aq,...,q;]|ki—1 rein inseparabel = (k; : ki—1) = deg fa, k, . :) p = (K :k)

p-Potenz.

ad 3): Fiir alle a € K gibt es ein v € N mit for = (X — )P, also o € k und p” = (k(a) : k) |
(K :k)=p™ = of" ck.

d) Sei K # K, dann ist K|K; rein inseparabel, denn:

a € K separabel iiber K(!)

= « separabel Uber L := k[a1,...,q;], a; € K, separabel iiber k
— u(klallk) = p(klal|L)u(LIk) = (kla] : L)(L : k) = (k[a] : k)
= « separabel iiber k <— o € K

Der Rest ist dann klar, denn nach b) ist (K : K5) = p™ mit char k = p und

(K, k) = p(KJk) = p(K|K,) -p(K k) = p(K k).

=1

15



Algebra I1
Ubung 5

Aufgabe 18. (s)

Berechnen Sie — unter Verwendung der Ergebnisse von — eine primitive 5-te Ein-
heitswurzel (5 durch sukzessive Quadratwurzeln.

Losung:

Sei ( eine primitive 5-te Einheitswurzel. Dann ist Q(¢)|Q zyklisch vom Grad ¢(5) = 4 . Der
einzige (quadratische) Zwischenkérper ist nach Aufgabe 15 L = Q(w) mit w = ¢ + ¢~ und w
ist Wurzel von X? — Sy q(w)X + Npjq(w ) X?+X—1. Alsow =—3 £ V5.

Eine Darstellung von ¢ der gewiinschten Art ﬁndet man, indem man das Minimalpolynom f¢ 1,
berechnet. Wegen (Q(¢) : L) = 2 ist dies f¢, . = X* — Sqc)£.(()X + Ng(o)£(¢)- Es gilt:

Sqo(¢) =¢+ ¢ L= w, NQ(C)|L(C):<C71:1 = ( Wurzel von X? —wX +1.

w w2 w —w+1 1
(=3 \ 4 2 -V 1 p(wEVw+3)

Durch die 4 Vorzeichenkombinationen in den Formeln fiir w und ¢ erhélt man (alle) vier primi-

tiven 5-ten Einheitswurzeln:
(—1+\/Bim/10+2\/5)
(—1—\/5j:i 10—2\/5)

g:i(—1+\/5+i\/10+2\/5)
i(—l—\/g+i\/10—2\/5)
¢ 27%(_1_\f_“/10_2\f)
%(—1+\f—z\/10+2 )

Dies ergibt

C=1ANC(#1 < (=

W= s

Aufgabe 19. (m)
Sei p # 2 eine Primzahl. Zeigen Sie:

a) p=—1mod4 <= T, enthilt eine primitive 4-te Einheitswurzel <= -1 ¢€ ]F;;Q.
b) FY = (a) = F}° = (a?) und #F3* = 251,
¢) FY = X2 UbFx? = F* U aF? mit a wie in b) und b € FX \ F” beliebig.

b= —1 wéhlbar <= p =3 mod 4

Losung:

a)p=1mod4 < 4[p—1 <= in der zyklischen Gruppe F,; der Ordnung p — 1 gibt es ein
Element der Ordnung 4. Dessen Quadrat hat die Ordnung 2 und ist daher —1, also —1 € IF;Z.
Umgekehrt: —1 = a? € IF;2 §2> orda =4 = a=(€F,.

b) FY = (a) = F;* = (a?) und #F}° = orda® = 251
c) (F) : ]FIfQ) = 2. Auerdem F) = (a) = a ¢ IF;2.
SchlieBlich gilt: b= —1 wihlbar <= —~1 ¢ F}* <= p=3mod 4.
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Aufgabe 20. (s)

Sei p # 2 eine Primzahl, Q := ]F;2 die Menge der Quadrate sowie N := I} \IF;Z =b-Q,bZQ
beliebig, die Menge der Nichtquadrate in F, . Studieren Sie die Abbildung + : Q@ X N — ),
(a, B) = a+ B und beweisen Sie:

a) 0 € I, liegt im Bild der Abbildung <= p = 3 mod 4.
Genauer: Die Anzahl der Urbilder der 0 ist

0 p=1mod4
0= -l p=3mod4 "’

b) Alle v € F,; haben gleich viele Urbilder.

c) Die Anzahl der Urbilder der 1 € F,, ist

—1,\2
== -1
( 2 )1 =P fiir p = 1 mod 4.
p_
ny =

p=1y2 _ p=1 _

55) T 2 :p43fiirpz3mod4,
p_

Losung:

a) 0 €Bild <— 0=a+fmitae @Q,6=-a€ N = —-1=
p = 3mod 4. Umgekehrt: —1 € N = 0 hat die Urbilder (o, —a),
ng = #Q = .

b) Die Zerlegung F; = Q U N wird bei Multiplikation mit § # 0 in sich iiberfithrt, wobei
0Q = Q,0N = N ist (wenn 6 € Q) oder 6QQ = N ,0N = @Q ist (wenn § € N). Daher werden die
Urbilder von ~; durch Multiplikation mit § = % bijektiv auf die Urbilder von =9 abgebildet.

c) Es ist ng die Anzahl der Urbilder von 0 und n; die Anzahl der Urbilder eines jeden v € F, .
Also ist

¢Q=r <
€ @ beliebig. Also

B
[
(0%

no +nq - #E :no—l—nl(p—l):#(QxN):(p%l)z.

Mit dem in a) bestimmten ng errechnet man daraus das in ¢) angegebenen n;.

Aufgabe 21. (s%)

Bearbeiten Sie Aufgabe 15 fiir beliebige Primzahlen p # 2 und beweisen Sie dadurch die dort
aufgestellte Vermutung. [Tipp: Aufgabe 20.c) nutzen.|

Losung:

Fiir einen allgemeinen Beweis analysiert man den Beweisgang in den Spezialfillen (Aufgabe 15):
Sei p # 2 Primzahl, ¢ := (, eine primitive p-te Einheitswurzel und a eine Primitivwurzel mod
p, also (@) = F) = G(Q((p)|Q) und o = (¢, = () der zugehdrige erzeugende Automorphismus
der Galoisgruppe. Seien @ bzw. N die Mengen der Quadrate bzw. Nichtquadrate in F,;. Dann
ist der quadratische Teilkorper in Q(¢) gegeben durch L = Q(w) mit

wo = Z Ca% = Z ¢* (siehe [Aufgabe 14.c|)

0<i<2rt o€
o(w) = Z C“%H = Z Cﬁ das Konjugierte tiber Q.
0<i<2zt peN

Ebenfalls aus Aufgabe 14 ist bekannt: w ist Wurzel von X? — Sy q(w) - X + Ny q(w) = X? +
X +wo(w) und zur Bestimmung von w muss man N7 q(w) = w - o(w) berechnen. Dies ist in
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Aufgabe 15 fiir p = 5,7,11, 13 geschehen. Man erhielt fiir wo(w) eine Darstellung als Summe
von Einheitswurzeln. Mit den hier benutzten Bezeichnungen gilt

wo(w)= (Y ¢ (Y )= > =3 n0

aEeQ BEN (,B)EQXN ~veF,

mit n, = #{(o, f) € @ x N | o+ 3 = v}. Dies sind die in Aufgabe 20 bestimmten Anzahlen.

Bevor wir die Berechnung jetzt auf der Basis von Aufgabe 20 fiir beliebiges p # 2 durchfiihren,
hier ein paar Bemerkungen, wie man zu den Behauptungen von Aufgabe 20 kommt: Bei den
Berechnungen von w - o(w) in Aufgabe 15 zeigte sich, dass in den genannten Summen von
Einheitswurzeln alle primitiven p-ten Einheitswurzeln (7 gleich oft vorkamen: n1 =ng = ... =
np—1. Ist dies der Fall, so ist

w-o(w) =mng+n1(¢+ CQ +...+ Cpil) =ng+ n1SQ(<)|Q(C) =ng—mni.
Damit ist Ny g(w) = w - o(w) € Q — wie es ja auch sein muss.
Umgekehrt ist aber aus der Tatsache N7jq(w) € Q auch die in 20.b) behauptete Gleichheit

ny = ...=ny_1 herleitbar:

Q3 no+nmC+n®+... +np P =
Qonil+n+...+np1(-1—C—...—CP2) wegen feq=1+X+X?+...+XP!
=—np_1+ (n1 —np_1)C+ (ng —np_1)C2 + ... + (np_2 — np_1)(P2

Da 1,(,..., (P2 eine Q-Basis von Q(() ist, folgt
Ny —Np_1=MnN2 —Np_1=...=Np92—Np_1=0, alson; =ng =...=n,_1.
Nach diesen Zwischenbemerkungen berechnen wir nun
wrolw) = mo+mic+ G+ P =m0+ miSg o))

_p=1  _ 1=
T =
= Nop—nN1 —
20.c) prl_ 3 —

4

—
iS]

fiir p = 1 mod 4,

H
T
S

fiir p =3 mod 4.

= ‘

Als Wurzel von X2 4+ X + Nijg(w) erhalten wir fiir w (vgl. |Aufgabe 15) w = —% + % D mit

{p fir p = 1 mod 4,

D:1—4.A[L|Q(w):1_4wa(w): —p furp53m0d4 ’

so dass fiir alle p # 2 gilt:
I Q(\/p) fl::lI‘ p = 1mod 4,
Q(y/—p) fiir p=3 mod 4.

Aufgabe 22. (s)
Seien G, G’ endliche abelsche Gruppen und (.. .,...) : GxG’' — p eine nicht-ausgeartete Paarung
zwischen ihnen. Man setzt dann fiir Untergruppen H < G

HY:={d €@ |(hg)=1firallehe H}.
Zeigen Sie:
a) Es existieren nicht-ausgeartete Paarungen

H x G'/H* - pu uwnd G/H x H' —p.
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b) Die Restriktion res : G- H, x—x | ;7 hat den Kern H' und ist surjektiv, also
G/H+~ H.

c) Jeder Charakter von H ist auf G fortsetzbar.

d) Es gilt G//}I ~ 0t

Losung;:
a) Entsprechend der Definition von H* gilt (h,h’) =1 fiir h € H, b’ € H* und daher sind die
folgenden Paarungen wohldefiniert:

HxG/H+ - p, nd G/Hx H- = p,
(h,g'HY) '~ (h,g') (gH,h') = (g,h).

Die Homomorphie in beiden Argumenten ist klar. Beide Paarungen sind nicht ausgeartet:

N\ hdHY) =1 = N\(hg)=1 < g eH" < gH =1g .

heH heH
/\ (h,g'Hl>:1<:> /\(h,g’):1<:>h:1G (da (...,...) n.a.)
g’HleG’/HL gleG/

Genauso argumentiert man fiir die zweite Paarung:
b) In den folgenden Aufgabenteilen benutzen wir a) fiir die Standardpaarung G x G — p,
(o,x) = x(0). Fur diese ist dann

H-={xeG|x|y=1}.

H*' ist also der Kern der Restriktionsabbildung res : G — H. Also gilt G/H+ — H. Gemi8 a)
ist CA?/HJ- dual zu H, also gilt #(CA?/HJ-) — #H = #H und die Injektion CAJ/HL < H muss
auch surjektiv sein.

¢) Damit ist dann auch res : G — C:?/HL — H surjektiv, d. h. jeder Charakter von H besitzt
eine Fortsetzung auf G.

d) Jeder Charakter ¢) von G/H induziert einen Charakter i) o vy von H (vg : G — G/H
natiirlicher Epimorphismus) und es gilt Y ovy |, =1, also Ypovy € H L

X
Der so definierte Homomorphismus G/H — H=, 1 + ¢ o vy ist surjektiv, G H
wie der Homomorphiesatz zeigt: v 7
v ,/, 7/)
XEHL<:>MH:1<:>H§Kexj \/ Yovg =X G/H

V:G/H—p

Da nach a) #G//\H = #H* ist, folgt aus der Surjektivitit auch die Injektivitit und damit d).
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Algebra I1
Ubung 6

Aufgabe 23. (m)
Beweisen Sie Satz (2.13) iiber die Kummer-Paarung.
Losung:
1) Rechtfertigungen fiir die Definition der Paarung:
la) b € (a1,...,a.)k*" /EX" = b=a} ... a¥r - " fiir ein ¢ € kX = b besitzt eine n-te
Wurzel § € K — ”—BB € [y, ist definiert und wegen (, € k unabhingig von der gewédhlten
Wurzel 5:
g g _ap o' _apB
g g op g B
1b) Die Paarung ist nur von der Restklasse bk*" abhingig:
Ist b/ = bc™ mit ¢ € kX, so ist 8/ = Bc eine n-te Wurzel von b’ und

o’ _o(Be) _ of

iz Bc cek B
2) Homomorphie im ersten Argument: Sind o, 7 € G(K]|k), so gilt
oor(B) _aor(B) (B) _ o) 7(B) _ o) 7(8)

5 1B B B B 1w BB

3) Homomorphie im zweiten Argument:

B =b, " =c = (betay)" = bc 1:)> (o, bck™") = 27,

4) ,Linker” Kern: Sei 0 € G(K|k). Dann gilt

o
AT

5) ,Rechter® Kern: Sei b € (a1, ...,a,)k*". Dann gilt

=1 < No(Va;) = Va; < o=idg.

nb n B B
/\U(n\[)zl = VbeK <= bek" <= b=1.
. Vb K|k gal.

Man beachte, dass K|k Zerféllungskorper des Polynoms [];_; (X" — a;) vom Grade n” ist und
dieses separabel ist, weil wegen ord (,, = n char k kein Teiler von n" ist.

Aufgabe 24. (s)
Sei G eine abelsche Gruppe der Ordnung n. Zeigen Sie:

A #G  fir x = 14
a)xeG:>Z)((g)—{ N .
foerd 0 fir x # 14

_ [#G  fir g =1g,

c) Die aus den Charakterwerten fiir g € G gebildeten Vektoren e, := (x(g) | x € G) bilden
eine Orthogonalbasis des €& = C".
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Losung;:
a) X =1lg = X,eqx(9) = #G. Sei nun x # 14, also x(go) # 1 fiir ein go € G. Dann gilt

X(90) Y x(9) =D x(909) = Y x(g") = (x(go) =1 D x(9)=0 = > x(g9)=0.

geG geG g eqG geG x(go)#1 geG

b) Mit dem Ansatz von a) folgt allgemein

Z(g,h> = {Z?EG ?:i Z ; iH’ fiir jede n. a. Paarung G x H — p.
geG H

Angewendet auf die G x G — p folgt b).
[Ein zu a) analoger Beweis ist natiirlich auch moglich.]

c) Sei (...,...) das Standardskalarprodukt auf C". Dann gilt
(egreq) = D x(9) = Zx =" Xlgg™") =0 fiir gg' " #1g.
xEG H" G xeG

Damit bilden die e, ein Orthogonalsystem von n Vektoren im C". Die Lénge der Vektoren ist

Vet x(gg~1) = /n # 0, also liegt eine Orthogonalbasis des C™ vor.

Aufgabe 25. (m)

a) Wiederholen Sie die grundlegenden Fakten iiber auflésbare Gruppen. Entscheiden Sie fiir
die symmetrischen Gruppen S,, und die Gruppen kleiner Ordnung (etwa < 10) iiber die
Auflosbarkeit.

Zeigen Sie:
b) Sind K, Ko|k auflésbare Korperweiterungen, so ist auch K K|k auflosbar.
¢) Sind K|L und L|k auflosbar, so ist die galoissche Hiille N von K|k auflosbar iiber k.
d) In c¢) kann i. a. nicht geschlossen wwerden, dass K|k auflosbar ist.

Losung:

a) 1) G auflésbar <= es gibt eine Untergruppen-Kette G = Go > G1 > ... > G, = {e} mit

G;/Giy1 abelsch (bzw. zyklisch bzw. primzyklisch) fiir alle 0 < i < r.

2) H<G A G auflosbar = H auflosbar.

3) H <« G: G auflésbar <= H und G/H auflésbar.

4) Satz von Feit-Thompson: #G ungerade —> G auflosbar.

Auflosbarkeit:

5) A, einfach fiir n > 5, also nicht auflosbar.

6) Sy, nicht auflosbar fiir n > 5 (wegen 5) und 3)).

7) Sy auflosbar: Sy > Ay > V4 > Z/27 1> {e} ist eine Kompositionsreihe; die Kompositionsfaktoren

sind die primzyklischen Gruppen Cs, C3, Cy, Cs.

8) Ss ist auflosbar nach 7) und 2).

9) Alle Gruppen der Ordnung < 60 = #.A45 sind auflosbar.

b) K1, Ko auflosbar — K Ks|k galoissch und G(K;Ks|k) ist Untergruppe der auflosbaren

Gruppe G(Ki|k) x G(K>|k) (siehe [Aufgabe 5)), also selbst auflésbar.

c) Mit K|L und L|k ist auch K |k separabel, also ist die normale Hiille von K|k N = [] oK
ceEM(K|k

Kompositum separabler Erweiterungen und damit normal und separabel, also galoissch( iilb)er k.

Da L|k galoissch ist, gilt L = oL C oK fiir alle 0 und G(0K|L) = G(cK|oL) >~ G(K|L) ist

auflosbar. Nach b) ist dann N|L auflésbar und folglich

G(N|L) ~ G(N|k)/G(L|k) auflésbar und G(L|k) auflosbar ? G(N|k) auflosbar .
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d) Das Problem ist wohlbekannt: K|L und L|k galoissch = K|k galoissch. Gegenbeispiel etwa:
Q(v/2)|Q(v2) und Q(v/2)|Q zyklisch vom Grade 2, aber Q(v/2)|Q ist nicht galoissch, denn (4 =
i€ Q(v2) CR.

Aufgabe 26. (s)

Sei k ein Korper der Charakteristik p # 0 und f(X) = X? — X —a € k[X] ein sog. Artin-
Schreier-Polynom. Sei v € k eine Wurzel von f.

a) Bestimmen sie die {ibrigen Wurzeln von f und folgern Sie: f ist separabel und

f zerféllt iiber k in Linearfaktoren oder f ist irreduzibel tber k.

b) Ist f irreduzibel iiber k, so ist k(a)|k zyklisch vom Grad p; die Galoisgruppe wird erzeugt
vom k-Automorphismus o mit o(a) = a + 1.

c) Ist K|k zyklisch vom Grad p und o Erzeugendes der Galoigruppe G(K|k), so wird K
p—1
erzeugt von « := Y i0'(§) fiir ein geeignetes £ € K.
i=1
d) Ist K|k zyklisch vom Grad p, so ist K Stammkorper eines geeigneten Artin-Schreier-
Polynoms f = XP — X —a € k[X].

Losung:

a) Seien «, f Wurzeln von f,also o —a—a=pP-f—-a=0 < (a—pP=a—-f <—
a— 3 € Fp, denn der Primkérper I, besteht genau aus den Wurzeln von X? — X. Damit ist die
Wurzelmenge von f genau Wy = {a+c | ¢ € Fp}. Dies sind p verschiedene Wurzeln von f, also
hat f wegen deg f = p nur einfache Wurzeln, f ist separabel.

Ist f reduzibel, also f = g-h mit g,h € k[X], 1 < d:=degg < p, so ist g = [[,(X —a —ny)
mit n; € Ip. Dann hat g als Koeffizienten von X1 ¢y 1 = —da+ N mit N € F, C k, also
da € k. Wegen d < p ist d - 1 # 0 und daher « € k. Dies bedeutet, dass k alle Wurzeln von f
enthélt, f zerfallt iiber k in Linearfaktoren.

b) Nach a) enthélt k(a) alle Wurzeln von f, ist also Zerfallungskorper des separablen Polynoms
f und daher galoissch iiber k. Da f irreduzibel ist, gibt es zu jeder Wurzel von f, also auch
zu o + 1 einen k-Monomorphismus o € M(k(a)|k) = G(k(a)|k mit o = o + 1 und folglich
ol(a) = a+1i- 1 fiir alle i € Z. Wegen i - 1, = 0, <= p = chark | i hat o die Ordnung
p = (k(@) : k) und erzeugt daher die Galoisgruppe G(k(a)|k).

c) Fiir £ € K setzen wir a wie angegeben, dann gilt

p—1 p
oo =Y io(€) = 33 - 1o’ (©)
i=0

J=1

=Y (G —1)d’(¢) (wegen (p — 1)o”(€) = —0°(¢))
§=0
p—1
=a—)Y 0/ =a—Sk(©).
§=0
Da K|k separabel ist, ist Sk, : K — k ein Epimorphismus (Prop. (1.5))), also gibt es ein { € K
mit Sk (§) = 1. Fiir das dadurch definierte a gilt dann oo = a + 1 # «, also a ¢ k und daher
k(a) = K, denn (K : k) = p ist prim.
d) Wegen ca = o + 1 ist @ Wurzel eines Artin-Schreier-Polynoms f = X? — X — a € k[X].
Begriindung: f(a) =0 <= a = of — a zeigt wie man a zu wihlen hat. Man muss lediglich
zeigen, dass a in k liegt:

a=a’—a = ca=o0d’ —ca=(a+1)! —(a+1) s a?+l-—a—-1=a.
char k=p
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a ist also Wurzel des Artin-Schreier-Polynoms X? — X — a € k[X], das wegen a & k irreduzibel
sein muss (siehe a)).

Aufgabe 27. (s*)

a) Bestimmen Sie fiir Q(u7) — und ggf. unter Benutzung eines Computers fiir Q(p11) — Auf-
l6sungen durch Radikale.

b) Entwerfen Sie einen Algorithmus, der dieses Problem fiir beliebige Kreiskorper Q(u,,) 1ost.
c) Berechnen Sie die primitiven 7-ten Einheitswurzeln durch Radikale.

Losung:

a) Gesucht ist eine Radikalerweiterung R|Q, die K := Q(u7) = Q(¢7) enthalt. Q(ur7)|Q ist
galoissch mit zyklischer Galoisgruppe G(Q(u7)|Q) ~ F7 der Ordnung 6. Es ist 3 mod 7 eine
Primitivwurzel modulo 7 und daher G(Q(u7)|Q) = (o) mit o(¢7) = 3.

Wir gehen aus von |Aufgabe 15[ (bzw. , in der wir den quadratischen Teilkérper L C Q(u7)
bestimmt haben. Es gilt

L =Q(w) =Q(v=T7) mit w=8,2(¢7) =7+ +¢7, fuq=X"+X+2.

den Grundkérper um die dritten Einheitswurzeln, um den Hauptsatz der
Kummertheorie anwenden zu kénnen. Wir bekommen so das nebenstehen- zyklisch
de Korperdiagramm: Q(¢7) und Q({3) sind zyklische Erweiterungen mit Crad 3

Durchschnitt @ (siehe [Prop. (2.2)) und daher
G(Q(¢r, 63)1Q) = G(Q(¢7)|Q) x G(Q(¢3)[Q) - QG w)

Deshalb haben die Erweiterungen die im Diagramm angegebenen Korper- — Q(w) 2

grade und es gilt f, q(cy) = fu,q = X? + X +2. Q(w,(3) = Q(vV-7,V/-3)
ist eine Radikalerweiterung und Q((7,(3)|Q(w,(3) als zyklische kubische 2

Q
Erweiterung geméfl Kummertheorie (Satz (2.8)) ebenfalls. Ein erzeugendes %

Radikal erhalten wir durch die Lagrangesche Resolvente. Es ist Q

G(Q(Gr: )|Qw, G3)) = G(QG)|Q(w)) = (%) mit o*(¢r) = ¢ =G

Damit erhalten wir als Radikal die Lagrangesche Resolvente

Q(¢7)|Q(w) ist kubisch mit zyklischer Galoisgruppe, man erweitert also )C&Cﬂ
Q(¢r

2 )
a=> GG =G+GEG+EG.
=0

Wir berechnen den Radikanden o® € Q(w, (3). Es gilt also dreigliedrige Summen in die dritte
Potenz zu erheben, eine etwas miihselige Rechnung, aber noch ,per Hand*“ durchfiihrbar. Wir
gehen aus von

2

4% = 3 A4,

i=0 i3,k
= A3+ A3+ A3 4+ 3(ApA2 + AgA% + A1 AZ 4+ A1 A3 + Ag A% + A3 A2) + 64041 Ay

und erhalten mit A;A; Ay = (SHIHEcZ+2+2"

B =(E+E+E)+3GE+EE+ GO+ EE+GE+EE)+6
=(E+E+Q)+3GEH+G+G) +3G(E+E+ ) +6.
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Dies reduzieren wir mittels w = (7 + (2 + 7, ow =G+ + G, w+ow = Sk|q(¢7) = =1 und
schlieflich fr, @ = X2+ X + 1, also (3 = —(3 — 1

a® = ow+3Gw +3Gow +6=—1—w+3GEw+3(-C —1)(-1 —w) +6
= 3G+ 8+ w(6(3 +2) € Q(w, (3)

Mit w = —% + % —7und (3 = —% + % —3 erhalt man daraus den Radikanden in der Form
1

und damit explizit die Radikalerweiterung

Q¢7) € Q(w, (3, ) = Q<\/f7’ V=3, \9/14— \/—77_;3\/_73\/_77> |

Ergebnisse fiir Q(u11):
(Q(p11) = Q) = 10, —(5 ist eine primitive 10-te Einheitswurzel. Nach [Aufgabe 18|ist

G=g(~1+VE+10-2V5)), Qo) = Qls) = (V5,10 - 2V5)) .

Fiir Q(¢10,¢11)|Q(C10) setzen wir als Radikal die Lagrangesche Resolvente an

9

9
Z oCtl = Do (=G
7=0

und berechnen mit Computerunterstiitzung den Radikande

a = a'? = 11(8664 — 6840(5 — 1965¢2 — 7600¢3)
= 11(51061 + 27251/5) — 55\/ 125662120 + 445251921/5

Dann ist Q(p11) Teilkorper der Radikalerweiterung

Q(JB, V=10 — 2v/5, %)

vom Grade 2 -2 - 10 = 40. Diese Radikalerweiterung ist Q(p10.11)-

b) Algorithmus zur Bestimmung einer Radikalauflosung fiir Kreiskorper Q(y,)-
Input: n € N4
Output: r € N, a1,...,0, € Q, K; := Q(a,...,q;) fiir 0 <i <r mit

K;|Q galoissch, (K;: K;—1) = p; Primzahl, o € K;,_1, p, C K,.

Gegeben n € INy. Der Algorithmus verzweigt in die folgenden 4 Fille:

(1) n=1,2

(2) n = p ungerade Primzahl.

(3) n =p-m mit p Primzahl, p fm, m > 1.

(4) n = p-m mit p Primzahl, p | m.

(1) Output r = 0. Die Bedingungen sind erfiillt: u3 C p2 C Ko = Q.

(2) Rekursiver Aufruf des Algorithmus fiir p — 1 < p liefert den Output r, a;, K;, p; mit den

genannten Bedingungen fiir p — 1. Wegen G(K,(()|K;) — G(Q((p)|Q) =~ F) ist K (Gp)| K,

YHinweis: Fiir die beiden Darstellungen des Radikanden a gibt es jeweils 4 unterschiedliche (algebraisch nicht
unterscheidbare) Moglichkeiten, in der ersten Form abhéngig von den 4 Moglichkeiten fiir (5, in der zweiten Form
von den 4 Vorzeichenkombinationen fiir die beiden auftretenden Quadratwurzeln, vgl.
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zyklisch vom Grade d | p — 1 und pq C pp—1 C K,. Im Falle d = 1 ist nichts zu tun, andernfalls
ist nach K,((p) eine reine Radikalerweiterung iiber K, vom Grade d. Als Radikal
kann man jede Lagrangesche Resolvente o := o, ¢ € g, wihlen, die # 0 ist (siehe .
Die Radikalerweiterung K,(a)|K, ist entsprechend der Primzerlegung d = [[;_; ¢; ein Turm
von reinen Radikalerweiterungen K,(a) D K.(a?) D K.(a®®) > ... D K.(a?) = K, von
Primzahlgraden q1, g2, - . ., gs. Damit erhélt man dann fiir n = p den gewiinschten Output r + s,
a4 = ad1%-j mit den geforderten Eigenschaften fiir n = p, insbesondere p, C K, = K, (a).
(3) Dann gilt p < n, m < n und der Algorithmus liefert zu m den Output r, o, K;, p; mit den
genannten Bedingungen fiir m und zu p < n den Output s, 3;, L;, ¢; mit den entsprechenden
Figenschaften fiir p. Man erweitert nun den Output fiir m um den Output fiir p

Oé,q.j Z:ﬁj (] = 1,...8), Kr—i—j I:Kr (51,...,Bj) (]: 1,...,5).
Da alle K; und L; iiber Q galoissch sind, ist auch K,,; = K, L;|Q galoissch. Also gilt

G(Krtj| Kt j-1) = G(Kr Lj| K Lj—1) — G(Lj|Lj-1) = (Kpqj: Kryjo1) | (Ly 1 Lj—1) = g5 -

Damit ist (K4 : Ky4j—1) = ¢; eine Primzahl — es sei denn K,;; = K,1;_1, in welchem Falle
K, ; tiberfliissig ist und nicht in den Output aufgenommen wird. Weiter gilt o/,f:;j = B;]j €L;C

K,4j. Und wegen p J/'m gilt schlieflich p1, = pmpy, C KrLs = K4, so dass alle Forderungen
fir n = pm erfiillt sind.

(4) Dann gilt m < n und der Algorithmus liefert zu m den Output r, «;, K;, p; mit den genannten
Bedingungen fiir m. Sei p” -1 = m mit v > 1, p fI und folglich n = p**1 1. Es ist (v 1= ¢l e K,
eine primitive p”-te Einheitswurzel und (pv+1 1= §/Cp erzeugt eine Radikalerweiterung von K,
vom Grad p (oder 1, falls (,u+1 € K), denn fiir v > 1 gilt Q(Cp+1) @ Q(Gr) = ‘agz;)l) = p.
Man erweitert also im erstgenannten Fall den Output fiir m um a,41 := {/(p und der Korper

K11 = K(a;41) enthilt dann die primitive n-te Einheitswurzel ¢, = ¢ - (pu+1.
c¢) Eine Radikaldarstellung fiir {7 gewinnen wir aufbauend auf Teil a) mittels [[V. Satz (3.5)

ag =3 Gl () =3 G =G+ ad+
j=0 j=0
bi = b(¢) = age®', 4= al(3) = % € Q(w,G3) = Q(V—=T7,v-3)

i=0:by=(Cr+ G+ =Sgen(Gr)-a=w-a, ag="%=w=—F+3/=7
RS S

i=2: by = aga= (G + GG+ GG+ GE+EG)
=GHGE+EE+EEFGHGE+GE+EE+ G
=GHG+G + GE+EHE) + GE+E+ D)
—wtow) (B+G)=w-0cw) =2w+1=/—7.
b2 2VT 4+ VT 3V3Y T

ayg = — =

a 14— /—=T+3/=3/-T 14
Schlief3lich

11 V=T 1 1 1
3Gr=—5+ 5V -T+a+ =5tV T+a+ ﬁ( — 144 V=T +3V=3V=7) - o?

(07

mit dem kubischen Radikal

. \3/14—\/?7+3\/?3ﬁ
_ ; .
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Algebra I1
Ubung 7

Aufgabe 28. (m)
Seien K = k(Ty,...,T),) der rationale Funktionenkorper in n Unbestimmten, L der Koérper der
symmetrischen Funktionen in K und s; € K die elementarsymmetrischen Polynome

a) Zeigen Sie fir L; := L(T1,...,T;) (i=0,1,...,n)
‘ X-T; fiir 1< j <1,
(Livi:Li)=n—i,  frr, = {f,- =i (X —T)) fiiri<j<n.

b) Geben Sie eine Basis fir K|L an.

c) Zeigen Sie: Jede rationale Funktion f € K hat eine Darstellung

= Z Gu(S1y. oy sp)I{ - T

mit eindeutig bestimmten rationalen Funktionen g, € k(Y1,...,Y,,).

Losung:

Die symmetrische Gruppe &, operiert durch Permutation der 7; auf K und der Fixkorper
ist definitionsgemafl der Korper L der symmetrischen Funktionen. Also ist K|L galoissch mit
Galoisgruppe S, und Kérpergrad (K : L) = nl.

a) fo := [Ip—1(X — 1)) ist ein symmetrisches Polynom, also fy € L[X]. Sei nun 0 < i < n.
Wegen fo € L[X] und g; := [T\, (X —T,) € L;|X] folgt f; = L2 € L;[X] mit Wurzel Tj,;. Also

gi
ist (Lit1: Li) = (Li(Ti41) = Li) < deg f; = n —i. Wir erhalten so

n—1 n—1 n—1
nl=(K:L)= [](Lis1: L) = [[ (Li(Tis1) : L) < [J (n =) =nl.

i=0 i=0 i=0

Es muss in der Abschétzung also an allen Stellen Gleichheit gelten:
(Liy1: Li) =n —i=degf; unddaher f;= fr,, 1, -

Damit ist a) bewiesen, denn fiir j <4 ist T; € L; und daher fr, 1, = X — T}, wéihrend fiir j > i
T; Wurzel des irreduziblen Polynoms f; € L;[X] ist, also f; = fr; 1,
b) Fir alle 1 <i <nist (Li—1(T;): Li—1) =n —1i+ 1, also

{T}/ | 0 <v <n—i} Basis fir L;|L;—;
und daher

(T ... .T" |0<w; <n—ifiir 1 <i<n} Basis fir K = L,|Lo = L.

c) ist eine explizite Formulierung von b) unter Benutzung von Lo = k(s1,...,s,) und der
algebraischen Unabhéngigkeit der s; iiber k.
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Aufgabe 29. (m)
a) Bestimmen Sie fiir die folgenden symmetrischen Polynome

) f=X3Xo+ X2X3+ X3X3+ X1X7 + X1 X2 + XoX3
B) g = (A2B+B?C+C?A)?+(AB*+BC?+CA%)?+(A?2B+B2C+C?A)(AB%*+ BC? +C A?)

ihre Darstellungen durch die elementarsymmetrischen Polynome.
b) Unter der Voraussetzung s1(A, B,C,D) = A+ B+ C + D =0 sind

a) h=(A+B)2(B+C)2+ (A+B)2(C+ A)?+ (B + C)%(C + A)?
B) p=(A+B)(B+C)(C + A)

symmetrisch in A, B, C, D. Berechnen Sie die entsprechenden Darstellungen fir A und p durch
die elementarsymmetrischen Polynome s;(A, B,C, D).

Losung:
a) a): f € Z| X1, Xa, X3] ist homogen vom Grade 3 und symmetrisch, also existieren nach
o, B, € Z mit

f = asz+Bsas1+7st = a X1 Xo X3+ B(X1Xo+ X1 X3+ X0 X3) (X1 +Xo+ X3) +7(X1+ Xa+ X3) .
Bestimmung der Koeffizienten durch Einsetzen:

X1:1,X2:X3:0:>0:Ol‘0+5‘0+’7:>’}/:0
X1=Xo=1,X3=0 = 2=a-04+5-1-2 = pB=1
X =Xy=X3=1 = 6=a+1-3-3 = a=-3

Also f = —3553 + s189 = —3X1 X2 X3 + (X1X2 + X1 X3+ X2X3)(X1 + X9 + Xg)
a) B): S3 = S(A, B, C) wird erzeugt von (A B) und (A B C) (siehe Algebra I, Ubung 4,
. g ist invariant gegentiber der Transposition (A B) (die ersten beiden Summanden werden
vertauscht, ebenso die Faktoren im dritten Summanden). Aulerdem ist g invariant gegeniiber
der zyklischen Vertauschung (A B C) (offensichtlich durch den formalen Aufbau der Terme).
Damit ist ¢ symmetrisch und homogen vom Grade 6, besitzt also eine Darstellung

g = s} + Bszsasy + 538t + 055 + esst + nsast + 0s .

Koeffizientenbestimmung durch Einsetzen:

A=1,B=C= = 0 =91 = ¥ =
A=1,B=-1,C=0 = 1 =4 -(-1)3 == §=-1
A=B=1,0=-2 = 3-3%2=a(-2)?-(-3)? = a=
A=B=1,C=0 = 3 = —-1+4e+ 16y <~ e=1—-4yg
A=1,B=2,C=0 = 12 = —(-2+4(1—-4n)—2n = n=0,e=1
A=B=C=1 = 3:32=3-3-8+37y-33+32.32 <— pB=-3-3y
A=1,B=C=-1 = 3 =(-1)B+-1)3*—(-1)p}+1 = y=-1,8=0

Also g = (AB + AC + BC)?>(A+ B+ (0)? — (AB + AC + BC)3 — ABC(A+ B + C)3.

b): h ist offenbar invariant unter der Transposition (A B). Wegen A + B+ C + D = 0 gilt
(A+B)? = (C+D)?, (A+C)? = (B+D)? etc. und daher ist h auch invariant unter dem Zyklus
(ABC D). Genauso argumentiert man fiir p. Die gesuchten Darstellungen fiir A und p gewinnt
man wie unter a). Wegen s1(A, B,C, D) = 0 sind die Darstellungen kiirzer:

h = asy + fs3, D ="S3.
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Aber beim Einsetzen muss man diese Bedingung A + B + C + D = 0 beachten.
a). A=B=1,C=0,D=-2 = 9= ((-3)? — =1
A=B=1,C=D=-1 = 0=a+p3(-2)? = a=-4

h=(AB+ AC + AD + BC + BD + CD)* —4ABCD.
B A=B=1,C=0,D=-2 = 2=7(-2) = y=—1.
p=(A+B)(B+C)(C+D)=—(ABC+ABD + ACD+ BCD) (A+B+C+D=0)
Aufgabe 30. (s)

Sei f=X"+ Z?;Ol a; X" € k[X] ein normiertes Polynom n-ten Grades iiber einem Korper k
mit den Nullstellen ag, ..., a, im algebraischen Abschluss k: f =[] (X — «;).

a) Die sog. Diskriminante D(f) = [] (c; — oj)? besitzt eine Darstellung als Polynom
1<j

D(f) = Z ayago‘...‘a;;"_}l

in den Koeffizienten ag,...,a,—1 von f.

Dabei treten nur Monome mit nvg + (n — 1)y + ... + 209 + vp—1 = n(n — 1) auf.
b) Berechnen Sie fiir n = 2,3 diese Darstellung von D(f).

Losung:

Es gilt a; = (=1)"sp_i(1, ..., o). Also muss man D(f) als Polynom in den s;j(aq,...,an)
ausdriicken. Dies ist genau dann moglich, wenn D(f) als Polynom in den «; symmetrisch ist,
was offensichtlich der Fall ist. Also existieren 3, mit

D(f)= > Bush'(@)-...-sh().

HeNT

Da D(f) als Polynom in den «; homogen vom Grad 2 - () = n(n — 1) ist, treten in der obigen
Darstellung von D(f) nur Summanden mit

w1+ 2p0 + ..+ npy =n(n—1)
auf. Setzt man nun s;(aq,...,a,) = (—1)7a,_; ein, so erhilt man die Behauptung von 30. a.
(beachte p1j; = vp—j).
b) n=2: D(f) = (a1 — a2)? = a2 — 20102 + a3 = (a1 + a2)? — dajas = (—a1)? — 4ap, also
D(f) = a2 — 4ag.
n = 3: D(f) ist symmetrisch in den «; und homogen vom Grade 6, also
D(f) = as? 4 Bszsasy + vs355 + 053 + 5587 + nsgs] + s .

Man bestimmt die Koeffizienten wie unter 29. a) ). Dabei benutzt man dieselben Einsetzungen,
so dass sich nur die linke Seite der Gleichung (die Auswertung von D(f)) &ndert.
Ergebnis: 9 =0, = -4, a0a=-27,n=0,e =1,7 = —4,3 = 18 und daher

D(f) = —27a% + 18agpaiaz — 4a0a§ — 4azf + alag )
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Aufgabe 31. (s)
Zeigen Sie mit den Bezeichnungen von Aufgabe 30:

a) Ist 6 € G(k(ai,...,an)lk) und 0 := 6y, .y die induzierte Permutation der Wurzeln,
so gilt

5(,/D(f)) = signo - /D(f) .
b) Ist D(f) # 0, so ist f separabel und es gilt fiir die Galoisgruppe G(f) von f:

G(f) C A, <= D(f) € k®.

¢) Bestimmen Sie fiir kubische Polynome die Galoisgruppe explizit.

Losung;:
a) GemiB der Definition besitzt D(f) in K := k(a1,...,a,) die Quadratwurzel []; (i — ;)
und es gilt (o. E. fiir D(f) # 0)

6(+/D(f)) = H(aai —oaj) = H 79709 H(ozl- — o) =signo -/ D(f).

i<j icj YT L

b) f separabel <= alle ; sind verschieden <= D(f) # 0. Dann gilt

D) ek = N\ (/D) =D(f) = N\ signo=+1 <= G(f)C 4.

5EG(K|k) @) o€G(f)

c) Ist f kubisch, separabel und reduzibel, so hat f genau eine oder drei Wurzeln in k. Dement-
sprechend ist G(f) = Sa C Sz oder G(f) trivial.

Ist f irreduzibel, so ist G(f) C S3 transitiv (siehe [Prop. (1.2)) und es gibt daher nur die beiden
Méglichkeiten Az oder Ss fiir G(f):

[ As falls D(f) € k2,
Gl =~ {53 falls D(f) ¢ k2.
Aufgabe 32. (s)

Sei R ein Integritatsbereich und R[X1,...,X,] der Polynomring in n Unbestimmten iiber R.
Wir betrachten die lexikographische Ordnung auf IN™:

M:(:ulw-'v,un)>V:(V17"'ayn)<:> \/ M > Vg A /\MJ:VJ
1<k<n j<k

Diese iibertragen wir auf die in einem Polynom vorkommenden Monome aX” = a- X{*-...- X/
(a # 0) und definieren so das fithrende Monom FM(f), als das in f vorkommende Monom mit
lexikographisch groBtem Index v. (Existenz?, Eindeutigkeit?). Zeigen Sie:

a) FM(fg) = FM(f)-FM(g) fur alle 0 # f,g € R[X1,..., X,].

b) Ist f symmetrisch und FM(f) = aX"”, so gilt v1 > 19 > ... > vy,

C) > > . >y = FM(s) 77227 s T sl = XL X

d) Beschreiben Sie einen Algorithmus, der zu gegebenem symmetrischem Polynom f eine

Darstellung f =3, a,s)" - ... - sh* (ay € R) liefert.

e) Fiihren Sie diesen Algorithmus fiir das Beispiel aus [Aufgabe 29.a) «)| durch.
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Losung;:

a) Die lexikographische Ordnung ist eine Totalordnung, also hat jedes Polynom f # 0 genau ein
lexikographisch grofites Monom FM(f) und der Beweis von a) verlauft vollig analog zum Fall
einer Unbestimmten:

= Z a, X", g= Z b X" = f-g= Zchp mit ¢, = Z a,b,

pEND vENT pEN® ptrv=p
Es gilt
FM(f) =ap X" = a,=0fir p> [
FM(g) =b; XY = b,=0firv>rv
und daher

p+v>p+v = pu>p NV v>v = c,= Z a,b, =0 firp>p:=jp+v.
ptv=p
Genauso folgt

Cp = Z aubl, = a,;bf, 7é 0.
pv=p+v

Also FM(fg) = ¢ X? = agbs XF7 = FM(f) - FM(g).
b) Ist FM(f) = aX” = aX{"-...- X’ und f symmetrisch, so muss auch aX{> X" X33 .. ... X}»
(mit @ # 0) in f vorkommen, also gilt nach Definition von FM(f)

(V]_,VQ,...,VTL)2(V2,V1,V3,...,Vn) — 131 21/2'

Genauso folgt vo > v3 durch Vertauschung Xs <> X3 etc.
c) Nach a) gilt

FM(s7 725277 ..) = FM(s1)" "2 - FM(sg)2 %8 - ...
= Xi’l_yz (X Xg)reTs (X1X2X3)V37V4 e
— X1V1*V2+V2*V3+... . Xé/Q*VS‘i’m R — lelXéfz A quz/n

d) Grundidee: Subtrahiere vom symmetrischen Polynom f ein Potenzprodukt der s; mit gleichem
fithrenden Monom (siehe b), ¢)) und iteriere dies. Explizit:
Wir definieren rekursiv zwei Polynomfolgen f;, g; mit folgenden Eigenschaften:

fj symmetrisch, g; € k(s1,...,sn), fj+g;=Ff, FM(f;) <FM(f;—1) fiir f; #0.

Wir starten mit fy := f und go := 0. Ist f; = 0, so endet das Verfahren. Ist f; # 0, gilt nach
b)c)

FM(fj)=a-X{*-...- X/ = FM(f;) =FM(h) fir h=a s} .. .3 7 shm,

n—1 n
Setze dann fj11 = fj — h und g;11 = gj + h, also gilt unveréndert f; 11 +gjv1 = fj +9; = f-
Nach Konstruktion ist (im Falle fj411 # 0) FM(fj41) < FM(f;), gj+1 = gj + h € k(s1,...,5n)
und mit b ist auch f;41 wieder symmetrisch.
Da die fiihrenden Monome der f; lexikographisch echt absteigen, muss das Verfahren nach
endlich vielen Schritten bei f; = 0 enden. Dann gilt f =0+ g; € k(s1, ..., sn), wie behauptet.
e) f= XXy + X2 X3+ X3X3 + X1 X3 + X1X3 + X9 X3 ist symmetrisch mit FM(f) = X?Xo.

Setze also h = 521557 "s) = 5155 und damit

h = (X1 + Xo + X3)(X1X2 + X1 X3+ X2X3)

= X2Xo + X2X35+ X1 XoX3 + X1 X2+ X1 Xo X35+ X2X3 + X1 XoX3 + X1 X3 + Xo X2
f1 = f —h= —3X1X2X3 = —383, g1 = h = S$182
Jo=f1+3s3=0, g2 = g1 — 383 = 5152 — 353

und damit f = go = s152 — 3s3 (vgl. 29. a) «)).
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Algebra I1
Ubung 8

Aufgabe 33. (s)

Berechnen Sie eine primitive 17-te Einheitswurzel durch Radikale.

Losung:

Fiir eine Primzahl p und eine primitive p-te Einheitswurzel ¢, ist die Galoisgruppe G(Q((,)|Q) =
(o) zyklisch von der Ordnung p — 1. Also existiert zu jedem Teiler d | p — 1 eindeutig ein Zwi-
schenkérper Ly vom Grad d tiber Q. Die Galoisgruppe G(Q((p)|Lq) ist die eindeutig bestimmte
Untergruppe Uy = (0%) vom Index d. Es ist #Uy =: f mit f-d = p — 1. Die Uz-Spuren von

L#CE pup
f—1

Su,(Q) =Y 0%(¢) = Py e Lg

J=0

sind die sog. f-gliedrigen Gaufischen Perioden. Es gilt
Lg=Q(Py) fiir jedes 1 # ¢ € pp.
Denn da Q(¢p)|Q abelsch ist, ist jeder Zwischenkorper tiber Q galoissch, also

/\SUd(UiC):O'inEQ(Pf) <~ /\ SUd(C)EQ(Pf)CLd.
( 1#C€pp

Also folgt mit [Bemerkung TV.1.6]

Lg=Q(Su,(¢) | 1# ¢ €pp) CQPr) C Lyg

und damit die behauptete Gleichheit Ly = Q(Py) fiir jede f-gliedrige Periode, fd =p — 1.
Im Fall p = 17 ist p — 1 = 2 eine 2-Potenz, also hat man eine Kette quadratischer Erweite-

rungen in Q(u17):
Q7)) =Lis=Q(P1) D Ls =Q(%) D Ly =Q(Py) D Ly =Q(FR) D L1 =Q.

Jede Periode geniigt also einer quadratischen Gleichung tiber dem néchst kleineren Koérper, um
also ( = Py durch Quadratwurzeln zu beschreiben, muss man dies sukzessive fiir die f-gliedrigen
Perioden tun.
In jedem quadratischen Schritt Log| L4 gentigt Py /2 € Loy der quadratischen Gleichung X2 —
54X +ng =0 mit
Sa = SioglLa(Prj2) = Prja+ 0Py = Py,

ng = Ny in,(Pr2) = Prja- 0%Ppa

1 1 ———
Pf/Q = —ipfﬂzg Pf —4nd.

Modulo 17 ist 3 eine Primitivwurzel, also wird G(Q(¢17)|Q) erzeugt von ¢ mit o¢ = ¢3 fiir
¢ € p17 und es gilt

und daher gilt
I e B
Pr=3 0%=3%¢" (f-d=16).
j=0 j=0
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Wir erhalten so

Pir=(€Llig: ss =Ph=P +°P=(+(1,

ng =¢¢t=1,
Py =iP+3\/P?—4,
Py e Lg: S4 :P4—P2+U4P2 C"‘C +C +C4

ng =P otP=(+ )T+ =P+ E+ P+ B =0P

Py =3Py +3\/P}— 40P,
Py,oPye Ly: sg = Ps,
ng =Py-0?Py=C+¢ + P+ HEO+H TP+ E+ ) = =1

Py =P+ 3\/P?+4,
oPy = %Upgi%\/(apg)2+4.

Pg schlielich erzeugt den quadratischen Teilkorper von Q(u17) und wurde in [Aufgabe 21| be-
stimmt:

1 1 1 1
P: = — — —_ 1 P:—f—f 1 .
s = w 2+2\/ 7, oPs 5 Qﬁ

Davon ausgehend erhalten wir dann

Py=3LiP+1\/P?+4, oP = 3toPs+3(0F)2+4,
Py =3P+ 1,/P}— 40P,
(=P =3P+ 3\/P}—4

Explizit ausmultipliziert (mit DERIVE):

Py = —3+ 317+ /i - L/17,
oPy = —3 — 1VIT+ /X + V1T,
Py = —g +gVIT+ /55 — 55V17 \/ 17—/ 3+ 917

(=P =3P+ 3\/P}—4

\»—l o=

oo

SQRT (-SQRT (19*SQRT (17) /2048+85/2048) +3*SQRT (17) /64+17/64)
+SQRT(17/128-SQRT(17)/128)
+SQRT(17) /16
-1/16
+1*SQRT (
-SQRT(
-SQRT (5491*SQRT (17) /8388608+24565/8388608)
+51*SQRT(17) /4096
+289/4096
)
+SQRT( -SQRT (19%SQRT(17)/8388608+85/8388608) + 3*SQRT(17)/4096 +17/4096 )
-SQRT( -SQRT(731*SQRT(17)/524288+3757/524288)
+17*SQRT(17) /1024
+119/1024
)
+SQRT(17/512-SQRT(17) /512)



-SQRT(17) /32
+17/32
)

Aufgabe 34. (s)

Bestimmen Sie alle nattirlichen Zahlen n, fiir die ¢(n) eine 2-Potenz ist (¢ Eulersche Phi-
Funktion).

Losung:

Sein=2%-p{*-...-p¥ (r,s € N, v; > 1, p; # 2 verschiedene Primzahlen) die Primzerlegung
von n. Dann gilt

,
@(n) =25"1. H(pl —1)pl! 2-Potenz <= v; =1 A p; — 1 2-Potenz fiir alle i.
i=1

Es gilt: p = 2! + 1 Primzahl = t ist eine 2-Potenz.

Annahme: ¢ hat einen ungeraden Teiler 1 < u < t. Dann ist p = 2! +1 = 2% 4+1 = (2V)¥ — (—1)¥
teilbar durch 2¥ — (—1) = 2" + 1 und damit nicht prim. Wid.

Also kommen in der Primzerlegung von n alle ungeraden Primteiler nur in erster Potenz vor
und sind Fermatzahlen 22" + 1 sein.

Aufgabe 35. (m)

D A r B
a) Zeigen Sie: Ist der Abstand d(D, F) gleich dem Kreisradius r, so ist 38 = a.
b) Diskutieren Sie die Problematik der Winkeldreiteilung nach dieser Methode.

Losung:

a) Das Dreieck DE A ist gleichschenklig, also /(DAFE) = $ und der Aulenwinkel /(AEC) bei E
dann gleich 23. Das Dreieck FAC' ist ebenfalls gleichschenklig, also auch /(ACFE) = 2. Damit
gilt v+ 48 = 180 = 8 + v + « und folglich o = 3.

b) Zwar ist die Abtragung des Abstandes zweier (bereits konstruierter) Punkte auf einer beliebi-
gen anderen Geraden keine der Grundkonstruktionen, aber doch mit Zirkel und Lineal moglich
(siehe . Dafiir muss aber die Gerade, auf der der vorgegebene Abstand abgetragen
werden soll, gegeben sein. Jedoch ist keiner der beiden Punkte D, FE fiir sich alleine konstruierbar.
Keiner der Punkte ist Schnittpunkt zweier zuvor konstruierter Figuren.
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Aufgabe 36. (m)
a) Konstruieren Sie zu einem gegebenen Quadrat ein Quadrat mit doppeltem Fldcheninhalt.
b) Dritteln Sie die Winkel 360°, 180" und 90° mit Zirkel und Lineal.

Losung:

a) Gegeben ein Quadrat ABCD. Das Quadrat tiber der Diagonale AC hat den doppelten Fla-
cheninhalt: Man konstruiert also E € I(A, g(A,C)) N K(A;C), und dann F € p(FE,g(A,C)) N
1(C,g(A,C)). Das so konstruierte Quadrat ist aus 4 zum ‘Halbquadrat’ ABC kongruenten Drei-
ecken mit gemeinsamer Spitze C' zusammengesetzt, hat also den doppelten Flacheninhalt wie
das Ausgangsquadrat.

b) Zwei sich schneidende Geraden bilden 4 Winkel, um einen Winkel eindeutig festzulegen, be-
nutzen wir daher Dreiecke ABC und bezeichnen den Winkel bei A mit /(BAC). Zur Losung
der Aufgabe geniigt es den Winkel von 60°, also ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren:
Ist A e K(0;1) N K(1;0), so ist 0 % A # 1 und 01A ein gleichseitiges Dreieck mit dem Winkel
/(A01) von 60°

Die beiden anderen geforderten Winkel von 120° bzw. 30° erhilt man durch Verdopplung bzw.
Halbierung. Verdopplung und Halbierung von Winkeln ist mit Zirkel und Lineal moglich.
Gegeben der Winkel /(BAC'). Halbierung:

1.C" e g(A,B)N K(A4;C).

2.De K(C;C")NnK(C';C), A# D.

3. E€g(B,C)Ng(A,D).

Dann ist /(CAE) halb so grof3 wie der gegebene.

Verdopplung: 1. wie oben

2.De K(A;,C)NnK(C';C), D #£C

Dann ist der Winkel /(C AD) doppelt so grofl wie der gegebene.

Aufgabe 37. (s)

Zeigen Sie, dass das fragwiirdige Abtragen von Radien eine unnotige Grundoperation ist, d. h.:
Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal zu zwei Punkten A, B, einer Geraden ¢ und einem Punkt
C € g einen Punkt D € g mit d(A, B) = d(C, D).

Losung:

Ergénze im Falle C ¢ g(A, B) ABC zu einem Parallelogramm: D’ € p(C, g(A, B))Np(B, g(A,C))
ist konstruierbar und es gilt d(4, B) = d(C, D’). Schlage dann den Kreis um C durch D’ und
finde D: D € K(C; D) N g. Nach Konstruktion d(C, D) = d(C,D’) = d(A, B).

Sind A, B, C kollinear, so konstruiert man zunéchst auf der Senkrechten [(A,g(A, B)) einen
Punkt B’ mit d(A,B) = d(A,B’): B € K(A;B)NI(A,g(A,B)). Wegen B ¢ g(A, B) sind
dann A, B’, C nicht kollinear. Wie oben konstruiert man dann D € g mit d(C, D) = d(A, B') =
d(A, B).
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Aufgabe 38. (s)
Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal ein regelméfiges Fiinfeck. Begriinden Sie Thre Konstruk-

tion.
[Tip: Nachstehende Skizze und Additionstheorem des Tangens.|

7 P
M
(8}
(0]
> D .
0 B 1

Losung:

Konstruiere R = ¢(0, 1), iR = [(0, R), Einheitskreis EK = K(0;1), i € iRNEK, M Mittelpunkt
zwischen 0 und i, Winkelhalbierende w des Winkels /(0M1), B € wNR, P, € EK NI(B,R).
Dann ist der Winkel /(10 P;) ein Fiinftel des Vollwinkels und P, = e2mi/5 — (5. Die iibrigen
FEckpunkte des Fiinfecks erhélt man durch Winkelverdopplung.

Begriindung: Sei b = Re B = d(0, B). Dann gilt nach Konstruktion

tan(a) = — =2b, tan(2a) = — =2.

Wegen tan(2a) = 2800 fo]gt,

1—tan? o

1. 1 1 1
2(1 — 4b%) = 4b B+ -b— = = b=—=-+-5.
( ) = Vb 7=0 4+4\/5

Nach Ubung 5, [Aufgabe 18|ist b = Re (5 und folglich der Punkt P; auf dem Einheitskreis gleich
G5
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Algebra I1
Ubung 9

Aufgabe 39. (m)

a) Wiederholen Sie aus Algebra I die grundlegenden Begriffsbildungen und Fakten iiber Ope-
rationen von Gruppen auf Mengen (Bahnen, Fixgruppen, Bahnenzerlegung, Bahnenglei-
chung)

und zeigen Sie fir G < S(Q), #Q =n:
b) G transitiv auf = n | #G.

c) G k-fach transitiv auf Q <= G transitiv und G, (k — 1)-fach transitiv auf Q \ {a} fir
ein/alle a € Q.

d) G k-fach transitiv = n(n—1)...(n—k+1) | #G.

Ist G scharf k-fach transitiv, so gilt n(n —1)...(n — k+ 1) = #G.
_ D
e) G<S, {n 2 }—fach transitiv <= G = { = 'A".
n — =S,
{ “An } ist scharf { n=2 }—fach transitiv.
Sn n

Losung:
b) Gemaf Bahnengleichung gilt fiir transitives G: n = #Q = #Ga = (G : G,) | #G.
c) = : G k-fach transitiv und £ > 1 = G transitiv. Seien ag,...,ar € Q\ {a} verschieden
und fa, ..., Bk € Q\{a} verschieden. Dann existiert zu «, g, . .., und o, Bo, ..., S eino € G

mit oo = @, also 0 € Gy, und oo = F; fiir i > 2. G, ist somit k — 1-fach transitiv auf Q \ {a}.
<: Seien «; bzw. §; (1 <i < k) jeweils paarweise verschieden in € gegeben. Sei o €  mit G,
(k — 1)-fach transitiv. Da G transitiv ist, existieren o, 7 € G mit cay = a = 7/31. Setze fir i > 2
o = oa; bzw. ] = 7;. Dann sind auch diese jeweils paarweise verschieden und o/, 5 € Q\ {a}.
Also gibt es nach Voraussetzung ein p € G, mit pal, = f3, also poa; = 7; fur i > 2. Aulerdem
gilt poa; = pa = a = 731. Daher erfiillt p := 77 'po € G die Forderung poy; = f; fiir alle
1<i<k.
d) Sei k < nund ay,...a, € Q verschieden. Da G k-fach transitiv ist, folgt fiir 1 < j < k nach
c) rekursiv G, ... o; ist k& — j-transitiv auf Q\ {a1,...,a;}. Daher gilt nach b)
k—j7j>1 = n—j=#0\{a1,...,a;} = (Ga17,_.7aj : Gal,...,aj+1)
= n-(n—1)-...-2:-1=(G:Ga,..ap) | #G

Ist G scharf k-transitiv, so existiert genau ein ¢ € G mit ca; = o; fur 1 < i < k, ndmlich o = id.
Dies bedeutet #Go,,....a;, = 1 und es gilt die behauptete Gleichheit.

e) = : Ist G (n — 1)-fach transitiv, so folgt n(n —1)...-2 =n! | #G und G = S,,. Sei nun G
(n — 2)-fach transitiv, also n(n — 1) -...-3 = 2 | #G und somit (S, : G) < 2. Wir zeigen:

G<Sy A (S:G)=2 = A, CG = G=A,.

Beweis: Als Untergruppe vom Index 2 ist G Normalteiler in S,,.

n > 5: Wire A, ¢ G, so wire G N A, JA, ein echter Normalteiler in A,,, wegen der Einfachheit
von A, also GN A, = {e}. Dies kann nicht sein, da dann #A4,, = (A4, : A,NG) < (S, : G) =2
ware.

n=4:6| #G = G enthilt ein Element p der Ordnung 3. Wegen n = 4 kann p nur ein
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3-Zyklus sein. Also enthélt der Normalteiler G alle 3-Zyklen, A4 C G.

n = 3: Az ist die einzige Untergruppe der Ordnung 3 bzw. vom Index 2.
n=2:#G=1=#S,.

ad «<: Offenbar ist S,, scharf n-transitiv.

Seien nun ay,...,a,—2 bzw. by, ..., b,_o verschiedene Elemente in Q@ = {1,...,n} und a,,—1,a,
bzw. b,_1, b, die jeweils verbleibenden zwei Elemente in 2. Dann existiert o € S,, mit ca; = b;
fiir alle . Ist nun o € A, so ist man fertig. Andernfalls ist & := (b,—1 b,,) 00 € A,, und es gilt
ga; = (bp—1,bp)(b;) = b; fir 1 <i <mn —2. Da o und & die einzigen Elemente p € S,, sind mit
pa; =b; fiir 1 <i <n — 2, aber nur eines davon in 4, liegt, ist .A,, scharf (n — 2)-transitiv.

Aufgabe 40. (m)
Sei G < §(Q) eine transitive Permutationsgruppe. Zeigen Sie:

a) Ist 0 # B C Q ein Block fiir G, so besteht B := {oB | o € G} aus lauter G-Blocken, die §2
disjunkt {iberdecken.

b) Die Méchtigkeit #B eine Blockes B teilt die Méachtigkeit #2.
c) Ist #Q = p eine Primzahl, so ist operiert G primitiv auf €.
d) Ist die Operation von G auf Q 2-fach transitiv, so ist sie auch primitiv.

Losung:
a) Sei B ein G-Block und o € G. Dann gilt fiir alle 7 € G

ToBNoB#0) = o '76BNB#0 e o0 '7oB=B = 710B=0B.
ocC
Da G transitiv operiert und B nicht leer ist, iiberdecken die 0B ganz ). Da B ein Block ist,
sind die verschiedenen o B disjunkt.
b) Nach a) ist Q = |J und #B’' = #0B = #B, also #Q = #8B - #B.
B'eB
c) © = p hat nur die Teiler 1 und p, also sind nach b) nur die trivialen Blécke moglich: G ist
primitiv.
d) Indirekt: Sei B ein Block mit 2 < #B < # (ein Imprimitivititsgebiet fiir G). Wahle by # bo
in B und as &€ B. Da G 2-fach transitiv ist, existiert ein ¢ € G mit ob; = by und obs = as. Also
gilt by € cB N B # () und daher o B = B, im Widerspruch zu by = ay € B.

Aufgabe 41. (s)
Sei G < §(Q) eine Permutationsgruppe. Zeigen Sie:

a) Ist G primitiv, so ist jeder Normalteiler 1 # N < G transitiv.

b) Sei N # 1 ein minimaler Normalteiler in G. Ist N abelsch und transitiv auf €, so ist G
primitiv.

Losung:
a) Ist B eine N-Bahn in Q, so ist B ein Block fiir G. Denn: 6 BNB # ) = oca = fmit «, 3 € B.

Da B eine Bahn unter N ist, ist Nao = NS = B und daher B = c N« N Noa = NS = B.
<

Wegen N # 1 gibt es eine Bahn Na = B mit #B > 2. Da G primitiv und B ein Block ist, folgt
Na = B =), N operiert transitiv.

b) N transitiv. = Na = Q und alle Fixgruppen N,, N3 sind in N konjugiert. Da N abelsch
ist, folgt No = N fiir alle a, 8 € 2 und daher N, = (3 Ng = {id}. Damit ist N — Q, p — pa
bijektiv!

Sei nun B ein GG-Block, also auch ein N-Block und damit B = Hb fiir eine Untergruppe H < N

(vgl. Beweis von [Prop. V.1.5 b))).
Wir zeigen: (x) H <G.
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Daraus folgt dann wegen der Minimalitdt von N: H =1, B = {b} oder H = N, B= Nb = Q.
Also sind alle G-Blocke trivial und G ist primitiv.

Beweis von (*): Sei 0 € G. Wihle p € N mit pb = ob, also 01 pb = b. Dann gilt 0~ 'pBN B # ()
und folglich 0~'pB = B, also wegen H < N < G

Hb=B=o0 'pHb=0"'pH - p~lob.
Wegen der Bijektivitit von N — Nb = Q gilt daher H = 0 'pHp 'o. Wegen p € N, H < N
und der Kommutativitit von N folgt dann H = o~ 'Ho und (*) ist bewiesen.

Aufgabe 42. (s)
Sei K = I, der endliche Kérper mit ¢ = p/ Elemente, p = char K, f € N. Es sei Q2 = K U {cc}
die projektive Gerade iiber K. Wir betrachten die Gruppe der gebrochen linearen Funktion

ar +b
cr+d

G :=PGLy(F,) = PGL(2,q) = { | a,b,c,d € ¥y, ad — bc # 0}

als Permutationsgruppe auf 2 vermoge = +— Z;”j_rg mit den tblichen Konventionen fiir oo:
a aco+b a
— =o0 fira#0, =—fiirc+#0.
0 7 cco+d ¢ 7

a) Bestimmen Sie die Fixgruppen Go und G .
b) Zeigen Sie: G operiert scharf 3-fach transitiv auf €.

¢) #G = (¢ +1)q(q—1).

Losung:
a) o = Z;”_tg €Gyp = 00=000=9% & c=0 <= o0 =dzr+b € A(l,q). Daraus folgt

dann 0 € Gop = A(1,q)o <= o =azx (a € K*).

b) a € K* = axz bildet 1 auf a ab, also ist G transitiv auf Q\ {co,0} = K*,

r — 1 € G bildet 1 auf 0 ab, also ist G, transitiv auf K,

ﬁ bildet 1 auf oo ab, also ist G transitiv auf €.

Insgesamt ist damit G 3-fach transitiv auf Q (siehe [Aufgabe 39.c)). G ist sogar scharf 3-fach

transitiv, denn hat ¢ € G drei Fixpunkte, so ist o = id:
0€Gxp1 <= oc=ar N ol=1 <<= a=1, c=id.

c) folgt aus|Aufgabe 39.d)} denn #Q = ¢ + 1.
Aufgabe 43. (s)

Sei K =Fy, ¢ = pl wie inund
I'(q) :={aoc +b| o € Aut(K),a,b € K ,a # 0}
die Gruppe ser semilinearen Abbildungen von K. Zeigen Sie:
a) A(1,q) ist Normalteiler in I'(¢) mit zyklischer Faktorgruppe der Ordnung f.
b) T'(q) ist auflésbar von der Ordnung g(q — 1) - f.
c

(q
) T'(q) ist 2-fach transitiv auf K;
I'(q) 3-fach transitiv <= ¢=3 V ¢=4. Esist ['(3) ~ S3 und I'(4) ~ ;.
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Losung;:
a)pel(q) = p=aoc+b=(ax+b)oo mit ax+be A(1l,q) und o € Aut(K). Also ist

A(l,q)<T(q) <= N\ TA(L,q)=A(l,q)r
TeAut(K)

Es gilt in der Tat 7o (az +b) = 7(a)7(z) + 7(b) = (7(a)x + 7(b)) o 7 € A(1,q)7.

Damit ist Surjektivitdt von Aut(K) — I'(q)/A(1,q), o — 0A(1,q) gezeigt. Zur Injektivitét:
cc€A(l,q) < o=ar+b = 0=b = 1l=a = o=id.

Damit ist I'(q)/A(1, g) ~ Aut(F,s) = G(F,|F,) zyklisch von der Ordnung (F s : F) = f.

b) A(1,q) = {ax +b | a € ]‘FX b € Fy} hat den Normalteiler T = {z +b | b € F,} mit
Faktorgruppe A(1,q) ~ {az | a 6 ]F;} Damit erhalten wir folgende Normalreihe

I'(g)> A(1,q) > T > {id}
mit den abelschen Faktoren
I'(q)/A(1,q) ~ G(F,4|F,) zyklisch von der Ordnung f,
A(1,q)/T ~ F zyklisch von der Ordnung ¢ — 1,
T ~ (F,, +) elementarabelsch von der Ordnung p/ = q.

Somit ist I'(q) auflésbar von der Ordnung q(q — 1) - f
c) Bereits A(1, ) ist 2-fach transitiv auf F, (siehe [Aufgabe 42.a) M Ist I'(q) 3-fach transitiv, so
gilt

dla—1a—2)ala-1)f = p/ =2|f = pl =4 v p/ =3,

denn: pf — 2 — f ist bei festem p als Funktion von f € R streng monoton steigend und es gilt

p>3 = pl—2—f>p'—2-1>0 = p/ —2)ffiralle f >1,

p=3 —= p/ —2—f>p-2-1=0 = p/ —2)f firalle f >2,

p=2 = pl =2 f>p?>-2-2=0 = p/ —2)f firalle f > 3.
Umgekehrt: T'(q) < S, und es gilt #I'(22) = 4-3-2 = 4! bzw. #I'(3) = 3 -2 = 3!, also ist fiir
q=3,4T(¢) = S,;) und damit 3-transitiv.

Aufgabe 44. (s)
Beweisen Sie den Satz von Galois: Fiir ein irreduzibles Polynom von Primzahlgrad iiber einem
Korper k der Charakteristik 0 sind dquivalent:

(i) f ist durch Radikale auflosbar.
(i

i)
(iii) G(f) ist als Permutationsgruppe (isomorph zu einer) Untergruppe von A(1,p).
v)

(i

Losung;:
Dieser Satz ist eine Umformulierung von [Satz V.1.8t Sei K = k(W) der Zerfallungskérper des
(wegen der Irreduzibilitdt und char K = 0) separablen Polynoms f. Dann ist G := G(K|k) ~

Der Zerféallungskorper von f wird bereits von zwei beliebigen Wurzeln von f erzeugt.

Der Zerféallungskoérper K|k von f enthélt einen galoisschen Teilkérper L|k mit (K : L) =
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G(f) und G(f) transitiv von Primzahlgrad p. Nun gilt

(i) <= G auflosbar <= Satz V.1.8 (i),
V3.3l
(i) <= K=k(o,p)firo,fecWs,a#p,
< FixgK = FiX(;{CM, ﬁ} — {ld} = G(f)a,ﬁ
<= Satz V.1.8 (iii).
(i) <= Satz V.1.8 (ii)
(iv) <= G(f) enthélt einen Normalteiler der Ordnung p
<= G(f) hat genau eine p-Sylowgruppe (Sylowsitze, p* J#S),)
e V.18 (iv)
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Algebra I1
Ubung 10

Aufgabe 45. (m)
Sei K ein Korper der Charakteristik 0 und b = (b;)icz € K% eine Funktion Z — K, als Z-
indizierte Folge notiert.Dann definiert man die Folgen A*b € K% durch

A% :=b, AFb:=AAFD) (keNy), (Ab), :=b,41—b, (veETZ).

[Man schreibt oft ungenau Ab, := (Ab),.] Zeigen Sie:

k
(K
a) (AFp), = Z(—l)k_] (J)b,,ﬂ, also ist (AFb), bereits durch b,,b,41,...,b,41 festgelegt.
j=0
Rechenschema:

. bo by by b by bs ...
... Abg Ab; Aby Abs Aby ...
...... A2 A2b, A2 A2by ...

b) (Interpolationsformel von Newton)

Sind a; = ag + ih dquidistante Punkte in K (h € K*) und b; € K beliebig, so ist

fs(X)=>" ﬂ’(x —ag)... (X —ap_1)
k=0
das (eindeutig bestimmte) Polynom in K[X] mit deg f < s und f(a;) = b; fur 0 < i <s.
c¢) Unter welcher Bedingung an A*b gibt es ein Polynom f mit f(a;) = b; fiir alle i € IN?
d) Interpolieren Sie in Q die Werte

a;| —4 | =3 |-2|-1]0[1|2[ 3|4
bi|—59]|—23|—5| 1 |1|1]7]25]61

durch ein Polynom kleinstméglichen Grades.
e) Vergleichen Sie die Interpolationsformeln von Lagrange und Newton (Vor-/Nachteile).

Losung:
a) k=0ist klar. k — k+ 1:

(AFH1B), = (A*D),41 — (A"D),

k k
(1)t (‘“) bty — (-1 (‘f) b
i—0 ] ]

J=0

J

k . ke k (k
= byr14k + Z(_l)kﬁ+1 <] _ 1) bytj — Z(_l)kﬁ <j>bv+j - (_1)%1/

j=1 j=1
= byp1k + f:(—l)’““j[ )t [uss = (=1)kb
j=1 ]7 1 ] !
k+1
(k41
= Z(_l)HlJ( + )bu+j
j=0 J
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b) s =0 ist klar. s — 1 — s: Es ist

AS
F(X) = fua(X) + 50

und daher fs(a;) = fs—1(a;) =b; fir 0 <i < s—1.

(X—ao)...(X—as_l).

fulas) = 3 48 (as —a0) . (@ — o)

s k .
= kgogo(—l)k—ﬂ (5) i - she (s = Dh...(s—=k+1)h

_ Z (_1)k—j (k:) s(s=1)..(s—k+1) bj

0<j<h<s ! "
S S _ s(s—1)...(s—k+1
= 2 [ D ey
s . 5]
[..] = kg(—l)kﬂj!(kkij)!ﬁik)! - EO(_”IW!H)!
s s! —5)!
= l§)<—1>lmu<f—7/—)j>!
s—1g s . 0 fllI' ] < S
— S _ l §—7 — 5 J— 5$=J =
QT e =ga-y={] fri<
flas) = by

c¢) Gibt es ein solches Polynom f und ist d sein Grad, so muss fiir alle s > d f = f, sein, denn
f erfiillt die fir f, geforderten Bedingungen (deg f < s und f(a;) = b; fiir 0 <14 < s) und fy ist
eindeutig. Ein solches f existiert also genau dann, wenn fiir ein d und alle s > d fs = fg bzw.
fs = fs—1 ist. Nun gilt

ASh
ANO=fi—for="2(X —ag) ... (X —as 1)
slh
s>d
= N A% =0 = A Ay, =0
s>d+1 v>0

Zur letzten Agivalenz: < ist klar. ad =: Induktiv. v = 0 klar. v — v + 1:

AdJrlby_H — Ad+1by+1 o AdJrlby — Ad+2by —0.
=0 Ind.Vor.

Fazit: Es gibt ein Polynom f mit f(a;) = b; fiir alle i € N, wenn ein d existiert mit A%'h, =0
fiir alle v > 0. Es ist dann f = f; und das minimale derartige d ist der Grad von f.

d/e) An diesem Beispiel zeigt sich der Vorteil der Newtonschen Formel. Der Theorie geméf gibt
es genau ein Polynom f hochstens vom Grade 8 mit f(a;) = b; (0 < ¢ < 8) wie gefordert. Dieses
ist aber nur vom Grade 3, weil A*b; =0 (0 < i < 4) und damit A%by = 0 ist fiir 4 < s < 8, wie
man leicht berechnet.

a; | =41 =3 |-2|—-1l0|1|2|3]4
b; |-59]—23|—5| 1 [1] 1] 7 [25|61
A'136 186 01(0]/6/[18/36
A?|—-18|—12|—6| 0 |6[12]18
A3 6 | 6 [6]616/6

A* 0] 00|00

Interpoliert man die 4 Werte 1,1,1,7 bei —1,0, 1,2, so erhédlt man aus dem entsprechenden Teil
des obigen Differenzenschemas (der Spalte bei —1) geméif} b)

f(X):1+0'($+1)+0'($+1)ZB+%($+1)1‘(5L’—1):($+1)$(:C—1)—|—1
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Bei Benutzung der Lagrangeschen Form ergidbe sich natiirlich dasselbe Ergebnis, jedoch nach
ungleich langerer Rechnung. Der entscheidende Vorteil der Newtonschen Form liegt darin, dass
bei Erweiterung der Stiitzstellen, die bisher berechneten Interpolationen nur durch einen Zu-
satzterm ergénzt werden.

Aufgabe 46. (s)
Sei K|Q eine endliche Erweiterung und o € K. Zeigen Sie:

a) fa,q € Z[X] <= es gibt ein normiertes Polynom g € Z[X] mit g(o) =0
(<= : aist ganz tiber Z)

b) a € K ganz iiber Z <= es gibt einen endlich erzeugten Z-Untermodul M C K mit
Z[a] C M.

[Tip zu <: aoj = Y i_; ajjo; fiir Z[a)| C M = Zay + ... + Zay,
¢) Rk :={a € K | a ganz tiber Z} ist ein unitdrer Unterring von K.
d) K ist der Quotientenkorper von Ry ; genauer:

Fiir jedes o € K gibt es ein 0 # d € Z mit da € Ry.

Losung:
a) = ist klar. <: Sei g € Z[X] normiert mit g(a) = 0. Zerlege g im faktoriellen Ringe Z[X] in
Primfaktoren g = g; - .. .- g,; da g normiert ist, sind die fithrenden Koeffizienten der g; Einheiten

in Z, also kénnen die g; normiert gewahlt werden. Nach dem [Lemma von Gauf)| sind die g;
irreduzibel iiber Q. « ist Nullstelle eines der irreduziblen normierten g;, also folgt fo.q = g; €
Z[X].

b) =: Analog zum Korperfall zeigt man Z[a] selbst ist endlich erzeugter Z-Modul:

n—1 - n—l ]
fo,Q €Z[X] = o = Z a;o € Z Zo!
=0 =0

n—1 n—1
= ad’c 7o' fiir alle v —> Zlo 7o' endlich erzeugt.
induktiv 'LZ(:J zz(:J &

<: Sei Z[a] C M = zrj Zaj; und «; # 0, also

i=1
T T
/\ o = Zazjai mit a;; € 7.
j=1 i=1
Dies bedeutet: Das homogene lineare Gleichungssystem Z (adij — aij)r; =0 (j =1,...,7) hat

die (nicht-triviale) Losung (aq,..., ) in K. Also gilt det(aéw a;j) = 0 und « ist Nullstelle
des charakteristischen Polynoms det(X dij — a;j), einem normierten Polynom vom Grade r mit
Koeffizienten in Z, d. h. « ist ganz iiber Z.

c) Fiir beliebige o, 5 € Rk gilt:

o, € Rk g Zla] C Y Zoy, ZIB) C Y 7B,
i=1 j=1
— Zla,p] C Zr: i Zo;f3;  endlich erzeugt
i=1j=1
? Z[O&,B] C RK

Also ist Ry ein Unterring von K.
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d) Ist a € K, so ist o Nullstelle eines (i. a. nicht normierten) Polynoms f = > ;a; X" € Z[X]
mit a,, # 0. Dann gilt

n—1

0=a""'f(a) = (ana)" + > a;a " (al o).
i=0

Also ist an, Wurzel des normierten ganzzahligen Polynoms g(X) = X" 4+ E?:_ll a;a? ' X" und
daher a,a € Rg mit a,, € Z.

Aufgabe 47. (s)
Sei S ein kommutativer Ring mit Eins, T' C S multiplikativ, d. h. 0 ¢ T, 1 € T und T multipli-
kativ abgeschlossen.

a) Das Ideal a < S sei maximal mit der Eigenschaft aNT = (). Zeigen Sie, dass a ein Primideal
ist.

b) Formulieren und begriinden Sie eine Umkehrung fiir a).

Losung:
a) Indirekt: Sei be € a, aber b & a, ¢ € a. Wegen der Maximalitiat von a gilt dann a4+ bSNT # 0,
a+cSNT # (), also existieren ay + bsy,as + cso € Tmit a; € a,s; € S. Dann gilt auch

T > (a1 + bsi)(az + ¢s2) = aras + bsiag + csqaq + bes1s € a,
——

€adS €a

im Widerspruch zu a N7 = (.
b) Es sind dquivalent:

(i) aZS echtes Primideal.
(ii) Es gibt eine multiplikative Menge T' C S, so dass a < S maximal ist mit a N7 = (.

(if)= (i) ist in a) gezeigt. (i)= (ii) ist aber einfach, denn wenn a ein echtes Primideal ist, so ist
T = S\ a multiplikativ abgeschlossen und natiirlich 1 € 7', 0 ¢ T. Und a ist maximal, ja sogar
das grofite Ideal mit a N (S'\ a) = 0.

Aufgabe 48. (s)
Sei S|R eine kommutative unitire Ringerweiterung, p < R ein Primideal in R.

a) Konstruieren Sie ein Primideal 8 <.S mit BN R C p.
b)* Ist S|R ganz (was heifit das?), so kann p C B (und damit p = PN R) gezeigt werden.

Losung;:
a) Sei pZR ein echtes Primideal, also T' := R\ p multiplikative Teilmenge in S. Nach dem
Lemma von Zorn existiert ein Ideal 9 < S maximal mit ¢ N7 = @. Dann ist ¢ Primideal in S
und PN R C R\T =p.
b)* Wie im Koérperfall mit dem Begriff ,algebraisch® definiert man ,,S|R“ ist ganz, wenn jedes
Element s € S einer ganzen Gleichung geniigt:

n—1

s"—i—Zaisi:O mit a; € R.
i=0

Sei nun p € p und angenommen p ¢ PB. Nach Wahl von B enthilt dann P 4+ pS ein Element
P+ps=teT =R\p,alsot—ps=P P <= t=psmod*P. s erfiillt eine ganze Gleichung
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wie oben, also

n—1 n—1
= (ps)" + D p" ai(ps)' =" + ) p" 'ait’ modP
1=0 =0
€ER
n—1 ) )
= "+ p" et eRNPCp = t"€p = tep Wid
i=0 per

Aufgabe 49. (m)
Sei f € Z[X] normiert vom Grade n, Wy = {a1,...,a,} die Wurzelmenge und K der Zerfil-
lungskérper von f. Es sei N = {1,...,n} und fir I C N o := > ;c; o;. Zeigen Sie:

a) Firalle 1l <r <n-—1git Q(ag,...,a,) =Q(ay | I C N, #I =r).

n
[Tip:r>2 = ¥ ar=("Da+ ()T o= "Dai+ (173) 3 o)
Fin 7 =
b) Sei f, = {#III (X — Oé[)]sep = Produkt der verschiedenen Linearfaktoren. Dann gilt:
=r

[r irreduzibel <= G(f) C S(NV) operiert transitiv auf P,.(N):={I C N | #I =r}.

c) Ist firein 1 <r <n—1 f, € Z[X] reduzibel, so gilt G(f) 2 Ap.
d) Setzen Sie die Polynome f, in Beziehung zu [Satz V.2.1| der Vorlesung.

Losung:
a) D ist klar, ebenso der Fall r = 1. Sei nun r > 2 und 7 € N:

CiZZZaI: Z (i tap)=##{I" CN\{i} | #I'=r -1} -a; + Z ar

#I1=r I’CN\{i} I’CN\{i}
iel #I=r—1 #I=r—1
-1
:(n_1>-Ozi—i-z#{I’CN\{i}\#I’zr—l,jé['}-aj
" i
= ("T) e S e N g} | # =r 2= (M) et (P D2) Ty
S \r—1 i — b -7 4= r—1 i r—2 '.a]
JFi JF#i
_fn—1) (n-2 - n—2\ < [(n—2 . n—2 Sxio(1)
o \r=1 r—2 i r—2 ._1%_ r—1) % r—2 KlQi*)
J= —_————
#0 (r<n)

also folgt a; € Q(¢;) C Q(ag | ...) und damit die Inklusion C von a).
b) f, ist separabel und nach a) ist K = Q(aq,...,qa,) der Zerfallungskérper von f,. Also gilt

fr irreduzibel iiber Q
<~ G(fy) = G(K|Q) transitiv auf Wy = {as | #I =r}
<~ G(f) = G(K|Q) transitiv auf Wy, = {ar | #I =r}

Sei 0 € G(f) und 6 seine Fortsetzung auf K. Dann gilt

ooy = E ooy = E Qgi = Qg -

el el
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Also operiert G(K|Q) transitiv auf {a; | #I =r} <= G(f) C S, = S(N) operiert transitiv
auf {I C N |#I =r} =P.(N).

¢) Z. z. Die alternierende Gruppe A,, operiert transitiv auf P,(N) fir alle 1 <r <n — 1.

Ist r <n —2, so ist A, r-transitiv, also erst recht transitiv auf P,(N).

r = n — 1: Pp,_1(NN) besteht aus den Komplementen einelementiger Mengen, auf denen A,
natiirlich transitiv operiert.

d) In[Satz V.2.1| wurde das Polynom
F=FU,....U;X) = [[ (X = Uias)
0ESK i=1

betrachtet. f,. ist eine ,Spezialisierung’ von F', ndmlich

fr :F(l,...l,O,...,O;X)Sep.
—— N——
r-mal n—r-mal
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Algebra I1
Ubung 11

Aufgabe 50. (s)
Bestimmen Sie die Galoisgruppen der nachfolgenden Polynome iiber Q — oder schranken Sie
G(f) moglichst weitgehend ein.

)
b) f(X)=X*+8X%-8X +4
c) f(X)=X*—-8X2+17
d) f(X)=X°+20X + 16
e)* f(X)=X"-7X+3.
Tipp: Zyklenhdufigkeiten transitiver Permutationsgruppen (McKay—Tabell
Grad 3: G |#G |13 12 3!
Az 3 |1 2
S3| 6 |1 3 2
Grad 4: G |#G|1* 122 22 13 4
Cy| 4 |1 1 2
Vil 4 |1 3
Ds| 8 |1 2 3 2
Ay 12 |1 3 8
S, 1241 6 3 8 6
Grad 5: G #G | 1° 132 122 23 123 14 5
Cs 5 |1 4
C5 > 02 10 1 5 4
C5 > 04 20 1 5 10 4
As 60 | 1 15 20 24
S 12001 10 15 20 20 30 24
Grad T7:
G #G |17 152 13.22 1.23 143 12.2.3 22.3 1.32 134 1.24 3.4 125 25 16 7
Cy 7 |1 6
Dy 14 |1 7 6
C;><C3| 21 |1 14 6
Cr>Cg| 42 |1 7 14 14 6
GL3(2) | 168 | 1 21 56 42 48
A, 25201 1 105 70 210 280 630 504 720
Sy |5040( 1 21 105 105 70 420 210 280 210 630 420 504 504 840 720

Die Tabellen enthalten fiir die Grade n = 3,4,5,7 alle transitiven Untergruppen von S,,, ihre
Ordnung sowie die absoluten Hiufigkeiten der auftretenden Zyklentypen. Dabei steht 12.23.31
abkiirzend fiir den Zyklentyp (1,1,2,2,2,3), die Basis gibt also die Linge, der Exponent die
Zahl der auftretenden Zyklenfaktoren an, die Fixpunkte sind mit erfasst.

Losung:

Ergebnisse:

2) John McKay: Some remarks on computing Galois groups. STAM J. Comput. 8 (1979) 344-347.

Zum dort zu lesenden LEMMA 3 und PROPOSITION siehe
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GX°—14X+7)=Ss.
b) G(X*+8X?% —8X +4) = A,.

(

(

G(X* —8X2+17) = Ds.

d) G(X°+20X + 16) = A,.
(

e)* G(X7T—7X +3) =PSL3(2).
PSL(2) = GL3(2) ist die einfache Gruppe der Ordnung 168.
GL3(2) operiert in natiirlicher Weise auf F3 und F3 \ {(0,0,0)} = Q mit #Q = 7.

Begriindungen:

a) Wie Ubung 2, Aufgabe 7.b)} f ist eisensteinsch fiir p = 7 und hat genau drei reelle Nullstellen.
b) Wir untersuchen f = f mod p modulo diverser Primzahlen.

mod2: f = X*, also ist f inseparabel und 2 | D(f).
Wir berechnen (sukzessive nach Erfordernis) die Primzerlegung von Polynomwerten f(x) fiir
betraglich wachsende Argumente x € Z:

x | -3 =2 | -11]0]|1 2 3
f(x) | 181 ] 68 21 | 4 |5] 36 133
1812217 (13-7122(5(22-32|7-19

Hieraus liest man ab:

mod5: f = f mod 5 hat genau eine Nullstelle z = 1, sie ist einfach (f'(1) = 12 # 0 mod 5). Also
gilt f = (X — 1)g mit degg = 3, g irreduzibel, weil ohne Nullstelle. Also ist f separabel und
nach dem speziellen Reduktionssatz enthilt G(f) einen 3-Zyklus.

mod7: f hat genau 2 Nullstellen (z = —1,3), aber beide sind doppelt: 7 | D(f).

Uber Q: f hat in Q keine Nullstelle, weil dafiir nur die Teiler von 4 in Z, also +1,+2,+4 in
Frage kdmen. Wire f reduzibel, so wire f = g1 - go mit quadratischen irreduziblen Faktoren.
Dann kénnte aber G(f) = Sz x Sz keinen 3-Zyklus enthalten.

Also ist f irreduzibel, G(f) C Sy transitiv und G(f) enthélt einen 3-Zyklus. Daher G(f) D A4
(Tabelle McKay). Also entscheidet die Berechnung der Diskriminante:

D(f) = 200704 = 22 . 72 Quadrat = G(f) = A4.

Berechnung von D(f) mit allgemeiner Formel fiir Polynome vom Grade 4 (Fortfiihrung von
oder mittels der Resultanten D(f) = (—1)"=D/2R(f, f') (nicht in der Vorlesung
behandelt).)
¢) Bei diesem Polynom f = X* — 8X? + 17 kann man die Wurzeln berechnen und so mit rein
korpertheoretischen Methoden die Galoisgruppe bestimmen (wie in Algebra I).
Alternativ mit der Reduktionsmethode: f ist gerade.

r | 0| £1 | £2] 43
f)|17]2-5] 1 [2-13
mod2: f=X*4+1=(X+1)4 22 ) f(1) = 10, also ist f(x — 1) eisensteinsch fiir 2 und f daher
irreduzibel.
mod5: f hat genau zwei Nullstellen +1 mod 5, beide sind einfach (f/(£1) = £3 mod 5), also
enthélt G(f) nach dem Reduktionssatz eine Transposition.
Damit kommen fiir G(f) nur Dg oder Sy in Frage (Tabelle McKay). Ware G(f) = Sy, so gibe es
in G(f) eine Permutation mit genau einem Fixpunkt. Da f gerade ist, ist mit jedem Fixpunkt
a € Wy auch —a € Wy fix, es miisste also a = 0 sein, Wid.
d) f(X) = X5420X + 16.
D(f) = 80* - 52 = 216 . 5% ist ein Quadrat, also G(f) C As. D(f) mittels der Resultanten leicht
berechenbar, da f und somit auch die zu berechnende Determinante spérlich besetzt ist.

Wertetabelle
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Eine Wertetabelle ergibt wie oben:

mod11: f ist separabel und hat genau zwei Nullstellen 2,3, also enthilt G(f) einen 3-Zyklus.
mod 3: f hat keine Nullstellen. Wire f reduzibel, so wére f = faf3 mit deg f; = i, f; irreduzibel.
Dann aber enthélt G(f) eine Permutation vom Typ (2,3) im Widerspruch zu G(f) C As. Also
ist f und damit f irreduzibel. Dann folgt aber G(f) = As, denn G(f) enthilt einen 3-Zyklus
und ist primitiv, weil transitiv von Primzahlgrad.

e)* Auch hier ldsst sich die Diskriminante problemlos tiber die Resultante berechnen: D(f) =
—R(f, f) = 3%-7%. AuBerdem sind alle Restklassenpolynome f mod p separabel fiir p # 3, 7.
Aus einer geeigneten Wertetabelle entnimmt man:

mod7: 4 ist einzige Nullstelle von f. Wegen 7 | D(f) konnte f(X + 4) 7-eisensteinsch sein, und
in der Tat

FXH4)=(X+4)"+3=X"+47 +3=X"mod7 und f(4) # 0 mod 7°.
=4

Also ist f irreduzibel und G(f) transitiv.

Man untersucht nun die Primzerlegung von f mod p und vergleicht die auftretenden Grade mit
den Zyklentypen in den noch méglichen vier Galoisgruppen (Tabelle McKay). Ein erster Schritt
ist die Auswertung einer Wertetabelle und Bestimmung aller Nullstellen von f mod p. Deren
Anzahl vergleicht man mit der Anzahl der Fixpunkte in den Zyklentypen der 4 relevanten
Gruppen. Mit Unterstiitzung durch Taschenrechner (miihselig, aber moglich) oder Computer
berechnet man fiir |a| < 36 die Werte f(a) und ihre Primzerlegungen. Daraus entnimmt man,
dass im Bereich p < 73, p # 3,7, f mod p entweder keine oder genau eine Nullstelle besitzt:

p ‘2511131719 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73
Nullstellen‘ 2 7 4 -4 -2 4 =17 -8 — 24 27 7 20 =27

Das Auftreten von nur einer Nullstelle (konkret: f mod 13 hat nur die Nullstelle 2 in F;3) schliet
die zyklische Galoisgruppe Z~ aus, da sie keinen Zyklentyp mit genau einem Fixpunkt enthélt.
Wertet man nun auch die Héufigkeit der Primzahlen p mit einer festen Anzahl von Nullstellen
fiir f mod p aus und vergleicht mit der Haufigkeit von Zyklentypen mit gleicher Fixpunktzahl
(Tabelle McKay), so erhalt man folgende Tabelle:

#Fixpunkte | Z; | Py |PSL3(2) | Ar | =

0 86% | 29% 29% 3% | 32%

1 — | 67% 58% 36% | 68%
2...6 — — 13% 27% —

7 14% | 5% 1% <0,1% | —

Die Ergebnisse in Spalte * geben die Haufigkeit der Primzahlen (bezogen auf den Bereich p < 73)
an, fiir die f mod p die entsprechende Anzahl Nullstellen hat. Diese Ergebnisse lassen G(f) = Fa;
vermuten (siehe Cebotarevscher Dichtigkeitssatz , aber fur die néchste Primzahl p = 79
findet man genau drei Nullstellen fiir f mod 79, (ndmlich —4, 6 und 28), so dass auch F5; aus-
geschlossen ist und nur noch zwei Moglichkeiten fiir G(f) verbleiben: PSL3(2) oder A7. Die
Haufigkeitsverteilung in Spalte * legt dann sehr stark die Vermutung nahe: G(f) = PSL3(2).
Um nun eine der beiden Gruppen ausschlieen zu kénnen, kénnte man die Untersuchung ver-
feinern und nicht nur Linearfaktoren, sondern weitere Informationen tber die Primzerlegung
von f mod p ermitteln und mit den moglichen Zyklentypen in PSL3(2) und A7 vergleichen. Im
vorliegenden Fall ist dies allerdings nicht hilfreich, da in beiden Gruppen genau dieselben Zy-
klentypen auftreten (wenn auch mit unterschiedlicher Haufigkeit) und somit auf diesem Wege
keine definitive Entscheidung mdoglich ist.

Den Nachweis, dass G(f) # A7 ist, kann man jedoch mit erreichen. Man muss
ein r € {1,...6} finden, fiir das das dort definierte Polynom f, reduzibel ist. Da die Grade der

fr recht grofl werden, ist dies mit erheblichem Rechenaufwand verbunden — wenn auch (iiber Z)
zumindest im Prinzip durchfithrbar (siehe [Satz V.2.2)). Auf dem hier skizzierten Weg wird in
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Erbach, Fischer, McKay:
Polynomomials with PSLy(7) as Galois groups.
J. Number Theory 11 (1979) 69-75

G(f) = PSL3(2) bewiesen. Das Polynom in e) und ein dhnlicher Beweis stammen von W. Trinks
(1969, unveroffentlichte Diplomarbeit, U Karlsruhe bei Prof. Dr. H.-W. Leopoldt).

Die oben genannten Autoren zeigen, dass f, flir r = 3 reduzibel ist. Der Wert r = 3 ist
wie folgt erklirbar: Die Gruppe GL3(2) operiert transitiv auf Q = F3 \ {(0,0,0)}, #Q = 7. Da
die Operation linear ist, wird eine Ebene E (= {0,a,b,c = a + b}) in F3 wieder in eine Ebene
E' abgebildet. Also kann G auf den 3-elementigen Teilmengen von Q nicht transitiv sein, wenn

G(f) = GL3(2) ist.
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