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§1 Zahlentheoretische Grundlagen

a. Ganzheitsringe

(1.1) Definition: a) Ein algebraischer Zahlkérper ist eine endliche Koérpererweiterung K von
Q.

b) Sein Ganzheitsbereich Zi besteht aus allen Elementen a € K, deren Minimalpolynome f, q
Koeffizienten in Z haben.

(1.2) Satz: Sei K ein algebraischer Zahlkérper, a € K. Dann sind &dquivalent:
i) a € 2k
ii) a ist ganz iiber Z, d. h. es gibt ein normiertes(!) Polynom f € Z[X| mit f(a) = 0.

iii) Z[a], der von a iiber Z erzeugte Unterring von K, ist ein endlich-erzeugter Z-Modul, d. h.
es gibt a1, ..., a, mit

.
Z[CL] = <a17---aan>Z = {anaz ‘ relN,n; € Z}.
=1

iv) Es gibt einen endlich-erzeugten Z-Untermodul M von K mit M # (0) und aM C M.

Beweis: i) = ii) ist klar. ii) = iii): Es gilt a" = — Y7 ¢;a’ mit den Koeffizienten ¢; € Z
(i=0,...,n—1) des gemé$ ii) gegebenen Polynoms f. Damit ist jede Z-Linearkombination von
beliebigen Potenzen a/ (j € IN) von a bereits als Linearkombination der a* (i =0,...,n—1)
darstellbar, d. h.

Zla) = (a"|i=0,....,n— 1)z

ist endlich erzeugt iiber Z.

iii) = iv) ist klar mit M = Z[a].

iv) = ii): Sei wi,...,wy, ein Z-Erzeugendensystem von M. Dann existieren m;; € Z (4,5 =
1,...,n) mit

n
aw; = Z mgjw; fir alle 1.

j=1
Da M # (0) ist, verschwinden nicht alle w;, so dafl @ € K ein Eigenwert der Matrix B :=
(mij) € Mp(Z), also eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms f von B ist. Da die Matrix
B nur Eintrdge aus Z hat, ist gemafl Definition f ein normiertes Polynom vom Grad n mit
Koeffizienten in Z, und ii) ist bewiesen. Die noch fehlende Implikation ii) = i) beweisen wir erst
nach dem folgenden Korollar, das sich bereits aus der Aquivalenz der Aussagen ii) - iv) ergibt.
Der Beweis von Satz (1.2) zeigt, dafl die Aquivalenz dieser Aussagen ii) - iv) fiir jeden unitéren

Unterring R C K statt Z gilt. Dies werden wir im folgenden auch benutzen.

(1.3) Korollar: Sei K ein Zahlkérper und R ein unitdrer Teilring. Dann bilden die tiber R
ganzen Elemente von K einen Ring.

Beweis: Seien a,b € K ganz iiber R. Es ist zu zeigen: a®b sind ganz iiber R. Da a,b ganz
iiber R sind, sind die Ringe R[a] und R[b] endlich-erzeugte R-Moduln. Dann ist aber auch der
Ring RJa,b] als R-Modul endlich erzeugt, also ist gemé8 Satz (1.2), iv) = ii) jedes Element von
RJa,b] ganz iiber R und die Behauptung gezeigt.

Induktiv ergibt sich so fiir jeden Unterring R von K und a; € K:

ai,...,an, ganziber R <= Rlay,...,a,| endlich-erzeugter R-Modul
<= Alle b€ Rlay,...,a,] sind ganz iiber R.



Beweisschlufl von Satz (1.2): ii) = i): Sei f € Z[X]| gemaB ii) und f, ¢ das Minimalpolynom
von a iiber Q. Dann ist f,q ein Teiler von f in Q[X], also ist jede Nullstelle von f,q im
Zerféallungskorper von f, g auch Nullstelle von f und daher ganz. Die Koeffizienten von f, q
berechnen sich als die elementar-symmetrischen Polynome in den Wurzeln von f, q, sind also
selbst ganz iiber Z (Korollar (1.3),a)). Da die Koeffizienten von f, ¢ natiirlich in @ liegen, gentigt
es zu zeigen:

(1.4) Bemerkung: Zg =7, m.a.W. die iiber Z ganzen Elemente von Q liegen bereits in Z.
Man sagt auch: Z ist (in seinem Quotientenkorper) ganz-abgeschlossen.

Dies folgert man aus der ZPE-Eigenschaft von Z; iibung.

(1.5) Korollar: a) Z ist ein Ring.
b) Ist K|k eine Zahlkérpererweiterung, so gilt:

Zx ={a € K | a ganz tiber Z }.

Beweis: a) ist in (1.3) bewiesen worden.
Ad b): Diese Behauptung beruht auf der Transitivitdt der Ganzheit:

a ganz iiber R und alle b € R ganz iiber Ry = a ganz iiber Ry.

Ist a ganz iiber R, so auch iiber dem Unterring S := Ry[co, . .., cs—1], erzeugt von den Koeffizi-
enten ¢; € R einer ’ganzen Gleichung’ fiir a iiber R. Geméfi den Bemerkungen im Beweis von
(1.3) ist S ein endlich-erzeugter Ro-Modul:

S ={(r1,. ., "m)Ros
und geméf [Satz (1.2)|ist S|a] ein endlich-erzeugter S-Modul:
Sla] = (b1,...,bn)s.
Dann ist natiirlich S[a] endlich erzeugt iiber Ry, ndmlich
Sla] = (ribj | i=1,...,m,j=1,...,n)R, ,

und folglich a ganz tiber Ry.

(1.6) Satz: Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Dann ist der Ganzheitsring Zy ein freier Z-
Modul vom Rang n = (K:Q), d. h. es existieren ay,...,a, € Zg, so daB sich jedes Element
b € Zk eindeutig als Z-Linearkombination der a; darstellen 1&d8t. Solch eine Z-Basis von Zy
nennt man auch eine Ganzheitsbasis von K.

Beweis: 1) Argumentation auf der Basis des Elementarteilersatzes bzw. des Hauptsatzes tiber
endlich-erzeugte abelsche Gruppen:
Dafl der Rang von Zi hochstens n = dimgK sein kann, ist klar, denn eine Z-Basis von Zk ist
natiirlich Q-linear-unabhéngig. Andererseits kann der Rang auch nicht kleiner sein, da Zx eine
Q-Basis von K enthélt. Dies folgt aus

() Jedes Element von a € K ist darstellbar als < mit ¢ € Zx und m € N.

Wiéhle dazu g als Minimalpolynom von a iiber @, und m als Hauptnenner der Koeflizienten
von g. Durch Multiplikation der Gleichung 0 = g(a) mit m¢, d = degg, erhilt man eine ganze
Gleichung fiir ma =: c.

Nun ist Zx als Unterring von K ein torsionsfreier Z-Modul, d. h. eine abelsche Gruppe
ohne Elemente endlicher Ordnung. Ist nun Zk endlich erzeugt, so folgt aus dem Hauptsatz
iiber endlich-erzeugte abelsche Gruppen, dafl Zx Z-frei ist. (Damit ist Zx natiirlich iber jedem
Unterring R als Modul endlich erzeugt, aber i. a. nicht frei!) Man konstruiert nun einen endlich



erzeugten Z-Modul, der Zx enthélt (siehe unten 2)). Dann ist Zx selbst auch endlich erzeugt.
Dieser Schluf gilt allgemein fiir Noethersche Ringe R statt Z (siehe etwa S.Lang: Algebra,
p.143f). Man kann es fiir Z aber ebenfalls aus dem Elementarteilersatz entnehmen, auf dem
der Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen beruht: Untermoduln endlich erzeugter
Z-Moduln sind Quotienten von Untermoduln in freien Z-Moduln endlichen Ranges, die gemaf
des Elementarteilersatzes selbst endlich erzeugt — und frei — sind.

Die Konstruktion eines endlich-erzeugten Z-Modul, der Zx enthélt, geschieht mit Hilfe der Spur.
2) Die Spurform:
Ist K|k eine Zahlkérpererweiterung, so definiert man fiir a € K die Spur durch

Spip(a) == Y ola),

o K—K

wobei o alle k-Monomorphismen o: K — K von K in eine algebraisch-abgeschlossene Hiille
von K durchliuft. [Ubung: Die Spur ganzer Elemente ist ganz.]

Nun gilt: Spg;, ist ein k-Vektorraumhomomorphismus 7# 0 mit Werten in k.

Begriindung: Wegen char k = 0 sind alle algebraischen Erweiterungen von k separabel, so daf
man mittels Galoistheorie folgern kann, dafl die Werte der Spurabbildung tatséchlich im Grund-
korper k liegen, da sie unter allen Galoisautomorphismen invariant sind. (Man berechnet tibrigens
die Spur von a als zweithéchsten Koeffizienten des Minimalpolynoms von a iiber k& multipliziert
mit —(K:k(a)).) Nun ist die Spur der 1 gerade der Korpergrad (K: k), also verschieden von 0,
wieder wegen char k = 0. Damit erhdlt man

(%) eine symmetrische, nicht-entartete k-Bilinearform (, ) auf K durch die Festsetzung:
(a,b) :== SpK|k(a -b).

Die k-Bilinearitét ist klar. Sei nun a L K bzgl. (, ), d. h. {(a,b) =0 fiir alle b € K. Wére a # 0,
SO ware
0= (a,a'b) = Spkk(b)  fiiralle b € K,

im Widerspruch zu Spq, # 0. Also ist @ = 0 und (, ) nicht ausgeartet. Dies bedeutet, da§ der
k-Vektorraumhomomorphismus

[ K=K a—(..,a)

von K in seinen Dualraum K* := Homy (K, k) injektiv, also wegen der Dimensionsgleichheit ein
Isomorphismus ist. Darauf beruht die aus der linearen Algebra wohlvertraute Konstruktion der
Dualbasis zu einer gegebenen Basis, die wir nun benutzen wollen fiir den Beweis, dal Zx in
einem endlich erzeugten Z-Modul enthalten ist:

Sei ai,...,a, eine Q-Basis von K mit a; € Zx (moglich nach (x)) und af,...,a), € K die
Dualbasis dazu bzgl. (, ), d. h.

(aj,al) = 6;;  (Kroneckersymbol).

Dann ist Zx enthalten in 59 Zag. Ist ndmlich
i=1

n
a= Zria; (ri € Q)
i=1

ein beliebiges Element in Zg, so folgt
r; = {(a,a;) = Spgqla- ai) € Z,

weil a, a;, und also auch die Spur ihres Produktes ganz ist. Damit ist Zx Untermodul eines
endlich erzeugten Z-Modul.



3) Beweis von Satz (1.6) ohne explizite Verwendung des Hauptsatzes iiber endlich erzeugte
abelsche Gruppen und zugleich Einfiihrung des wichtigen Begriffs der Diskriminante.

Fiir eine Q-Basis a; (i=1,...,n) von K sei die Diskriminante definiert als
D(ay,...,a,) := (det(0i(a;)))* = det((a;, a;)) € Q
mit den verschiedenen Q-Monomorphismen o; : K — K (i=1,...,n).

Beweis der 2. Gleichung: Sei M = (0;(a;))ij € My (K). Dann hat MM als (i, k)-ten Koeffi-
zienten

n
oj(ai)oj(ag) = SPK|Q(aiak) = (a;, ar)
7j=1
und die Behauptung folgt.
Die zweite Beschreibung zeigt, dafl die Diskriminante in Q liegt.
Ist T = (t;j) € GL,(Q) die Ubergangsmatrix von einer Q-Basis (a1,...,a,) von K zu einer

anderen Basis (b1 ...,b,), d. h.
n
bizztijajy (i:1,...,n),
j=1

so folgt unmittelbar
D(by,...,b,) = (detT)?- D(ay,...,a,),

d. h. die Diskriminanten unterscheiden sich um das Determinantenquadrat der Ubergangsmatrix
T. Betrachtet man speziell ein primitives Element a fiir K|Q, so bilden die Potenzen a’ (i =

0,...,n—1) von a eine Q-Basis von K und man berechnet die Diskriminante D(1,a,...,a" ')
als Quadrat der Vandermonde-Determinante der o;(a) (i=1,...,n):
D(1,a,...,a" ") =[] (oi(a) - oj(a))?.
1<j

Da a die Korpererweiterung K|k erzeugt, sind die o;(a) verschieden und folglich ist diese,
und damit jede Diskriminante einer Q-Basis von K ungleich 0. Wir betrachten nun nur Q-
Basen ay,...,a, von K, die in Zk liegen. Diese existieren geméf () und ihre Diskriminante
D(aq,...,a,) = det({a;, a;)) ist dann eine ganze Zahl # 0.
Es existiert somit unter allen Q-Basen von K aus ganzen Elementen eine, deren Diskriminante
minimalen Betrag hat. Jede solche Basis a1, ..., a, bildet ein Z-Erzeugendensystem von Zf.

Beweis: Sei a € Zx mit der Basisdarstellung
n
a=Y qga; (¢ €Q)
i=1

beziiglich der Q-Basis a; (i=1,...,n) von K. Wire q; ¢ Z, also
qu=c1+7r mit g€, reQ,0<r <1,
so betrachtet man folgende neue Q-Basis by,...,b, von K:

b1 :=a—cra1 = ria1 + Yo ¢ia;,
b; := a; fiir 7 # 1.

Die b; sind ebenfalls ganz, und sie bilden eine Q-Basis von K, da die iibergangsmatrix

T g ... Qn

0 1 0
T = :

0 0 1



von der alten zur neuen Basis offenbar die Determinante r1 # 0 hat. Damit berechnet sich die
Diskriminante gerade als
D(by,...,by) =77 D(ai,...,a).

Wegen 7 < 1 steht dies im Widerspruch zur Minimalitdt von |D(aq, ..., ay)|.

Es folgt also, daf} alle ¢; in Z liegen und somit die a; ein Z-Erzeugendensystem von Zg
bilden. Als Q-Basis von K sind die a; natirlich Z-linear-unabhéngig und bilden so eine Z-Basis
von Zk.

b. Idealtheorie

Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Hauptidealring und daher auch ZPE-Ring. Diese Eigen-
schaften gelten nun i. a. nicht fiir die Ganzheitsringe Z in beliebigen algebraischen Zahlkérpern.
Jedoch gibt es in diesen Ringen einen Ersatz fiir die eindeutige Primelementzerlegung, ndmlich
die eindeutige Primidealzerlegung.

(1.7) Proposition: Sei K ein algebraischer Zahlkoérper vom Grad n iiber Q, Zi sein Ganz-
heitsring und a ein Ideal # (0) in Z. Dann gilt:

a) aNZ# (0).

b) a ist ein freier Z-Modul vom Rang n.

¢) Jedes Ideal von Z ist endlich erzeugt, d. h. der Ring Z ist Noethersch.
d) Jedes Primideal p # (0) von Zk ist maximal.

e) Jedes Ideal a # (0) von Zy enthélt ein Produkt von maximalen Idealen.

Beweis: a) Sei a € a, a # 0. Ist
m
fa,Q = Z CiXZ
i=0

das Minimalpolynom von a iiber Q, so sind alle ¢; € Z C Zk, ¢y # 0 wegen der Irreduzibilitét
von fq @, und

m
o= —Zcia’ € a.
i=1

b) Wéhle ¢ € aNZ mit ¢ # 0 geméaB a). Ist dann aq,...,a, € Zx eine Q-Basis von K, so bilden
die Elemente ca; ebenfalls eine Q-Basis von K, die aulerdem in a liegt. Damit enthilt jedes von
(0) verschiedene Ideal von Zk eine Q-Basis von K. Wie im Beweis von Satz (1.6) wéhlt man
unter allen solchen Basen eine mit minimalem Betrag der Diskriminante und folgert, daf} diese
eine Z-Basis von a ist.

c) Jedes Ideal a # (0) von Zk ist bereits als Z-Modul endlich erzeugt.

d) Sei p # (0) ein Primideal von Zx und p’ ein maximales Ideal von Zx mit p C p’. Zu zeigen:
p’ Cp.

Es ist pNZ ein Primideal # (0) von Z, also pNZ = p-Z maximales Ideal von Z (p eine Primzahl).
Wegen p' NZ D pNZ = pZ ist dann auch p’ N Z = pZ. (Da p’ die 1 nicht enthélt, ist auch p' N Z
ein echtes Ideal von Z.) Sei nun a € p’ beliebig und

m
0=1cy+ aZciazfl
i=1

die minimale Gleichung fiir @ iber Q. Deren Koeffizienten sind ganz, da a ganz ist. Das Ideal p’
enthilt a, also auch cog = —a Y21, ¢;a* 1. Dann folgt aber

m
—aZciai’lzcoep'ﬂZ:pﬂng.
i=1

7



Waére nun a nicht in p, so folgte aus der Primidealeigenschaft von p

m

Z ciai_l € p.

i=1
Induktiv schliefft man nun weiter, dafl alle ¢; zu p N Z = pZ gehoren. Aber ¢, = 1, ein Wider-
spruch. Folglich gehort jedes a € p’ auch zu p, d. h. p = p/, und p ist maximal.
e) Da Zk Noethersch ist, besitzt jede nicht-leere Menge von Idealen von Zx ein maximales
Element (Lemma von Zorn; siehe S.Lang: Algebra, l.c.). Gélte also die Behauptung e) nicht, so
gabe es ein Ideal a # (0) maximal mit der Eigenschaft:

a enthélt kein Produkt von Primidealen # (0).
Insbesondere ist a dann selbst kein Primideal, so dafl b, ¢ € Zx existieren mit
bc € a, aber b,cé¢a.

Damit sind die Ideale b = a+b- Zg und ¢ = a + ¢ - Zg echte Oberideale von a und enthalten
aufgrund der Maximalitéit von a jeweils Produkte von maximalen Idealen. Dann enthélt natiirlich
auch b - ¢ ein Produkt von maximalen Idealen im Widerspruch zu b-¢ C a.

(1.8) Definition/Bemerkung: Sei K ein Zahlkorper.

a) Ein gebrochenes Ideal von K ist ein Zx-Untermodul a # (0) von K, fiir den ein ¢ € K*
existiert mit ca C Zg. ca ist dann ein gewohnliches Ideal in Zx (ein ganzes Ideal von K)
und also a von der Form

1
a=—-b mit einem Ideal b < Zx .
c

Gebrochene Ideale sind also geméa$ |(1.7), b)| freie Z-Moduln vom Rang n = (K: Q); wegen
(%) (siehe im Beweis von |(1.6)) geniigt dann bereits eine natiirliche Zahl ¢ € N1, um ein
gebrochenes Ideal a nach Zx zu 'transportieren’.

b) Gebrochene Ideale kann man multiplizieren, indem man fiir zwei Zg-Untermoduln a, o
von K das Idealprodukt a - o/ definiert als den von allenProdukten aa’ (a € a, ' € o)
erzeugten Z-Untermodul von K, und bemerkt, daf a-a’ wieder ein gebrochenes Ideal ist.

c) Jedes a € K* bestimmt ein gebrochenes Ideal aZx = (a), das sog. gebrochene Hauptideal
zu a. (Man beachte dazu, dal wegen (x) K der Quotientenkérper von Zg ist.) Die Zuord-
nung a — aZy ist ein Homomorphismus von der Multiplikationsgruppe K* von K in die
Halbgruppe Zx der gebrochenen Ideale von K, deren Bild die Gruppe Hx der gebrochenen
Hauptideale von K ist. Die Halbgruppe Zx hat ein neutrales Element, ndmlich (1) = Zk.

d) Ein gebrochenes Ideal a heifit invertierbar, wenn es in Zx ein Inverses besitzt.

Ziel der nun folgenden Uberlegungen ist der Beweis der Tatsache, daf3 alle gebrochenen Ideale
invertierbar sind, d. h. dal Zx eine Gruppe ist. Diese Eigenschaft charakterisiert den Ring Zx
als sog. Dedekindring. Man muf also fiir ein gebrochenes Ideal a von K ein Inverses finden, d. h.
ein gebrochenes Ideal a* mit

a-a* = Zk.

Es gibt dafiir nur einen Kandidaten, ndmlich den sog. em Transporteur
[Zg:ia] :={x e K|x-aC Zk}.

Sei ndmlich a* ein solches Inverses. Offensichtlich ist dann a* in [Zk:a] enthalten. Umgekehrt
folgt aus z-a C Zx durch Multiplikation mit a* sofort x- Zx C a*. iberdies ist dieser 'Kandidat’



auch ein gebrochenes Ideal, denn allgemein ist fiir zwei gebrochene Ideale a, b der Transporteur
[b: a] wieder ein gebrochenes Ideal: Offenbar ist ndmlich [b: a] ein Zx-Modul und aus

c-aCZkg, d-b6CZg, aca, beb fir geeignete a,b,c,d € K*

folgt
0#b-c€[bra] und da-[b:a] C Zx mit da#0.

(1.9) Proposition: Sei K ein algebraischer Zahlkérper mit Ganzheitsring Zr . Dann gilt:
Jedes maximale Ideal p von Zy ist invertierbar; das Inverse p~—' ist der Transporteur [Zx:p).

Beweis: Sei p ein maximales Ideal in Zx und p’ der oben definierte Transporteur [Zx: p].
Dann gilt per definitionem p - p’ C Zx und wegen p C Zg, also 1 € p/, folgt
Py C Zk.

Da p maximal ist, mufl entweder p = pp’ oder pp’ = Zi gelten.
Annahme: p = pp’.
Dann gilt fiir jedes c € p’: ¢ p Cp.
Da p ein endlich erzeugter Z-Modul ist, muf} ¢ geméafl zu Zi gehoren, d. h. p’ C Zg.
Wegen p C Zg gilt p’ O Zk, und damit p’ = Zk. Dies fithren wir nun zum Widerspruch, und es
folgt dann p - p’ = Zk, die Behauptung.

Sei a € p und (gemaB|(1.7), e)|) p1,...,p, maximale Ideale von Zx mit

pre...oprCa-Zg Cp.

O.E. sei r minimal gewéhlt. Es ist » > 1, da sonst Zxg C a - Zxg C p. Da p ein Primideal
ist, mufl es eines der Ideale p; umfassen, und dann wegen der Maximalitidt der p; mit diesem
iibereinstimmen. Sei 0.E. p; = p. Wegen der Minimalitdt von r gilt
po2 ... P Za-ZK.
Waéhlt man nun
bEpz-...-pr, b&a Zk,

so ist

b-p=b-p1Cpr-p2-...-pr Ca-Zg,
und damit ba~! € p’ \ Zf, im Widerspruch zu p’ C Z.
(1.10) Satz: Sei K ein algebraischer Zahlkérper mit Ganzheitsring Z . Dann gilt:

a) Die gebrochenen Ideale von K bilden eine Gruppe Tk .

b) Jedes gebrochene Ideal a von K ist eindeutig darstellbar als Potenzprodukt von maximalen
Idealen von Z:
a= H pwP (a)
p

mit eindeutig bestimmten wy,(a) € Z, wy(a) = 0 fiir fast alle p.

¢) Ein solches Potenzprodukt ist genau dann ein ganzes Ideal, wenn alle Exponenten > 0
sind.

Beweis: a) Es geniigt b) zu beweisen, da nach |[(1.9) alle maximalen Ideale invertierbar sind.
b) Es geniigt die Existenz einer solchen Darstellung zu beweisen, da die Eindeutigkeit dann
wieder aus (1.9) folgt:

PLecoPr=0qr-... s = P12 ¢ = P1 = 0.



Gemaf kann man nun kiirzen und dann induktiv weiterschlieflen.
Man kann weiter o.E. annehmen, dafl a ein ganzes Ideal ist, denn im allgemeinen Fall wéhlt
man zu a ein ¢ € Zx mit ¢-a C Zx und leitet aus Produktdarstellungen fiir ¢- Zx und ¢ - a die
gewiinschte Produktdarstellung fiir a = (ca) - (c¢Zx) ™! her.

Wir beweisen nun b) fiir ganze Ideale a mit Exponenten w,(a) > 0.
Angenommen, dies wére falsch. Dann betrachten wir, dhnlich wie im Beweis von |(1.7),e)| ein
ganzes Ideal a, das maximal ist mit der Eigenschaft

a ist nicht als Produkt von Primidealen darstellbar.

Insbesondere ist a # Zx und selbst kein Primideal, also echt enthalten in einem maximalen Ideal
p: aSp. Wegen der Invertierbarkeit von p folgt a - p_ng k. Wire nun a = a-p ', so wire wieder
jedes Element von p~! ganz (siche a ist ein endlich erzeugter Z-Modul, invariant
unter allen ¢ € p~1). Damit ergiibe sich der Widerspruch p=! C Zx. Also muB a echt in a-p~*
enthalten sein. Aufgrund der Maximalitit von a ist a - p~! nun als Produkt von maximalen
Idealen darstellbar, dann aber auch a = (ap~!) - p. Es kann also kein solches a geben, d. h. jedes
ganze Ideal ist Produkt von maximalen Idealen.

c) Sind alle Exponenten > 0, so ist das Potenzprodukt natiirlich ein ganzes Ideal. Ist umgekehrt
ein Potenzprodukt a mit den Exponenten m, € Z vorgegeben und ist a ganz, so besitzt a nach
dem Beweis von b) eine Darstellung als Potenzprodukt mit nicht-negativen Exponenten w,(a).
Aufgrund der Eindeutigkeit der Darstellung miissen also die Exponenten m, > 0 sein.

Anmerkung: Die Faktorgruppe Cx = Zx /H i der gebrochenen Ideale nach den gebrochenen
Hauptidealen nennt man die Klassengruppe von K. Einer der zentralen Endlichkeitssédtze der
algebraischen Zahlentheorie besagt, dafl die Klassengruppe endlich ist; ihre Ordnung ist die sog.
Klassenzahl hi von K.

Wie fiir Elemente in einem Ring definiert man auch fiir ganze Ideale den Begriff der Teilbar-
keit:

a teilt b (in Zeichen alb) <= es gibt ein ganzes Ideal ¢ mit a-c = b.
Fiir Zahlringe Zx kann man dies aufgrund von [Satz (1.10)| wie folgt umformulieren:
ateilt b < b-a" ! ist ganz < b-a ! C/Zg < bCa

Dies hat nun zur Folge, daf} fiir Ideale a, b in R = Zk (de facto in beliebigen Dedekindringen R)
gilt:
a, b teilerfremd <= a,b coprim <= a+b=R
geT(a,b) =a+b und kgV(a,b) =anb
ggT und kgV lassen sich natiirlich aus der Primidealzerlegung unmittelbar ablesen.

Schliefllich wird der bekannte chinesische Restsatz, der in beliebigen Ringen (kommutativ,
unitér) die Losbarkeit simultaner Kongruenzen sichert, wenn die Moduln paarweise coprim sind
(siehe S. Lang, Algebra, p. 63 f.), fiir beliebige teilerfremde Moduln anwendbar, also z. B. fiir
Potenzen verschiedener Primideale. Dies wollen wir nun benutzen zum Beweis des folgenden

(1.11) Satz: Sei R = Zg Ganzheitsrin eines algebraischen Zahlkorpers K. Dann gilt:

a) Jedes Ideal a < R ist von 2 Elementen erzeugbar; genauer:

a € a\ {0} beliebig = a= (a,b)r = aR + bR fiir ein geeignetes b € a.

b) Jeder echte Faktorring R = R/a mit (0) # a < R ist ein Hauptidealring.

DDer Satz gilt allgemein fiir beliebige Dedekindringe.
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Beweis: a) Sei

aR = Hp (n; >1)

die Primzerlegung von aR im Dedeklndrlng R. Wegen a € a, also a|aR, hat a als Primzerlegung
T
a:Hp?” mit 0 < m; < n;.

Wiéhle nun Elemente
b € p" \ pi

(Dies ist moglich wegen der Eindeutigkeit der Primidealzerlegung.) Nach dem chinesischen Rest-
satz existiert dann ein einziges Element b, das diese Eigenschaft fir alle ¢ hat (als Losung der
simultanen Kongruenzen b = b; mod pmﬁl) Damit ergibt sich fiir bR folgende Primzerlegung:

T S
bR =[Tw" - I a)"
i=1 j=1

mit Primidealen g; # p; und k; > 1. Man berechnet nun leicht
T
aR+ bR = ggT(aR,bR) Hpmm sz’“ =a.

b) Ist b ein Ideal von R/a mit vollem Urbild b unter der natiirlichen Abbildung R — R/a, so
ist b ein Oberideal von a. Erginzt man nun ein beliebig gewéhltes Element a € a\ {0} zu einem
Erzeugendensystem a, b von b, so wird b von b erzeugt.

c. Primzerlegung in Zahlkorpererweiterungen

GemaéB [Satz (1.10)| wird die Idealgruppe von R := Zg durch die Primideale # (0) von Zg
bestimmt. Diese sind, wie schon erwdhnt, genau die maximalen Ideale von Zg . Eine erste iiber-
sicht iiber diese maximalen Ideale erhélt man durch die Tatsache, dafl p N Z = pZ ist mit
einer Primzahl p. Dabei ist p charakterisiert als die Primzahl, die in p liegt. Zugleich folgt aus
pZ = p N Z, daf die Inklusion Z — R = Z einen Koérpermonomorphismus der Restklassen-
ringe F, = Z/pZ — R/p induziert, wodurch p charakterisiert ist als die Charakteristik des
Restklassenkorpers von R = Zx nach dem maximalen Ideal p.

Nach dieser ersten groben Unterteilung aller maximalen Ideale von Zy entsprechend dem
‘darunter liegenden’ maximalen Ideal von Z hat man sich nun also einen Uberblick iiber alle
maximalen Ideale p zu verschaffen mit p D pZ fiir eine feste Primzahl p. Nun besagt p O pZ
nichts anderes als p O pZk bzw. p teilt pZx. Hier gibt nun eine erste Antwort: Das
ganze Ideal pZy ist Potenzprodukt von maximalen Idealen von Z:

Ty = H pe(plp)
p

mit natiirlichen Zahlen e(p|p), fast alle 0.
Dabei sind die in diesem Produkt tatséchlich auftretenden Primideale (d. h. die p mit e(p|p) > 1)
genau die maximalen Ideale von Zx ’iber p’, insbesondere gibt es nur endlich viele davon.

Fiir p tiber p (in Zeichen p|p) ist e(p|p) eine natiirliche Zahl > 1 und wird Verzweigungsez-
ponent von p iiber p genannt. Daneben haben wir fiir p| p noch eine weitere wichtige Grofie, den
sog. Restklassengrad f(p|p) von p iiber p. Dieser ist wie folgt definiert:

Wegen p| p ist der Restklassenkdrper K, := Zy /p von p ein Erweiterungskorper von Z/pZ =
F,, (vermége der schon oben erwdhnten natiirlichen Einbettung Z/pZ — R/p). Der Restklas-
sengrad f(p|p) ist dann der Korpergrad dieser Erweiterung;:

f(plp) = (R/p: Z/pZ) € N1 U{o0}.
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[Wir werden sehen, daf f(p|p) eine natiirliche Zahl ist.|

Da das zugrundeliegende Primideal pZ bereits durch p und den Grundkérper @ bestimmt
ist: pZ = pNZ = pNQ, kdnnen e(p|p) bzw. f(p|p) auch mit ex|g(p) bzw. fxo(p) bezeichnet
werden. Schliellich lassen sich beide Groflen offenbar auch iiber einem beliebigen Grundkoérper
k C K) definieren und werden dann entsprechend mit egx(p), fx|x(p) bezeichnet.

(1.12) Satz: Sei K|k eine Zahlkorpererweiterung und p ein Primideal von k. Dann gilt die
fundamentale Beziechung

> e(PBlp) - f(Blp) = (K:k),

PBlp
wobei sich die Summation tiber alle Primteiler ¢ von p in K erstreckt.

Beweis: Es seien S = Zi, R = Z; die Ganzheitsringe,

T
ps = [ %7
i=1
die Primzerlegung von pS mit e; > 1, und f; := f(Bilp).
Der Beweis beruht auf der Berechnung der R/p-Dimension von S/pS auf 2 verschiedene

Weisen:
T

eii:dim S/pS) = (K:k).
; f O R/p( /p )(2)( )

Ad (1): Aus dem chinesischen Restsatz folgt
Spes =5/ TIw = 1S/
i=1 i=1

Es geniigt nun zu zeigen (P := Py, e := e, f := f;): S/PC ist ein R/p-Vektorraum der Dimension

e-f.
Wegen p C € ist S/P° ein R/p-Vektorraum. Betrachte nun im S-Modul S/PB¢ die Kette von
Untermoduln

S/PE D P/PCD ... D P/
Diese sind als S/B°-Moduln von einem Element erzeugt (Satz (1.11), b)), also auch die Quoti-

enten - ‘ ‘
m /q3 /ipz/me ~ ;Bl—l/gnl.

Diese Quotienten sind in natiirlicher Weise S/9B-Vektorrdume, offenbar von der Dimension 1,
da sie von einem Element erzeugt werden. Definitionsgeméf hat S/ iiber R/p den Korpergrad
f, also hat P~ /P? iiber R/p die Dimension f. Fiir den R/p-Vektorraum S/9¢ ergibt sich
insgesamt die R/p-Dimension e - f.

Ad (2): Dieser Teil soll hier nur fiir den Grundkérper @ bewiesen werden.
Es ist dann p = pZ fiir eine Primzahl p und pS = pS. iiber dem Grundring Z ist der Ganzheitsring

S gemaf [Satz (1.6)|ein freier Z-Modul vom Rang n = (K:k) = (K:Q), also

n n
S = © Za;, pS = & pZLai,
1=

1=

und folglich
S/pS = él 7./pZ - a;

als Z/pZ-Vektorraum ebenfalls von der Dimension n.

[Fiir beliebigen Grundkorper k statt Q ist Zj i. a. kein Hauptidealring und Zx kein freier
Zr-Modul. Man geht dann von R = Zj iiber zum sogenannten lokalen Ring R,y = (R\p) 'R
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und der Erweiterung Sg,y = (R \ p)~1S. Der Ring R, ist als diskreter Bewertungsring ein
Hauptidealring und S, ein freier R(;)-Modul von Rang n; man mufl dann schliefilich noch
zeigen, dafl die Beziehung (1) fiir S(,), Ry, statt S, R giiltig bleibt.]

beinhaltet natiirlich eine Reihe von Endlichkeitsaussagen, die hier noch einmal
explizit formuliert werden sollen:
Fiir eine Zahlkérpererweiterung K |k vom Grad n gilt:
1) Uber einem Primideal p von k liegen in K héchstens n Primideale 3.
2) Restklassengrad f(|p) und Verzweigungsexponent e(33|p) sind ebenfalls durch n beschrinkt.
3) Der Restklassenkorper I_(sp eines Primideals ¢ von K ist ein endlicher Koérper. Seine Méch-
tigkeit N () := (Zx:R), die sog. Absolutnorm von B, ist ¢ = p/*1P) mit der in P liegenden
Primzahl p € Z und dem absoluten Restklassengrad f(B|p) = fx|q(F) < (K:Q).
Weitergehende Information iiber die Zerlegungsdaten eines Primideals von k in einer Zahlkor-
pererweiterung K, Uiber die Anzahl der Primteiler und die entsprechenden Verzweigungsexpo-
nenten und Restklassengrade, werden wir im folgenden Paragraphen mit Hilfe der Galoisschen
Theorie gewinnen.

§2 Primzerlegung und Gruppentheorie
a. Hilbertsche Theorie

Gegenstand der Hilbertschen Theorie ist die Untersuchung der Zerlegungsdaten eines Primideals
p eines Zahlkorpers k in einem galoisschen Erweiterungskorper N, insbesondere der Zusammen-
hang zwischen den Zerlegungsdaten und der Struktur der Galoisgruppe. Fundamental fiir alle
nachfolgenden Uberlegungen ist

(2.1) Proposition: Sei N|k eine galoissche Zahlkérpererweiterung mit Galoisgruppe G =
G(N|k). Es sei p ein Primideal von k. Dann gilt:

Die Gruppe G operiert in natiirlicher Weise auf den Primteilern von p in N, und diese Opera-
tion ist transitiv. Dies bedeutet explizit: Sind ¢ und 3’ zwei Primideale von N tiber demselben
Primideal p von k, so existiert ein k-Automorphismus o € G(N|k) mit o = %'.

Beweis: Der Ganzheitsring Z besteht aus den iiber Z; ganzen Elementen von N. Jeder
Galoisautomorphismus o € G(N|k) fihrt daher Z in sich iiber, also ist fiir ein maximales Ideal
B von Zy auch o maximal. Da ¢ den Grundkoérper k elementweise festlaflt, liegen B und o3
tiber demselben Primideal p von k. Also operiert die Galoisgruppe G auf der (endlichen) Menge

{PB | B Primideal von N, liegt tiber p}

aller Primteiler von p. Wir miissen nun zu zwei beliebigen maximalen Idealen 3, P’ in dieser
Menge einen Galoisautomorphismus o € G(N|k) konstruieren mit o5 = P’. Annahme: Fiir
alle 0 € G ist P’ # oPB. Dann gilt natiirlich auch o # o’ fir alle 0,0’ € G (betrachte
o'~'o € ). Nach dem chinesischen Restsatz existiert dann ein Element a € Zy, fiir das die
simultanen Kongruenzen

a =0 mod o3

o = 1 mod o } fir alle c € G
erfiillt sind und daher auch

o ta =0 mod P

1 fur allesigma € G
o 'a =1 mod Yy’

gilt. Betrachtet man nun die Norm

Nyp(a) = ] o(a),

oeG
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so folgt:
0 mod %,

Np(a) = {1 mod Y.

Da N|k galoissch ist, besteht G aus allen k-Monomorphismen von N in eine algebraisch abge-
schlossene Hiille N von N, so dafl die Norm das multiplikative Analogon der Spur ist. Wie diese
liegt dann natiirlich auch die Norm eines Elementes a € Zy in Zy, also folgt

cEPNZ,

Nowla) { G
im Widerspruch zu N Z, = p =P’ N Z;.

Bevor wir nun eine Reihe wichtiger Folgerungen ziehen, definieren wir fiir eine Galoiserwei-
terung N |k von Zahlkorpern und ein maximales Ideal 8 von N die Zerlegungsgruppe Z(Bp) =
Znk(B) von P iiber k als die Fixgruppe von P in G, d.h.

ZN\k(m) = {O’ e ‘ O"B = ‘13}
Mit i (p) sei die Zahl der Primteiler von p in N bezeichnet. Dann gilt folgendes

(2.2) Korollar: Sei N|k eine galoissche Erweiterung von Zahlkérpern und p ein Primideal von
k. Dann gilt:

a) Die Verzweigungsexponenten e(*g|p) der verschiedenen Primteiler 3 von p in N stimmen
liberein; dasselbe gilt fiir die Restklassengrade f(%|p). Sie konnen deshalb auch als ey, (p)
bzw. fy|(p) bezeichnet werden.

b) Es gilt
Te(P) - enr(P) - fae(p) = (N1 k).

¢) Die Zerlegungsgruppen Z(|p) zu verschiedenen Primteilern 3 von p sind untereinander
konjugiert in G; ihre Ordnung ist ey (p) - fn|k(p), ihr Index in G ist gerade die Anzahl
7N|k(p) der Primteiler von p in N.

d) Ist L der Fixkérper der Zerlegungsgruppe Zy (%) von g in N, der sog. Zerlegungs-
korper von P iiber k, und ist By := P N L das unter P liegende Primideal von L, so
gilt:

e(Prlp) = f(Brlp) =1,

insbesondere stimmen also die Restklassenkérper Ly, = k, tiberein.

Beweis: a) Da jedes o0 € G den Grundkérper k und somit auch p festlaBt, folgt mit S := Zn

pS = o (pS) = [[ (o) ¥,
Blp

und wegen der Eindeutigkeit der Primidealzerlegung in S dann

e(aBlp) = e(Plp).

Fiir den Restklassengrad f beachtet man, dal ein Galoisautomorphismus o mit o5 = P’ in
natiirlicher Weise einen Zj, /p-Isomorphismus

o: ZN/‘B =~y ZN/‘]3,

induziert, so da die Restklassengrade f(oBlp) und f(B|p) tibereinstimmen. Wegen |(2.1)| ist
damit a) bewiesen.

b) folgt wegen a) aus|Satz (1.12)|
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Ad c¢): Konjugiertheit und Indexaussage sind klar, da bei einer transitiven Gruppenoperation
die Fixgruppen stets konjugiert sind und ihr Index gerade die Bahnlénge ist. Explizit:

1) Fixg(oP) = o - Fixg(P) -0t fiir 0 € G.

2) Die nattirliche Abbildung

G — {%' | ¥’ Primideal von N iiber p}, o+ oP

(B ein festes Primideal iiber p in V) ist nach [(2.1)| surjektiv und induziert so eine Bijektion
zwischen den Rechtsnebenklassen o H der Zerlegungsgruppe H = Z(B|p) und den Primteilern
von p in V.

Der Rest von c) folgt aus b), da die Ordnung der Galoisgruppe ja gerade der Korpergrad (N: k)

ist.

d) Offenbar gilt geméafl Definition der Zerlegungsgruppe

ZNiL(B) € Znip(B),

und nach Definition von L die umgekehrte Inklusion, also die Gleichheit. Nach c) bedeutet dies:

eni(B) - fnin(B) = enip(B) - e (R)
= erk(Br)en(B) - fop(Br) fvL(B)

Da alle Faktoren natiirliche Zahlen sind, folgt durch Kiirzen die Behauptung.

Im folgenden soll nun die Struktur der Zerlegungsgruppe und der Zusammenhang mit den
Groflen e und f noch ein wenig genauer aufgeklart werden.

(2.3) Satz: Sei N |k eine galoissche Zahlkorpererweiterung, B ein Primideal von N mit Rest-
klassenkoérper N := Ng. k := k, sei der Restklassenkorper des darunter liegenden Primideals
p =P Nk von k. Dann gilt:

a) Die Restklassenabbildung induziert einen Gruppenepimorphismus

Zyu(®) » GNIR), 0

der Zerlegungsgruppe von B auf die Galoisgruppe der Restklassenkorpererweiterung N ]I_f.
Letztere ist zyklisch von der Ordnung f, ().

b) Der Kern dieses Epimorphismus ist die Tragheitsgruppe
Tnie(P) == {0 € G(N|k) | 0(a) = a mod % fiir alle a € Zn}

von B. Diese hat die Ordnung ey, (); sie ist ein Normalteiler in der Zerlegungsgruppe
Znk(B) mit zyklischer Faktorgruppe Zn,(B)/ Tk (B) von der Ordnung fx, ().

Beweis: a) Die Restklassenerweiterung ist eine Erweiterung endlicher Korper, per defini-
tionem vom Grad f = fy,(%). Aus der Galoistheorie ist bekannt, daf diese Erweiterungen
zyklisch sind: G(F|F,) wird erzeugt vom sog. Frobeniusautomorphismus o4 : x — x9; des-
sen Ordnung in G(F|F,) ist die Zahl f mit #F = ¢/, also der Grad (F:F,) der Erweite-
rung F|F,. Fir o € Zy(P), dh. 0 € G(N|k) mit o = P, ist die induzierte Abbildung
a+ P+ o(a) +P (a € Zy) ein Automorphismus & € G(N|k). Die Zuordnung o + & ist dann
offenbar ein Gruppenhomomorphismus

Zni(PB) — G(N|k).

Zum Beweis der entscheidenden Surjektivitdt wihlen wir ein primitives Element a der Erwei-
terung N|k: N = k(a) mit @ € Zy. Dann hat das Minimalpolynom f := f, 1 von a iiber
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dem Zerlegungskorper L von B Koeffizienten in Zy. Das Restklassenpolynom f liegt dann in
L[X] = k[X] (Korollar (2.2),d)[) und hat a als Nullstelle. Daher ist das Minimalpolynom ¢ = f; ;
ein Teiler von f.

Ist nun o € G(N|k) beliebig, so ist o(a) Nullstelle von ¢, also von f. Es muf daher eine
Nullstelle b von f in N existieren mit b = o(a). Da f € L[X] irreduzibel ist, existiert ein
7 € G(N|L) = Zy(P) mit 7(a) = b, also

T(a) =7(a) = b= o(a).

Da a die Erweiterung N |];: erzeugt, folgt 7 = 0. b) ist dann klar.

b. Verzweigung und Frobeniusautomorphismus

Von besonderer Bedeutung ist die Spezialisierung des letzten Satzes fiir die sogenannten unver-
zweigten Primideale. Dabei heifit in einer Erweiterung N |k ein Primideal 8 von N wverzweigt,
wenn ey, () > 1 gilt. Entsprechend nennt man ein Primideal p von k in N verzweigt, wenn in
N ein Primideal B|p existiert mit e(Plp) > 1.

Die Beweismethoden von Satz (2.3) kénnen nun benutzt werden, um zu zeigen, daf fast alle
Primideale unverzweigt sind:

(2.4) Satz: Sei K|k eine Zahlkorpererweiterung. Dann gilt:

a) In K|k verzweigen nur endliche viele Primideale (von K bzw. von k).

b) Ist N|k galoissch mit primitivem Element a € Zy und D := D(1,a,..,a" ') die Diskrimi-

nante der k-Basis 1,a,...,a" " von N, so ist jedes in N verzweigte Primideal p von k ein
Teiler von D.

Beweis: a) folgt aus b): Man geht von der vorgegebenen Erweiterung K|k zur galoisschen
Hiille N|k tiber und kann dann b) anwenden. Da die Diskriminante D von 0 verschieden ist, hat
DZ;, nur endlich viele Primteiler, und nur diese kénnen in N verzweigen. Wegen der Multipli-
kativitat des Verzweigungsexponenten gilt dann die Behauptung erst recht fiir K|k.

Ad b): Seien a und D wie in der Formulierung des Satzes. Weiter sei ¢ ein Primideal von N
{iber p mit Restklassenkorper N. Wir zeigen nun:

Ist p kein Teiler von D, so ist der Epimorphismus

Znik(PB) = G(NF)

injektiv, also geméf [Satz (2.3),b)| enx(F) = 1.

Das Minimalpolynom f = f, 1 von a iiber k zerféllt iiber NV in Linearfaktoren

n

f: H(X—ai)

i=1

mit verschiedenen Wurzeln a1 =a,...,a, € Zy. Ist nun 0 € Zyn,(P) mit 0 = idy, so folgt
ay = a; fiir das i € {1_, ...,n} mit a; = o(a1). Nun bedeutet die Voraussetzung p J D € Zj, nichts
anderes als D # 0 € k, also geméf} der Berechnung der Diskriminante im Beweis von

[I@ —a;) #o0.
1<j

Damit sind auch die n Restklassen a; (i = 1,...,n) verschieden und aus a; = a; folgt daher
i = 1. So ergibt sich o(a) = a; = a, und o ist die Identitét auf N = k(a).

Es sei angemerkt, dafl schérfer als folgendes gilt: Ein Primideal von k ist genau
dann in K verzweigt, wenn es die Diskriminante g von K |k teilt. Diese ist fiir k = Q definiert
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als die Diskriminante einer Ganzheitsbasis von Zx. Im allgemeinen Fall ist sie ein ganzes Ideal
von k.

Aufgrund von Satz (2.4) werden wir uns bei den nachfolgenden Untersuchungen im wesent-
lichen auf unverzweigte Primideale konzentrieren. Daher formulieren wir zunéchst flir
den Spezialfall unverzweigter Primideale:

(2.5) Bemerkung: Sei N|k eine galoissche Zahlkorpererweiterung und 9 ein iiber k unver-
zweigtes Primideal von N. Dann gilt:

a) Die Reduktion mod p induziert einen Isomorphismus der Zerlegungsgruppe Zy (%) auf
die Galoisgruppe G(Ny|k) der Restklassenkérpererweiterung:

Zni(B) = G(N|k).

b) Der eindeutig bestimmte Automorphismus Fi,(B) € Zn (%), der auf N die Potenzie-

rung mit ¢ = #k induziert, wird Frobeniusautomorphismus von B iiber k genannt. Explizit
ist der Frobeniusautomorphismus Fy «(B) charakterisiert als der eindeutig bestimmte Au-
tomorphismus o € G(N|k) mit

o(a) =a?mod P fir alle a € Zy,
wobei ¢ = #k ist.

¢) Der Frobeniusautomorphismus Fy (%) hat die Ordnung fy () und erzeugt die Zerle-
gungsgruppe Zy, von ‘P tber k.
Man beachte bei b) lediglich, daf aus o(a) = a? mod P natiirlich op = R, also o € Zg|1,(F)
folgt.

Fiir spéatere Zwecke sollen hier nun noch einige Eigenschaften des Frobeniusautomorphismus
zusammengestellt werden:

(2.6) Bemerkung: Sei N|k eine galoissche Zahlkorpererweiterung mit Gruppe G, K ein Zwi-
schenkorper. Weiter sei B ein {iber k£ unverzweigtes Primideal von N, P = PN K, p =P Nk
und o € G. Dann gilt:

a) Fryp(oB) = o Fyp(P)o .
b) (Fwii()# ) = Fye ().
¢) Fyjokx(0%B) = oFnjg(P)o .
Zum Beweis benutzt man die in angegebene Charakterisierung. Es sei F' = Fy;, () und

q = #k.
a) Wir zeigen, daB o Fiy;(P)o ! die Fy,(0B) charakterisierende Eigenschaft hat:

Naczy Fla) = a?mod B = Agezy, Flo™ (@) — (071 (a))? € B
— Naczy 7Fo 1 (a) = a? € o

b) Es ist

¢ = #Ky =g mit F =P, fi= f(Fp).
Dann gilt:

F(a) = a mod P = F/'(a) = o’ = o mod .
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c) Es gilt
fo‘K\k(o-q:’) N UK) = fo‘K\k’(O-(mm K)) = fK\k(mm K) = f,a
also haben N K und B N oK dieselbe Absolutnorm. Schliefflich ist

F':=0Fyx(B)o ' € 0G(N|K)o~' = G(N|oK)

und aus

Frig(P)(b) = b7 mod B fitr alle b € Zy

folgt
F'(a) = a? mod o fiir alle a € Zy,

womit ¢) bewiesen ist. [a) ist natiirlich ein Spezialfall von c).]

c. Primzerlegung und Permutationsgruppen

Wir wollen nun aus den bisherigen Ergebnissen iiber die Primzerlegung in galoisschen Erweite-
rungen gruppentheoretische Kriterien fiir die Zerlegung unverzweigter Primideale in beliebigen
Erweiterungen ableiten. Um den angestrebten Satz befriedigend formulieren zu kénnen, sollen
hier zunéchst einige Bemerkungen iiber Permutationsgruppen vorangestellt werden.

Eine Operation (’von links’) einer Gruppe G auf einer Menge M ist eine Abbildung

GxM— M, (s,m)— s.m
mit den Eigenschaften:
(st)m =s.(tzm) und 1.m=m furalle s,t € G,m € M.

Als Bahn (oder Orbit) von m € M unter der Operation von G bezeichnet man die Menge
G.m = {g.m | g € G}. Die Bahnen bilden eine Klasseneinteilung von M. Die Abbildung G —
G.m,g — g.m induziert eine Bijektion der Rechtsnebenklassen der Fizgruppe Fixg(m) = G,
auf die Bahn von m unter G vermége gG,, — g.m.

Als Standardbeispiel haben wir: Die symmetrische Gruppe S,, (und damit jede Untergruppe)
operiert auf {1,...,n}. Ist 0 € S, eine beliebige Permutation, so sind die Bahnen der zyklischen
Gruppe (o) nichts anderes als die Zyklen in der Zyklenzerlegung von o. Die Bahnen von (o)
wollen wir auch kurz Bahnen von o nennen.

Eine Operation von GG auf M kann man auch beschreiben durch den Gruppenhomomorphis-
mus P:G — S(M), 0 — (m +— o.m), eine em Permutationsdarstellung von G. Dann sind die
Bahnen von G nichts anderes als die Bahnen der Permutationsgruppe P(G); insbesondere sind
die Bahnen von o dasselbe wie die Zyklen von P(o) € S(M). Hat die Operation von G auf M
nur eine Bahn (ndmlich M), so ist die Operation transitiv, d. h. zu je zwei Elementen m,m’ € M
existiert ein 0 € G' mit m’ = o.m. Transitive Operationen sind bereits durch die Fixgruppe eines
Elementes festgelegt:

U=Gp = M=Gm=>G/U und mw— oU = o' .mw— o'oU.

Umgekehrt bestimmt jede Untergruppe U von G vom Index n eine transitive Operation von G auf
der n-elementigen Menge aller Rechtsnebenklassen. Gleiches gilt auch fiir die Linksnebenklassen,
wobei man jedoch Operationen ’von rechts’ betrachtet.

Im folgenden betrachten wir Untergruppen U vom Index n in G; es bezeichne dann Py :
G — &, die transitive Operation von G auf den n Linksnebenklassen Ug. In Bezug auf Py
machen dann Begriffe wie Zyklenzerlegung, Zyklenlénge, etc. fiir die Elemente von G Sinn. Wir
kommen nun zum angestrebten

(2.7) Satz: Es sei K|k eine Zahlkérpererweiterung, N|k eine galoissche Erweiterung mit N O K
und U := G(N|K) C G := G(N|k). Sei p ein maximales Ideal von k, unverzweigt in N und
P ein beliebiger Primteiler von p in N. Weiter sei F' := Fy (%) der Frobeniusautomorphismus
von B. Dann sind dquivalent:
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i) p besitzt in K genau r Primteiler mit den Restklassengraden fi,..., f, iiber k.

Kurz: Der Zerlegungstyp von p in K ist (f1,..., fr).

ii) F operiert auf den Nebenklassen von U als Produkt von r Zyklen der Lingen f1,..., f;.
Kurz: Der Zyklentyp von Py (F) ist (fi,..., fr)-

Beweis: Samtliche maximalen Ideale von K fiiber p erhdlt man, indem man die maximalen
Ideale von N tiber p auf K einschriankt. Geméaf [Proposition (2.1)| sind dies gerade die Ideale
Q, :=0PNK (0 € G). Um ihre Anzahl festzustellen, mufl man also untersuchen, wann @, und

Q. tiibereinstimmen. Nun gilt nach den Resultaten aus

Qo =Qy < PNK=0PNK

0B und o’ liegen iiber demselben maximalen Ideal von K
oP =710"P fireinTe G(N|K)=U

o ro’ € Zn(P) = (F) fiir ein 7 € U

7o' = o F™ fiir geeignete m € Zund 7 € U

Uo' = UcF™ fir geeignetes m € Z

[ <= Doppelnebenklassen Uc’' Zy 1, (B) = Uo Zn i (B)]

<= DieLinksnebenklassen Uo’, Uc liegen in derselben Bahn unter F .

[

Damit ist gezeigt, dafi die Anzahl der Primteiler von p in K gerade die Anzahl der Bahnen des
Frobeniusautomorphismus F' = F le(m) bei der Operation auf den Linksnebenklassen von U,
d. h. die Anzahl der Zyklen in der Zyklendarstellung von Py (F) ist.

Man mufl nun noch fiir ein solches 9, den Restklassengrad f, := fk :(Qs) bestimmen. Es gilt:

fo ist die Bahnldnge von Uco unter F', d.h. die Lange des Zyklus von F', zu dem Uo gehort.

Zum Beweis: Diese Zyklenldnge ist die kleinste Zahl m € IN; mit UcF™ = Uo. Wir fixieren
o € G und setzen Fy := Fy;,(0'B). Dann gilt:

UsF" =Uos <= oF"c'cU

FrmeU [geméifs
F' € UN Zyp(0%B) = 2y x (0B)

F' e (Fyg (o))

F™ € (Fi7) [gemiB

Nun ist f, ein Teiler von fy(oB) = ord(Fy), also ist offenbar f, die kleinste Zahl m mit dieser
Eigenschaft.
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§3 Primzerlegung und Zetafunktionen
a. Die Dedekindsche Zetafunktion

Spricht man iiber Zetafunktionen, so mufl man notwendig mit der Riemannschen Zetafunktion
beginnen, die (zunéchst) fir komplexes Argument s € € mit Re(s) > 1 definiert ist als die
formal (!) einfachste Dirichletreihe
1
C(S) = Z E

nelN

Diese Reihe konvergiert fiir Re (s) > o (> 1) absolut gleichméBig, da fir o > 1



offenbar eine konvergente Majorante ist. Die Konvergenz dieser Majorante ergibt sich aus dem
Integralkriterium:

1

oc—1

(1) ! /Oold <1+§:1<1+/m1d 1+

= — axr —_— —ar =
oc—1 1 x° - n:2n‘7_ 1 x°

Wegen der gleichméBigen Konvergenz stellt die Dirichletreihe im Bereich Re(s) > 1 eine ho-

lomorphe Funktion dar. Wie Riemann selbst schreibt, war fiir ihn die (fir s € IN von Euler)

stammende Beziehung
1

Z%: H 1

nelN4 p Primzahl 1 - ps

Ausgangspunkt seiner Uberlegungen. Diese Fulerproduktdarstellung ist die analytische Formu-
lierung der ZPE-Eigenschaft des Ringes Z. Durch sie ist die Zetafunktion aufs Engste mit den
Primzahlen und deren Verteilung verbunden. An diesem Eulerprodukt kann man auch erken-
nen, da ((s) # 0 ist fir Re (s) > 1; genauer gilt folgende Abschétzung fir den (Hauptwert des)
Logarithmus der Zetafunktion:

log ¢(s)| < log ¢(o) < 2¢(0)

fir 0 = Re(s) > 1. Wegen des Eulerproduktes gilt

_ 1
log¢(s)=— > logl—p°)= > —0,
p Primzahl pn>1 np
also
1 1 p—? Y
2) logl(s)l < > —=< > —o=3 7552207
pn>1 p p,nzlp P p p

denn fiir o > 1 ist p77 < %, also 1_11),(, < 2.

Dies zeigt, daf log (s) betraglich beschréankt bleibt, also ((s) im Bereich Re (s) > 1 keine
Nullstelle haben kann. Damit ist log ((s) auf dem einfach-zusammenhéngenden Gebiet {s € C |
Re(s) > 1} eine holomorphe Funktion. Wahrend Euler die obige Beziehung fiir s € IN mehr
formal verstanden hatte, hatte bereits Dirichlet (einer von Riemanns Lehrern) sie fiir reelle
Argumente s bewiesen. Aber erst Riemann tat den wesentlichen Schritt; er betrachtete ¢ als
Funktion auf ganz C: Riemann ”... leitete eine iiberall giiltige Beschreibung fiir {(s) her!” In
heutiger Sprechweise: Riemann bewies die analytische Fortsetzbarkeit der Zetafunktion zu einer
meromorphen Funktion auf ganz C. Dies beinhaltete den Beweis einer Funktionalgleichung fir
die Zetafunktion ¢ beim Ubergang s — 1—s. (Auf den interessanten funktionentheoretischen
Beweis kann hier leider nicht eingegangen werden.)

Die obige Abschitzung (1) 1< (0 —1)((0) <o firo € R,o > 1 ergibt fir die Zetafunk-
tion:

((s) hat bei s = 1 einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1.

Fiir uns hier ist nun die folgende Verallgemeinerung der Riemannschen Zetafunktion von
besonderer Bedeutung: Ist K ein beliebiger Zahlkorper, so definiert man seine Dedekindsche
Zetafunktion (x (s) als Dirichletreihe

)= ¥ s

AQL i
A#£0
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wobei N2 die Absolutnorm (Zg:2A) von 2 bezeichnet. Fiir K = Q ergibt sich offensichtlich
die Riemannsche Zetafunktion. Aufgrund der eindeutigen Primidealzerlegung in Zx erhélt man
auch fiir die Dedekindsche Zetafunktion eine Fulerproduktdarstellung

1
Ce(s) = || 77
-l

[ Das Produkt erstreckt sich iiber alle maximalen Ideale 8 von K]

Diese Darstellung gilt im (iibereinstimmenden) Konvergenzbereich beider Seiten. Dieser Kon-
vergenzbereich ist - wie bei der Riemannschen Zetafunktion - der Bereich o := Re (s) > 1: Zum
Beweis logarithmiert man zunéchst das Eulerprodukt und erhélt:

1 sy 1
(3) loggW:—%:log(l—N% )= Z NS

Pm>1

Von diesen zunéchst rein formal durchgefithrten Umformungen ist die letzte bei festem 3 giiltig
fir INP~%| = NP7 < 1, also wegen NP > 1 fiir 0 = Re (s) > 0. Die letzte Reihe

D) =300)

B P Blp

wird majorisiert durch (K:Q) - log((o), da natiirlich mANE™ = mpf™ > mp™ fiir alle Blp

gilt und (K: Q) eine Schranke fiir die Anzahl der maximalen Ideale 3 von K {iber einer festen

Primzahl p ist. Sie konvergiert also (siehe (2)) fiir o > 1, so dal die gesamte Umformung fiir

Re (s) > 1 gilt und die Dedekindsche Zetafunktion in diesem Bereich wohldefiniert ist.
Auflerdem ist damit zugleich fiir o = Re (s) > 1 gezeigt:

(4) log (e (s)] < log Cx (o) < (K: Q) -log((0) < 2(K:Q) - ((0).

Analog zu (2) gilt natiirlich auch

(2x) [log Cre ()] < 2¢x (o)

fir o = Re(s) > 1. Zugleich zeigen diese Uberlegungen, daf in obiger Reihe fiir log (x(s) die
m > 1, aber auch die maximalen Ideale 8 von K mit absolutem Restklassengrad fxq(B) =
f(PB) > 1 einen Beitrag liefern, der fiir Re (s) > % konvergiert, und folglich gilt:

1 1
10g CK(S) ) Z(S) = Z Ars und Zl(s) = Z s
(5) ¥ NP PB.f(F)=1 A

unterscheiden sich um eine fiir Re s > % holomorphe Funktion.

log Cxe(s) — Z(s)| < o S Ngp=™me
" ‘B%:ZQ mJ\/"X} qs,%:y
—20 1
<L N

mit




Damit ist eine fir 20 > 1, d.h. fiir o > % konvergente Majorante gefunden und log (i (s) — Z(s)
im Bereich Re s > % holomorph. Genauso zeigt man

Z(s) = Zi(s)| < D NRT< Y D p < (K:Q)-((20)

B, f(B)>2 p Primzahl 3|p

und folgert die zweite Behauptung.

Auch die Dedekindsche Zetafunktion ist analytisch em fortsetzbar auf ganz € mit einem
einzigen Pol bei s = 1 und einer Funktionalgleichung fiir s — 1 — s. Der Beweis ist fiir beliebige
Zahlkorper K statt Q aber funktionentheoretisch erheblich aufwendiger. Er wurde nach grofien
Anstrengungen berithmter Mathematiker im Anfang dieses Jahrhunderts 1918/20 von E. Hecke
gefiihrt. Mit einfacheren Mitteln kann man die analytische Fortsetzung in den Bereich Re (s) >
1-— ﬁ und die Residuumsformel beweisen (siehe S.Lang, Algebraic Number Theory, VIII §2).

Wir formulieren (ohne Beweis des entscheidenden Teils b)) den folgenden wichtigen

(3.1) Satz: Sei K ein algebraischer Zahlkérper. Dann gilt:

a) Die Dirichletreihe
1
2

AL i
AF£0

definiert eine in der Halbebene Re s > 1 holomorphe Funktion.

b) Diese ist fortsetzbar zu einer meromorphen Funktion auf ganz C, der Dedekindschen Ze-
tafunktion (i, mit einer Funktionalgleichung fiir s — 1 — s. (x hat genau einen Pol, und
zwar bei s = 1 von erster Ordnung mit dem Residuum

ZT(K)(27T)S(K)hKRK
WK\ d}( .
Hierbei bezeichnen r(K) = r; die Zahl der reellen und 2s(K) = 2ry die der komplexen

Konjugierten von K, hi die Klassenzahl, Ri den Regulator, wx = #ux die Einheitswur-
zelanzahl von K und schliefflich dx die Diskriminante von K.

Die Tatsache, dafl die Dedekindsche Zetafunktion fiir jeden Zahlkoérper K einen einfachen
Pol bei s = 1 hat, ist die Quelle des nachfolgenden Korollars, dem wir jedoch zunéchst eine
wichtige Definition vorausschicken miissen:

(3.2) Definition: Sei K ein Zahlkorper und A eine Menge von maximalen Idealen von K. Dann
definiert man die Dirichletdichte d(A) als den folgenden Limes — sofern er existiert:
NB—* 1
d(A) := lim Zwea VB — = lim log Cre.a(s)
soH Y pepy NPB=s (5) s—1+  log Cx(s)
mit der partiellen Zetafunktion

Cr.A(S) == H (1-Np=)~L.
PeA

Diesen Limes als ein Maf} fiir die Dichte von A, d. h. fiir die Gréfle von A relativ zur
Gesamtprimidealmenge anzusehen, ist zundchst schon durch die Definitionsformel ein wenig
gerechtfertigt. Hinzukommt jedoch noch, dafi die sogenannte natirliche Dichte

o A{PEA|NP N}
A = i e P [N < V]

22



— sofern sie existiert — mit der Dirichletdichte, die dann ebenfalls existiert, ibereinstimmt (o.
Beweis; siehe L. Goldstein: Analytic Number Theory, Ch. 14, Thm.14-1-2.)

Anmerkung: 1) Wegen des Pols der Zetafunktion bei s = 1 haben endliche Mengen Dirich-
letdichte 0. Die Dirichletdichte &ndert sich also nicht, wenn man eine Menge um endlich viele
Elemente abéandert. Insbesondere konnen die verzweigten Primideale stets unberiicksichtigt blei-
ben und Mengen mit positiver Dirichletdichte miissen notwendig unendlich sein!

2) Ist A eine beliebige Menge von maximalen Idealen von K und A' die Menge der Primideale
in A vom Absolutgrad 1, d.h.

A= {P € Al friq(P) =1},

so haben alle Mengen A’ zwischen A! und A dieselbe Dirichletdichte d(A) = d(A’), sofern diese
flir nur eine der Mengen existiert: In der Zerlegung

AP Y AR Y A

peA peA’ peA\A

haben im zweiten Summanden alle maximalen Ideale 93 Absolutgrad fK‘Q(fB) > 2, also konver-
giert diese Reihe bei s = 1 (siehe (5)). Zur Berechnung der Dirichletdichte tragt daher dieser
Teil nichts bei, da durch log (x(s) dividiert wird und (i bei s = 1 einen Pol hat.

3) Da alle Zetafunktionen bei s = 1 einen Pol erster Ordnung haben, gilt (x(s) = (sil) - h mit
h holomorph bei s =1 und h(1) # 0. Also

log(k(s) = —log(s —1)+O(1) fiirs—1,
so daf3 die Dirichletdichte auch definiert werden kann als

d(A) = lim —ZmEANmis = lim logHmeA(l—N‘ﬁ*S).

s»1+ log - (5) s—=1+ log(s — 1)

(3.3) Korollar: Sei k ein algebraischer Zahlkérper und N|k eine galoissche Erweiterung. Dann
hat die Menge
S(N|k) :={p € Py | p ist in Nvoll-zerlegt }

die Dirichletdichte

(N:k)’
ist also insbesondere unendlich.
[Ein Primideal p € Py, ist voll-zerlegt in einer Korpererweiterung K |k, wenn die Anzahl r(p) der
Primteiler von p in K maximal, d.h. gleich dem Korpergrad (K: k) ist.]
Beweis: Sei n := (N:k) und S := S(N|k). Die Menge T := {B € Py | PNk € S} ist die
Menge der iiber k£ unverzweigten Primideale von N mit Restklassengrad 1 {iber k£ und hat daher
geméaf Anmerkung 1) und 2) die Dichte 1, also gilt gemafl Anmerkung 3):

log HmeT(lf/\/'&B_s)

1 - limsﬁl

log(s—1)
_ o Jog TlhesTlyy, (1 - Np™) = Np/(Blp) =
_l% Tog(s — 1) (N‘B—NP P —Np)
T log HpGS (1 B prs>” —
o lgrq log(s — 1) (r(p) =n)
o . log HpeS(l - prs)
= llgi log(s — 1)
=n-d(9).
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Insbesondere zeigt dieses Korollar, daf3 eine galoissche Erweiterung von k, in der fast alle
Primideale von k voll zerfallen, nur k£ sein kann. Dieses Resultat 148t sich nun leicht verallge-
meinern zum nachfolgenden Satz von Bauer. Wir definieren zuvor fiir eine beliebige Erweiterung
K|k die sog. Kroneckermenge

D(K|k) :=={p € Py | p besitzt in K einen Primteiler p vom Grad 1}.

Offenbar gilt fir galoissche Erweiterungen N|k D(N|k) = S(N|k). Dabei bezeichne ein - an
Mengeninklusionen stets, dafl endlich viele Ausnahmen zugelassen sind:

M CN :<= M)\ N ist endlich.

Die Bedeutung von M = N ist dann ebenfalls klar.

(3.4) Satz: Es sei N|k eine galoissche und K|k eine beliebige Zahlkorpererweiterung. Dann gilt:
a) D(N|k) D D(K|k) <= N C K <= D(N|k) > D(K|k)

b) Galoissche Erweiterungen sind durch ihre Kroneckermengen eindeutig bestimmt.

Beweis: Es geniigt die erste Implikation * = ’ von a) zu beweisen. Sei L = NK, also ist
L|K eine galoissche Erweiterung. Wir zeigen: Fast jedes Primideal von K vom Absolutgrad 1
ist in L voll zerlegt:

(%) Pi & S(LIK).

Dann hat S(L|K) die Dirichletdichte 1 (Anm. 2)), und folglich gilt gemé&8 [Korollar (3.3) K =
L = NK, also wie behauptet N C K.

Ad (x): Sei 9 ein maximales Ideal von K vom Absolutgrad 1, Q ein beliebiger Primteiler von
PRin L und p =P Nk bzw. Oy = QN N die darunterliegenden Primideale von k£ bzw. N. Dann
gehort p zu D(K|k), also — von endlich vielen Ausnahmen abgesehen — zu D(N|k) = S(N|k).
Daher gilt e(Qnp) = f(Qn|p) = 1 und die Zerlegungsgruppe Z(Qn|p) ist trivial (siehe [Korolla]
(2.2),c)). Dann ist aber auch die Zerlegungsgruppe Z(Q|B) trivial, denn

o€ Z(QIP) = oy € Z(Qnlp) = {id} = o|yx =1id.

Folglich ist e(QP) = f(QP) =1 und P € S(L|K).

Anmerkung: Fiir den Beweis dieses Satzes geniigt in (3.3) der Nachweis, da8 S(N|k) unendlich
ist; und dazu wiederum geniigt es zu wissen, dafl alle Dedekindschen Zetafunktionen bei s = 1
einen Pol haben. Man kidme sogar ohne analytische Fortsetzung aus und miifite nur wissen, dafl
die Zetafunktion (i (o) fiir o — 1+ (0 € R) unbeschrankt ist.

b. Dirichletsche L-Reihen

Wir betrachten nun wieder den Frobeniusautomorphismus in galoisschen Erweiterungen N |k.
Durch die Zuordnung P + Fi () erhilt man eine Abbildung Py — G(N|k) =: G von
der Menge PR der in N|k unverzweigten Primideale von N in die Galoisgruppe von Nk,
das sogenannte Frobeniussymbol. Da die gebrochenen Ideale eine freie abelsche Gruppe bilden
mit den Primidealen als Basis, ist die von P}/ erzeugte Gruppe Z3/ der gebrochenen Ideale,
die prim sind zu den verzweigten Primidealen, ebenfalls frei mit Py als Basis. Fiir abelsche
Galoisgruppen G 148t sich deshalb diese Abbildung Py — G zu einem Gruppenhomomorphismus
Iy — G fortsetzen. Im abelschen Fall ist aber der Frobeniusautomorphismus Fy (%) bereits
durch das unter P liegende Primideal p von k bestimmt, denn die verschiedenen Fy x(B) sind
in G konjugiert, im abelschen Fall also gleich. Fazit:

(3.5) Bemerkung: Ist N|k eine abelsche Erweiterung (d. h. galoissch mit abelscher Galois-
gruppe), m ein ganzes Ideal von k, das von allen in N verzweigten Primidealen geteilt wird

24



(ein sog. Erklirungsmodul fur N'), so hat man einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus

F: I} — G(N|k), von der Gruppe der zu m teilerfremden gebrochenen Ideale (was heifit das?)

in die Galoisgruppe. Dieser ist dadurch eindeutig bestimmt, dafl er Primidealen p € Z}* gerade

den Frobeniusautomorphismus Fy () zu einem beliebigen Primteiler 9 von p in N zuordnet.
Ein genaues Studium dieses Gruppenhomomorphismus Fy; filhrt zu den Hauptsétzen der

sog. Klassenkdrpertheorie. Die Klassenkorpertheorie ist — in heutiger Sprech- und Sichtweise—

die Theorie der abelschen Erweiterungen von Zahl- (und anderen damit zusammenhéngenden)

Korpern. (siehe J.Neukirch: Class field theory, Springer 1986; fiir das Folgende speziell Ch. 1V

§5.)

Die wichtigsten Ergebnisse:

1) Der oben konstruierte Gruppenhomomorphismus ist ein Epimorphismus.

2) Er faktorisiert iiber die sog. Strahlklassengruppe IJ*/S}*, wobei

Si:={aZy | a =1 mod m, a total-positiv}

den Strahl modulo m bezeichnet. Diese Strahlklassengruppe ist endlich.

3) Jede Zwischengruppe H zwischen S' und I} ist Kern des Frobeniussymbol Fyy; fiir genau
eine abelsche Erweiterung N |k, den sog. Klassenkdrper zu H. Man erhélt als wesentliches Re-
sultat der Klassenkorpertheorie eine vollstindige Beschreibung aller abelschen Erweiterungen
von k bereits durch Bestimmungsstiicke im Grundkdrper k.

Der oben erwdhnte Klassenkorper zu H besitzt eine Charakterisierung durch die Primideal-
zerlegung — dies war auch die urspriingliche Weber’sche Definition: Der Klassenkorper zu H ist
die galoissche Erweiterung von k, in der (bis auf die Primteiler von m) genau die Primideale
p € H voll zerlegt sind. Die Einschrankung ist in Klammern gesetzt, weil sie entbehrlich wird,
wenn man den Begriff des kleinsten Erklarungsmoduls (Fihrer) einfithrt. Dieser beruht darauf,
solche Zwischengruppen H fiir verschiedene Erklarungsmoduln miteinander zu vergleichen, und
sich so von der Willkiir eines zusédtzlichen Parameters m zu befreien.

Daf} zwischen dem Kern H des Frobeniussymbol Fy; und der Primzerlegung in N|k ein
Zusammenhang besteht, konnen wir bereits aus den Definitionen entnehmen (siehe :
Ein Primideal p von k gehort genau dann zum Kern von Fy,, wenn es in N |k voll zerlegt
ist, also zu S(N|k) gehort: S(N|k) = P N Ke Fy;,. Aus dem Satz von Bauer folgt also
sofort die Weber’sche Beschreibung des Klassenkorpers, und sogar mehr: Der Klassenkorper
ist die kleinste Erweiterung von k, in der hochstens die Primideale p € H einen Primteiler
ersten Grades besitzen. Aulerdem folgt aus S(N|k) = P N Ke Fiy|, gemif dafl
es unendlich viele Primideale p von k gibt, deren Frobeniusautomorphismus gerade idy ist;
iiberdies ist ihre Dirichletdichte gerade 1/(N: k). Diese Tatsache ist ein sehr spezieller Fall des
folgenden allgemeineren Resultats:

(3.6) Satz: (Dirichlet) Zu jedem Automorphismus o € G(N|k) einer abelschen Erweiterung
N |k gibt es unendlich viele Primideale von k, deren Frobeniusautomorphismus gerade o ist; die

Menge all dieser Primideale hat die Dirichletdichte (Tlm

Satz (3.6) bedeutet, daf§ jedes o € G(N|k) nicht nur gemaf 1) ein Potenzprodukt von Frobe-
niusautomorphismen, sondern sogar selbst ein Frobeniusautomorphismus ist, und daf} tiberdies
die Frobeniusautomorphismen in G gleichverteilt liegen. Offenbar ist 1) eine Abschwéichung von
(3.6), wird jedoch im Beweis von (3.6) benutzt. Mittels 1) iibersetzt sich (3.6) in folgende Aus-
sage:

Die Menge aller Primideale von k, die in einer festen Nebenklasse K des Kerns H := Ke Fiy;,

liegen, hat die Dirichletdichte 1/(Z;*: H) (unabhéngig von K). Dies bedeutet, da8 sich die

Primideale auf die Nebenklassen des Kerns gleichméflig verteilen.

Zum Beweis dieser Tatsache benutzt man die Dirichletschen L-Funktionen L(s, x), die Holomor-
phie ihres Logarithmus log L(s, x) bei s = 1 (fiir nicht-triviale Charaktere y) und Grundtatsa-
chen iiber Charaktere abelscher Gruppen.
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[Siehe zu diesem Komplex etwa L. Goldstein: Analytic Number Theory, section 9-2; S. Lang:
Algebraic Number Theory, VIIIL,§4; J. Neukirch: l.c., V, §3,6.]

Definition: Dirichletsche L-Reihen

Sei m ein ganzes Ideal von k (etwa ein Erkldrungsmodul von N|k) und H eine Zwischengruppe
zwischen dem Strahl Si* und Z7" (etwa der Kern des Frobeniussymbols Fi,: Z;' — G(N|k)).
Weiter sei G := 7' /H die endliche Faktorgruppe und x : G — C* ein Gruppenhomomorphismus
(ein Charakter von G). Vermége der natiirlichen Abbildung Z;" — G wird x auch als Abbildung
auf I aufgefait. Dann definiert man die Dirichletsche L-Reihe des Korpers k zum Charakter
X (und Erklarungsmodul m) durch

Lk:m 5 X X Z Z NQ[S Z X(]C)

AQZy, Keg A€ Keg
(2A,m)=1

mit den sog. Klassen-Zetafunktionen

ZNQ{S’

Wegen der Multiplikativitdt von x hat man auch fiir die L-Funktionen ein Eulerprodukt

1
Ln(s,x) = =
e =1 75

pfm

Wie frither fiir Zetafunktionen erhilt man jetzt fiir die L-Reihen:

log Ly (s,x) und Zﬁpz
pfm p ICeg pEIC

unterscheiden sich um eine im Bereich Re s > % holomorphe Funktion.
[Bezeichnung: f ~ g : <= f — g holomorph bei s = 1.] Also:

(%) log Lun(s,X) ~ > x(K

Keg

s) = ZNp_s.

peE

mit

Benutzt man nun, daf fiir x # 1 die Logarithmen log L (s, x) bei s = 1 holomorph sind, so folgt
hieraus die Behauptung folgendermaflen:

Fiir eine feste Klasse Ko € G multipliziere man nun () mit y(Kg') und summiere auf (G
bezeichne die Charaktergruppe von G):

(s5) > x(Kgh)log Lu( ~ Y OXKGIK)S(K, s).

XEG Keg xeg

Wir benutzen nun die folgende Tatsache iiber Charaktere abelscher Gruppen G:

(C1) aeG,a#1:>ZX(a):0

xeé
[Die Charaktere x einer abelschen Gruppe G ’charakterisieren’ die Elemente von G in dem Sinne:

a=b <= x(a) = x(b) fiir alle y € G.
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Zu a # 1 gibt es also einen Charakter x’ mit x’(a) # 1. Also erhédlt man

X'(a)- > x(a)=> x'x(a) = x(a).

x€q@ e e

Daher mufl Behauptung (C1) gelten, da man sonst durch Kiirzen einen Widerspruch erhielte.]
Vollig ’dual’ zu (C1) (mit noch einfacherem Beweis) gilt

(C2) XEG x#1= Y x(a)=0.

a€eG

Wegen (C1) und #G = #G reduziert sich die rechte Seite von () auf den Term #G - S(Ko, s),
wéahrend links wegen der (im Moment vorausgesetzten) Holomorphie von log L, (s, x) bei s = 1
fiir x # 1 lediglich log (i w(s) verbleibt:

log Cim(s) ~ #G - S(Ko, s) -

[Dabei bedeutet der Index m, daf§ die Eulerfaktoren zu Primteilern von m weggelassen werden.|
Damit ergibt sich fiir die Dirichletdichten

1=#G d({pePrlpeko}),

wie behauptet.

Das Kernstiick des Beweises des Dirichlet’schen Satzes ist also der Nachweis, dafl

i) das Frobeniussymbol Fy,: Zy' — G(N|k) surjektiv ist und

ii) alle Dirichletreihen Ly (s, x) mit nicht-trivialem Charakter x bei s = 1 holomorph sind und
dort micht verschwinden.

Die Holomorphie der L-Reihen gewinnt man durch Untersuchung der Klassen-Zetafunktionen:

Fiir Untergruppen H von Z}* (wie den Kern des Frobeniussymbols), die den Strahl S enthalten,

setzen sich die Nebenklassen von H aus Strahlklassen (Nebenklassen bzgl. des Strahls) zusam-

men. Fiir die Klassen-Zetafunktionen zu Strahlklassen kann man nun analog beweisen und

erhéalt dann den folgenden

(8.1') Satz: Sei k ein algebraischer Zahlkérper, m ein ganzes Ideal von k, H eine Zwischengruppe
zwischen dem Strahl zu m und der Gruppe 1} sowie K eine Nebenklasse von H. Dann ist die
Klassen-Zetafunktion (i (s) analytisch fortsetzbar auf ganz C mit einzigem Pol bei s = 1. Dieser
ist einfach und das Residuum bei s = 1 ist von der Klasse unabhdngig.

Fiir uns ist diese letzte Aussage besonders wichtig, denn dies hat zur Folge, dafl sich fiir
nicht-triviale Charaktere xy von G in der L-Reihe

Lu(s,x) = > x(K) - ¢e(s)

Keg

die Residuen bei s = 1 wegen (C2) auftheben und daher L (s, x) eine ganze Funktion ist.

Damit haben die L-Reihen zu nichttrivialen Charakteren bei s = 1 keinen Pol. Daf sie dort
aber auch keine Nullstelle haben, und daher auch die Logarithmen der L-Reihen dort holomorph
sind, ergibt sich aus der folgenden Zerlegung der Zetafunktion des galoisschen Erweiterungskor-
pers N von k in L-Reihen von k. Zugleich kann damit unter Benutzung von (3.1) die Surjektivitét
des Frobeniussymbols Fy |, bewiesen werden.

(3.7) Satz: Sei N|k eine abelsche Zahlkérpererweiterung, m ein Erkldrungsmodul fiir N|k, H :=
Ke Fiyj, C I} der Kern des Frobeniussymbols und G := 17" /H (< G(N|k)) die Faktorgruppe.

SchlieBlich sei G die Gruppe der Charaktere von G. Dann gilt:
a) Fy: It — G(N|k) ist surjektiv.
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b) CNm(s) = H Lim(8:%) = Crm(S) - H Lie,m (85 %)

XEQ x#1

Aus b) ergibt sich, dal der Quotient der beiden Zetafunktionen von N und k bei s = 1 holomorph
ist. (Die in (3.7), b) ausgeschlossenen endlich vielen Eulerfaktoren zu den Primteilern von m sind
bei s = 1 holomorph mit Funktionswert # 0.) Da beide Zetafunktionen bei s = 1 einen einfachen
Pol haben , ist der Wert dieses Quotienten bei s = 1 nicht 0, also kann auch keine
der L-Reihen bei s = 1 verschwinden, und ist mittels (3.7) bewiesen.

Beweis von (3.7) aus Wir setzen d als den Index von Im Fyy, = Fyp(Zy') in G(N|k)

an und zeigen

) () = (Geon(s) - T Ll 0))"
x#1

Durch Vergleich der Polordnungen bei s = 1 folgt d = 1, und damit sowohl a) als auch b).
Zum Beweis von b’): Es ist

[T £ats:0 = T (TL0 - xIN™)

x€G pfm “yeg

Wir zeigen nun

[T = x(0Np™) = @ = Np /) mit n = #G, f = faplp) -

x€6

Beweis: x(p) ist nur abhingig von der Restklasse p € G und dem eingeschrankten Charakter
X |<ﬁ> =: x'. Aus der Theorie der Charaktere endlicher abelscher Gruppen ist bekannt:

Jeder Charakter ' von G’ := (p) ist fortsetzbar zu einem Charakter von G, und zwar auf genau
(G:G") viele Weisen. (Die Restriktionsabbildung G — G ist surjektiv, Gruppe und Charakter-
gruppe sind gleichméchtig.) Also erhélt man

[T —=xmNe™) = T] (1 =X (p)Np ™))
x€g X'€q

Es gilt #G’ = ordp = ord F(p) = fnk(p) = f und daher (G:G’
Die verschiedenen Charaktere der zyklischen Gruppe G' = (p)
Einheitswurzeln C} (t=0,...,f—1) ab, also

)=n/f.
bilden p gerade auf die f-ten

f-1
T Q- XENe™) = [[(Q - CGNp™) =1 - Np /5.

Vel =0
Die letzte Gleichung ergibt sich aus der Polynomidentitét

f-1 ,
vi-1= I -6

=0

nach Einsetzen von A'p® und Division durch A'p/*. Damit ist die Behauptung bewiesen.
Wegen f = fy)i(p) ist natiirlich die Anzahl der Primteiler 9 von p in N (p ist in N unver-
zweigt)
(N:k) nd
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Also
(1= Np Il = TT(1 = Np™),
Rlp

womit b’) aus der bewiesenen Behauptung folgt.

c. Der Cebotarevsche Dichtigkeitssatz

Aufgrund des Dirichletschen Satzes erhélt man fiir abelsche Erweiterungen das folgende
gruppentheoretische Kriterium:
Genau dann gibt es Primideale von k, die in einer abelschen Erweiterung N|k vom Grade n
in 2 Primfaktoren vom Grade f zerfallen, wenn es in der Galoisgruppe G(N|k) ein Element
der Ordnung f gibt.
Beweis als Ubung. Allgemeinere Aussagen werden noch folgen. Dazu wollen wir das ’abelsche
Resultat’ ausdehnen auf beliebige galoissche Erweiterungen.

Ist N|k galoissch, so bilden die Frobeniusautomorphismen Fy (%) fiir verschiedene Primtei-
ler 9P eines festen Primideals p von k eine Konjugationsklasse in G, die mit Fy, (p) bezeichnet
wird. [Diese Bezeichnung ist konsistent mit der im abelschen Fall benutzten, denn im abelschen
Fall sind die Konjugationsklassen einelementig, kénnen also kanonisch mit den Gruppenelemen-
ten identifiziert werden.|
Diese Zuordnung Pp" — [G(N|k)] von den in N|k unverzweigten Primidealen in die Menge [G]
der Konjugationsklassen der Galoisgruppe G wird auch Artinsymbol fir N|k genannt. Aus
kann man nun leicht das folgende, fiir uns entscheidende Resultat ableiten:

(3.8) Satz: (Cebotarevscher Dichtigkeitssatz) Sei N|k eine galoissche Zahlkirpererweiterung
mit Galoisgruppe G und C' eine beliebige Konjugationsklasse von G. Dann hat die Menge

{p € Pr | Fnpi(p) = C}

die Dirichletdichte

#C

#G
ist insbesondere unendlich.
Anmerkungen: 1) Der Quotient % sollte angesehen werden als die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3
ein beliebiges Gruppenelement o € G in C liegt. Nach dem Cebotarev’schen Dichtigkeitssatz
ist dies dann zugleich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal ein beliebiges Primideal von k einen
Primteiler in N hat, dessen Frobeniussymbol in C liegt.
2) (3.6) ist offenbar der abelsche Spezialfall von (3.8), wird jedoch zum Beweis benutzt.
3) (Ubung) Die Mengen { € Py | Fyx(B) = o} sind fiir alle 0 € G ebenfalls unendlich; ihre
Dirichletdichte ist aber 0 fiir o # id.

Beweis von Satz (3.8) mittels (3.6): Sei 0 € C und f := ordo. Weiter sei I’ der Fixkorper
von o, also N|F zyklisch vom Grad f. Man wendet nun auf diese Erweiterung N|F' und
o € G(N|F) an und erhilt: Die Menge S, := {p € Pr | Fxp(p) = o} hat die Dirichletdichte
1/f. Dann hat aber auch S} := {p € Sy | fr(p) = 1} die Dichte 1/f (siehe Anm.
2)). Nun ist aber die uns interessierende Menge

Sc:={p € Pr | Fni(p) =C}

genau die Menge der Primideale, die in F einen Primteiler in S} haben bzw. in IV einen Primteiler
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P besitzen mit Fy;,(F) = o:

p € Sc <= p hat einen Primteiler f in Nmit Fy,(B) =0
= Fyp(B) =cund fpp(PNF) =1 firein P c Py, Plp
< Fyp(B) = (Fypi(9))/71-F0F) - (gemii [(2.6),D))
=1 0= Fy(B) € GIN|F) = 0 = Fyip(%),
denn (7) = G(N|k) CG(N|F) = F ="
<= p hat einen Primteiler Q in FmitQ € S} .

Daraus ergibt sich also (mit S := S¢ und S’ := S}):

SEERED DD SNICEE SR

nes’ peS QG‘S/ peS
Qlp

mit r), ;= #{Q € 5" | Qlp}.

#G .
Behauptung: 1, =—""— firallep € S.
ehauptung: | 207 ir alle p
Ist dies gezeigt, so folgt unmittelbar
1 1 #G
—=d(S") =mr,-d(S) =~ = d(S),

f [ #C
und damit die Behauptung des Cebotarevschen Dichtigkeitssatzes.
Zunéchst ist

ry = #{B € Py | Blp undFyp(B) = o},
denn fiir Q € S und P € Py, P|Q ist Fyp(P) = 0, also fyp(P) =ordo = f = (N: F) und P
daher das einzige Primideal von N iiber Q. Da fiirp € S r; = 0 ist, kann man ein festes P € Py
mit Plp und Fy,(P) = o wihlen und es gilt:

r, = F#{OR |6 € G, Fyjp(6%) = o}
=#{P|0€ G, d007 =0}
= #{0P | § € Zentrg(o)}
= (Zentrg(o): Zentrg (o) N Z(Blp)) (Bahngleichung)

Nun ist Fiy () = o, also Z(P[p) = (o) C Zentrg(o) und daher
,  #Zentrg(o) 1 ‘ #G

r, = — g
P #(0) f #C
denn G operiert auf sich selbst durch Konjugation, die Bahn von ¢ unter dieser Operation
ist gerade die Konjugationsklasse C' = C'(¢) von o, wihrend die Fixgruppe von o bzgl. dieser
Operation offenbar der Zentralisator von ¢ in G ist. Damit ergibt die Bahngleichung bzgl. dieser

Operation gerade #C(0) = (G: Zentrg(c)), wie oben behauptet.

Kombiniert man nun die gruppentheoretischen Kriterien aus [Abschnitt 2.c.| mit dem Cebo-
tarev’schen Dichtigkeitssatz, so kommt man fiir eine beliebige Erweiterung K|k zu einer grup-
pentheoretischen Beschreibung der moglichen Zerlegungstypen:

(3.9) Korollar: Sei K |k eine Zahlkérpererweiterung, N |k eine galoissche Erweiterung mit N D
K. Sei U = G(N|K) die Fixgruppe von K in der Galoisgruppe G = G(N|k) und Py die dazu
gehdrige Permutationsdarstellung. Dann sind die méglichen Typen der Primzerlegung in N |k
genau die méglichen Zyklentypen der Automorphismen o € G bzgl. Py.

Genauer bedeutet dies fiir jede Sequenz A = (fi, ..., f,) natiirlicher Zahlen:
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Es gibt unverzweigte Primideale in k, die in K den Zerlegungstyp A haben
<= es gibt Automorphismen o € G, die bzgl. Py den Zyklentyp A haben.

Dieses Korollar folgt unmittelbar aus[Satz (2.7)], weil nach dem Cebotarevschen Dichtigkeits-
satz jeder Galoisautomorphismus o € G ein Frobeniusautomorphismus ist.

§4 Arithmetische Ahnlichkeiten

a. Kronecker-Aquivalenz

Wir wollen nun Zahlkérpererweiterungen studieren, die sich in Bezug auf die Primzerlegung ’ahn-
lich’ verhalten. Etwa im Satz von Bauer aben wir gesehen, daf} zwei galoissche Erweiterun-
gen N|k, N'|k tibereinstimmen, wenn die Mengen der voll-zerlegten Primideale iibereinstimmen:
S(N|k) = S(N'|k). Da fiir galoissche Erweiterungen N |k die Beziehung S(N|k) = D(N|k) gilt,
bieten sich nun zwe Moéglichkeiten an, dieses Resultat auf beliebige Zahlkérpererweiterungen
K|k, K'|k auszudehnen: Man untersucht,

1) wann S(K|k) = S(K'|k), bzw. 2) wann D(K k) = D(K'|k) gilt.

(4.1) Proposition: Seien K|k und K'|k zwei beliebige Zahlkoérpererweiterungen. Dann sind
dquivalent:

i) S(Kk) = S(K'|k).

ii) K und K’ haben iiber k dieselbe galoissche Hiille.

Beweis: Diese Proposition ist ein Korollar zum Satz von Bauer|(3.4), denn wir zeigen: Ist N
die galoissche Hiille von K|k, so gilt:

S(K|k) = S(N|k) .

Zum Beweis benutzen wir [Satz (2.7)| Sei U die Fixgruppe von K in G := G(N|k) und fir ein in
N unverzweigtes Primideal p von k sei ' := Fy (%) der Frobeniusautomorphismus zu einem
Primteiler 8 von p in N. Demzufolge ist p € Py, in K voll zerlegt, wenn Py (F') den Zyklentyp
(1,...,1) hat. Dies bedeutet aber nichts anderes als Py (F) = idg/y bzw.

—_———

(K:k)

FeKePy= () U ={idn},
oceG

denn nach Definition ist N die kleinste galoissche Erweiterung von k, die K umfaflt, also ist die
Fixgruppe {idy} von N in G nichts anderes als der grofite in U enthaltene Normalteiler von G;
dies ist offenbar (N,cq U?. F' = idy ist aber gleichbedeutend mit p € S(N|k).

Die vollzerlegten Primideale koénnen also nicht zur Charakterisierung beliebiger Zahlkor-
pererweiterungen benutzt werden. Wir betrachten nun die zweite mogliche Ausdehnung des
Bauerschen Satzes. Wir definieren:

(4.2) Definition: (Jehne 1974) Zwei Zahlkorpererweiterungen K |k und K'|k heifien Kronecker-
dquivalent iiber k genau dann, wenn ihre Kroneckermengen D(K|k) und D(K’|k) bis auf even-
tuell endlich viele Ausnahmen iibereinstimmen:

K ~, K' < D(K|k) = D(K'|k).

Wieder benutzen wir [Satz (2.7), um eine gruppentheoretische Beschreibung der Kronecker-
Aquivalenz zu erhalten.

Y Siehe aber auch |[Abschnitt 5.} Definition (4.2').
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(4.3) Satz: Seien K|k und K'|k zwei Zahlkorpererweiterungen, N |k eine galoissche Erweiterung
von k, die K und K’ umfaft. In der Galoisgruppe G := G(N|k) seien U bzw. U’ die Fixgruppen
von K bzw. K'. Dann gilt

a) D(K[k) C D(K'|k) —= U%:= |JU° CcU“,
ceG

also insbesondere
K~ K = U%=U'°.

b) Die Kroneckermenge D(K|k) von K hat in Py die Dirichletdichte @—(g}

Dieser Satz umfafit den Satz von Bauer, denn ist in a) K'|k galoissch, so ist U’ ein Normal-
teiler in G, also wegen U C U und U'Y = U’ sind die Aussagen von a) dann dquivalent zu
UCU' bzw. K DK

Der Beweis von (4.3) beruht auf dem Cebotarevschen Dichtigkeitssatz und der folgenden
sich aus Satz (2.7) ableitenden Tatsache:

(%) D(K|k) = {p € Py, | Fnp() € U fiir ein (jedes) Plp}

Sei fiir ein in N unverzweigtes Primideal p € P; jeweils P ein festgewdhlter Primteiler in Py.

Nach hat p einen Primteiler ersten Grades in K genau dann, wenn Py (Fy;(8))
wenigstens einen Zyklus der Lénge 1, d. h. einen Fixpunkt hat. Nun ist U? gerade die Fixgruppe
von Ug, also UY genau die Menge der Elemente von G, die bzgl. Py einen Fixpunkt haben.
ad a): GemiB (x) folgt “<”, mit dem Cebotarevschen Dichtigkeitssatz, aber auch umgekehrt
“=” denn wire o € U% \ U’ G, so existierten unendlich viele (in N unverzweigte) p € Py
mit Fy () = 0. GemiB (x) ligen diese Primideale p in D(K|k), aber nicht in D(K'|k), im
Widerspruch zur Voraussetzung.

b) ist eine unmittelbare Folge von (x) und Cebotarevschem Dichtigkeitssatz.

Mit dieser gruppentheoretischen Beschreibung der Kronecker-Aquivalenz lassen sich leicht
Beispiele von iiber k nicht konjugierten, Kronecker-dquivalenten Korpererweiterungen von k
konstruieren:

(4.4) Gegenbeispiele:

1) (GaBmann 1926) Man betrachte in der symmetrischen Gruppe Sg von 6 Ziffern die folgen-
den Untergruppen:

U :={id, (12)(34), (13)(24), (14)(23) } , die Kleinsche Vierergruppe,
U’ :={id, (12)(34), (12)(56), (34)(56)}.

Beide Gruppen sind in Sg elementweise konjugiert, aber nicht konjugiert.

[Ubung: Bestimmen Sie alle weiteren zu U elementweise konjugierten V < Sg.]

2) (Schinzel-Zassenhaus 1965) Man betrachte in der alternierenden Gruppe A4 von der Ord-
nung 12 die Kleinsche Vierergruppe V4 und eine beliebige der Untergruppen U C V; von
der Ordnung 2:

U = {id, (12)(34)} € Vs = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} .

Dann sind U und VY, elementweise in 44 konjugiert, aber ganz offenbar nicht konjugiert,
da von unterschiedlicher Ordnung.
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Korpertheoretisch formuliert bedeutet dies

1) In jeder Sg-Erweiterung N |k (vom Grad 720) gibt es tiber k Kronecker-aquivalente, nicht
konjugierte Korpererweiterungen K;|k (i=0,1,2) mit Ky vom Grad 360 und K; (j=1,2)
vom Grad 180 iiber k.

2) In jeder A4-Erweiterung N |k gibt es einen zyklisch-kubischen Kérper L und eine quadra-
tische Erweiterung K von L (also vom Grade 6 tiber k), die iiber k Kronecker-aquivalent,
aber offenbar nicht konjugiert sind.

Beweise: Wir erinnern an folgende Formel fiir die Konjugation von Zyklen:
ai,...,ar. €{1,...,n},0 €S, = ool(ay,...,a;)o0 ' = (o(ar),...,0(a)).

Aufgrund dieser Beziehung sind in S,, zwei Permutationen genau dann konjugiert, wenn sie
denselben Zyklentyp haben.

a) ist damit dann klar. Dal U und U’ nicht konjugiert sind, ergibt sich einfach aus der
Tatsache, dafl U Fixpunkte hat, U’ aber nicht.

b) Offenbar ist U Sa— V4S4. Es gilt aber sogar U As — V4A4 = Vy: Die zweite Gleichheit ist
die Normalteilereigenschaft von V; in Ay4. Sei nun (ab)(cd) € V4 und o € Sy mit ((12)(34))7 =
(ab)(cd). Ist o selbst nicht in Ay, so ist o o (ab) in A4 und

((12)(34))7° ) = ((ab)(cd) )™ = (ab)(cd).

Anmerkung: (4.4),c) liefert nur bedingt Beispiele fiir Kronecker-dquivalente, nicht konju-
gierte Zahlkoérpererweiterungen. Man bend6tigt nédmlich die Existenz von Galois-Erweiterungen
N |k mit Gruppe Sg bzw. Ajy. Diese Frage nach der Existenz von Galoiserweiterungen eines festen
Grundkoérpers k£ mit vorgegebener Galoisgruppe nennt man das Umkehrproblem der Galoistheo-
rie.

Hier nur ganz kurz folgende Bemerkungen:

1) S, ist Galoisgruppe iiber k fir alle n; dies ist sogar — in einem zu prézisierenden Sinne —
der Regelfall (v.d.Waerden).

2) Alle alternierenden Gruppen A4,, sind Galoisgruppen (Hilbert, Schur,...).

)

3) Alle auflssbaren Gruppen sind Galoisgruppen (Safarevic 1954).

4) Viele einfache Gruppen sind Galoisgruppen, z.B. das sog. Monster (Matzat et.al.).
)

5) Man vermutet, daf} alle endlichen Gruppen Galoisgruppen iiber @ sind.

Wir wollen dieses Problem im Folgenden beiseite lassen, und die jeweils benutzten Resultate
lediglich zur Kenntnis nehmen.

Diese Beispiele zeigen, dafl Kronecker-dquivalente Korper nicht notwendig (iiber dem Grund-
korper k) konjugiert sind, ja dafl sie nicht einmal denselben Grad tiber k£ haben, und daf echt
ineinander enthaltene Kronecker-dquivalente Korper existieren.

b. Arithmetische Aquivalenz

Nachdem offenbar D(K|k) = D(K'|k) eine zu schwache Forderung ist, wollen wir nun die voll-
standige Ubereinstimmung der Zerlegungsgesetze untersuchen:

(4.5) Definition: Zwei endliche Erweiterungskorper K, K’ eines Zahlkorpers k sollen arith-
metisch dquivalent dber k heiflen (in Zeichen: K = K’ ), wenn fir alle r € Ny und A =
(fi,..., fr) € N die Mengen Ps(K|k) und P4(K'|k) der Primideale vom Zerlegungstyp A (bis
auf eventuell endlich viele Ausnahmen) iibereinstimmen. Explizit setzen wir

PA(K|k) :=={p € Py | p hat in Kden Zerlegungstyp A}
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und
K~ K': < Pa(K|k) = Pa(K'|k) fiir alle A.

Aufgrund der gruppentheoretischen Beschreibung des Zerlegungsverhaltens (verweis2.7Satz
(2.7)) kann man die arithmetische Aquivalenz sofort gruppentheoretisch charakterisieren durch
die Tatsache:

Alle Gruppenelemente o € G haben bzgl. Py und Py denselben Zyklentyp.

[Dabei sind U und U’ die Fixgruppen von K bzw. K’ in der Galoisgruppe G einer K und K’
umfassenden galoisschen Erweiterung N |k.]

Dies kann man mit Hilfe des zugehorigen Permutationscharakters beschreiben: Fiir eine Permu-
tationsdarstellung P: G — &,, definiert man den zugehorigen Permutationscharakter ® durch

®(s) := #Fix(P(s)) (Anzahl der Fixpunkte von P(s)).

[®(s) kann auch beschrieben werden als die Spur der Permutationsmatrix zu P(s).] Es gilt:

(4.6) Satz: Seien K, K' Zahlkérpererweiterungen von k, N |k eine Galoiserweiterung, die K und
K' umfaBt. U bzw. U’ seien die Fixgruppen von K bzw. K' in der Galoisgruppe G := G(N|k).
Dann sind dquivalent:

i) K und K’ sind iiber k arithmetisch dquivalent.
ii) Fir alle 0 € G haben Py (o) und Py/(o) denselben Zyklentyp.
iii) Die Permutationscharaktere ®y, ®ys von Py bzw. Py stimmen tiberein:

By = By

iv) Alle Konjugationsklassen C (o) von o € G schneiden U und U’ in gleichviel Elementen:

#(C(o)NU) =#(C(o)NU’") fiiralleo € G.

Beweis: i)<1ii) folgt aus und dem Cebotarevschen Dichtigkeitssatz ii)=1ii)

ist klar, denn die Anzahl der Fixpunkte von Py (o) ist die Zahl der Zyklen der Lénge 1.
iii)=-ii): Wir berechnen den Zyklentyp von Py(o) aus dem Permutationscharakter ®g, bzw.
genauer aus den Fixpunktanzahlen der Potenzen Py (0™). Dies ist eine von der Permutations-
darstellung Py unabhéngige Aussage iiber Permutationen in S,,. Sei daher fiir den Rest des
Beweises dieser Implikation o eine beliebige Permutation in S, und

n T
o=II 1l
i=1j=1

die Zyklenzerlegung, wobei die o;; = (a1,...,a;) Zyklen der Léinge i seien. [Die Abhangigkeit
der a, von i,7j ist in der Notation unterdriickt.] Fiir alle m € IN ist dann o™ das Produkt der

o;; und Fixpunkte von o™ sind gerade die Fixpunkte der Einschrénkungen

m
o3 lar,ai} -

Fiir die Anzahl ®(¢™) der Fixpunkte von ¢ ergibt sich so

(1) O(o™) =D @05} {ay,..a}) -
ij
Nun gilt fiir einen Zyklus o;; = (a1, ..., a;) der Lange i:
m die Identitat fiir i [ m
(2) oij ist anf {ar, ..., a;} { fixpunktfrei  fiir i fm.

34



Hat ndmlich o] einen Fixpunkt, o. E. etwa a1, also af]?(al) = a1, so ist die Lange der Bahn von
a1 unter (o;;) ein Teiler von m, also liegt der erste Fall ¢|m vor und oy ist offenbar die Identitét.

Aus (1) und (2) ergibt sich also

‘b(am):Zri'z’: Z Ti 44 Tm-m.
i#m
Damit lassen sich offenbar die Gréfien 7y, rekursiv aus den Werten ®(0™), d. h. aus den Fix-
punktanzahlen der Potenzen ¢™ berechnen. Nun war definitionsgeméf3 r; die Zahl der Zyklen
der Léange i in o, so daf iii)=-ii) bewiesen ist.
iii)<iv) ergibt sich aus der folgenden expliziten Formel fiir den Permutationscharakter ®¢
von G:

# Zentrg (o)
50U

Aus iii) folgt zundchst (G:U) = @y (1) = @y (1) = (G:U'), also #U = # U’ und daher mit (3)
die Behauptung iv). Umgekehrt schliefit man genauso, denn auch aus iv) folgt #U = # U’. Es
bleibt also (3) zu zeigen.

Es gilt fiir alle 0 € G:

(3) Oy(o)=#(C(o)NU) - fir alle 0 € G.

1
dy(o)=#{Ur |Uro =Ur} =#{Ur | o1 €U} = 50 #{r| 101 €U}.
Die letzte Gleichung gilt, da {7 | To7~! € U} aus vollen Linksnebenklassen von U besteht. Es
gilt nun weiter

{T|TUT_1€U}:U{T|TUT_1:u}: U {r 7ot =u},

uclU uweC(o)NU

wegen {7 | o771 = u} # () genau fiir die u € C (o). Wihlt man nun fiir u € C(o)NU ein 19 € G
mit 1907y L — 4, so folgt

{r|ror ! =u} ={7 | o = 10075 '} = ToZentrg(0) .

Zahlt man nun zusammen, so erhdlt man die Behauptung (3).

Aus diesem Satz, insbesondere Kriterium iv) entnehmen wir sofort folgendes

(4.7) Gegenbeispiel: Es gibt Zahlkorpererweiterungen K|k, Ks|k vom Grade 180, die arithme-
tisch dquivalent sind, ohne {iber k konjugiert zu sein, namlich die schon in|(4.4),a)| konstruierten.

Zum Beweis haben wir lediglich zu bemerken, daf§ die beiden in (4.4), a) angegebenen Un-
tergruppen U, U’ von Sg neben der Identitit jeweils 3 Doppeltranspositionen, also von jedem
Zyklentyp gleich viele Elemente enthalten. Dies bedeutet, da U und U’ in G = S die Bedingung
iv) von Satz (4.6) erfiillen: Wir wollen dann U und U’ G-dquivalent (oder auch Gafimann-dqui-
valent) nennen.

[Wir erinnern daran, dafl S¢ Galoisgruppe tiber k ist und daher auch die angegebenen Korper
existieren.]

Nachdem man nun iiberhaupt arithmetisch dquivalente, nicht konjugierte Zahlkorper gefun-
den hat, stellt sich wie bei der Kronecker-Aquivalenz die Frage, ob es auch einfachere Gegenbei-
spiele gibt. Dies ist auch der Fall:

(4.8) Beispiele: a) (Schinzel) Q(v/3) und Q(v/48) = Q(+v/3 - v/2) sind iiber Q arithmetisch
dquivalent, aber nicht konjugiert.
b) (Trinks 1969) Die Stammkorper der beiden irreduziblen Polynome X7 — 7X + 3 und X7 +
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14X4 — 42X?% — 21X +9 vom Grade 7 sind arithmetisch dquivalent, aber nicht konjugiert iiber
Q.

Statt eines Beweises nur folgende

Anmerkungen:

a) Die galoissche Hiille beider Korper ist der Koérper N = Q(%, (s) vom Grade 32 mit der
Galoisgruppe G = Aff(1,8), der Gruppe der affinen Abbildungen von Z/87:

G={ax+b|beZ/8Z, ac (Z/8Z)"}

mit z = idz/gz und der Hintereinanderausfiihrung o als Gruppenverkniipfung. Mit diesen An-
gaben ist die Gruppe G hinreichend explizit bekannt, die Fixgruppen der Koérper bestimmbar
und dann die Bedingung iv) von tiberpriifbar. (Etwas umfangreichere rechnerische
Ubung).

Dieses Beispiel taucht bei Gerst [On the theory of nth power residues and a conjecture
of Kronecker, Acta Arithm. 17 (1970) 121-139] in folgender Form auf: Betrachtet man die
Polynome f = X® — 37 und g = X® — 48, so stimmen die Primteilermengen P(f) und P(g) bis
auf endlich viele Ausnahmen {iberein. Dabei definiert man die Primteilermenge eines Polynoms
f € zZ[X] als

P(f) := {p Primzahl | p|f(a) fir ein a € Z}.

Es gilt dann fiir irreduzible Polynome f € Z[X] und einen Stammkorper K von f: P(f) =
D(K|Q). (Beweis als Ubung.)

b) Leopoldt und Trinks haben gezeigt, dafl das erstgenannte Polynom als Galoisgruppe die
einfache Gruppe G163 = PSLy(7) = PGL3(2) der Ordnung 168 hat. (Dies war das erste Beispiel
dieser Art und damit der Nachweis, dafl die einfache Gruppe G1gs der Ordnung 168 Galoisgruppe
tiber Q ist.) Nun sind die Untergruppen der PSLo(7) = G163 nach Dickson wohlbekannt (siehe
Huppert: Endliche Gruppen I, Kap. II, §8, Hauptsatz 8.27). Aufgrund dieser Informationen kann
man b) beweisen. Man kann sogar siamtliche Untergruppen U, U’ C PSLs(p/) bestimmen mit
U =0,

R. Perlis [On the equation (x(s) = (x(s), J. Number Theory 9 (1977) 342-360] hat gezeigt,
daf es keine Gegenbeispiele kleineren Grades geben kann.

Durch Untersuchung der moglichen Galoisgruppen von Polynomen siebten Grades kann man
leicht einsehen, dafl zwei arithmetisch dquivalente Zahlkérper vom Grade 7 notwendig die Ggs

als Galoisgruppe ihrer galoisschen Hiille haben. (Siehe [Abschnitt 5.)

c. Invarianten

Wie wir gesehen haben, legen selbst die vollstdndigen Zerlegungsgesetze eine Zahlkorpererwei-
terung K|k nicht (bis auf Konjugiertheit) eindeutig fest, wohl aber sind eine Reihe von arith-
metischen Invarianten dadurch bestimmt. Zum Beispiel gilt der folgende

(4.9) Satz: Seien K|k, K'|k Zahlkérpererweiterungen. Dann gilt: a) Sind K und K’ iiber k
arithmetisch dquivalent, so stimmen ihre Zetafunktionen iiberein: (x = (k.
b) Uber dem Grundkérper k = Q gilt sogar die Aquivalenz:

K%Q K «— Cx = Cxr.

Unter Verwendung der sogenannten Artinschen L-Funktionen (E. Artin: Uber eine neue Art
von L-Reihen, Abh. Math. Sem. Hamburg 8 (1931), 292-306) ergibt sich Teil a) unmittelbar
aus Sei wie in (4.6) Nk eine galoissche Erweiterung mit N O KK’ und U, U’ die
Fixgruppen von K, K’ in der Galoisgruppe G = G(N|k). Dann ist die Artinsche L-Funktion
L(s, x, N|k) fiir jeden linearen Charakter y von G definiert, und zwar als ein Eulerprodukt tiber
die Primideale von k. Ist der Charakter y eindimensional, d. h. ein Homomorphismus x: G — C*,
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so erhélt man die Dirichletschen L-Reihen, wie sie in diskutiert worden sind. Auf-
grund der fiir die Bedeutung der Artinschen L-Funktionen fundamentalen Induktionseigenschaft
erhalt man

(+) i = L(..., y, Nk
mit dem Permutationscharakter ®;, wie er in diskutiert wurde. Dieser ist namlich

in natiirlicher Weise ein linearer Charakter von GG, und zwar gerade der vom Hauptcharakter 1;;
der Untergruppe U auf G induzierte Charakter 15. Mit dieser fundamentalen Beziehung (x) ist
die Zetafunktion jedes Zahlkérpers K als Artinsche L-Funktion zum Grundkoérper dargestellt.
Mit (%) ergibt sich nun sofort aus Satz (4.6) die Behauptung a) von (4.9).

a) ist aber auch eine Konsequenz von b), da offenbar zwei iiber k arithmetisch dquivalente
Erweiterungskorper K, K’ erst recht iiber jedem in k enthaltenen Zahlkorper kq arithmetisch
dquivalent sind.

Um in b) die Umkehrung <’ einzusehen, geniigt es — wieder nach (4.6) — zu zeigen, daf} die
Artinschen L-Funktionen L(..., x, N|Q) tber @ den linearen Charakter x eindeutig bestimmen.
Diese Tatsache wurde schon von Artin gezeigt (l.c.).

Die bei Artin verwendeten Methoden benutzt Perlis (l.c.), um b) folgendermafien direkt zu
beweisen: Fiir Re (s) > 1 gilt

_ > a(n)
Gl = 3 N =3 20
AF£0 n=1 "
mit
aln) =#{A<9Zg | NA =n}.
Man muf nun zeigen, daf} eine Dirichletreihe ), apn~° ihre Koeffizienten a,, eindeutig bestimmt.
Préziser sollte man sagen: Die Funktion

bestimmt die Koeffizienten a,, — sofern sie existiert, d.h. sofern die Dirichletreihe ’irgendwo’
konvergiert. Ist so ein solcher Konvergenzpunkt mit Realteil og, so gilt a,, = o(n°), also erst
recht |a,| < Cn? fir eine Konstante C' € Ry und alle n € N. Dies fiihrt fiir alle s € C mit
o0 = Re(s) > 09 zur Abschitzung

[e's) a 00 ’a | 0o 1

>uley ey L
—00

n=2 n n=2 n n=2 n

Die Abschitzungsformel (1) aus [Abschnitt 3.a.| zeigt, dafl die letztgenannte Reihe fiir o — oo
gegen 0 konvergiert. Dies bedeutet letztendlich
= a
. n
sli}rgo 221 pove =ai.

Damit ist a; durch die Funktion ¢ bestimmt. Nun schliefit man folgendermafien induktiv weiter:

Sind fiir £ > 1 die Koeffizienten aq, ..., ax_1 durch ¢ bestimmt, so auch die Funktion
. a > a
or(s) =k ) =ar+ Y, -
n=~k n? n=k+1 (n/k)

37



Analog wie oben fiir £ = 1 kann man nun fiir beliebiges k > 1 abschéitzen

e a X1 n
Z n - S C . ka’g . k Z - (7>0'0—a'
nin (/F) nei Bk
< C - koot! /OO:L"’O“’d:c = (. kootl. ot
- 1 oc—o09—1’

woraus dann aj = sll)nolo vr(s) folgt.

Die Zetafunktionen zweier algebraischer Zahlkorper K und K’ stimmen also genau dann
iiberein, wenn die Anzahlen a(n) bzw. a/(n) der ganzen Ideale von K bzw. K’ mit Absolutnorm
n ibereinstimmen. Diese Zahlen a(n) ihrerseits bestimmen die Zerlegungstypen aller Primzahlen
p in K: Sei dazu p eine Primzahl. Der Zerlegungstyp von p in K ist festgelegt durch die Anzahlen

bp(f) = #Bp(f) = #{B € P [Blp A F(Blp) = [}, [feN,.

Nun gilt aber wegen der eindeutigen Primidealzerlegung in Zg
a(p’) = #{A < Zx | N2 = p/}

= #{A < Zx | A =Py ... P, mit Primidealen Pi|p, > f(Pilp) = f}

=1
=#{A| A=A A, Wi =B - Birs ‘BijGBp(fi),Zm‘fi:f}
= > A A=A A, Ay =Par o P, Bij € Bu(fi)}

1<fi<...<fs
1<ry,...,rs
Tlf1+~~~+7‘sfs:f

S
1<fi<..<fs =1
ISTl,...,Ts
rifit.trsfo=f

S
= > LI #Bo(fi)e/S(r:))-
1<fi<.<fs =1
1<ry,...,rs
Tlf1+-~~+7‘sfs:f

Damit ist das Problem auf die Berechnung der Bahnenanzahl der natiirlichen Operation der sym-
metrischen Gruppe Sy, auf dem k-Tupel-Raum MP¥ einer n-elementigen Menge M zuriickgefiihrt
(mit M = By(fi), n = #M und k = r;). Es ist klar, daB diese Anzahl C(n,k) := #(M*/Sy)
allein durch k£ und n = #M bestimmt ist. Dies allein wird fiir den folgenden Beweisgang beno-
tigt.

(Es sei jedoch erwéhnt, daB8 C(n, k) die sog. Zahl der Auswahl von k Objekten mit Wiederho-
lungen aus n Objekten ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge ist, und dafi C'(n,k) = ("Jrf;l)
gilt. Letzteres beweist man etwa iiber die Rekursionsformel C'(n,k+1) = Y1 C(i, k), die man
leicht einsehen kann.)

Da in obiger Formel fiir a(p/) der Term B,(f) nur einmal auftritt, nimlich fir s = 1, f; =
f,71 =1, und dann gerade den Beitrag

#(Bp(f1)" /Sr1)) = bu(f)

liefert, erhélt man
a(p’) — by(f) ist eine Funktion der b,(f') mit f' < f.

Damit sind nicht nur die a(pf) durch die b,(f), sondern auch umgekehrt die b, (f) rekursiv durch
die a(p’) bestimmt.
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Wir wollen nun zum Abschlufl dieses Paragraphen eine Reihe expliziter arithmetischer Inva-
rianten bestimmen, die fiir arithmetisch dquivalente Korper iibereinstimmen. Zuvor sei jedoch
noch erwihnt, daf bei beiden Begriffen arithmetischer Ahnlichkeit die bisher immer zugelassenen
endlich vielen Ausnahmeprimideale de facto nicht auftreten:

(4.10) Satz: Sind K|k und K'|k zwei Zahlkérpererweiterungen, so gelten folgende Aquivalenzen:

a) K ~, K' < D(K|k) = D(K'|k).

b) K~ K' <= Py(K|k) = Py(K'|k) fiir alle A.

Ohne Beweis. (Man muf Satz (2.7) in geeigneter Weise auf verzweigte Primideale ausdehnen.)

Man entnimmt aus diesem Satz, daf in arithmetisch dquivalenten Koérpern dieselben Prim-
ideale des Grundkorpers verzweigen, denn ein Primideal p ist in K genau dann verzweigt, wenn
fiir seinen Zerlegungstyp A = (f1,..., fr) in K > f; < (K:k) gilt. Gilt nun ohne Ausnahme
Ps(K|k) = Pao(K'|k), so muB p auch in K’ verzweigen. Es gilt aber noch mehr, wie der folgende
Satz zeigt, der sich wie im wesentlichen aus der Ubereinstimmung der Permutationscha-
raktere &y = Py arithmetisch dquivalenter Korper ergibt .

(4.11) Satz: Seien K, K' arithmetisch dquivalente Zahlkérpererweiterungen von k. Dann stim-
men fiir K und K’ folgende Invarianten iiberein:

i) Der Koérpergrad: (K:k) = (K': k).
ii) Die galoissche Hiille: K = K'.
iii) Die Diskriminante: dg;, = 0|
iv) Die Mengen der rein-, zahm- und der wild-verzweigten Primideale.
v) Die Zahlen rq, r9 der reellen bzw. komplexen Konjugierten: r;(K) = r;(K').
vi) Die Einheitswurzelgruppe: g = pip.

vii) Das Produkt aus Klassenzahl hy und Regulator Ry : hx Rx = hi'Ry.

Zum Beweis nur einige Anmerkungen: Die Giiltigkeit von i) ergibt sich unmittelbar aus
der Definition der arithmetischen Aquivalenz unter Benutzung der fundamentalen Beziehung
Seifi =n Wegen i) folgt aus der arithmetischen Aquivalenz die Ubereinstim-
mung der Mengen der voll-zerlegten Primideale, also gemé&f die Behauptung ii). iii)
ergibt sich aus (Py = Pyr) aufgrund der Fiihrerdiskriminantenproduktformel fir lineare
Charaktere. Sie besagt (mit den in (4.6) benutzten Bezeichnungen):

wobei f(x, N|k) den sog. em Artinschen Fiihrer fir beliebige lineare Charaktere y der Galois-
gruppe G bezeichne.

Ad iv): Rein-verzweigte Primideale sind gerade die mit Zerlegungstyp A = (1). Verzweigte Prim-
ideale sind gerade die Teiler der Diskriminante. Aber auch die zahm-, und komplementéir dazu
die wild-verzweigten Primideale sind aufgrund des Dedekindschen Differentensatzes durch die
Diskriminante charakterisierbar, also folgt dieser Teil der Behauptung aus iii).

v) ergibt sich dhnlich wie iii) aus der Ubereinstimmung ®; = ®; unter Benutzung einer von
S. Kuroda definierten GroBle B(y, N|k) fiir lineare Charaktere x. Es gilt ndmlich B(®y, N|k) =
2r1(K)+r2(K)ﬂ,r2(K).

vi) ergibt sich bereits aus der Kronecker-Aquivalenz von K und K’. Es gilt sogar schiirfer die
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nachfolgende Proposition (4.12).
vii) schliefllich ist eine Konsequenz von der Formel fiir das Residuum der Zetafunkti-

on (Satz (3.1)) und der bisherigen Resultate dieses Satzes. Es sei angemerkt, daf8 vii) sich nicht
verschirfen 1aBte zur Ubereinstimmung von Klassenzahl und Regulator getrennt.

(4.12) Proposition: Kronecker-dquivalente Korpererweiterungen K|k und K'|k enthalten die-
selben galoisschen Erweiterungen von k. Insbesondere stimmen die Einheitswurzelgruppen von
K und K’ tiberein.

Beweis: Mit den Bezeichnungen von Satz (4.3) schlieBt man: Ist L C K eine galoissche
Erweiterung von k£ und H die Fixgruppe von L in G, so gilt wegen der Normalteilereigenschaft
von H:

HoU=HD |JU =U%=U0°2U,
oceG

so dafl auch K’ den Korper L umfaft.

§5 Starrheit von Zerlegungsgesetzen und Zahlkorpern
Wie wir in gesehen haben, gibt es viele Beispiele fiir nicht konjugierte Zahlkor-

pererweiterungen, die Kronecker-dquivalent, ja sogar arithmetisch dquivalent sind. Bevor wir in
diesem abschlielenden Paragraphen der Vorlesung der Frage nachgehen, ob und wieweit Zahlkor-
per eventuell doch durch ihr Zerlegungsgesetz festgelegt sind, moéchte ich noch eine Bemerkung
zum Beginn von nachtragen. Bei der Ausdehnung des Bauerschen Resultates auf
beliebige Zahlkorpererweiterungen bietet sich auch noch der folgende Ansatz an:

(4.2") Definition: Zwei Zahlkorpererweiterungen K |k und K'|k heiflen Bauer-dquivalent iiber
k (in Zeichen: K ~} K') genau dann, wenn sowohl ihre Kroneckermengen als auch die Mengen
der vollzerlegten Primideale bis auf eventuell endlich viele Ausnahmen tibereinstimmen:

K~ K': < D(K|k) = D(K'|k) und S(K|k) = S(K'|k).

Gemaf [Prop.(4.1)| bedeutet dies: K und K’ sind genau dann Bauer-dquivalent, wenn sie
Kronecker-dquivalent sind und dieselbe galoissche Hiille besitzen. Daraus entnimmt man un-
mittelbar, dafl im Gegensatz zur Kronecker-Aquivalenz ein Korper nur zu em endlich vielen
anderen Korpern Bauer-dquivalent sein kann. Bei den weiteren Uberlegungen wird diese Bauer-
Aquivalenz eine wichtige Rolle spielen.

a. Zerlegungsgesetze und Starrheit
Wir fixieren fir diesen Paragraphen einen Zahlkoérper k als Grundkorper, auf den sich alle
folgenden Begriffsbildungen unausgesprochen beziehen.

(5.1) Definition: Sei K|k eine Zahlkérpererweiterung.
A) Dann verstehen wir unter dem

a) (vollen) Zerlegungsgesetz von K iiber k das System aller Mengen P4(K|k) (A€ N",r €
IN+)7

b) schwachen Zerlegungsgesetz die Kroneckermenge D(K|k),

c) Bauerschen Zerlegungsgesetz die Kroneckermenge D(K|k) zusammen mit S(K|k), der
Menge der voll-zerlegten Primideale.

B) Wir wollen das Zerlegungsgesetz von K |k starr bzw. absolut starr nennen, wenn es bereits
durch das Bauersche bzw. das schwache Zerlegungsgesetz bestimmt ist, m.a.W. (siche
(4.10))) wenn fiir alle Erweiterungskérper K’ von k gilt:

starr: K~ K = K=~ K
absolut starr: K~ K= K=, K
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C) Ist das Zerlegungsgesetz von K|k nur unter allen Kérpern gleichen Grades durch das schwache
Zerlegungsgesetz festgelegt, so wollen wir es horizontal starr nennen, also wenn gilt:

(K:k)= (K" k)ANK ~ K' = K ~, K.

D) Entsprechend wollen wir den Korper K selbst starr, absolut starr bzw. horizontal starr nen-
nen, wenn in B/C) nicht nur sein Zerlegungsgesetz, sondern er selbst (bis auf Konjugation tiber
k) eindeutig bestimmt ist. Ist der Kérper K bis auf Konjugation durch sein volles Zerlegungs-
gesetz bestimmt, so wollen wir ihn arithmetisch fixiert nennen (bei Perlis, l.c.: ’arithmetically
solitary’).

(5.2) Bemerkung: a) "Absolut starr’ impliziert natiirlich ’starr’ und "horizontal starr’, fir Zer-
legungsgesetze wie fiir Korper selbst.

b) Ein Kérper K ist genau dann starr, absolut starr bzw. horizontal starr, wenn sein Zerlegungs-
gesetz diese Eigenschaften hat und er arithmetisch fixiert ist.

c¢) Der Grundkorper k selbst ist absolut starr (iiber k).

d) Ein starrer Kérper muf} nicht horizontal starr, und ein horizontal starrer Kérper nicht starr
sein.

Beweis: Ad b): Es ist lediglich zu bemerken, daf fiir einen Koérper K jeder der Starr-
heitsbegriffe impliziert, daf8 K arithmetisch fixiert ist. Da aus arithmetischer Aquivalenz aber
Kronecker- und Bauer-Aquivalenz bzw. Gradgleichheit folgt, ist dies eine logische Abschwiichung.
Ad c): Es geniigt zu zeigen, dal G = U nur fiir U = G gelten kann, daf also eine endliche Grup-
pe nicht Vereinigung aller Konjugierten einer echten Untergruppe sein kann. Wire G = U, so
folgte:

G=U=JUu’= |J U= |J 0\{1})7 u {1},

Prte. FeU\G F€U\G

wobei U\G die Menge der Linksnebenklassen von U in G bezeichne und o jeweils ein beliebig
gewdhlter Repriasentant von & sei. Durch Abzéhlen erhélt man

#G < (G:U)- (#U-1)+1=#G— (G:U) +1,

also
(G:U) < 1.

Ad d): Wir konstruieren zunéchst Korper K, die starr, aber nicht horizontal starr sind. Wir
benutzen dazu das Beispiel (4.4) b). Aus bekannten Resultaten iiber das Umkehrproblem der
Galoistheorie und der damit verwandten Theorie des Einbettungsproblems weifl man:

Eine zyklische kubische Erweiterung L|k ist in unendlich viele A4-Erweiterungen N;|k ein-

bettbar.

Seien K;, K/, K!' die iiber L quadratischen Teilkorper von N;. Diese sind sdmtlich zu L, also un-
tereinander Kronecker-dquivalent (Beispiel (4.4)b)]). (Dies zeigt iibrigens, dafl Kroneckerklassen
unendlich sein kénnen.) Fiir ¢ # j sind K; und K nicht konjugiert, also K; nicht horizontal starr.
Aber K; ist starr, denn jeder zu K; Bauer-dquivalente Korper hat N; als galoissche Hiille, ist
daher echter Zwischenkorper in N;|L, also einer der untereinander iiber k konjugierten Korper
K, KK/

Ein Beispiel von horizontal starren, aber nicht starren Kérpern ist gegeben durch Erweiterun-
gen K|k vom Grad 5, deren galoissche Hiille die Galoisgruppe A5 hat. Geméfl den nachfolgenden
Resultaten ist ein solcher Kérper horizontal starr, aber zugleich Bauer-aquivalent zu einem Kor-
per L vom Grad 10 iber k.

(5.3) Satz: Sei K|k eine Erweiterung vom Grade n, dessen galoissche Hiille K iiber k als
Galoisgruppe S,, oder A,, hat. Dann gilt:

a) Ist die Galoisgruppe nicht As, so ist K starr.
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b) Ist die Galoisgruppe As, so sind die zu K Bauer-dquivalenten Kérper konjugiert zu K selbst
oder einem Erweiterungskérper L vom Grad 10 iiber k, der im Beweis explizit konstruiert
wird. Insbesondere ist K nicht starr.

¢) In jedem Fall ist K unter den genannten Voraussetzungen horizontal starr und nach|(5.2),b)|
somit auch arithmetisch fixiert: K ~;, K' +<— K ~;, K'.

Dies bedeutet in Termen erzeugender Gleichungen formuliert: Ist f € k[X] ein Polynom
vom Grad n mit Galoisgruppe A,, oder S,,, so gilt fiir jedes irreduzible Polynom g € k[X]
vom gleichen Grad: Stimmen die Primteilermengen P(f) := {p € Py | p|f(a) fiir ein a €
Zi} und P(g) bis auf endlich viele Ausnahmen iiberein, so haben f und g denselben
Stammkdérper: k(o) = k(5) fiir Wurzeln « von f und (8 von g.

Beweis: Ad a): Sei G = G(K|k) die Galoisgruppe, also G = S,, oder G = A,, und U die
Fixgruppe von K. Dann ist U die Fixgruppe einer Ziffer, also o. E. U = Fixg(n), und daher
U=38,_1 bzw. U = A,,_1. Wir studieren nun Untergruppen U’ in G mit UY = U’® und wollen
zeigen:

U’ ist ebenfalls die Fixgruppe einer Ziffer und daher konjugiert zu U. Man erledigt leicht die
Falle S;, mit n < 3 und A,, mit n < 4. Es verbleiben dann die folgenden drei Falle

1) G =S8, mit n >4,

2) G = A, mit n > 6 gerade, sowie

3) G = A, mit n > 7 ungerade.

Exemplarisch soll hier Fall 1) diskutiert werden; die beiden iibrigen Féllen benotigen keine
anderen Hilfsmittel.

Wir stellen zunéchst fest, daB aus U® = U’ folgt:

a)U' 30 =(ay,...,an—1), einen (n — 1)-Zyklus,
B)U" > p=(by,...,bp—2), einen (n — 2)-Zyklus, und
v) U' 3 7 = (e1,¢2), eine Transposition.

Wir bezeichnen mit a, bzw. b,_1,b, die Fixpunkte von ¢ bzw. p. Ohne Einschrinkung

koénnen wir a,, = b, annehmen. Wéire nimlich a,, = b; fiir ein 7« < n — 2, so ware U’ transitiv
auf {1,...,n}. (Man beachte n — 2 > 2.) Wegen «) wire U’ dann 2-fach transitiv, enthielte
dann wegen ) alle Transpositionen, wére also die volle Gruppe G = S, im Widerspruch zu
[Bemerkung (5.2), c¢)| (bzw. explizit zu dessen Beweis.)
Ist nun a,, = by, so liegen o und p in der Gruppe U” := Fixys(a,). Wir zeigen, dal U” auch
eine Transposition enthélt. Sind beide ¢; # a,, so liegt natiirlich 7 in U”. Andernfalls ist (0.E.)
T = (an, c2). Wahlt man nun ein d # ay,, c2 und mittels des (n — 1)-Zyklus o eine Permutation
¢ € U' mit ¢(a,) = a, und ¢(cg) = d, so erhilt man

U’ 3 (an,c2) 0 ¢ 0 (an,c2) 0 ¢ o(an,c2) = (cz,d) =: 7.

Wegen a,, # d, ¢z liegt 7 in Fixy(a,) = U” und man schlieBt mit denselben Schliissen wie oben:
U” ist die volle symmetrische Gruppe S({a1,...,a,—1}) = Fixg(a,). Wir haben somit gezeigt,
daB U’ eine Obergruppe von Fixg(ay,) ist. Diese Fixgruppe aber ist maximal in G, also folgt
wegen U’ # G schlieBlich U’ = Fixg(ay,), wie behauptet.
[Es gilt allgemein, daf in 2-fach transitiven Permutationsgruppen G die Fixgruppen H = Fixg(a)
einer Ziffer maximal sind: Sei etwa B eine echte Obergruppe von H. Dann existiert ein ¢ € B
mit ¢(a) =: b # a. Wegen der 2-fachen Transitivitat von G ist H, also erst recht B auf dem
Komplement von {a} transitiv, so daB B insgesamt transitiv ist. Ist nun ¢ € G beliebig, so
existiert ein ¢ € B mit 1(a) = ¢ := o(a), also 071 0tp € H C B und daher schliefllich o € B.]

Die Falle 2) und 3) werden mit denselben Methoden bewiesen.

Ad b): Der bei a) ausgelassene Fall n = 5, G = Aj erwies sich als echte Ausnahme. Beim
Versuch, den Beweis auch in diesem Fall durchzufiihren, st6ft man ziemlich zwangsldufig auf
die Untergruppe

U’ = ((12)(34), (125)) = {id, (12)(34), (125), (152), (15)(34), (25)(34)}
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vom Index 10 in As. Offenbar gilt U5 = U™, so daB die zugehorigen Fixkérper K (vom
Grad 5) und K’ (vom Grad 10 tiber k) Kronecker-dquivalent sind. Wegen der Einfachheit von
As enthélt K = N keinen echten galoisschen Zwischenkdrper, so da N auch die galoissche
Hiille von K’ ist. Mithin sind K und K’ Bauer-aquivalent, aber wegen unterschiedlichen Grades
selbstverstindlich nicht konjugiert tiber k. Mit denselben Schliissen wie bei a) zeigt man, daf§ die
zu K Kronecker-dquivalenten Teilkorper von N zu K oder dem eben konstruierten K’ konjugiert
sind.
Ad ¢): Sei K’ ein beliebiger, nicht notwendig in K enthaltener Korper mit

K ~p K'und (K" k) = (K:k) =

Die bisherigen Uberlegungen iiber die zu K Kronecker-dquivalenten Teilkérper von N kann man
auch in dieser Situation nutzen, wegen der nachfolgenden einfachen, aber wichtigen

(5.4) Proposition: Seien K|k und K'|k Zahlkérpererweiterungen mit galoisschen Hiillen K
bzw. K'. Dann gilt:

a) Koy K = K~ K'NK ~p KNK'

b) Die minimalen Kérper einer Kroneckerklasse sind untereinander Bauer-dquivalent. Es gibt
davon also nur endlich viele.

Beweis: Ist K minimal in seiner Kroneckerklasse, so folgt aus a) fiir jeden zu K Kronecker-
aquivalenten Korper K': K = K N K ' also K C K'. Sind beide Koérper minimal in ihrer
Kroneckerklasse, so folgt aus Symmetrlegrunden die Behauptung von b).

Zum Beweis von a) benutzen wir das gruppentheoretische Kriterium |(4.3) - Sei N die ga-
loissche Hiille von KK’ und U bzw. U’ die Fixgruppen von K bzw. K’ in G = G(N|k). Aus
Symmetriegriinden geniigt es zu zeigen: K ~jp K' N K. Die legruppe von K in N ist der Nor-

malteiler Ug := () U? von G. Damit ist die Fixgruppe von K’ N K gerade die von U’ und Ug
oceG
erzeugte Untergruppe V', und wegen der Normalteilereigenschaft von Ug hat man V = U’ - Ug.

Aus UY = U'Y ergibt sich nun
VO = (U U =U" Us=U% Us=U%,

womit die Behauptung gezeigt ist.

Wir kehren nun zuriick zum Beweis von (5.3),c): Sei K wie in (5.3) gegeben und K’ ein dazu
Kronecker-dquivalenter Kérper vom Grade n. Da wie erwdhnt die Fixgruppe von K maximal
ist in G, ist die Erweiterung K|k atomar, d. h. sie hat keine echten Zwischenkorper. Damit
ist K erst recht minimal in seiner Kroneckerklasse (beachte |(5.2),c)]). Man wéhlt nun einen in
K’ enthaltenen minimalen Korper Ky der Kroneckerklasse von K’. Gemi8 (5.4),b) liegt K
in K und es gilt (Ko:k) < (K:k) = n = (K:k). Aus den bewiesenen Teilen a) und b) von
(5.3) entnimmt man daher (auch im As-Fall), dafl Ky zu K konjugiert ist. Damit folgt aber
insbesondere (Ky: k) = (K:k) = n = (K': k) und daraus wiederum Ky = K’. Also sind K und
K’ konjugiert und (5.3),c) bewiesen.

b. Erweiterungen von Primzahlgrad

Wir hatten in|{Bemerkung (5.2)|gesehen, dafi die Begriffe ’starr’ und "horizontal starr’ unabhéngig
voneinander sind. Fiir Erweiterungen von Primzahlgrad trifft dies nicht zu, wie wir leicht aus
entnehmen konnen. Siehe Teil ¢) der nachfolgenden

(5.5) Bemerkung: Sei K|k eine Erweiterung von Primzahlgrad p = (K: k). Dann gilt:

a) Alle zu K Kronecker-dquivalenten Koérper K’ haben einen durch p teilbaren Grad {iber k.

b) Kronecker-dquivalente Korpererweiterungen von Primzahlgrad haben denselben Grad und
sind Bauer-dquivalent.

c) Sind K oder sein Zerlegungsgesetz starr, so auch horizontal starr.
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Beweis: a) Es gilt allgemeiner fiir K # k
(+) K~ K = (KK K') < (K:k),

d.h. K und K’ sind tiber k nicht linear disjunkt. Daher sind insbesondere die Kérpergrade (K: k)
und (K’: k) nicht teilerfremd, woraus a) folgt.

Ad (%): Wir benutzen wieder das gruppentheoretische Kriterium und die dortigen Bezeich-
nungen. Ware (KK': K') = (K: k), so hiatte man folgende gruppentheoretische Situation:

UY =0 und (G:U)=U:UNU).

Nun gilt

U= JUnU = 62U,
i=1 i=1
so daB aus der Indexgleichheit (G:U) = (U’ : UNU’) = n dann

n

G:UUu;

i=1
folgt. Damit erhilt man fiir G die folgende Darstellung als Komplexprodukt
G=U-U :={uw |ueU,d eU'}.
Dann folgt aber aus U® = U’¢ unmittelbar

(s5) v =wunu),

denn: Zu jedem u € U existiert ein 0 = p-p' € Gmit p e U,p’ € U und U’ > u® = p'~Lp~tupp/,
also p~tup c U' NU.

Geméf dem Beweis von [(5.2),c)| folgt aus ()
U=UNnU CU', also KDK'.

Aus Symmetriegriinden folgt dann K = K’ und damit der Widerspruch (K: k) = (KK': K') = 1.
Ad b): Die Gradgleichheit ergibt sich unmittelbar aus a). Die Ubereinstimmung der galoisschen
Hiille folgt aus|(5.4),b)| da Erweiterungen von Primzahlgrad selbstverstdndlich minimal sind in
ihrer Kroneckerklasse.

Ad ¢): Ist K’ Kronecker-dquivalent zu K von gleichem Grad p, so sind K und K’ nach b) Bauer-
dquivalent, so dafl aus der Starrheit des Korpers K bzw. seines Zerlegungsgesetzes sofort die
horizontale Starrheit folgt.

(5.6) Satz: Sei k ein Zahlkérper, f € k[X] ein irreduzibles Polynom von Primzahlgrad p, G

seine Galoisgruppe und K der Stammkérper von f. Dann gilt:

a) K|k hat ein horizontal starres Zerlegungsgesetz.

b) Ist G auflésbar (dann ist G C Aff(1,p)), so ist der Kérper K selbst horizontal starr.

¢) Im allgemeinen kann man weder in a) schlieflen, dafl das Zerlegungsgesetz starr ist, noch in
b) auf die Aufi6sbarkeit verzichten.

Beweis: Die Gegenbeispiele zum Nachweis von c¢) haben wir schon kennengelernt: Ist p = 5
und G = As, so ist K Bauer-dquivalent zu einem Koérper L vom Grad 10 (siehe |(5.3),b))), zu
dem K aber nicht arithmetisch dquivalent sein kann, also ist K nicht starr. Ist p = 7 und
G = G168 = PSL2(7), so gibt es einen zu K arithmetisch dquivalenten, aber nicht konjugierten
Korper K’ (siehe [(4.8),b)). Wegen a) geniigt es dabei zu zeigen, dafli K’ und K Kronecker-
dquivalent von gleichem Grad, aber nicht konjugiert sind.
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Ad a),b): Sind K und K’ Kronecker-dquivalent von gleichem Grad p, so sind sie Bauer-
dquivalent, liegen also in derselben galoisschen Hiille N = K = K’ mit der Galoisgruppe G iiber
k. Als Galoisgruppe eines Polynoms vom Grad p ist G Untergruppe der symmetrischen Gruppe
Sp von der Ordnung p, also p? kein Teiler von # G. Damit gilt fiir die Fixgruppen U, U’ von K,
K’ in G:

(G:U)=(G:U")=p und pJ#U#U".

Damit sind U und U’ sogenannte {p}’'-Halluntergruppen, in der auflosbaren Gruppe G also
zueinander konjugiert (Satz von P. Hall, siehe etwa B. Huppert, l.c., VI,§1, Hauptsatz (1.8)).
[Halluntergruppen sind offenbar Verallgemeinerungen der Sylowuntergruppen, und der Satz von
P. Hall ist die Ausdehnung der Sylowsétze auf diese Halluntergruppen fiir auflésbare Gruppen
G.]

Wir miissen nun nur noch a) im nicht-auflésbaren Fall beweisen. Seien Py bzw. Py die Per-
mutationsdarstellungen von G zu den Untergruppen U und U’. Diese sind beide von (gleichem)
Primzahlgrad. Es gilt nun der folgende fundamentale

Satz: (Burnside) Eine transitive Permutationsgruppe G von Primzahlgrad ist auflosbar oder
2-fach transitiv.

Zum Beweis siehe etwa Huppert, l.c., V., §21, Satz 21.3.

Dieser Satz ist eines der besonders herausragenden Beispiele fiir die Anwendung der Darstel-
lungstheorie bei der Strukturuntersuchung endlicher Gruppen. Aus dem Permutationscharakter
® von G kann man die Transitivitdt und 2-fache Transitivitat von G ablesen, denn es gilt (siehe
wieder Huppert, V., §20,Satz 20.2):

Z ®(0) = Anzahl der Bahnen von G,
oeG

1
#G
und im Falle der Transitivitat ist

Z @(0)2 = Anzahl der Bahnen der Fixgruppe einer beliebigen Ziffer .
oeG

1
#G
Der Beweis des obigen Satzes besteht nun darin, aus der Beziehung
L S a0r=r>3
# G ceG a

die Auflésbarkeit der Gruppe G zu folgern!

Bevor wir mit der Beweisskizze von [Satz (5.6)| fortfahren, seien einige Bemerkungen iiber
lineare Charaktere eingeschoben:
Lineare Charaktere x von G sind Funktionen x: G — C gegeben durch

x (o) = Spur(D(0))
fiir einen Gruppenhomomorphismus (eine sog. Matrixdarstellung)
D:G — GL,(C).

Insbesondere sind Charaktere Funktionen der Konjugationsklassen von G. Offenbar ist die Sum-
me x; + X, zweier Charaktere xi,x, wieder ein Charakter. Umgekehrt ist jeder Charakter
darstellbar als Summe von irreduziblen Charakteren, das sind solche, die sich nicht weiter als
Summe von Charakteren kleineren Grades zerlegen lassen.

Betrachtet man nun auf dem endlichdimensionalen Vektorraum

¥ ={p|¢:[G] = €} = {p:G = C| ¢(0) = p(r" o) fiir alle o, 7 € G}
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aller sog. Klassenfunktionen die symmetrische Bilinearform (...,...)a

(e, ¥)a th ,

UEG

so bilden die irreduziblen Charaktere eine Orthonormalbasis. Thre Anzahl ist daher gerade die
Klassenzahl h := #[G] von G. Fiir die Grundbegriffe der Darstellungstheorie siehe etwa Huppert,
Endliche Gruppen I, Kapitel V, oder J.-P. Serre: Linear representations of finite groups, Springer
GTM 42, 1977, Chapter 1,2.

Wir kehren zum Beweis von|(5.6),a)| fiir nicht-auflosbares G zuriick. Nach dem Burnside’schen
Satz sind dann die beiden Permutationsdarstellungen Py und Py 2-fach transitiv. Fur die
zugehorigen Permutationscharaktere @y und @y gilt dann wie oben erwahnt:

(%) (Py,Py) =2 und (Ppy,lg) =1,

sowie die analogen Beziehungen fiir U’. (Dabei bezeichne 14 den (irreduziblen) Hauptcharakter,
die konstante Funktion vom Wert 1. Man beachte auflerdem, dafl fiir Permutationscharaktere
offenbar ®;(0) = ®y(o~!) gilt.) Stellt man @ durch die Orthonormalbasis der irreduziblen

Charaktere dar:
h h

Dy =) ex;=ela+ Y eix;,
=1 1=2

so sind die e; natiirliche Zahlen und die obigen Gleichungen (x) bedeuten

h
=(Py,1g) =1 und Y e?=(Py,dy)=2.

=1

Also folgt
by = 1g + Oy mit Op irreduzibel .
Dasselbe gilt natiirlich auch fiir ®;» mit einem irreduziblen ©yy.
Da K und K’ Kronecker-dquivalent sind, gilt U = U’®, bzw. mit den Permutationscharak-
teren formuliert:
Q(0) >0 < Ppyi(o) >0 firalleceG.

Da Permutationscharaktere nur natiirliche Zahlen als Werte haben, ergibt sich
Ou(c) >0 <= Oy/(o) >0,
und daher wegen O (o~ 1) = @U/(O')

(Oy,0u) = Z Ou(o) - Oy (o) > 7G@U( ) ©u(1) >0.
JEG #

Damit sind die irreduziblen Charaktere ©y und Oy nicht orthogonal, also gleich. Dann stim-
men aber auch die Permutationscharaktere ®;; und ®; iiberein, so dafy die Korper K und K’
arithmetisch dquivalent sind.

Da man die moglichen Galoisgruppen einer irreduziblen Gleichung kleinen Grades voll iiber-
schaut, erhdlt man aus den Sétzen |(5.3) und |(5.6)| das folgende

(5.7) Korollar: Sei K|k eine Zahlkérpererweiterung vom Grade n < 7 mit galoisscher Hiille N
und Galoisgruppe G := G(N|k) C Sp,.

a) Ist K' C N Kronecker-dquivalent zu K, aber nicht konjugiert, so liegt einer der folgenden
Falle vor:

n=5: G=As;, (K':k)=10, Fixg(K') = ((12)(34),(125)).

n=6: G~Ay, (K':k)=3, Fixg(K')~Vy.

n=7: G=PGL3(2), (K:k)=7, Fixg(K)~Fixg(K')~S;.

b) Daraus folgern wir:
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a) Aufler im Falln =7, G = PGL3(2) ist K arithmetisch fixiert.

B) Ist die Galoisgruppe nicht G = As, so hat K ein starres Zerlegungsgesetz.

Ist n # 6, so hat K ein horizontal starres Zerlegungsgesetz.

v) Ist n # 6 und G # PGL3(2), so ist K horizontal starr.
Ist G # As und G # PGL3(2), so ist K starr.

Keine der Voraussetzungen ist entbehrlich.

Zum Beweis von a): Daf} die Félle n < 3 nicht vorliegen kénnen, tiberpriift man unmittelbar.
(Siehe aber auch [Satz (5.3)])

Fall n = 4: Ist die Galoisgruppe abelsch, so kann natiirlich keine echte Kronecker-Aquivalenz
auftreten; die Félle A4 und Sy sind geméaf geklart. Als einzige Galoisgruppe bleibt
dann nur noch die Diedergruppe der Ordnung 8, die man unmittelbar iiberpriifen kann. [Stellt
man die Diedergruppe G = Dg als Symmetriegruppe des Quadrats dar, so sieht man sofort,
daB die Menge der Permutationen mit einem Fixpunkt (dies ist gerade U fiir die Fixgruppe U
einer Ziffer) 3 Elemente umfafit. Die einzigen darin enthaltenen Untergruppen U’ sind die (in G
zueinander konjugierten) Fixgruppen einer Ziffer.]

Fall n = 5: Gemaf [Satz (5.6),b)| geniigt es, die nicht auflésbaren Galoisgruppen vom Grad
5 zu betrachten. Da die kleinste nicht-auflésbare Gruppe die Ordnung 60 hat, sind dies aber
lediglich die Gruppen A und S5, so dafl wieder aus|(5.3), a),b)| die Behauptung folgt.

Fall n = 7: Wir benutzen die bekannte Liste der méglichen Galoisgruppen von Polynomen
kleinen Grades (< 7). (Siehe etwa J. McKay: Some remarks on computing Galois groups, STAM
J. Comput. 8 (1979) 344-347. Eine umfassendere Liste findet man bei G. Butler, J. McKay: The
transitive groups of degree up to eleven, Comm. in Algebra 11 (1983) 863-911.) Wir entnehmen
daraus, daf} die einzige nicht-auflésbare Galoisgruppe vom Grad 7 verschieden von A7 und S; die
G16s = PGL3(2) mit ihrer durch die natiirliche Operation auf I3 \ {0} gegebenen Einbettung
in S;. Aus der schon beim [Beispiel (4.8),b)| erwihnten Ubersicht iiber alle Untergruppen von
G168 = PSLy(7) entnimmt man, daf§ G genau zwei Konjugationsklassen von Untergruppen vom
Index 7 hat, die isomorph sind zu S4. Dafl diese Untergruppen elementweise konjugiert sind,
tiberpriift man relativ leicht. Nach|(5.6),b)[sind die Gruppen dann auch Gafimann-aquivalent in
G.

Fall n = 6: Den fiir n = 6 genannten Ausnahmefall G ~ 44 haben wir bereits in|(4.4) b)| ken-
nengelernt. Zum Nachweis, daf} es keine weiteren gibt, benétigt man umfangreichere Rechnungen.
Mit den expliziten Angaben der moéglichen Galoisgruppen GG vom Grad 6 als Untergruppen von
Sp, wie sie bei McKay, l.c., zu finden sind, kann man die zur Fixgruppe U = Fixg(6) in G
elementweise konjugierten Untergruppen mit Hilfe von CAYLEY bestimmen. [CAYLEY ist ein
auf dem CDC-Rechner am hiesigen Rechenzentrum implementiertes Programmsystem fiir grup-
pentheoretische Rechnungen. Es beinhaltet unter vielem anderem den Neubiiser-Algorithmus
zur Bestimmung der Untergruppen einer Gruppe nicht zu grofler Ordnung und gestattet viele
der iiblichen gruppentheoretischen Rechnungen. Insbesondere Permutationsgruppen lassen sich
gut behandeln, aber auch prisentierte Gruppen.] Da wir wieder nach nur Galois-
gruppen verschieden von Ag und Sg untersuchen miissen, hat die grofite auftretende Gruppe,
die PGL2(5), die Ordnung 120, so daf alle Gruppen einer Untersuchung mittels CAYLEY ohne
unzumutbaren (Rechenzeit-) Aufwand zugénglich sind.

Ad b): Da die im Ausnahmefall fiir n = 7 genannten Korper K und K’ arithmetisch dqui-
valent sind (siehe [(5.6),a))), folgt «) unmittelbar aus a). Wegen [(5.2),b)| folgt ) aus a) und
8).

Ad B): Da fiir die in a) unter n = 6 genannten Félle der Kérper K’ galoissch ist iiber &
(Vi a@ Ay), ist K K’ # K, und daher sind K und K’ nicht Bauer-dquivalent. Dies beweist die
Starrheit des Zerlegungsgesetzes von K fiir G # As. Fiir n # 6 ist nach den Resultaten von a)
der Korper K minimal, sogar von kleinstem Grad in seiner Kroneckerklasse. Daher sind je zwei
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Kronecker-aquivalente Korper dieses Grades Bauer-dquivalent (Prop. (5.4),b)). Aus dem eben
bewiesenen Starrheitsresultat folgt also, dafl das Zerlegungsgesetz von K auch horizontal starr

ist; wegen der geforderten Gradgleichheit gilt dies auch im A5-Fall.

c. Zerfallende Erweiterungen

In diesem Abschnitt wollen wir Erweiterungen K|k mit sog. zerfallender galoisscher Hiille un-
tersuchen. Das soll heifien: Die galoissche Hiille von K ist von der Form K = KL mit einer
galoisschen Erweiterung L|k, L N K = k. Die Galoisgruppe G(K|k) ist dann semidirektes Pro-
dukt von U = G(K|K) mit dem Normalteiler H = G(K|L), oder mit anderen Worten, die
Gruppenerweiterung

1-U—-G—G(Lk)—1

zerfallt. Fir das angestrebte Resultat kann man die Forderung L N K = k sogar noch modifi-
zieren:

(5.8) Satz: Sei K |k eine Zahlkérpererweiterung mit galoisscher Hiille N := K L mit L|k galoissch
und
a) LNK=kF oder  b) Ll|k abelsch.

Dann ist K minimal in seiner Kroneckerklasse und sein Zerlegungsgesetz ist starr und horizontal
starr.

Beweis: Sei K " Kronecker-dquivalent zu K und K’ C N. (Wir setzen zunichst weder voraus,
dal K’ = K = N, noch da§ (K:k) = (K': k) ist.) Mit den Fixgruppen U, U’ und H von K, K’
bzw. L in G := G(N|k) gilt dann:

U¢=0"% UNH={1}, UH=Gy<G.
Wir zeigen nun:
(%) UNH={1} uwd UH=Gy,=UH,

d.h. U’ ist ebenfalls ein Komplement zu H in Go = UH.
Zunichst gilt U’ C U'¢ = UY C Gy, und wegen der Normalteilereigenschaft von H in G
folgt
UNH={1} = U°NH=UNH={1} = U'nH=/{1}.
Es bleibt zu zeigen:
Go=UH =U'H.

Fiir g = uh € Gy mit w € U und h € H existieren wegen U® = U’ Elemente o € G und v’ € U’
mit v = ou'oc™!, also uh = ov'c™'h = o - w'h’' - 07! mit b/ := cho~! € H. Dies zeigt

G§ = (UH)® = (U H)".

Im Falle a): Go = G erhilt man G = (U'H)Y, woraus bekanntlich G = U’H folgt. Im Falle b)
schlieft man man zunachst

(Go/H) = (U'H/H)M,
um dann mit der Kommutativitdt von G/H = G(L|k) zu folgern
Go/H=U'H/H, also Go =U'H .

Da U und U’ Komplemente von H in G sind, induziert die kanonische Abbildung —: Gy — Go/H
Isomorphismen ¢: U = Go/H, u + 4, und entsprechend ¢’ fiir U’. Sei ¢ := ¢/ "L o¢: U =~ U’ der
so entstehende Isomorphismus zwischen U und U’. Um nun fiir alle Konjugationsklassen C(o)
von G

#(Clo)NU) =#(C(o) NT)
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zu zeigen, geniigt wegen der Bijektivitdt von ¢ und aus Symmetriegriinden der Nachweis von
P(Clo)NU) € C(o).

Sei also 0 € G und o. E. C(0)NU # 0. Wegen U® = U’ ist dann auch C (o) N U’ # 0, also
C(o) = C() fiir ein v/ € U'. Fiir u € C(o) NU = C(u/)NU, also u = v'™ = 7~ /7 mit 7 € G,
gilt im Falle a) -
U(u) = ¢ Nirr) = ¢ () - (1) € Ol
Im Falle b) gilt sogar B B
Y(u) = ¢ F T = ¢ (u) =

Damit ist gezeigt, daB jeder in N = K enthaltene, zu K iiber k Kronecker-dquivalente Korper
K’ bereits arithmetisch-dquivalent zu K ist. Damit ist das Zerlegungsgesetz von K starr. Unter
Benutzung von [Prop. (5.4)|folgt daraus aber auch, da§ K minimal ist in seiner Kroneckerklasse,

ja dafl sogar alle Minimalkorper der Kroneckerklasse denselben Grad (K:k) haben. Damit ist
das Zerlegungsgesetz auch horizontal starr.

Ein typisches Anwendungsbeispiel dieses Satzes sind die Radikalerweiterungen K = k(/a),
denn die galoissche Hiille einer solchen Radikalerweiterung ist K = k({/a,(,) = KL mit dem
abelschen Erweiterungskorper L = k((,) von k.

(5.9) Korollar: Reine Erweiterungen K = k({/a) von k sind minimal in ihrer Kroneckerklasse
und ihr Zerlegungsgesetz ist starr und horizontal starr.

Dies 1483t sich nun noch weiter verschérfen zu folgendem

(5.10) Satz: Sei K = Q({/a) eine reine Erweiterung n-ten Grades von Q. Dann gilt:
a) Ist n # 0 mod 8, so ist K starr und horizontal starr.

b) Ist n = 0 mod 8 und zusétzlich K N Q(¢(,) = Q, so gibt es bis auf Konjugation genau
einen weiteren zu K Kronecker- (und damit arithmetisch) dquivalenten Korper K' mit

K' C K = Q({/a, () bzw. mit (K':Q) = n.
Fiir n=8 ist dieser gegeben durch K’ = Q(v/16a).

Zu diesem Satz stellen sich unmittelbar folgende Probleme:
1) Man untersuche den allgemeinen Fall mit beliebigem Grundkérper k statt Q.
2) Man verzichte auf die Voraussetzung K NQ((,) = Q

Auf den Beweis von Satz (5.10) muf hier aus Zeitgriinden verzichtet werden.

d. Absolut starre Zahlkorper

In den beiden vorherigen Abschnitten haben wir eine Reihe von Beispielen fiir starre und hori-
zontal starre Korper und Zerlegungsgesetze kennengelernt, aber — abgesehen vom Grundkérper
k selbst — bislang noch kein einziges Beispiel absolut starrer Kérper oder Zerlegungsgesetze.
Nun gilt der folgende, nach Vorarbeiten von Jehne (1974), Klingen (1975/80) im Jahre 1987 von
J. Saxl bewiesene

(5.11) Satz: Quadratische Korpererweiterungen L = k(y/a) von k sind absolut starr, d. h.
sie sind durch ihr schwaches Zerlegungsgesetz D(L|k) unter allen Koérpererweiterungen von k
eindeutig festgelegt.

Der Beweis dieses Satzes beruht ganz entscheidend auf der 1983 abgeschlossenen vollstén-
digen Klassifikation aller endlichen einfachen Gruppen. Die Reduktion auf ein Problem iiber
endliche einfache Gruppen beruht auf folgenden Uberlegungen (Jehne):

Angenommen, L ist nicht absolut starr, dann existiert ein nicht-konjugierter, iiber £ Krone-
cker-dquivalenter Korper K. Da L|k galoissch ist, mul K ein echter Oberkoérper sein (Satz
von Bauer). O. E. sei K minimal mit dieser Eigenschaft, also K|L atomar. Es sei nun N|k die
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galoissche Hiille von K, und damit N 2 K D L. Dann ist die Fixgruppe H von L ein Normalteiler
vom Index 2 in G = G(N|k), der von den G-Konjugierten der maximalen Untergruppe U =
G(N|K) tiberdeckt wird. Ist ¢ € G\ H beliebig, so sind die G-Konjugierten gerade die H-
Konjugierten von U und U’ := U?. Man erhilt also

UcCH<G, (G:H)=2, H=UHuU"

mit zwei unter Aut H, aber nicht in H konjugierten maximalen Untergruppen U und U’ von
H. [Die Konjugation mit ¢ € G induziert einen Automorphismus von H.] Diese Untergruppen
induzieren zwei primitive, unter Aut H konjugierte Permutationsdarstellungen gleichen Grades
von H. Ein wichtiger Schritt ist nun der Nachweis, dafl H einen eindeutig bestimmten minimalen
Normalteiler Hy hat; dieser ist eine einfache, nicht abelsche Gruppe. Die beiden Permutations-
darstellungen von H induzieren durch Einschriankung zwei treue Permutationsdarstellungen von
Hy, die wegen der Primitivitdt auf H immer noch transitiv auf Hy sind, und so zwei Untergrup-
pen Uy und U von Hy von gleichem Grad bestimmen, die unter o € G C Aut Hy konjugiert
sind, und deren Hg-Konjugierte die einfache Gruppe Hy iiberdecken.

Da eine Gruppe nicht Vereinigung der Konjugierten einer echten Untergruppe sein kann,
muf} der Automorphismus o € Aut Hy ein duflerer Automorphismus sein:

OutHo = Aut Ho/H(]) 7& 1.

Schon diese Tatsache schliefit eine Reihe von einfachen Gruppen aus; dazu gehdren viele der
sporadischen endlichen einfachen Gruppen (sieche An ATLAS of finite groups, ed. J. Conway, R.
Curtis, S. Norton, R. Parker).

Da die Untergruppen Up und U von Hy isomorph sind und ihre Hy-Konjugierten Hy iiberde-
cken, treten in der maximalen Untergruppe Uy dieselben Elementordnungen wie in der einfachen
Gruppe Hj selbst auf. Ein Konzept von R. Brandl zeigt, dafl dies fiir die sporadischen einfachen
Gruppen nicht moglich ist; diese haben nédmlich die folgende Eigenschaft:

Fir jede sporadische einfache Gruppe existieren zwei natiirliche Zahlen a und b, so daf} je

zwei Elemente o, § € Hy mit ord @ = a und ord 8 = b bereits Hj erzeugen.

Siehe dazu auch die Diplomarbeit von P. Martens: Charakterisierung quadratischer Zahlkérper
durch ihre Kroneckermengen — Untersuchung der sporadischen und klassischen endlichen einfa-
chen Gruppen —, U Koéln 1987, in der gezeigt wird, dafl man die Zahlen a, b einheitlich wahlen
kann als den maximalen Primteiler der Gruppenordnung und als die gréfite, davon verschiedene
Ordnung eines Elementes der sporadischen Gruppe.

Fir die Gruppen vom Lie-Typ ist der Beweis erheblich aufwendiger und kann hier nicht
nédher erlautert werden. Auch dabei leistet der schon erwéahnte ’Atlas’ gute Dienste. Klassische
einfache Gruppen sind ebenfalls in der Diplomarbeit von P. Martens behandelt.

Angesichts der vielen Beispiele von echter Kronecker-Aquivalenz und des groen Aufwandes,
der zum Beweis von notwendig war, ist es umso erstaunlicher, dafl innerhalb kurzer
Zeit weitere absolut starre Korper gefunden werden konnten. Schliissel dazu war das folgende
gruppentheoretische Resultat, dessen Beweis auf dem Beweis von (5.11) basiert.

(5.12) Satz: (Praeger 1987) Sei G eine endliche Gruppe, H eine Normalteiler vom Index 4 und
U eine maximale Untergruppe von H mit

Ug= (YU ={1} und U =H"=H.
ogeG

Dann ist G ein semidirektes Produkt der elementar abelschen Gruppe A = Z/3Z x Z./3Z der
Ordnung 9 mit der zyklischen oder Quaternionengruppe der Ordnung 8, und H umfafit A.

Die allgemeine lineare Gruppe GL3(3), die Automorphismengruppe von A, hat die Ordnung
48 und enthélt als Untergruppen der Ordnung 8 drei konjugierte zyklische, drei konjugierte
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Dieder- und eine Quaternionengruppe. Dadurch operieren diese Gruppen der Ordnung 8 auf A
und bestimmen so ein semidirektes Produkt G der Ordnung 72. Dabei operieren die zyklische
und die Quaternionengruppe transitiv auf den zyklischen Untergruppen der Ordnung 3 in A.
Daraus ergibt sich, daf§ in den entsprechenden semidirekten Produkte G Untergruppen H und
U mit den Eigenschaften des Satzes existieren.

Daraus entnimmt man nun zunéchst folgende

(5.13) Bemerkung: Es gibt Diedererweiterungen, die kubische Erweiterungen besitzen, zu
denen sie Kronecker-dquivalent sind. (Fir Quaternionenerweiterungen und zyklische Erweite-
rungen vom Grad 8 war dies bekannt.)

Durch Kombination des Praeger’schen Resultates mit Uberlegungen iiber Einbettungsproble-
me erhélt man das folgende Starrheitsresultat, das die absolut starren galoisschen Erweiterungen
vierten Grades explizit bestimmt:

(5.14) Satz: Sei k ein Zahlkérper, L|k eine galoissche Erweiterung vom Grad 4. Dann sind
dquivalent:

i) L ist absolut starr.

ii) L|k ist zyklisch und in einer der lokalen Erweiterungen Lp|k, (p eine Stelle von k, endlich
oder unendlich) ist -1 keine Norm

oder

L = k(\/a, \/l;) ist eine biquadratische Erweiterung und die quadratische Form aX? +
bY?2 + abZ? ist micht ky-isomorph zu X? 4+ Y2 + Z? (fiir eine Stelle p von k).

Im Falle £ = Q sind diese Bedingungen vollig explizit formulierbar und verifizierbar, z. B.

im biquadratischen Falle in Termen der Vorzeichen von a,b € Z) sowie der Legendresymbole

(%) ) (%) (p Primzahl). So sind alle imagindren galoisschen Erweiterungen L|Q vom Grad 4

absolut starr (iiber @), d.h. durch ihr schwaches Zerlegungsgesetz vollstéindig festgelegt.

Zum Abschluf sei noch angemerkt, dafl im Gegensatz zum quadratischen Fall, in dem das
Resultat rein gruppentheoretischer Natur ist und fiir alle quadratischen Erweite-
rungen gleichermaflen gilt, im Fall vierten Grades das Ergebnis zahlentheoretischer Natur ist
und die absolute Starrheit solcher Erweiterungen vom konkreten Koérper abhéngt. So ist z. B.
der Korper Q(v/3,+/5) absolut starr, Q(v/2,v/3) hingegen nicht.

o1



Literaturhinweise
Diese Literaturangaben umfassen nur die notwendigsten Hinweise und sind hier weitgehend in

der Reihenfolge aufgefiihrt, in der sie in der Vorlesung bendtigt werden.

1. Zahlentheoretische Grundlagen

[L] S. Lang: Algebra. Addison-Wesley, Reading,Mass. 1965
Ch. IX, §§1,2; Ch. XIIL, §5; Ch. II, §2

[G] L.J. Goldstein: Analytic Number Theory. Prentice Hall, Englewood Cliffs 1971, Ch. 2

[T] S. Lang: Algebraic Number Theory. Addison Wesley, Reading,Mass. 1968
Ch. 1, §2, §6; Ch. III, §3

2. Primzerlegung und Gruppentheorie
[T] Ch. 1, §5
[G] Ch. 5-4, 5-5
[L] Ch. 1, §5
3. Primzerlegung und Zetafunktionen
[N] J. Neukirch: Class Field Theory, Springer, Berlin-Heidelberg-New York 1986, Ch. V
[G] Ch.9; Ch. 14-1
[T] Ch. VIII

4. Arithmetische Ahnlichkeiten

W.Jehne: Kronecker classes of algebraic number fields. J. Number Theory 9 (1977) 279-320

M. Bauer: Uber Kreisteilungsgleichungen. Arch. Math. Phys. 6 (1904) 220

F. Gamann: Bemerkungen zur vorstehenden Arbeit von Hurwitz. Math. Z. 25 (1926) 665-675

A. Schinzel: On a theorem of Bauer and some of its applications. Acta Arithm. 11 (1966)
333-344

W. Jehne: Die Entwicklung des Umkehrproblems der Galoisschen Theorie. Math. Phys. Sem.
Berichte 24 (1979) 1-35

B.H. Matzat: Uber das Umkehrproblem der Galoisschen Theorie. Erscheint in Jber. DMV 90.

R. Perlis: On the equation (x(s) = (x/(s). J. Number Theory 9 (1977) 342-360

I. Gerst: On the theory of nth power residues and a conjecture of Kronecker. Acta Arithm. 17
(1970) 121-139

W. Trinks: Arithmetisch d&hnliche Korper. Diplomarbeit, Karlsruhe 1969.

[N] Ch. V, §4

N. Klingen: Zahlkorper mit gleicher Primzerlegung. J. reine angew. Math. 299/300 (1978)
342-384

5. Starrheit von Zerlegungsgesetzen und Zahlkorpern

N. Klingen: Atomare Kronecker-Klassen mit speziellen Galoisgruppen. Abh. Math. Sem. Hamb.
48 (1979) 42-53

[H] B. Huppert: Endliche Gruppen I. Springer, Berlin-Heidelberg-New York 1967. Kap. II,
Kap. VL.

52



[S] J.-P. Serre: Linear representations of finite groups, Springer Grad. Text Math. 42, Berlin-
Heidelberg-New York 1977. Ch. 1,2.

J. McKay: Some remarks on computing Galois groups. STAM J. Comput. 8 (1979) 344-347

G. Butler, J. McKay: The transitive groups of degree up to eleven. Comm. Alg. 11 (1983)
863-911

N. Klingen: Uber schwache quadratische Zerlegungsgesetze. Comment. Math. Helvetici 55
(1980) 645-651

J. Saxl: On a question of W. Jehne concerning covering subgroups of groups and Kronecker
classes of fields. Erscheint in J. London Math. Soc.

[A] J. Conway, R. Curtis, S. Norton, R. Parker (Eds.): An ATLAS of finite groups. Clarendon
Press, Oxford 1985

Ch. Praeger: Covering subgroups of groups and Kronecker classes of fields. Erscheint in J.
Algebra

53



	§1 Zahlentheoretische Grundlagen 
	a. Ganzheitsringe 
	b. Idealtheorie 
	c. Primzerlegung in Zahlkörpererweiterungen 

	§2 Primzerlegung und Gruppentheorie 
	a. Hilbertsche Theorie 
	b. Verzweigung und Frobeniusautomorphismus 
	c. Primzerlegung und Permutationsgruppen 

	§3 Primzerlegung und Zetafunktionen 
	a. Die Dedekindsche Zetafunktion 
	b. Dirichletsche L-Reihen 
	c. Der Čebotarevsche Dichtigkeitssatz 

	§4 Arithmetische Ähnlichkeiten 
	a. Kronecker-Äquivalenz 
	b. Arithmetische Äquivalenz 
	c. Invarianten 

	§5 Starrheit von Zerlegungsgesetzen und Zahlkörpern 
	a. Zerlegungsgesetze und Starrheit 
	b. Erweiterungen von Primzahlgrad 
	c. Zerfallende Erweiterungen 
	d. Absolut starre Zahlkörper 

	Literaturhinweise

