Norbert Klingen

Endliche Gruppen I

Universitat zu Koln SS 1988



Inhaltsverzeichnis

[§1 Notationen, Definitionen |

a. Gruppen | . . .

[b. Untergruppen, Nebenklassen | . . . . . . . . ... . oo

lc. Homomorphismen, Normalteiler, Faktorgruppen|. . . . . . . .. .. ... ... ...

|d. Zyklische Gruppen | . . . . . . . . . . L

le. Konjugation, innere Automorphismen, das Zentrum |. . . . . . . . . ... ... ...

(§2 p-Gruppen |

la. Operation von Gruppen auf Mengen | . . . . . .. .. ... ... ... ... .....

D. owsatze |. .

lc. Nilpotente Gruppen | . . . . . . . . . .

|d. Frattinigruppe,

Burnsidescher Basissatz| . . . . ... ... ... ... .. ......

[§3 Gruppenerweiterungen |

la. Gruppenerweiterungen, Faktorensysteme | . . . . . . . . . ... 000

|b. Semidirekte Produkte, Komplemente | . . . . . . . ... ... ... ... ... ...

c. Abelsche Normalteiler, Kohomologiegruppen|. . . . . . . ... ... ... ... ...

d. Gruppen der Ordnung p° | . . . . . . . ..

[§4 Auflosbare Gruppen |

la. Hauptreihen, Satz von Jordan-Holder |. . . . . . . .. .. ... .. ... ...

[b. Auflosbare Gruppen | . . . . . . . . . L

lc. m-Hallgruppen |

S U W W

ﬂ

10
13
17

20
20
23
26
30



§1 Notationen, Definitionen

a. Gruppen
Wir beginnen der Vollstandigkeit halber mit der

(1.1) Definition: Eine Gruppe ist ein Paar (G,-) bestehend aus einer Menge G und einer
Abbildung
- GE@xGE =G,

(einer bindren Verkniipfung auf G), die folgenden Axiomen gentigt:
(G1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d. h.

/\ a-(b-¢c)=(a-b)-c.

a,b,ceG

(G2) Es gibt ein Element e € G mit

(E) /\e'a:a:a'e.

aeG

(1) ANV da=e=a-d.

a€G a'e@
(Existenz von neutralem Element und Inversem)
(1.2) Beispiele:
(1) Die diversen Zahlbereiche, die in der Regel abelsche (=kommutative) Gruppen bilden.

(2) Permutationsgruppen:
Ist Q # () eine Menge, so ist

S(Q) ={f|f: Q= Q bijektiv}

mit der Hintereinanderausfithrung o eine Gruppe, die symmetrische Gruppe iber der
Menge Q. Es ist S, = S({1,...,n}) die symmetrische Gruppe vom Grade n. Es gilt
#5(9Q) = (#9)! fiir endliche Mengen €.

(3) Matrixgruppen:
Ist K ein Korper, so bilden die quadratischen n x n-Matrizen iiber K einen Ring M, (K).
Die invertierbaren Elemente darin bilden bzgl. der Matrixmultiplikation die allgemeine
lineare Gruppe
GL,(K)={A € M,(K) | det A#0}.

Dasselbe kann man fiir einen zugrundeliegenden Ring R statt eines Korpers K bilden.
Man beachte dabei aber, daf eine Matrix A € M, (R) mit Koeffizienten in einem Ring R
invertierbar ist, wenn det A im Ring R invertierbar (‘eine Einheit’) ist:

GL,(R) = {A € M,(R) | det A invertierbar in R} .
Speziell fiir R = Z ergibt sich so

GLn(Z) = {A € My(Z) | det A = £1}.

(4) Endlich présentierte Gruppen. (Dies wird ein Thema dieser Vorlesung sein.)



b. Untergruppen, Nebenklassen

(1.3) Definition: a) Ist H eine Untergruppe einer Gruppe G (d. h. 1 € H und a,b € H =
ab~—! € H), so schreiben wir kurz H < G.

b) Wir bezeichnen die Nebenklassen nach einer Untergruppe wie folgt:

G/H ={aH | a € G} Menge der Linksnebenklassen von H,

H\G ={Ha | a € G} Menge der Rechtsnebenklassen nach H.

c¢) Der Index (G : H) einer Untergruppe in einer Obergruppe ist die Anzahl der Nebenklassen:

(G: H) =#(G/H) = #(H\G).

Die Anzahl der Rechts- und die der Linksnebenklassen stimmt iiberein, da die Inversenab-
bildung eine Bijektion erzeugt:

G/H~ H\G, T=aH—T"'=Ha".

Aufgrund der Gruppeneigenschaft bilden die Nebenklassen eine Klasseneinteilung: HaN Hb = ()
oder Ha = Hb, und man erhélt daher eine disjunkte Zerlegung

G= U aH .
aHeG/H

Da in einer Gruppe die Multiplikation mit einem Element eine bijektive Selbstabbildung ist,
haben alle Nebenklassen die gleiche Elementanzahl: #(aH) = #H = #(Ha). Daher ergibt die
obige Klasseneinteilung durch Abzdhlen den

(1.4) Satz: (Satz von Lagrange) Ist G eine endliche Gruppe und H < G, so gilt:
#G = #(G/H) - #H = (G : H) - #H.

Insbesondere ist die Ordnung jeder Untergruppe ein Teiler der Gruppenordnung.
Ist zum Beispiel G eine Gruppe von Primzahlordnung, so hat G nur die offensichtlichen
Untergruppen {1} und G selbst.

(1.5) Definition: Fiir eine Teilmenge S C G einer Gruppe G definieren wir die von S erzeugte
Untergruppe

(S) = ﬂ H={s]""s3? ...-s&|reN, s;eS,e==x1(i=1,...,r)}.

H<G

SCH
(S) ist die kleinste Untergruppe von G, die S enthélt (siehe die erste Gleichung, Beschreibung
‘von oben’); sie wird gebildet von den Produkten von Elementen aus S und deren Inversen (siehe
die zweite Gleichung, Beschreibung ‘von unten’). Es gilt (0) = {15}.

Ist zum Beispiel G eine Gruppe von Primzahlordnung p und a € G, a # 1¢, so ist die von a

erzeugte Untergruppe (a) # {1}, also (siehe oben) notwendig (a) = G. G wird also von einem
Element erzeugt. Solche Gruppen nennt man zyklisch.

c. Homomorphismen, Normalteiler, Faktorgruppen

(1.6) Definition: Ist f : G — G’ ein Homomorphismus zweier Gruppen (d. h. f(ab) =
f(a)f(b)), so werden dadurch zwei zugehorige Untergruppen definiert:

Kef:={ae G| f(a) =1¢} <G, der Kern von f,
Imf:= f(G) <G, das Bild von f.

Man erhélt eine natiirliche Bijektion

f:G/Kef=Imf, aKef— f(a).



Diese ist sogar ein Isomorphismus, wenn man G/Ke f in natiirlicher Weise mit einer Gruppen-
verkniipfung versieht: a Ke f - bKe f = abKe f. Aber nicht fiir jede Untergruppe H < G erhilt
man auf diese Weise eine Gruppenstruktur auf G/H! Vielmehr gilt:

(1.7) Proposition: Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann sind dquivalent:

i) G/H ist eine Gruppe vermége G/H x G/H — G/H , (aH,bH) — abH,
die sog. Faktorgruppe von G modulo H.

ii) a"'Ha C H fiir alle a € G;

ii') a='Ha = H fiir alle a € G;
man sagt H ist ein Normalteiler von G (in Zeichen: H < G).

ii"”) Ha = aH fiir alle a € G.
iii) H = Kev fiir irgendeinen Gruppenhomomorphismus v : G — G'.

Fiir abelsche Gruppen G sind diese Eigenschaften fiir jede Untergruppe H erfiillt.
Beweis: Offensichtlich ist ii') <= ii”). Trifft i) zu, so ist

v:G—G/H, a— aH

ein Gruppenhomomorphismus, der sog. natirliche Homomorphismus G — G/H. Dessen Kern
ist

Kev={acG|v(a)=1gg}={acG|aH=H}=H.
Damit ist i) = iii) bewiesen. Wir zeigen nun iii) = ii): Sei H = Kev und a 'ha € a 'Ha.
Dann gilt v(a~tha) = v(a)~tv(h)v(a) = v(a)™! 1 - v(a) = 1gr, d. h. a=tha € Kev = H, also
a~'Ha C H fiir alle a € G.
ii) = ii’): Mit @ = b~! € G erhilt man aus ii): bHb~! C H bzw. H C b= Hb fiir alle b € G.
Insgesamt folgt nun aus ii) die Gleichheit H = b~ 1 Hb fiir alle b € G, d. h. ii’).
SchlieBlich zeigen wir ii”) = i): Wir definieren fiir Teilmengen S,T von G das Mengenprodukt
S-T:={s-t|seS,teT} Mitdieser Definition gilt geméaB ii"”) fiir die Nebenklassen S = aH
und 7' = bH:

S-T=aH -bH =aH -Hb=aHb=abH .

Dies zeigt, dal abH nicht von den Reprédsentanten a,b, sondern nur von den Nebenklassen
S, T abhéngt, also die angegebene Verkniipfung auf G/H wohldefiniert ist. Dafl dann die Grup-
penaxiome erfillt sind, ist kein Problem mehr.

(1.8) Satz: (Homomorphiesatz)
Ist f: G — G’ ein Homomorphismus, so ist

f:G/Kef=Imf, aKef— f(a)

ein Gruppenisomorphismus.

d. Zyklische Gruppen

Als Anwendung des Homomorphiesatzes klassifizieren wir nun die zyklischen Gruppen. Ist G
eine Gruppe und a € G beliebig, so wird durch

i

p:Z7Z—->G,i—a

ein Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe (Z,+) in die Gruppe G definiert mit
Im ¢ = (a) = G. Nach dem Isomorphiesatz also

Z/Kep =~ (a) C G.



Wir bestimmen den Kern von ¢. Dazu bestimmen wir alle Untergruppen H von Z. Ist H # {0}
eine Untergruppe, so existiert in H eine positive Zahl h, also ist

d:=min{h € H | h > 0}

wohldefiniert. Da H eine additive Untergruppe ist, ist (d) = dZ C H. Es gilt sogar die Gleichheit:
Sei dazu h € H, ohne Einschrankung h > 0. Wir dividieren h durch d mit Rest und erhalten

h=qgd+r mitgeN, 0<r <d.

Wegen d € H folgt gqd € H, also r = h — qd € H. Da d die kleinste positive Zahl in H ist, muf
r = 0 sein, also h = gd € dZ. Damit sind die Untergruppen H von Z bestimmt:
(1.9) Proposition: a) Ist H Untergruppe von Z, so gilt H = {0} oder H = dZ mit d =
min{h € H | h > 0}.
b) Die entsprechenden Faktorgruppen sind Z/{0} ~ Z (unendlich) oder
7/dz. ~ {0,1,...,d — 1} von der Ordnung d.

Angewendet auf den Kern von ¢ : Z — G ergeben sich damit fiir zyklische Gruppen G = (a)
die folgenden Moglichkeiten:

(1.10) Proposition: Ist G = (a) eine zyklische Gruppe, so liegt eine der folgenden Mdoglichkei-
ten vor:

(1) G ~ Z ist unendlich und alle Potenzen von a sind verschieden, oder

(2) G ~ 7./dZ ist endlich von der Ordnung d = min{i > 0 | a’ = 1¢} und es gilt
a=1g < dl|i bzw.a' =d/ <= d| (i —j).
Die Struktur einer zyklischen Gruppe ist also allein durch ihre Méchtigkeit bestimmt; es gibt
zu jedem d € N4 U {oo}, d > 1, genau eine zyklische Gruppe mit der Ordnung d.

#(a) nennt man auch die Ordnung ord(a) von a. Im zweiten Fall ist sie gegeben durch ord(a) =
min{i > 0 | a’ = 1} und es gilt ¢' = 1 «<= ord(a) | .
e. Konjugation, innere Automorphismen, das Zentrum
(1.11) Definition/Proposition: Sei G eine Gruppe.
a) Das Zentrum Zentr(G) := {a € G | ab = ba fir alle b € G} der Gruppe G ist ein
Normalteiler in G.
1

b) Fiir alle a € G ist die Konjugation mit a definiert durch x — a™ za := z* ein Automor-
phismus von G. Die Konjugationen nennt man auch innere Automorphismen von G.

¢) Die Abbildung ¢ : G — Aut(G), a — (z — aza~! = 2 ') ist ein Gruppenhomomor-
phismus, dessen Kern das Zentrum von G ist. Es ist G/Zentr(G) isomorph zur Gruppe
Inn(G) = Im ¢ aller inneren Automorphismen von G:

G /Zentr(G) = Inn(G), a —a(...)a™".

d) Inn(G) ist ein Normalteiler in Aut(G). Die Faktorgruppe Out(G) = Aut(G)/Inn(G) nennt
man die dufiere Automorphismengruppe von G.

Beweis: a) folgt aus c), kann aber auch direkt nachgerechnet werden.
b) Es gilt
2%y = a 'za-a 'ya = a lazya = (zy)?,



also ist die Konjugation ein Gruppenhomomorphismus. Offenbar ist die Konjugation mit a~!

invers zur Konjugation mit a, so dafl die Konjugationen Automorphismen von G sind.
c) Es ist
2 =(ab)tz-ab=b"ta"t z-ab= (2%)°.

(Diese Rechenregel rechtfertigt die Exponentenschreibweise fiir die Konjugation.) Dies ergibt fiir
beliebige a,b,z € G

-1

Wab)(z) =2 = @ )" = (@) (L(b)(x)), also t(ab) = u(a) o L(b).
Damit ist ¢ : G — Aut(G) ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern ist

Ker={a e G| /\ axa ' =z} ={a €| /\ ax = za} = Zentr(G) .
z€G e

Als Kern eines Homomorphismus ist das Zentrum somit ein Normalteiler in G und geméafl dem
Homomorphiesatz gilt G/Zentr(G) ~ Inn(G).
d) Sei ¢ € Aut(G) und ¢(a) € Inn(G). Dann gilt fir alle x € G

(poua)op™)(z) =pla ¢~ (x) - a™) = p(a) -z p(a) ™! = up(a))(z).

Damit ist das Konjugierte eines inneren Automorphismus wieder ein innerer Automorphismus,
also poInn(G) o p~! C Inn(G) fiir alle ¢ € Aut(G). GeméiB (1.7) ist damit Inn(G) Normalteiler
in Aut(G).

§2 p-Gruppen
a. Operation von Gruppen auf Mengen
(2.1) Definition: Sei G ein Gruppe und 2 # () eine nicht-leere Menge.

a) Eine Operation von G auf Q) ist eine Abbildung
GxQ—Q, (0,a) — oa

mit den Eigenschaften:

(1) 1ga = a fiir alle a € 2 und
(2) (o7)a =o(7a) fir alle 0,7 € G, a € Q.

b) Unter einer Operation von rechts versteht man eine Abbildung Q x G — € wie oben, bei
der jedoch (2) ersetzt wird durch

(2") a(or) = (ao)T fur alle 0,7 € G, a € Q.

(2.2) Beispiele: Sei G eine Gruppe.

a) Die Gruppe G operiert auf sich selbst durch Linksmultiplikation: (o, a) — o - a (Multipli-
kation in G).

b) Die Gruppe G operiert auf sich selbst von rechts durch Konjugation: (a, o) + a’ = o~ lao.

c) Die allgemeine lineare Gruppe GL,,(K) operiert durch Matrixmultiplikation von links und
auch von rechts auf dem Vektorraum K".



(2.3) Bemerkung:

a) Ist G x Q — Q eine Operation von G auf €2, so ist durch
P:G—S(Q),P(o) = (a oca)

ein Gruppenhomomorphismus von G in die symmetrische Gruppe von €2 definiert;

und umgekehrt:

Ein Homomorphismus P : G — S(2) definiert eine Operation von G auf 2 vermoge
ca = P(o)(a).

Eine Operation von G auf  ist also nichts anderes als ein Gruppenhomomorphismus

P:G— S(Q).

b) Ist 2 x G — G, (a,0) — ac eine Rechts-Operation von G auf 2, so wird durch (o, a) —

ac~! eine (Links-)Operation definiert.

c¢) Rechts-Operationen von G auf €2 sind Gruppenhomomorphismen von G in die Gruppe
(S(£2),-) mit der ‘verdrehten’ Operation o -7 =T 0 0.

d) Alle nachfolgenden Begriffsbildungen werden nur fiir (Links-)Operationen eingefiithrt und
studiert, gelten aber genauso fiir Operationen von rechts.

(2.4) Definition: Es operiere G auf Q. Dann definieren wir:

a) die Bahn oder den Orbit von a unter G:

G-a=Ga={oa|oeG},

b) die Fizgruppe von a in G

Gq =Fixg(a) ={oc € G| oa = a},

c) die Fiz(punkt)menge von G in Q
Q ={ac Q| /\ oa=a}.

ceG

LaBt man die multiplikative Gruppe C€* auf € durch Multiplikation operieren und betrachtet
die Untergruppen G = Ry, R*, S = {2z € C | |z| = 1} sowie ganz C*, so erhilt man fiir o = 0
immer die Bahn {0} (0 ist Fixpunkt). Fiir o # 0 erhélt man die Bahnen

Strahl von 0 durch « (ohne 0) G = R4,

Gerade durch 0 und « (ohne 0) G = R*,

Kreis um 0 durch « G =51,

Cc* G =C*.

Fiir die in gegebenen Beispiele erhélt man:

a) Linksmultiplikation: Diese Operation hat nur eine Bahn, ganz G. Man sagt, die Operation
ist transitiv. Die Fixgruppe G, eines jeden a € G ist trivial: G, = {1}. Der Gruppenhomomor-
phismus P : G — S(G), a — a - (...) ist injektiv. Man sagt, die Operation ist treu.

b) Konjugation: Die Bahnen dieser Operation sind die Konjugationsklassen von Elementen:

Ga =

Cl(a)=[a] ={a” |0 € G}.
Die Fixgruppen G, bzgl. dieser Operation sind die Zentralisatoren

Zentrg(a) ={oc € G |oa=ac}.



Die Fixmenge unter der Konjugation ist das Zentrum von G.

c¢) Matrixmultiplikation: Die Operation von GL,,(K) auf K™ hat zwei Bahnen: {0} und K™\ {0}.
0 ist der einzige Fixpunkt der Operation. Die Fixgruppe eines v € K™, v # 0, ist die Menge der
Matrizen A, die den Eigenwert 1 haben und v als einen Eigenvektor zu diesem Eigenwert.
Begriindung: Diese Aussagen sind Umformulierungen der Definitionen. Bei a) beachte man die
Gruppenaxiome: b = (ba™!) - a € Ga fiir alle b € G, also G C Ga bzw. G = Ga. Und G, = {1}
wegen 0-a=a <= o= 1.

(2.5) Proposition: Die Gruppe G operiere auf der nicht-leeren endlichen Menge ). Dann gilt:
a) G, < G fiir alle a € Q.
b) Gyo = 0Geo ! fiirac, o €.
c) (G:G,) = #Ga fiir a € Q; Bahnlidngen sind Gruppenindizes.

d) Die Bahnen bilden eine Klasseneinteilung von §):

Q= U Ga,
aER

wobei R ein Repréisentantensystem der Bahnen unter G ist.

e) (Bahnengleichung)
#Q =#0+ 3 (G:G.)
a€R!
wobei R’ ein Repésentantensystem der Bahnen Ga mit #Ga > 2 ist. Die Summanden
(G : G4) in der Bahnengleichung sind also > 2 und Teiler von #G.

Beweis: a), b) rechne man nach. ¢) ergibt sich aus der Bijektion
G/Gy > Ga, 0Gy — oa.

Dabei ist die Surjektivitdt durch die Definition der Bahn Ga gegeben, wihrend sich die Injekti-
vitdt aus der Definition der Fixgruppe G, ergibt:

1

ca=1a & T 'ca=a & 770G, & 7T 0G, =G, & 0G,=171G,.

d) Ist GanGb # (), also oa = Tb fiir geeignete o, 7 € G, so folgt b = pa € Ga fiir p = 7~ 'o. Dann
gilt aber Gb = Gpa = Ga. Die Bahnen sind also disjunkt oder gleich. Da sie ganz 2 iiberdecken,
folgt d).

e) erhélt man schliefllich, indem man die einelementigen Bahnen (in denen gerade die Fix-
punkte liegen) von den nicht-einelementigen trennt. Letztere haben geméfl c¢) die Méchtigkeit

2 < #Ga = (G : Gy).

(2.6) Korollar: Operiert eine p-Gruppe G (eine Gruppe von Primzahlpotenzordnung p") auf
einer Menge (), so gilt:
#Q = #0% mod p.

Beweis: In einer p-Gruppe sind alle Gruppenindizes (G : G,), die > 2 sind, notwendig
durch p teilbar, also ist in der obigen Bahnengleichung die gesamte Summe durch p teilbar, also
#Q — #QC ein Vielfaches von p, wie behauptet. []



Als Beispiel fiir eine gruppentheoretische Anwendung zeigen wir

(2.7) Korollar: Eine Gruppe G von Primzahlpotenzordnung p™ > 1 hat ein nicht-triviales
Zentrum.

Zum Beweis betrachten wir die Operation von G auf sich selbst (2 = G) durch Konjugation.
Dann ist Q¢ = Zentr(G) und geméif gilt

#G = #Zentr(G) mod p.

Mit #G ist also auch #Zentr(G) durch p teilbar, also #Zentr(G) > p. Damit ist [(2.7)| bewiesen.
b. Sylowsitze

Wir untersuchen die Umkehrung des Satzes von Lagrange: Gibt es zu einem Teiler d der Ordnung
einer endlichen Gruppe G eine Untergruppe H von G mit #H = d? Betrachtet man spezielle
Gruppen, so kann man positive Antworten finden; z. B.

(2.8) Proposition: In endlichen zyklischen Gruppen gibt es zu jedem Teiler d der Gruppen-
ordnung eine Untergruppe der Ordnung d. Genauer: Ist G = (a) zyklisch von der Ordnung n
und d ein Teiler von n, so ist (a”/d) die einzige Untergruppe von G mit der Ordnung d.

Beweis: Sei k =n/d. Es ist orda = n, also @’ =1 <= n | i. Daraus folgt
(@)=1 = n|k-i < k-d|k-i < d|i.

Damit ist d = ord a¥, also (a¥) eine (zyklische) Untergruppe der Ordnung d.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei H eine Untergruppe von G mit der Ordnung d. Da G zyklisch,
insbesondere also abelsch ist, ist H ein Normalteiler und wir kénnen die Faktorgruppe G/H
betrachten. Diese hat die Ordnung (G : H) = #G/#H = n/d = k. Also gilt nach dem Satz von
Lagrange a* = 1 fiir a = aH € G/H. Dies bedeutet

a*=d*H=H, bzw.d* € H.

Damit liegt a* in H, also (a¥) ¢ H. Wegen gleicher Ordnung stimmen die beiden Gruppen
iiberein, womit die Eindeutigkeit gezeigt ist. []

Diese Proposition gibt fiir spezielle Gruppen eine positive Antwort auf die Frage nach der
Umkehrung des Satzes von Lagrange. Die Sylowsétze hingegen geben eine positive Antwort
flir spezielle Teiler d, ndamlich fir Primzahlpotenzen d = p°®. Die fundamentale Bedeutung der
Sylowsétze liegt nun darin, daf sie fiir beliebige Gruppen gelten. Sie spielen daher eine nicht zu
iiberschitzende Rolle bei der Strukturaufklarung beliebiger Gruppen.

Sei nun G eine Gruppe der Ordnung n, p eine Primzahl und es gelte p® | n. Dann ist
#G =n=p"-mmit p /m und r > s. Um eine Untergruppe H von G mit der gewiinschten

Ordnung p® zu finden, betrachten wir zunachst samtliche Teilmengen von G mit der Méachtigkeit
S

P
Q:(pf):{Tc@#T:f}.

Darauf operiert G durch Linksmultiplikation. Fiir ein 7' € Q ist dann die Fixgruppe Gp = {0 €
G | oT = T} eine Untergruppe von G. Diese operiert nun ihrerseits auf den Elementen von T
durch Linksmultiplikation und man erhélt so (bei Wahl eines beliebigen a € T') eine injektive
Abbildung

Yo:Gr—=T, o—oa.

Insbesondere folgt also fir jedes T € Q: #Gr < #T = p°.
Wir suchen nun unter diesen Fixgruppen H = Gp eine mit der maximalen Ordnung p*. Nun
gilt fir H = Gp:
#H=9p° < ¢, H>T < T = Ha.

10



Andererseits gilt wegen #H < p°

#H =p° <— p°| #H:%ﬁ%) = (’C’;E) <~ (G:H)|p*m
— Pt V(G H) = (G:Gr) = #GT.

Dabei ist GT = {oT | 0 € G} C Q die Bahn von T € Q. Fafit man beide Aussagen zusammen,
so erhdlt man fir 7' C G

TeQAP T f#(GT) <= TeQA\/ T=Gra <= \/ \/ T=Ha. (1)

a€eG aeG H<<G
#H=p*

Bei der zweiten Aquivalenz gilt ‘<=’, weil aus T = Ha folgt: #T = #H = p°* und Gp = H.
Insbesondere erhalten wir aus (1)

\ #H=p" < \/ p T J#(GT). (2)

H<G TeQ

Wir wollen nun zeigen, dafl es derartige T' € 2 und folglich Untergruppen der gesuchten Art
gibt. Dazu betrachten wir die Menge

Q’:{TGQ]p’”_erl)/#(GT)}(?){HMHSG, #H =p°, a € G}

und miissen zeigen, daf} sie nicht leer ist. ' besteht aus allen Nebenklassen aller Untergruppen
der Ordnung p®. Nun sind Nebenklassen von verschiedenen Untergruppen notwendig verschieden
(siche oben: T'= Ha = H = Gr), also gilt

Q= U {Ha|a e G} = U H\G.
H<G H<G
#H=p* #H=p®

Da alle H\G dieselbe Méchtigkeit

#G n _
G:H=—=—=9p"m
haben, folgt
#HOY =p " "m - #{H <G| #H =p°} = p" *m - hg(p®). (3)

(ha(p®) bezeichnet also die Anzahl der Untergruppen H von G mit #H = p®, die wir ja studieren
wollen.) Weiter gilt bekanntlich

n n n—1 res (=1
o (o ()

Andererseits besteht Q \ ' nach Definition von ' gerade aus allen T' € Q mit p" 5+ | #GT,
also zerfillt Q \ ' in lauter Bahnen, deren Michtigkeit durch p"~**! teilbar ist. Das bedeutet

P T H#(Q\ Q) = #Q - #Q', bzw. #Q=Q mod p L. (5)

Aus (3) — (5) folgt

P’ 5m - (;Sill) = p"*m-hg(p®) mod p"~t1,  bzw.
m- (:;11) =m-hg(p®) mod p.
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Da p kein Teiler von m ist, gilt nun

plm- ((;j) o)) = | (;:ﬁ) ~ o).

und daher

Wir zeigen nun

(n_1>51m0dp. (7)

pt—=1

Dies kann man rein zahlentheoretisch fiir p® | n beweisen. Man kann es aber auch gruppentheo-
retisch aus (6) folgern. Dazu benutzt man, dafl in (6) die rechte Seite nicht von G, sondern nur
von #G = n abhéngig ist! Und fiir G = C), zyklisch von der Ordnung n ist die linke Seite von

(6) gemaB [(2.8)| gleich 1. Also

n—1
1= %) =
1= (2 ot

womit (7) bewiesen ist. (6) und (7) zusammen ergeben fiir jede Gruppe G der Ordnung n und
Primzahlpotenzen p® | n:
hag(p®) =1 mod p. (8)

Insbesondere kann die Zahl der Untergruppen der Ordnung p® nicht 0 sein! Damit ist der folgende
Satz bewiesen:

(2.9) Satz: (Erster Sylowsatz) Sei G eine endliche Gruppe.

a) Dann gibt es zu jeder Primzahlpotenz p®, die die Gruppenordnung #G teilt, eine Untergruppe
H von G mit #H = p°.

b) Fiir die Anzahl hg(p®) solcher Untergruppen gilt genauer:

ha(p®) =1 mod p.

Unter den p-Untergruppen von G spielen die von groftmoglicher Ordnung eine besondere
Rolle. Dies sind die sog. p-Sylow(unter)gruppen von G. Ist #G = p"m mit einer Primzahl p,
p Jm, so definiert man:

P p-Sylowuntergruppe von G <= P < G und #P =p"
<= P p-Gruppe und p J (G : P).

Nach dem vorangehenden Satz besitzt jede Gruppe fiir jede Primzahl eine p-Sylowuntergruppe.
Eine Ubersicht iiber alle p-Sylowuntergruppen gibt unter anderem der folgende Satz.

(2.10) Satz: (Zweiter Sylowsatz) Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl, P eine p-
Sylowuntergruppe und H eine beliebige p-Untergruppe von G. Dann existiert ein o € G mit

HcCo 'Po=r".
Folglich gilt:
a) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe von G enthalten.

b) p-Sylowgruppen von G sind genau die (bzgl. Inklusion) maximalen p-Untergruppen von
G.
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¢) Samtliche p-Sylowuntergruppen von G sind in G untereinander konjugiert:

P, P’ p-Sylowuntergruppen von G = \/ P = P°.
oceG

d) Ist s, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G und #G = p"m mit p J'm, so gilt:

sp|m und s, =1modp.

Beweis: Die p-Untergruppe H C G operiert durch Linksmultiplikation auf den Linksneben-
klassen Q = G/P = {aP | a € G} von P. Dann gilt nach |(2.6)|

#Q = #0" mod p.
Ist G = p"m mit p /m, so ist #Q = (G : P) = m nicht durch p teilbar, also
#0H = 240 #£ 0 mod p.
Insbesondere ist #Q £ 0, also existiert in  ein Fixelement aP unter der Operation von H:

/\ haP = aP, bzw. a ‘ha € P.
heH

Damit gilt e 'Ha C P bzw. H C aPa™"', womit die Behauptung bewiesen ist.

Nun zu den Folgerungen. a) Mit P ist auch P? eine p-Sylowuntergruppe.
b) p-Sylowuntergruppen sind natiirlich maximale p-Untergruppen, da gréfiere p-Potenzen nicht
mehr #G teilen. Sei nun umgekehrt H eine (bzgl. Inklusion) maximale p-Untergruppe. Wie
gezeigt, liegt H in einer p-Sylowuntergruppe, muf} also wegen der Maximalitdt mit dieser iiber-
einstimmen. Also ist H selbst p-Sylowuntergruppe.
¢) Sind P, P! p-Sylowuntergruppen, so existiert ein ¢ € G mit P’ C P?. Da P’ und P? als
p-Sylowuntergruppen gleichméchtig sind, folgt P’ = P°.
d) Die Gruppe G operiert durch Konjugation auf den Untergruppen. Ist P eine p-Sylowun-
tergruppe, so ist die Bahn von P unter dieser Operation (nach c¢)) gerade die Menge aller
p-Sylowuntergruppen. Nun sind Bahnlédngen aber Indizes von Fixgruppen. In diesem Falle ist
diese Fixgruppe gerade

Fixq(P) ={oc € G| P = P} =: Ng(P),
der sog. Normalisator von P in G. Also gilt nach |(2.5) c)|
sp = #{P | P p-Sylowuntergruppe von G '} = #{P? | 0 € G} = (G : Ng(P)) .

Diese Uberlegungen zeigen allgemein: Die Anzahl der Konjugierten einer Untergruppe ist der
Index des Normalisators in der Gruppe.
Nun ist der Normalisator nach Definition die groite Untergruppe von G, in der P ein Nor-
malteiler ist:
Ng(P)={0€G|o 'Po =P},

also Ng(P) D P und daher gilt s, = (G : Ng(P)) | (G : P) = m. Damit ist auch d) bewiesen,
denn die Kongruenz modulo p wurde bereits im ersten Sylowsatz gezeigt.

c. Nilpotente Gruppen

Alle Gruppen seien im Folgenden endlich!
Nach |(2.7)[ wissen wir, daf} nicht-triviale p-Gruppen ein nicht-triviales Zentrum haben:

G # {1} p-Gruppe = {1} # Z1(G) := Zentr(G).
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Z1(G) ist ein Normalteiler von G und wir definieren induktiv eine aufsteigende Kette von Nor-

malteilern durch
v; © G — G /Z;(G) natirlicher Epimorphismus,

Zii1(G) = v (Zentr(G/Z;(@))) .
(2.11) Bemerkung: Ist f : G — G’ ein Gruppenepimorphismus, so erhilt man durch die Zu-

ordnung H' — f~(H') eine Bijektion zwischen den Untergruppen von G’ und den Untergruppen
von G, die Ke f umfassen:

{(H'|H' <G}~ {H|Kef<H<GY}, H w— f Y (H).

Dabei bleiben Inklusionen, Gruppenindizes, Konjugiertheit und Normalteilereigenschaft erhal-
ten:

(G' - H')=(G: f~YH")), fYH) =Y HTD) und H «G < f~HH)<G.

Beweis: Es ist f(f~1(H')) = H' und fiir Ke f < H < G gilt f~'(f(H)) = H, so da} (auf
der angegebenen Menge) die Umkehrabbildung durch Anwendung von f gegeben ist.

Ist G = U a;f~1(H') die Nebenklassenzerlegung von G modulo f~'(H’), so erhilt man durch
el
Anwendung von f eine Nebenklassenzerlegung von G’ modulo H':

G = f(Q) = Uf(ai)H’.

Dabei iibertriigt sich die Disjunktheit, denn es gilt f~1(f(a;)H') = a;f~'(H’). Damit sind die
Anzahlen der Nebenklassen, d. h. die jeweiligen Gruppenindizes identisch.

Die Konjugiertheitsaussage rechnet man unmittelbar nach und die Normalteilereigenschaft
ergibt sich daraus unter Beachtung der Surjektivitdt von f. (]

(Ubung: Fiir H <G’ sind auch die Faktorgruppen G/f~1(H’) ~ G'/H’ isomorph.)

Sind G und damit auch alle Faktorgruppen G/Z; p-Gruppen, so haben diese alle ein nicht-
triviales Zentrum Zentr(G/Z;) # {1}, sofern sie selbst nichttrival sind, d. h. G # Z; ist. Aus
(2.11)[ (angewendet auf v; : G — G/Z;) ergibt sich:

Z; =Kevy; = V{l({l})gyfl(Zentr(G/Zi)) =Ziy1 falls Z; #G.
Fiir endliche p-Gruppen G folgt so die Existenz eines k mit Z;(G) = G:
(BS21(G)S2(G)S .. $21(G) =G

Diese aufsteigende Zentralreihe Z;(G) wird erst bei G stationér. Diese Eigenschaft charakterisiert
die sog. nilpotenten Gruppen. Die obigen Uberlegungen besagen daher, da8 p-Gruppen nilpotent
sind.

(2.12) Satz: Nilpotente Gruppen sind charakterisiert durch die folgenden dquivalenten Bedin-
gungen:

i) Die aufsteigende Zentralreihe Z;(G) definiert durch
Zo(G) = {1}, Zit1(G) = v; (Zentr(G/Zi(@)))
bricht erst bei G ab: Zy(G) = G fiir ein k.
ii) Es gibt eine Kette von Normalteilern
Ge Nip>...> N, ={1}
mit N; <G und N;/N;y1 C Zentr(G/Nit1) (eine Zentralreihe bis hinunter zu {1}).
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iii) Die absteigende Zentralreihe definiert durch
Go=G, Giy1 =1[G,Gi] := <c7_17'_1c77 |loeG, T€Gy)
bricht erst bei {1} ab: Gy, = {1} fiir ein k.
iv) Jede echte Untergruppe H < G ist auch echte Untergruppe in ihrem Normalisator:

H<G = H<NgH)={ceG|H’=H}.

v) Alle Sylowuntergruppen von G sind Normalteiler in G.

vi) G ist direktes Produkt von Gruppen von Primzahlpotenzordnung.

Beweis: Dafl durch i) eine aufsteigende Kette von Normalteilern definiert ist, haben wir
bereits oben gesehen. Uberpriifen Sie selbst zur Ubung, dafl durch iii) eine absteigende Kette
von Normalteilern G; < GG definiert ist.

vi) = i): Man zeige als Ubung, daf} sich Eigenschaft i) auf direkte Produkte von Gruppen vererbt.
(Tip: Man berechne das Zentrum in einem direkten Produkt von Gruppen.).
i) = ii) ist eine logische Abschwéchung.
ii) = iii): Wir zeigen

(G, N;] C Niq1, ( * )
woraus wegen Gy C Ny = G dann induktiv G;11 = [G, G;] C [G, N;] C Nj41 folgt. Insbesondere
erhilt man G = G, C N, = {1}, womit iii) bewiesen ist.
ad (x % x): Selen 0 € G, 7 € N; und damit [0, 7] ein typisches Erzeugendes von [G, N;]|. Es
bezeichne ¢ und 7 die Restklassen in G/N;y1. Wegen 7 € N;/N;11 C Zentr(G/N;) sind die
Elemente ¢ und 7 vertauschbar, also [0, 7|N;+1 = [, 7] = 1. Damit folgt

[0,7] € Niy1 fir o € G, T € N,

also wie behauptet [G, N;] C Nj41.
iii) = i): Man zeigt fiir beliebige i, j

GZ' - Zj < Gz‘_l - Zj+1 (*)
und erhalt dann induktiv
Gy C ZQ(G) = {1} — G=GyC Zk(G).

Damit sind i) und iii) dquivalent, und zwar sogar mit demselben Index k.
Beweis von (x):
Gi-1CZj1 = V{l(Zentr(G/Zj))
— vj(Gi-1) C Zentr(G/Z;)
— /\JEG /\TEGi,1 Vj([Ta 0]) = [Vj(T)7 Vj(a)] =1
— G; = [G, Gi—l] C Ke Vi = Zj
i) = iv): Wir setzen Hy := H, H;+1 := Ng(H;) und zeigen induktiv Z;(G) C H;. Gelte dies
also fiir 4. Dann folgt:

2 € Zip1 = v, (Zentr(G/Z;))

= Noegvilo)vi(z) = vi(z)vi(o)

= Nosea o2 oz € Kev; = Z; C H;

= Noen, 2 loz e H;

— 2 'HizCH; — 2z 'Hiz=H; < z¢€ H;q
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(Man beachte bei der vorletzten Aquivalenz die Endlichkeit von H;!)

Ist nun H eine Untergruppe von G mit H = Ng(H), so folgt H = H; fiir alle 4, insbesondere
also G = Zy(G) C Hy, = H, mithin ist H keine echte Untergruppe von G.

iv) = v): Wir zeigen:

P p-Sylowgruppe A Ng(P) CHCG — H=Ng(H). (*%)

Ist dies gezeigt, so folgt unter der Voraussetzung iv) daraus fir H = Ng(P): H = G, also
P <4 Ng(P) = G: P ist Normalteiler in G.

Nun zum Beweis von (s:):

o €Ng(H) = H=H">P°

—> P und P? sind p-Sylowgruppen in H (!)
— Vpeg PP =P" = \eg P =P
= Vjpegoh™t € Ng(P) C H

=o€ H

v) = vi): Seien py, ..., p, die Primteiler der Ordnung von G und P, ..., P, die zugehorigen
Sylowgruppen. Diese sind nach Voraussetzung Normalteiler in G (und daher eindeutig). Wegen
der Normalteilereigenschaft der P; gilt fir o; € P, 05 € P;

-1 _-1_1 . ;. Tip. — P.
ool = 7, % T e e B =0y,
I o, (07 0i05) € PP’ =P;.

4 J

Da die Sylowgruppen teilerfremde Ordnungen haben, haben sie paarweise trivialen Schnitt:
PN P; = {1} fur i # j, also

PP C PN Py = {1} fiir i # .

Damit sind die Elemente aus verschiedenen P; miteinander vertauschbar. Wir setzen G, :=
(Py,...,Ps) C G. Wegen der Vertauschbarkeit der P; erhalten wir Gruppenepimorphismen

ws:PLx ... X Ps— Gy, (01,...,05) 01+ ... 05.

Wir zeigen nun per Induktion iiber s < r, daf§ diese injektiv sind. Im Falle s = 1 ist nichts zu

zeigen. Sei s > 2 und (o071, ...,05) im Kern von ¢,. Dann gilt
O'S_l =01 ... 051 € Gs_q
Nach Induktionsvoraussetzung ist Gs_1 >~ P; X ... X Ps_1, also #Gs_1 = f;ll # P; teilerfremd
zu #P;. Daraus folgt
05_1 =01...-0s-1 € PsNGs_1 = {1}.
Damit ist 0, = 1 und 0;-...-05—1 = 1, woraus nach Induktionsvoraussetzung o; = ... = 0s_1 =1

folgt. Insgesamt ist damit die Injektivitdt von ¢, gezeigt.
Wir erhalten schliefSlich
Px.. xP.>»G.CG.

Nun gilt nach Definition der p-Sylowgruppen
,
4G = [[#P, = #G.,
i=1

so dal G = G, ist und dadurch vi) bewiesen ist.
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(2.13) Folgerungen: Fiir endliche Gruppen gilt:

a) Maximale Untergruppen in nilpotenten Gruppen sind Normalteiler; die zugehérigen Fak-
torgruppen sind zyklisch von Primzahlordnung.

b) Wir bezeichnen fiir eine Teilmenge M einer Gruppe G mit ((M)) den kleinsten Normalteiler
von G, der M enthélt, das sog. Normalteilererzeugnis von M. Mit dieser Bezeichnung gilt
in nilpotenten Gruppen:

(M) =G = (M)=0G.

¢) Endliche abelsche Gruppen sind direktes Produkt abelscher Gruppen von Primzahlpoten-
zordnung:

A=® A(p), A(p) abelsche p-Gruppen der Ordnung p" || #A.
p

(Dabei bedeutet p" || m, daB p” die héchste p-Potenz ist, die m teilt.)

Beweis: ad a): Aus iv) folgt zunéchst, daf fiir eine maximale Untergruppe H von G der
Normalisator Ng(H) = G sein muf}, also H Normalteiler ist. In der Faktorgruppe G/H gibt es
dann keine echten Untergruppen, da zwischen H und G keine Zwischengruppen existieren. Eine
Gruppe # 1 ohne Untergruppen mufl aber Primzahlordnung haben, denn ist p ein Primteiler
der Gruppenordnung, so gibt es eine zyklische Untergruppe der Ordnung p, die dann die volle
Gruppe sein muf.

b) Ist (M) # G, so liegt M in einer maximalen Untergruppe U von G. Diese ist nach a)
Normalteiler in G, also (M)) C U # G, im Widerspruch zur Voraussetzung.
c) folgt aus|(2.12) v)| da abelsche Gruppen nilpotent sind (geméf Charakterisierung i)).

d. Frattinigruppe, Burnsidescher Basissatz

(2.14) Definition: Sei G eine beliebige Gruppe. Die Frattinigruppe ®(G) von G ist definiert
als der Durchschnitt aller maximalen Untergruppen von G:

d(G) = N U.

U<G maximal

(2.15) Proposition: Sei G eine endliche Gruppe.

a) ®(QG) ist eine charakteristische Untergruppe von G, d. h. invariant unter allen Automor-
phismen von G; insbesondere: ®(G) < G.

b) In jedem Erzeugendensystem von G sind Elemente aus ®(G) iiberfliissig:
(M)y=G = (M\ ®(Q))=G.
c) Fir xy,...,xq € G gilt:
T1,...,xq erzeugen G <= I1,...,ZTq erzeugen G = G/®(G).

d) Ist G nilpotent, so ist G/®(G) abelsch. (Es gilt sogar die Umkehrung.)

e) Ist G eine p-Gruppe (p eine Primzahl), so ist G/®(G) eine elementar-abelsche p-Gruppe,
also eine T,-Vektorraum.
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Beweis: ad a): Ein Automorphismus von G bildet die Menge aller maximalen Untergruppe
in sich ab, 148t also deren Durchschnitt invariant.
ad b): Sei (M) = G. Ist (M \ ®(G)) # G, so gibt es eine maximale Untergruppe U von G mit
M\ ®(G) Cc U. Wegen ®(G) C U folgt dann aber M C U, im Widerspruch zu (M) = G.
ad c): ‘=" ist klar. Ist umgekehrt Z1,...,Z4 ein Erzeugendensystem fiir G = G/®(G), so wird
G von ®(G) U {z1,...,xq} erzeugt. GeméB b) ist ®(G) dabei iiberflissig und daher z1,...,zq4
ein Erzeugendensystem von G.
ad d): GeméB|(2.13) a)|sind maximale Untergruppen U von G Normalteiler und die Faktorgrup-
pen G/U primzyklisch, insbesondere also abelsch. Letzteres bedeutet, daf alle Kommutatoren
[0,7] = o~ '771o7 im Kern von v : G — G/U, also in U liegen. Da dies fiir alle maximalen
Untergruppen gilt, folgt [G, G] C ®(G), insbesondere ist G/P(G) abelsch.
(Ubung: [G, G] ist der kleinste Normalteiler von G' mit abelschem Quotienten; G* := G/[G, G]
ist die grofite abelsche Faktorgruppe von G.)
ad e): Hier argumentiert man genauso wie bei d), benutzt nur zusétzlich, dal G/U nach|(2.13) a)
Primzahlordnung hat. Also gilt in G/U stets 3 = 1 und folglich [G, G]GP C U. Wieder vererbt
sich dies auf den Durchschnitt ®(G), so daff auch in G/®(G) alle nichttrivialen Elemente die
Ordnung p haben. Dies charakterisiert unter den abelschen Gruppen die p-elementar-abelschen.
Diese sind dann nicht nur Z-Moduln (wie alle abelschen Gruppen), sondern sogar Z/pZ = F,,-
Vektorrdume.

(2.16) Satz: (Burnside’scher Basissatz) Sei p eine Primzahl und G eine p-Gruppe. Dann gilt:
a) ®(G) = [G,G|GP.

CIE(G) ist der kleinste Normalteiler mit p-elementar-abelschem Quotienten;
G = G/®(Q) ist der grofite p-elementar-abelsche Quotient von G.

b) x1,...,x4 minimales Erzeugendensystem von G

&> 71,...,%q Fp-Basis von G/®(G) = G/|G,G|GP = G* /(G?P)P.

¢) Alle minimalen Erzeugendensysteme von G haben dieselbe Lénge d,
und zwar d = dimp, (G/®(G)). d ist charakterisiert durch p® = #(G/®(G)).

d) Jedes x € G, x ¢ ®(G), ist zu einem minimalen Erzeugendensystem von G ergédnzbar.

Beweis: ad a): Nach |(2.15) e)|ist G/®(G) p-elementar-abelsch. Daher werden alle Elemente
aus [G, G]GP unter v : G — G/®(G) auf 1 abgebildet, liegen also im Kern: [G, G]GP C ®(G).
(Ubung: [G, G]G? ist der kleinste Normalteiler von G mit p-elementar-abelscher Faktorgruppe.)
Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion: Ist N < G und G/N p-elementar-abelsch (etwa N =
[G, G]GP), so folgt ®(G) C N. Angenommen, es gibt ein z € ®(G), + ¢ N. Dann ist 7 € G =
G/N in dem TF,-Vektorraum G/N nicht-trivial und kann daher zu einer Fj,-Basis z, Z2, ..., Zq
von G/N erginzt werden. Also gilt

G = (x,x2,...,24,N).
Nach [(2.15) b)|ist x € ®(G) in dieser Erzeugung iiberfliissig, also folgt

G= <x2,...,l‘d,N>.

Damit wére Zg,...,Zq ein F,-Erzeugendensystem von G/N, im Widerspruch zur Basiseigen-
schaft von T, To, ..., Zq.

b) folgt unmittelbar aus [(2.15) ¢)l ¢) und d) sind dann klar, wegen der entsprechenden Eigen-
schaften in Vektorrdumen. ]

Anmerkung: Fiir beliebige nilpotente Gruppen ist die Aussage c) des vorangehenden Satzes
falsch. So ist z. B. Z/6Z = Z/27Z & 7Z./3Z nilpotent und hat das minimale Erzeugendensystem
{1} (% /67 ist zyklisch); aber auch {2, 3} ist ein minimales Erzeugendensystem!
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Wir wollen zum Abschlufl dieses Paragraphen noch die abelschen Gruppen etwas genau-
er betrachten. Geméaf |(2.13) c)|ist jede endliche abelsche Gruppe A direkte Summe abelscher
p-Gruppen A(p). Fiir letztere gilt nach dem Burnside’schen Basissatz: aq, ..., aq minimales Er-
zeugendensystem von A(p) <= ai,...,aq Fp-Basis von A(p)/A(p)P.

(Ubung: p # ¢ = A(q)” = A(q), A/A? = A(p)/A(p)?)

Unter diesen minimalen Erzeugendensystemen von A(p) gibt es spezielle, namlich solche, die

eine Zerlegung von A(p) in direkte zyklische Summanden bewirken.

(2.17) Satz: Jede endliche abelsche Gruppe ist direkte Summe zyklischer Gruppen.

Dieser Satz ist Teil des Hauptsatzes iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen, der iiblicher-
weise im Rahmen der Algebra-Vorlesung bewiesen wird, und zwar in der Form:

Ist R ein Hauptidealring, so gilt:

a) Untermoduln von freien R-Moduln endlichen Ranges sind selbst frei; die Ubergangsma-
trix zwischen den Basen kann als Diagonalmatrix gewéahlt werden.

b) Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen sind direkte Summen zyklischer Mo-
duln.

Direkter Beweis von [(2.17)f Wegen |(2.13) ¢)| geniigt es, Satz (2.17) fiir abelsche p-Gruppen

zu beweisen. Wir notieren die Gruppen additiv. Wir schliefen induktiv iiber die Ordnung von
A. Sei a € A von maximaler Ordnung ord(a) = p™. Da alle Elementordnungen in A p-Potenzen
sind, teilen sie p™, und es gilt fir alle z € A p™.x = 0. Da A/{a) kleinere Ordnung als A hat,
gilt nach Induktionsvoraussetzung

(bi)

1

Af(a) =

]

Ips

Seien p® die Ordnungen der b; € A/(a). Dann gilt
pb; € (a), also p®b; = s;a mit s; € IN .

Wegen der Maximalitit der Ordnung von a gilt p® = ord(b;) < ord(b;) < p™. Wir bilden nun
in obiger Gleichung das p™~¢-fache und erhalten

0=p"b; =s;p" “a = ord(a) =p™ | s;p" " % = p“ | s;.

Wir setzen nun 5
i
ti: _undai:bi—tia.

pe
Dann ist @; = b; und daher ord(a;) > ord(a;) = p®. Es gilt nun sogar die Gleichheit, denn

p%a; = p®b; — t;p%a = s;a — s;a=0.
Damit folgt ord(a;) = ord(a;) = p® und wir zeigen
n
A= 8 (a) © (o
1=
Ist x € A, so folgt aufgrund der Induktionsvoraussetzung fiir A/(a):

= Z \ib; = Z Ai@; mit eindeutig bestimmten 0 < \; < ord(a;) = ord(a;) .

Daraus folgt dann

x — Z Aia; = pa mit eindeutig bestimmtem 0 < p < p"™ = ord(a) .
i
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Damit erhélt man insgesamt

T = Z Aia; + pa mit eindeutig bestimmten 0 < \; < ord(a;), 0 < pu < ord(a).

)

und Satz ist bewiesen.

§3 Gruppenerweiterungen

Ein wichtiger Schritt zur Konstruktion von Gruppen ist ihr Aufbau aus einer Untergruppe H
und der zugehorigen Faktorgruppe g. Dabei gentigt aber die Kenntnis beider Bestandteile noch
nicht, um die Gruppe eindeutig festzulegen: Die Gruppen Cy = Z/47 und V) = Z /27 & 7./2Z
haben beide eine zyklische Untergruppe H der Ordnung 2 mit einer zyklischen Faktorgruppe g
der Ordnung 2, sind aber nicht isomorph. Neben der Struktur von H und g mufl man die Frage
klaren, wie sich die Gesamtgruppe G aus den beiden Teilen zusammensetzt. Dies ist Gegenstand
dieses Paragraphen.

a. Gruppenerweiterungen, Faktorensysteme

Wir analysieren zunéchst die Situation und gehen von einer Gruppe G aus mit einem Nor-
malteiler H < G und der Faktorgruppe ¢ = G/H. Es sei v : G — g = G/H der natiirliche
Epimorphismus. Zu jeder Nebenklasse 0 € g = G/H wihlen wir einen Représentanten u, € G:
v(uy) = 0. Ohne Einschrankung wéhlen wir das Reprasentantensystem normiert, d. h. u; = 1.
Wir erhalten so die Zerlegung
G = U usH
ocg

von G in Linksnebenklassen von H. Damit lassen sich alle Elemente von G eindeutig darstellen
als uya mit ¢ € g und a € H. Um die Struktur von G zu erfassen, mufl man die Multiplikation
solcher Elemente beschreiben. Dies bedeutet, man mufl das Produkt u,a - u-b in der Form wu,c
mit p € g und ¢ € H darstellen. Dies leistet die folgende Umformung:

1

Ugl - UrD = Ugtr - Ul aUr - b =: Uyr - f(O,T) - a" - b

Hierin sind f(o,7) € H und a"* € H, denn: Da v ein Homomorphismus ist, gilt v(u,u,) =
oT = v(Uyy), also uy tusu, =: f(0,7) € Kev = H. Und wegen H < G gilt a*~ € H. Damit hat
die rechte Seite der obigen Formel die gewiinschte Gestalt der Form u, - ¢ mit p = o7 € g und
c= f(o,T)a""be H.

Wir haben durch diese Uberlegungen bei gegebenem Reprisentantensystem u, (o € g) durch
die Multiplikation auf G die folgenden Objekte konstruiert:

1)  Faktorensystem: fraxg—H, (o,7) flo,7) = ujtusur,,
2)  Automorphismensystem: a : g — Aut(H), o — a, = u; (... )uy |-

Umgekehrt legen Faktoren- und Automorphismensystem (wieder bei gegebenem Reprisen-
tantensystem) die Multiplikation in G, und damit die Struktur von G, eindeutig fest gemé&f
der

(M)  Multiplikationsformel: uya - urb = uyr - f(o,7)a*"b.

Hier wie im folgenden werden die Automorphismen von G als Exponenten geschrieben. Dadurch
operiert die Automorphismengruppe von rechts, wenn man fiir ¢,v¢ € Aut(G) definiert py =
1o . Es gilt dann

a® =ar(a) =utau, =a" firac H, T €g.
Die Multiplikationsformel ist d&quivalent zu den folgenden zwei Formeln:

(R)  Reprasentantenmultiplikation: u,u, = uyrf(o, 1),

(V)  Vertauschungsregel: a-ur =ura®.

Wir wollen nun untersuchen, welche Eigenschaften f und o haben miissen, damit sie auf
diese Weise zur Multiplikation in einer Erweiterungsgruppe G von H mit g als Faktorgruppe
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gehoren. Zunéchst einmal erhalten wir aus der Normiertheit des Reprasentantensystems die
folgende Normiertheitsbedingung fiir f und a:
(N)  flo,1)=f(l,0) =1, ag =idy
Sodann analysieren wir die Assoziativitdt der Multiplikation in G. Es gilt:
Die durch (M) gegebene Multiplikation ist genau dann assoziativ, wenn die folgenden beiden
Eigenschaften gelten:

(F)  flor,p)f(o,7)% = f(o,7p)f(T,p) fiir alle o,7,p € g,
(A)  asar = apr(.. .)f(‘”) = g, f(o,7) fir alle o, T € g.

[Anmerkung: Bei der exponentiellen Schreibweise von Automorphismen legen wir die Multi-
plikation @y =1 o ¢ in Aut(H) zugrunde. Diese ist dann auch mit der exponentiellen Schreib-
weise fiir die Konjugation " = h™lzh vertriglich. Auf diese Weise kann jedes Element h € H
auch als innerer Automorphismus von H verstanden werden vermoge H — Aut(H), h — (...)".
Davon wurde in der letzten Gleichung von (A) Gebrauch gemacht.]

Es gilt:
(uga - urb) - upc Ug - (Urb - upc)
= (uo.,,. . (o‘ ) a"b) UpC = Usa - (u‘rp ’ f(Ty p)bapc)
= Uprp - [(oT, p)(f(0,T)a* b)¥c = Ugrp - f(o,Tp)a f(T, p)b*c
— uUTp f(O'T p) (O' T)OcpaOé-rOépbOCpc — ua'Tp . f(U, Tp)f(,]—’ p)aa-rpf(T,P)baPc

Sind (F) und (A) erfiillt, so stimmen beide Seiten der Assoziativitétsgleichung tiberein. Und
umgekehrt ergibt der Vergleich beider Seiten fiir a = b = ¢ = 1 zunéchst die Eigenschaft (F).
Mit o0 = 1, b = ¢ = 1 ergibt sich (unter Beachtung von (N)) fiir beliebige a € H die Gleichung
a® % = q®f(T:) " also die Gleichheit (A) in der Automorphismengruppe Aut(H).

Die so gefundenen Eigenschaften (N), (F), (A) sind nicht nur notwendig, sondern auch hin-
reichend dafiir, daf§ f und « zu einer Erweiterungsgruppe G gehoren:

(3.1) Satz: Seien H, g Gruppen und f :gx g — H, a: g — Aut(H) zwei Abbildungen. Dann
sind dquivalent:

i) f und « erfiillen die obigen Eigenschaften (N), (F) und (A).

ii) Es gibt eine Erweiterungsgruppe G von H mit Faktorgruppe g und ein normiertes Repra-
sentantensystem u, von G/H ~ g, so daB f das zugehérige Faktoren- und « das zugehérige
Automorphismensystem ist.

Beweis: Die Implikation ‘i) = i)’ ist oben gezeigt worden. Fiir ‘i) = ii)’ mufl man zu f und
« eine geeignete Gruppe G, ¢ konstruieren. Wir setzen als Menge G = g x H. Die Multiplikation
auf G definieren wir gemafl (M), wobei u, = (0, 1) ist und a € H mit (1, a) identifiziert wird:

(0,a) - (1,b) := (o1, f(o,7)a®"b) .

Bei dieser Definition ist (wegen (N)) in der Tat (o,a) = (0,1) - (1,a) = usa. Wie oben ge-
zeigt, folgt aus (F) und (A) die Assoziativitat der so definierten Multiplikation. Weiter ist (1,1)
Einselement dieser Multiplikation und

(oL (f(e™, 0)a%1)"1) invers zu (0,a).

Damit ist eine Gruppe G, ¢ definiert und die u, = (0, 1) bilden ein normiertes Représentanten-
system. Bzgl. dieses Repréisentantensystems ist f das Faktoren- und o das Automorphismensys-
tem von G. N
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Durch diesen Satz haben wir die Moglichkeit aus zwei Gruppen H und g alle Erweiterungs-
gruppen G zu konstruieren. Wir miissen nun untersuchen, inwieweit wir dabei verschiedene,
d. h. nicht-isomorphe Gruppenerweiterungen erhalten. Dafiir miissen wir nun den Begriff der
Gruppenerweiterung und ihrer Isomorphien prézisieren.

(3.2) Definition: Seien H und g endliche Gruppen.

a) Eine Gruppenerweiterung von H durch g ist eine Gruppe G mit einem Epimorphismus v :
G —» g und einem Isomorphismus i : H = Kev.

(Die beiden Isomorphismen gehéren mit zum Begriff der Gruppenerweiterung! Identifiziert man
H vermdge i mit Kev, so wird H = Ker Normalteiler in G und vermége v die Faktorgruppe
G/H = G/Kev isomorph zu g.)

Man stellt solche Gruppenerweiterungen meist durch kurze exakte Sequenzen dar:

(E) HSG% g

Dabei ist die Exaktheit einer solchen Sequenz definiert durch Imi = Kev.
b) Ein Isomorphismus zweier Gruppenerweiterungen (i, G,v) und (i, G’, ') ist ein Gruppeniso-
morphismus ¢ : G > G’ mit den zuséitzlichen Eigenschaften

. -/ /
poi=1 und Vv oyp=v.

Diese Bedingung veranschaulicht man vorteilhaft durch kommutative Diagramme exakter Se-
quenzen: ‘

H <% 6 5% g

Lo |

H & o % g
Die obigen Bedingungen besagen gerade, daf3 die beiden Teilquadrate des Diagramms kommu-
tativ sind (gekennzeichnet durch das Zeichen //); das bedeutet: Verfolgt man Abbildungen lédngs
verschiedener ‘Wege’, so erhélt man doch immer dasselbe Ergebnis.

Wir analysieren nun fiir zwei isomorphe Gruppenerweiterungen (i, G,v) und (¢', G',v’) von H
durch g die Automorphismen- und Faktorensysteme. Seien u, und u/, Reprisentantensysteme in
Gbzw. G d. h.v(u,) = 0 = V/'(u)) fiir alle 0 € gund (a, f) bzw. (¢, f’) die dadurch festgelegten
Automorphismen- und Faktorensysteme (siehe 1) und 2)). Ist nun ¢ : G’ = G ein Isomorphismus
der Gruppenerweiterungen, so gilt vp(ul) = v/(u)) = 0. Damit ist ¢(u)) (0 € g) neben u, ein
zweites Repréisentantensystem derselben Gruppenerweiterung (i, G,v). Und das dazu gehorende
Automorphismen- und Faktorensystem ist (o', f'). Damit ist das Isomorphieproblem auf die
Frage zuriickgefithrt: Wie &dndern sich Automorphismensystem a und Faktorensystem f bei
Anderung des Reprisentantensystems?

Sei also u,, ein Reprasentantensystem von G/H und ), = uyh, ein zweites (h, € H normiert,
d. h. h; = 1). Dann gilt:

f'(0,7) = (Ugrhor) Yughourhr = htus uguu= hous hy
=h 1 f(o,7)hS h,,

ap = ()l |y = ()" (e e |
= ashs € Aut(H) .

~

Anmerkung: Die letzte Beziehung zwischen «,, ol und h, ist eine Gleichung in Aut(H). Sie
besagt, daB sich o, und o/ um einen inneren Automorphismus von H unterscheiden, und daf}
h, diesen inneren Automorphismus liefert.

(3.3) Satz: Seien g und H zwei endliche Gruppen. Dann gibt es eine Bijektion zwischen:

A) Isomorphieklassen von Gruppenerweiterungen H SN g und
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B) Aquivalenzklassen von Funktionen o : g — Aut(H), f : g x g — H mit den Eigenschaften
(N), (F), (A) bzgl. der Aquivalenzrelation

f'(0,7) = hor f(o, T)AG" hr
ol = aghy € Aut(H).

(0, f) ~ (@ f) = {
h}gg:ngrt

Die Bijektion ist folgendermafen definiert: Bei gegebener Gruppenerweiterung wéhle man ein
beliebiges normiertes Représentantensystem von g und definiere damit o und f gemaf 1), 2).
Umgekehrt ordne man irgendeinem Paar («, f) die im Beweis von (3.1) konstruierte Gruppen-
erweiterung G 5 zu.

Beweis: Wie oben gezeigt, flihren isomorphe Gruppenerweiterungen zu dquivalenten Paa-
ren (a, f). Die Abbildung in der einen Richtung ist wohldefiniert. Fiir die Umkehrabbildung
mufl man zeigen, dafl dquivalente Paare zu isomorphen Gruppenerweiterungen (i,Gq, f,v) ~
(i!,Gyr g, V") fiihren. Sei h : g — H die die Aquivalenz herstellende Abbildung. Dann definieren
wir (geleitet durch ¢(ua) = ushya):

0: Gy = Goy, (0, a) — (o, hya).

Zunichst gilt @i’ (a) = ¢((1,a)") = (1,a) = i(a) und vp((o,a)’) = v((o, hea)) = o = V'((0,a)").
Die Umkehrabbildung zu ¢ definiert man analog mittels a;!. Es bleibt zu zeigen, da8 ¢ ein
Gruppenhomorphismus ist:

¢((0,a)(7,b)) = @((a7, f'(0,7)a""b)) = (07, hor f'(0,T)a""b)
= (o7, f(0,7)hS hy a® " b) = (o7, f(0, T)RE™ a®Th, )
= (o7, f(o,7)(hsa)* h:b) = (0, hsa)(T, hb)
= ¢((0,a)') p((7,b)") .

Damit ist Satz (3.3) bewiesen. (Da Isomorphie eine Aquivalenzrelation ist, zeigt der Beweis auch,
daB die Relation ~ eine Aquivalenzrelation ist. Eine Tatsache, die man natiirlich auch direkt
nachrechnen kann.)

b. Semidirekte Produkte, Komplemente

In diesem Abschnitt studieren wir den Spezialfall f = 1, d. h. Gruppenerweiterungen mit trivia-
lem Faktorensystem. Dies bedeutet fiir die Multiplikation der Repréasentanten: uy,u, = uy,. Die
Représentanten bilden also eine zu g isomorphe Untergruppe von G. Fiir Gruppenerweiterungen
(i,G,v) von H durch g gilt daher:

f=1 \/ v:U>gq.
U<G

Identifiziert man H vermodge ¢ mit dem Kern von v, so erhilt man:
UNnH={1}, G=U-H,

bzw. dquivalent dazu: Jedes g € G ist eindeutig darstellbar als ¢ = wa mit v € U, a € H. Die
Gruppenstruktur von G ist durch die Vertauschungsregel festgelegt: Fiir U 2 u — o € g gilt
au = ua® bzw. au = ua®®. Nun ergibt sich gemaf (A) aus f = 1, dafl a ein Gruppenhomo-
morphismus ist:

a:g— Aut(H).

« beschreibt also eine Operation von g auf der Gruppe H (durch Gruppenautomorphismen).
Diese legt die Vertauschungsregel in der Gruppenerweiterung fest.
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Diesen speziellen Typ von Gruppenerweiterungen nennen wir semidirektes Produkt von g
mit H zur Operation « von g auf H. Fiir die triviale Operation (o = 1) erhélt man das direkte
Produkt von Gruppen.

(3.4) Definition: a) Seien g und H endliche Gruppen und « : g — Aut(H) ein Gruppenhomo-
morphismus.

Das semidirekte Produkt H > g von H mit g zur Operation « ist (bis auf Isomorphie) die
Gruppenerweiterung G := G,,1. Explizit (mit den obigen Bezeichnungen):

H=<g={(0,a)|c€g, ac H}, (o,a)(r,b)=(o7,a%7b).
bzw. dquivalent dazu: H =<1 g = G mit
H«G, gU<G, UnNnH=1 und au=ua®M™ firalle ueU, a€ H.

b) Sei G eine Gruppe und H < G. Ein Komplement zu H in G ist eine Untergruppe U < G mit
den dquivalenten Eigenschaften:

i) Jedes g € G ist eindeutig darstellbar als ¢ = uwa mit u € U, a € H.

ii) Der natiirliche Epimorphismus v : G — G/H induziert einen Isomorphismus v : U =
G/H.

iii) UNH=1und G=U-H.

(3.5) Proposition: a) Ist G semidirektes Produkt von H und g, so besitzt H < G ein Komple-
ment.

b) Besitzt H < G ein Komplement, so ist G semidirektes Produkt von H und g := G/H bzgl.
der folgenden Operation von g auf H:

Man wéhle ein Komplement U und dann zu jedem o € g ein Urbild u, € U. o, ist dann die
Konjugation mit u, auf H.

c¢) Eine Gruppenerweiterung G, r von H durch g ist semidirektes Produkt von H und g (man
sagt: sie zerfdllt) genau dann, wenn ein normiertes h : g — H existiert mit

f(o,7) = horhth, o7 .

Beweis: a) ist klar. b): Sei U ein Komplement. Wir zeigen zuerst, dafl a ein Homomorphismus
ist: Zu 0,7 € g seien uy,u,; die Reprasentanten in U. Da U Untergruppe ist, ist usu, € U der
Représentant von o7 in U. Daraus folgt dann aya, = agr.

Nach Voraussetzung ist jedes Element von G eindeutig darstellbar als u,a und es gilt au, =
ugu(jlaug = ugsa" = usa® . Damit erhalt man den Isomorphismus

G Hx>xg, usa— (0,a).

c) Nach ist G, f isomorph zum semidirekten Produkt H > g = G 1 bzgl. einer

gewissen Operation o, wenn (a, f) dquivalent ist zu (/, 1), d. h. wenn ein normiertes h : g — H

existiert mit o/, = ayh, und 1 = h; ! f(o,7)hS7h,. Die erste Eigenschaft definiert o/, wihrend

die zweite dquivalent ist zur Aussage in c). [
Mit den semidirekten Produkten eng verbunden sind die sog. Kranzprodukte

(3.6) Definition: Seien H,g Gruppen.

a) Ist fir ein k € N1 zusétzlich eine Operation g — Sy von g auf Q = {1,...,k} gegeben, so
definiert man das Kranzprodukt H g (bzgl. dieser Operation) als das semidirekte Produkt

Hig=H'><g=Hx...xHxg
—_—————

k—mal
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wobei die Operation von g auf H* durch Permutation der k Faktoren erfolgt:
c€g, a=(a,...,a;) € H* = oca = (as1,...a0k).

[Die Abhéngigkeit des Kranzprodukts von der Operation von g wird im Symbol nicht
ausgedriickt.]

b) Das regulire Kranzprodukt H ? g ist definiert als Kranzprodukt von H mit g bzgl. der
reguldren Operation von g auf sich selbst:

Hlg= H®>g mitder Operation von o €g auf H®: ((9:)req)’ = (Gor)req) -

[Das regulidre Kranzprodukt ist nur von den beiden Gruppen abhéngig.]

(3.7) Proposition: Jede Gruppenerweiterung H — G —» g ist Untergruppe des regularen
Kranzproduktes H  g.

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnungen wie zum Beginn von [Abschnitt a.f Sei G =

U usH eine Nebenklassenzerlegung von G nach H mit v(u,) = o. Dann erhilt man fiir je-
ocg

des g € G und o € g eine eindeutige Darstellung der Form
Jus = Urjo, mit eindeutigen g, € H, T €g. (%)
Also bestimmt jedes g € G ein
g= (gT)Teg € HY.
Unter Anwendung des kanonischen Epimorphismus v : G — g erhélt man die Beziehungen
v(guys) =v(g)o, vigus) =v(urge) =71, T=v(9)0=go

und damit
JUus = Ujs - §o firallege G, ocg.

Wir definieren nun
®:G—Hx=g, g~ (9,9).

Nachweis der Homomorphie: Es ist ®(gg¢") = (97, 557) und wir berechnen gg':
99'Ue = 9 Uy,9's = Uggodged s, also (99)e = g0 9o -

Nun zum Produkt ®(g)®(¢') € Hlg= H® > g:

<I>(g) ’ (I)(g) = (g,g) ’ (g/’g/) = gg : élg/ = g(gU)UEQ ' élg/ = gg, : (ga)geg : g/ = gél ' (gé/g)UEQ ' g/ .
Damit ist die Homomorphie bewiesen und wir bestimmen nun den Kern:

1=®(g)=(g.9)=1 = g=1 AN Njo=1= geH ANg=g-u1=ug1-G1=01=1.
ocg

Also ist Ke ® = {1} und [Proposition (3.7)| bewiesen. O

Wir wollen nun speziell sog. teilerfremde Gruppenerweiterungen studieren. Darunter verste-
hen wir Gruppenerweiterungen H < G — g, bei denen #H und #g teilerfremd sind. Dies hat
zur Folge, dafl jede Untergruppe U < G mit #U = #g ein Komplement zu H ist: Da U N H
eine Ordnung hat, die #g und #H teilt, muf} diese gleich 1 sein, d. h. U N H = {1}. Damit ist
die natiirliche Abbildung v : G — G/H = g eingeschrinkt auf U injektiv: v |; : U < g. Wegen
#U = #g ist sie dann auch surjektiv: U =~ g.

(3.8) Satz: (Zassenhaus) Teilerfremde Gruppenerweiterungen zerfallen, d. h. zu einem Normal-
teiler H < G, dessen Ordnung #H teilerfremd ist zu seinem Index (G : H), existiert stets ein
Komplement.

Zusatz ohne Beweis: Alle Komplemente sind in G konjugiert.
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Beweis: Sei G ein Gegenbeispiel kleinster Ordnung. Dann gibt es einen Normalteiler H <« G
mit #H teilerfremd zu (G : H), aber es gibt keine Untergruppe U < G mit #U = (G : H). Wir
zeigen:

1) H ist nilpotent: Ist P < H eine Sylowuntergruppe von H, so gilt H:= Ng(P)-H = G, denn:

g€ G = P9 < HY9 = H Sylowuntergruppe
:>vh€HPg:Ph:>gh_1€NG(P)
— g c Ng(P) -H.

Schrankt man die natiirliche Abbildung v : G — G/H ein auf Ng(P), so ist diese wegen
Ne(P)H = G immer noch surjektiv: v : Ng(P) — G/H, so dafl aus dem Homomorphiesatz
folgt

Ng(P)/Ng(P)NnH ~ G/H .

Damit enthédlt G' = Ng(P) einen Normalteiler H' = Ng(P) N H = Ny (P), dessen Ordnung
(die #H teilt) prim ist zum Index (G’ : H') = (G : H). Da G keine Untergruppe der Ordnung
(G : H) enthilt, gilt dies erst recht fiir die Untergruppe G’. Aufgrund der Minimalitdt von G
folgt G = G’ = Ng(P), P < G. Insbesondere P < H fiir alle Sylowuntergruppen von H. Damit
ist H nilpotent (siehe [Satz (2.12) v)]).
2) H ist abelsch: Angenommen H' = [H, H| # 1. Dann ist H' als charakteristische Untergruppe
von H < G ein Normalteiler in G und die Gruppe G = G/H’ hat kleinere Ordnung als G. In
dieser Gruppe gibt es einen Normalteiler H = H/H', dessen Ordnung (die #H teilt) prim ist
zu (G : H) = (G : H) (H ist das volle Urbild von H unter G — G, [Bemerkung (2.11))). Wegen
der Minimalitit von G muf also in G ein Komplement fiir H existieren.
Sei U = U/H', H < U < G, ein solches Komplement, also #U = (G : H) = (G : H).
Damit enthélt U einen Normalteiler H', dessen Ordnung #H' (| #H) teilerfremd ist zu (U :
H') = #U = (G : H). Nun existiert in G, also erst recht in U, keine Untergruppe der Ordnung
(G : H); U ist also ebenfalls ein Gegenbeispiel zu Satz (3.8). Aufgrund der Minimalitdt von G
mufl U = G sein. Dann folgt aber (G : H') = (U : H') = (G : H), also #H' = #H. Dies bedeutet
H = H' = [H, H], ein Widerspruch zur Nilpotenz von H (siehe. Die Annahme H' # 1
war also falsch: H' = 1, H ist abelsch.

Damit ist zuriickgefithrt auf den nachfolgenden Satz, der abelsche Normalteiler
behandelt, fiir diese aber ein verschéarftes Resultat liefert.

(3.9) Satz: Sei A < G ein abelscher Normalteiler und #A teilerfremd zum Index (G : A). Dann
besitzt A ein Komplement in G und alle Komplemente sind untereinander konjugiert in G.

Ist dieser Satz bewiesen, so folgt denn wie oben gezeigt hat das minimimale Gegen-
beispiel einen abelschen Normalteiler; fir diesen existiert geméaf (3.9) aber ein Komplement.
Folglich gibt es kein Gegenbeispiel zu (3.8).

Das Studium abelscher Normalteiler und der Beweis von (3.9) ist Gegenstand des néchsten
Abschnittes.

c. Abelsche Normalteiler, Kohomologiegruppen

Wir betrachten Gruppenerweiterungen A — G —» g mit abelschem, additiv geschriebenem Kern
A. Aufgrund der Kommutativitdt sind alle inneren Automorphismen von A trivial. Daraus folgt:
Das Automorphismensystem a : g — Aut(A) ist ein Gruppenhomomorphismus und aulerdem
vom Reprasentantensystem unabhdngig:

f(au 7-) cEA— OO = aO'T(- . ')f(a,‘r) S =

/ /
a, € A, Uy = Usay = ) = Q(...)% =, .

Da « ein Gruppenhomomorphismus ist, erhalt man durch die Festetzung a® := a®’ eine Ope-
ration von g auf A, denn: (a?)” = a® % = %7 = 7. Wegen «a, € Aut(A) gilt weiter
(a+b)7 =a’ +b°. Damit wird A zu einem g-Modul. Also:
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Gruppenerweiterungen A — G —» g mit abelschem Kern bestimmen eine g-Modulstruktur
auf A vermége

1

(o

a’° =a” =uy au, fira€ A, o €g, u, € G mit v(u,) =o.

Da die Operation a vom Repréasentantensystem unabhéngig ist, definieren isomorphe Grup-
penerweiterungen dieselbe g-Modulstruktur auf A. Man unterteilt daher die Gesamtheit aller
Gruppenerweiterungen zunéchst nach den verschiedenen g-Modulstrukturen auf A, und unter-
sucht dann die Gruppenerweiterungen A — G —» g bei fester g-Modulstruktur auf A. Diese
Gruppenerweiterungen werden beschrieben durch die zugehorigen
Faktorensysteme des g-Moduls A:

fraxg—= A, [flor,p)+ flo,7)" = flo,7p) + f(7,p)
Satz (3.3)| ergibt dann fiir eine endliche Gruppe g und einen g-Modul A:

Die Isomorphieklassen von Gruppenerweiterungen A — G —» g mit der vorgegebenen
Operation von g auf A entsprechen bijektiv den Faktorensystemen f : g X g — A des
g-Moduls A modulo der Aquivalenzrelation:

f~f = \/ fl(o,7)— flo,7) =a + ar — agr .

a:g—A

Wir haben dabei die Normiertheitsbedingung sowohl bei f als auch bei a fallen gelassen.
Dies dndert nichts an der obigen Formulierung von (3.3), da man ein beliebiges f mittels eines
geeigneten a dquivalent normieren kann. (Man wéhle a mit a; = —f(1,1) und a, = 0 fiir 0 # 1.)

Durch diese Beschreibung erhélt man auf der Menge aller Gruppenerweiterungen von A mit
g, die eine feste g-Modulstruktur auf A bestimmen, die Struktur einer abelschen Gruppe. Wir
stellen dies hier in den Rahmen der Kohomologie von g-Moduln.

Definition der Kohomologiegruppen:
Man definiert fiir n > 0 die Gruppe der n-Koketten

C"(g,A):={f:¢" — A| f Abbildung}
und die Korandabbildungen

o C™(g, A) — C"(g, A), f— O"f
(0" )01y yont1) = f(O2y .o Ont1) + ...
B (1) (01, i1, 03041, Tid 2y ey Tpg1) + - -
o (D) (o, ., 0n))T

Dabei ist g° einelementig und daher C°(g, A) = A; fiir f = a € C%(g, A) ist °f(0) = a — a°.
Man erhélt so eine Sequenz abelscher Gruppen und Homomorphismen

095 4250 (g, A) L5 02(g, A) L5 C3(g, A) — -
Dies ist ein Komplex abelscher Gruppen, d. h. es gilt
Mod" 1 =0, bzw. Imd" ! c Ked".

Man definiert nun die

Gruppe der n-Kozyklen: Z™(g,A) :=Ked" < C"(g,A),
Gruppe der n-Korénder: B"(g,A) :=Imo" ! < Z"(g, A) < C"(g, A),
n-te Kohomologiegruppe: H™(g,A):=Z"(g,A)/B"(g,A).

27



Die Kohomologiegruppen sind wichtige Invarianten des g-Moduls A. Eine systematische Un-
tersuchung dieser Gruppen, insbesondere ihres funktoriellen Verhaltens (Anderung von g, A),
fihrt zu einem Aufbau eines aufwendigen, aber wirkungsvollen Formalismus, der insbesondere
die Berechnung solcher Kohomologiegruppen ermdoglicht.

Wir wollen hier unser Klassifikationsproblem fiir Gruppenerweiterungen in Termen von Ko-
homologiegruppen formulieren. Das angestrebte Resultat erweist sich dann als eine Aussage
iiber Kohomologiegruppen. Diese Aussage werden wir aber direkt beweisen (ohne Riickgriff auf
allgemeine Resultate iiber Kohomologiegruppen).

Gruppenerweiterungen und Kohomologiegruppen:
Man zeigt zunédchst, dafl die oben betrachteten Faktorensysteme des g-Moduls A nichts anderes
sind als die 2-Kozyklen. Es gilt namlich:

f:ng_>A - 82f(0,T,p):f(T,p)—f(UT,p)+f(U,Tp)—f(O',T)’D,
und daher
feZg,A) < &f=0 < flor,p)+ flo,7)" = f(o,7p) + f(7,p).

Die letzte Bedingung ist gerade die charakterisierende Eigenschaft der Faktorensysteme.
Auch die Aquivalenzrelation ~ ist beschreibbar in kohomologischen Termen.
Fiir a € C'(g, A), 0 > a,, gilt ndmlich

da(o,7) = ar — apr +al,

also
[ e\ fof =0 e [ f emd' = By, A).

a:g—A

Die Menge der Aquivalenzklassen modulo ~ ist also gerade die Faktorgruppe
Z*(g, A)/B*(3, A) = H?(g, A) .

Man erhélt damit die folgende abelsche Version von

(3.3ab) Satz: Sei g eine endliche Gruppe und A ein g-Modul. Ordnet man jeder Isomorphie-
klasse von Gruppenerweiterungen A — G —» g, die die vorgegebene g-Struktur auf A induziert,
sein Faktorensystem f modulo ~ zu, so erhdlt man eine Bijektion auf die zweite Kohomolo-
giegruppe H?(g, A).

Offenbar gehort zum 0-Element von H?(g, A) das semidirekte Produkt A > g (bzgl. der
fixierten Operation). Daraus folgt:

H2(g, A) = (0) < {Jede Gruppenerweiterung A — G — g mit der ge-}

gebenen g-Struktur auf A zerfillt.

Die Existenzaussage von ist damit reduziert auf den Nachweis von H?(g, A) = 0 fiir
#g teilerfremd zu #A.

Aber auch die Konjugiertheitsaussage von (3.9) fiir die Komplemente ist kohomologisch
fafbar. Es gilt:

(3.10) Bemerkung: g endliche Gruppe, A ein g-Modul, G = A > g das zugehorige semidirekte
Produkt. Dann gilt:

a) Die Gruppe Z!(g, A) operiert treu und transitiv auf der Menge der Komplemente von A in
G. Man erhélt dadurch eine Bijektion zwischen der Menge der Komplemente und der Gruppe
der 1-Kozyklen Z1(g, A).

b) Dabei bildet a € Z!(g, A) ein Komplement auf ein in G konjugiertes ab, genau dann wenn
a ein Korand ist. Die Konjugationsklassen von Komplementen von A in G entsprechen daher
bijektiv den Elementen der 1-dimensionalen Kohomologiegruppe H'(g, A).
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Beweis: a) Sei a € Z'(g, A) und U = {u, | o € g} ein beliebiges Komplement von A in G.
Dann definieren wir
U-a:={u, =usa, | o€ g}

und zeigen, dafl dadurch ein weiteres Komplement definiert ist: Wegen a, € A = Kev gilt
v(uga,) = o und man mufl nur zeigen, dafl die u, multiplikativ abgeschlossen sind. Da a ein
1-Kozyklus ist, gilt

O:ala(U,T) =a; — Aoy + 0, <= al + ar = aor,
oder in multiplikativer FormH alar; = asr. Daraus folgt dann

I _ T o o
U Uy = Uplg * UrGr (;) Ug * UrQy * Qr = UgrQor = Uy, .

Damit operiert Z!(g, A) auf der Menge der Komplemente. Ist U-a = U, so ist jedes u), = u,a,
von der Form u, € U. Wegen 7 = v(u;) = v(usas) = v(us) = 0 ist 7 notwendig ¢ und es folgt
U-a=U <= usays = Uy < a, =1 (bzw. in A a, = 0) fiir alle o € g. In Termen der
Operation von Z' auf den Komplementen bedeutet dies U-a = U <= a = 0; die Operation ist
treu. Damit ist bei beliebig gewdhltem Komplement U (dessen Existenz in einem semidirekten
Produkt ja gegeben ist) die Abbildung

a—U-a

injektiv. Wir miissen nun zeigen, daf sie surjektiv ist.
Sei U’ = {ul} ein weiteres Komplement, also existieren a, € A mit u), = uya,. Wir zeigen, daf§
(ay) notwendig ein 1-Kozyklus ist. Seien f und f’ die zu U bzw. U’ gehérenden Faktorensysteme.
Dann gilt
f'(o,7) = flo,7) = al + a; — agr = 0'a(o, 7).
Da die f und f’ bestimmenden Reprisentanten Komplemente von A bilden, gilt f(o,7) =
f'(o,7) = 0 und folglich
da=0, d.h acZgA.

b) Sei U’ = U - a konjugiert zu U, also U’ = UY fiir ein g € G. Wir stellen g dar als g = u;b mit
7 =v(g) €gund b € A. Wegen u, € U folgt dann, U9 = U? fiir ein b € A. Konjugiertheit kann
also stets durch ein Element aus A erreicht werden. U’ = U® bedeutet dann u), = u% = b~ !u,b mit
einem geeigneten 7 € g. Wegen b € A = Kev folgt wie oben o = v(u) = v(b) 'v(u,)v(b) = 7.
Also:

U-a=U =U" <= uya, =ul, = b lusb

= Uyly = Usb " b < a, =b"7D.

In additiver Schreibweise lautet die letzte Gleichung:
ag =b—b7 = 3%(0).
Damit folgt fiir a € Z1(g, A):

U=U-arqgU < \/ a=03 < acB'(g,A).
beA

YUDie Gruppe A ist additiv notiert, jedoch als Untergruppe der (nicht abelschen) Gruppe G wird sie wie diese
multiplikativ notiert. Diese Ambivalenz wird vermieden, wenn man A nicht als Untergruppe von G betrachtet,
sondern vermoge des zum Begriff der Gruppenerweiterung gehérenden injektiven Gruppenhomomorphismus % :
A — G in G einbettet. Dabei ist dann ¢ ein Homomorphismus einer additiven in eine multiplikative Gruppe:

i(a+b) = i(a) - i(b).
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Dies bedeutet:

H'(g,A) = (0) — {Alle Komplemente von A im semidirekten Produkt}

G = A > g sind in G konjugiert.

Insgesamt ist damit [Satz (3.9)| reduziert auf den Beweis der
(3.11) Proposition: Ist g eine endliche Gruppe und A ein endlicher g-Modul, so gilt:

(#0.#A4)=1 = H'(s,A) =0=H?(g,A).

Beweis: Da der ggT als Vielfachsumme darstellbar ist, gibt es ganze Zahlen x,y mit 1 =
T-#Hg+y-#A, und daher

/\ rH#g.a=a. (1)
acA
Nachweis von H? = 0: Sei f € Z?(g, A), also
f(07—7 P) =+ f(aa T)p = f(07 Tp) + f(Tv p) : (2>

Wir definieren nun mit dem obigen = € Z eine 1-Kokette f! € C'(g, A) vermoge

fi(r) = I‘Zf(o‘,T) cA

ocyg
und berechnen ihren Rand:
O (1 p) = fHp) — fHrp) + fH(7)?
=T ZO‘EQ (f(J, P) - f(O', Tp) + f(Uv T)p)

= ¢ Trey (0:0) — £(07,) + 7.9)

=T ZUEQ f(O', 10) - ZO‘Eg f(UTa p) +T Zo‘Eg f(7_7 :0)
= xZUEQ f(O', p) - xZU’Gg f(ala P) + xZoeg f(Ta p)

= x#g. f(1,p) 5 f(m.p).

Damit ist f = 0'f! ein 2-Korand, also Z%(g, A) C B%(g, A): H?(g, A) = 0.
Nachweis von H! = 0: Sei a € Z!(g, A), also

Qg — a; + ar . (3>
Analog wie oben definieren wir nun eine 0-Kokette, d. h. ein Element in A:

b:xZagEA

ocg
und berechnen den Korand
b(r) =b—b" = Ty ,eq(ts —af)
(3:) €r deg(aa — Qg7 + aT)
= :L‘Zaeg Qg — xZo‘Eg agr + xZo‘Eg ar
= x#g.a, (_T) ar.
Damit ist a = 9'b € Bl(g, A) und die Behauptung bewiesen.

d. Gruppen der Ordnung p?

In diesem Abschnitt wollen wir (als konkrete Anwendung der bisherigen Resultate) alle Gruppen
der Ordnung p? bestimmen. Wir verwenden dabei zunéchst die Erweiterungstheorie zur Bestim-
mung aller nicht-abelschen Gruppen der Ordnung p"*! (p eine Primzahl), die einen zyklischen
Normalteiler der Ordnung p™ enthalten.
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(3.12) Satz: Sei p eine Primzahl, n € N, n > 2.

a) Fiir p # 2 gibt es genau eine nicht-abelsche Gruppe G der Ordnung p"*™' mit einem
zyklischen Normalteiler A der Ordnung p", ndmlich das semidirekte Produkt Cyn > C),
mit der folgenden Operation von Cp, = (o) auf Cpn = (a):

n—1
a® =gt

Also gilt

n—1

G={(a,0) mit #G=p"' " =1, 0" =1, a° =a'™?
b) Sei p = 2 und n > 3. Dann gibt es genau 4 nicht-abelsche, nicht-isomorphe Gruppen G
der Ordnung 2"+ mit einem zyklischen Normalteiler A der Ordnung 2", ndmlich:
(1) Die Diedergruppe Don+1 = (a,0) definiert durch
HDoni1 =2 0 =062=1,a" =a"'.

(2) Die (verallgemeinerte) Quaternionengruppe Qqon+1 = (a, o) definiert durch

n n—1 _
#Q2"+1:2n+17a2 :1702:a2 7a0:a1.

(3) Die Gruppe G = (a, o) (wie fiir p # 2) definiert durch

#G =" @ =2 =1, a° = alt2
(4) Die Quasidiedergruppe G = {(a, o) definiert durch

HG =2" @ =02 =1, a° = a2

¢) p=2, n = 2: Es gibt genau 2 nicht-abelsche nicht-isomorphe Gruppen der Ordnung 8 mit
einem zyklischen Normalteiler der Ordnung 4, ndmlich die Diedergruppe Dg (siehe b)(1)
mit n = 2) und die Quaternionengruppe Qs (siehe b)(2) mit n = 2).

d) Alle genannten Gruppen existieren und sind untereinander nicht isomorph. Sie sind durch
die angegebenen Eigenschaften bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei (a) — G — (o) eine Gruppenerweiterung der genannten Art. Da A abelsch ist,
ist das Automorphismensystem ein Homomorphismus

a:g— Aut(A4), also a: Cp = Aut(Cpn) .

Wir klassifizieren zundchst diese Homomorphismen. Da g zyklisch von Primzahlordnung ist, ist
« ist entweder injektiv oder trivial.
Zwischenbemerkung: Ist a = 1, so ist G abelsch.

Beweis: Wegen a = 1 gilt
ugsa = au, firalleoc€g,acA (1)

und es bleibt zu zeigen u,u, = uru, fiir alle 0,7 € g. Ist 0 = 1 oder 7 = 1, so folgt wegen
u; € A die Kommutativitat der Reprisentanten bereits aus (1). Da g zyklisch ist, etwa g = (o),
ist zu zeigen

UsilUyi = UgiUgi -
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Der Beweis erfolgt induktiv iiber ¢; der Induktionsanfang ¢ = 0 ist bereits gezeigt. Sei nun i = 1.
Hier erfolgt der Beweis induktiv {iber j. j = 0 ist ebenfalls bereits gezeigt. Sei nun j > 1. Dann
gilt geméaf der Représentantenmultiplikation (R)

UsUyi = Ug * UgUyj— 0,00~ 1H)~1 = UgUsi—1U, 0,007~
oWUgi (R) o olUgi 1f(7 ) (Ind.Vor) olgi—1 Jf(7 )

1

= UgUyi—1f (0, o*j_l)_l Uy = Uy Ug -

(1) (R)

Genauso argumentiert man beim Induktionsschritt bzgl. i. Wieder benutzt man die Aufspaltung
Uyi = Ugtyi-1 (0,0 1)™! wobei man dann fiir den Induktionsschritt neben (1) die Induktions-
voraussetzung fir ¢ — 1 und 1 bendtigt. (Daher der Induktionsanfang bei ¢ = 0 und i = 1.)

Aufgrund dieser Zwischenbemerkung kénnen wir uns zum Beweis von auf injekti-
ve Gruppenhomomorphismen « : g < Aut(A) beschréanken. Da g zyklisch von der Ordnung p ist,
erhdlt man so Isomorphismen « : C), = A auf zyklische Automorphismengruppen A < Aut(A)
von A mit der Ordnung p. Wir bestimmen daher zunédchst fir A ~ Z/p"Z die Automorphis-
mengruppe und ihre Untergruppen A der Ordnung p.

(3.13) Lemma: (Automorphismen zyklischer Gruppen) Sei m eine natiirliche Zahl.
a) Ist a ein Element der Ordnung m in einer beliebigen Gruppe, so gilt

m

ord(a®) = T f)

b) Die Automorphismengruppe einer zyklischen Gruppe A = (a) der Ordnung m ist die prime
Restklassengruppe mod m:

Aut(Z/mZ) = P(m) :={k € Z/mZ | k € Z, ggT(k,m) =1}, ¢ p(1).

Beweis: a) Sei d = ggT(m, k) und dm’ = m, dk’ = k, also m’ und £’ teilerfremd. Dann gilt
flir ein beliebiges I:

(F)'=1 < ord(a) =m |kl <= m' |k < m'|I.

Damit folgt ord(a*) = m’, wie behauptet.

b) a* erzeugt (a), wenn es dieselbe Ordnung m’ = m hat, also nach a), wenn ggT(m, k) = 1
ist. Nun ist a = 1 Erzeugendes von A = Z/mZ, also auch das Bild (1) = k = k.1 unter einem
Automorphismus ¢. Daher muB k zu m teilerfremd sein, d. h. es ist & € P(m). Die angegebene
Abbildung ist somit wohldefiniert; sie ist offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus (bzgl. der
Multiplikation in P(m)); und sie ist injektiv, da ¢ durch seinen Wert auf dem Erzeugenden a = 1
der zyklischen Gruppe A festgelegt ist. Ist ¢(a) ein Element, das dieselbe Ordnung m wie a hat,
so wird durch ¢(a*) = p(a)¥ ein Automorphismus wohldefiniert. Dies liefert die Surjektivitit
der obigen Abbildung.

(3.14) Satz: (Struktur der primen Restklassengruppen)
a) P(m) ist die Einheitengruppe R* = {r € R | \/,cgprs = 1} des Ringes R = Z/mZ.
b) P(mn) = P(m) x P(n) fiir teilerfremde m,n.

c¢) Fiir Primzahlpotenzen m = p" einer Primzahl p # 2 und fiir p = 2, n < 2 ist P(p")
zyklisch von der Ordnung (p — 1)p"~!. Fiir n > 2 gibt es in diesen Fillen genau eine
Untergruppe der Ordnung p in P(p"); sie wird erzeugt von der Restklasse von 1+ p"~ .

d) Fiir n > 3 ist P(2") = (—1) x (5) direktes Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung
2 und einer der Ordnung 2" 2. Es gibt genau drei Untergruppen der Ordnung 2 darin; sie
werden erzeugt von den Restklassen von —1 bzw. von 1 4 271,
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Beweis: a) Wir benutzen die Darstellbarkeit des grofiten gemeinsamen Teilers als Vielfach-
summe. Diese beweist man mit dem euklidischen Algorithmus. Wendet man diesen auf zwei
Zahlen k und m an, so erhilt man am Ende nicht nur den ggT d, sondern auch dessen Darstel-
lung als d = zk + ym mit ganzen Zahlen x,y. Fir teilerfremde Zahlen k, m ergibt sich

l=zk+ym, also zk=1modm.

Damit hat & modulo m ein Inverses, d. h. k € (Z/mZ)*. Umgekehrt folgt aus xk = 1 mod m,
also 1 = zk + ym, dal d = ggT(m, k) ein Teiler von zk + ym = 1 sein muf}, also d = 1 ist.
b) folgt aus dem Chinesischen Restsatz fiir teilerfremde n, m:

Z/mnZ = Z/mZ x Z/nZ, x+ mnZ — (x+mZ,x+ nZ).

(Wegen der Teilerfremdheit von n, m ist der angegebene Homomorphismus injektiv; da Defini-
tions- und Zielbereich gleichméchtig sind, liegt ein Isomorphismus vor.) Diese Isomorphie iiber-
tragt sich auf die Einheitengruppen.

Die Strukturaussagen c), d) werden im Rahmen der Algebra und elementaren Zahlentheorie
bewiesen. Wir skizzieren die bend6tigten Schritte.
1) #P(p") = (p— 1)p"~! fiir jede Primzahl p und n € N. Mittels b) erhiilt man eine allgemeine
Formel fiir #P(m).
2) Endliche Untergruppen von Multiplikationsgruppen von Koérpern sind zyklisch; P(p) = ]F;
ist zyklisch von der Ordnung p — 1.
3) Fiir p # 2 hat 1+ p mod p" in P(p") die Ordnung p™~*.
4) P(p™) enthélt ein Element der Ordnung p— 1. Ist w mod p™ ein derartiges Element und p # 2,
so wird P(p™) von w(l + p) erzeugt.
5) 52° = 1 + 2842 mod 283 fiir k > 0.
Begriindungen:
1) Teilerfremd zu p™ zu sein, bedeutet nicht durch p teilbar zu sein, also gilt

Z/p"Z\ PG") = {a € Z/p"Z | p| a} = {kp | 0 < k < p"}.

Diese Menge enthilt p"~! Elemente, also folgt #P(p") = p™ — p" !, womit 1) gezeigt ist.

2) Sei A < K* eine endliche Untergruppe und a € A ein Element maximaler Ordnung m. Da
A abelsch ist, gilt dann ord(b) | m bzw. b™ =1 fiir jedes b € A. Zum Beweis nehmen wir an, es
giabe ein b € A mit ord(b) = k fm. Dann gibt es eine Primzahlpotenz p” | k mit p” f m. Das
Element @ = a”” hat dann die Ordnung m = m/ggT(m,p"), wihrend b = bF/P" die Ordnung
k = p” hat. Wegen p” Jm ist ggT(m, p*) die gréBte p-Potenz, die m teilt, also p kein Teiler mehr
von 7. Damit haben @ und b teilerfremde Ordnungen 7 und k. Nun gilt in beliebigen abelschen
Gruppen

ggT(ord(z),ord(y)) =1 = ord(zy) = ord(z) ord(y) .

Zur Begrindung setzen wir m = ord(z), n = ord(y). Dann gilt fir beliebige | € Z
l=(zy)! = 1=2"A1=¢y" = m|lnAn|lm = m|lAn|l = mn]|l.

Also hat das Produkt ab die Ordnung ord(ab) = mk = p¥-m/ggT(m, p*) > m. Dies widerspricht
der Maximalitdt von m.

Damit ist ™ =1 fiir alle z € A. Da A in einem Korper liegt, bedeutet dies: Alle Elemente von
A sind Wurzeln des Polynoms X™ — 1. Dieses hat in einem Ko&rper héchstens m Wurzeln, also
#A < m. Da andererseits in A ein Element a mit der Ordnung m existiert, folgt A = (a).

3) Wir zeigen induktiv fir p # 2:

(1+p)P" =14 p"! mod p"*2 fiir k > 0.
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k =0 ist klar. Sei & > 0 und (1 + p)P" = 1 4 pF*+! + ap**? fiir ein a € Z. Dann folgt

1+ p)P"" = (1 +pFH (1 + ap))?
=1+p - p"* (1 +ap) + B)p* (1 +ap)® +.

denn fiir p # 2 ist p ein Teiler von (£). Aus der bewiesenen Kongruenz folgt zunéchst (mit
n—1

E=n-1)(1+ p)pn_1 = 1 mod p"; die Ordnung von 1 4 p mod p™ ist also ein Teiler von p
Die Ordnung kann aber kein echter Teiler sein, da fiir k < n — 1, also k + 2 < n folgt

(1 —|—p)pk =1 —i—pk‘H (mod pk+2) # 1 (mod pk+2) # 1 (mod p").

4) Sei w mod p ein Element der Ordnung p — 1 in P(p) (siche 2)). Dann gehoért « = u mod p"
zu P(p™) und hat mindestens die Ordnung p — 1. Wegen #P(p") = (p — 1)p" ! hat u mod p"
daher die Ordnung (p — 1)pk mit 0 < k < n — 1. Dann ist w = u”* mod p" ein Element der
angestrebten Ordnung p — 1.

Damit haben die Elemente w und 1+ p in P(p") die teilerfremden Ordnungen p — 1 und p
ihr Produkt w(1 + p) also (siehe Beweis von 2)) die Ordnung (p — 1)p" ! = #P(p"). w(1 + p)
ist folglich ein Erzeugendes von P(p™). In dieser zyklischen Gruppe gibt es dann fiir n > 2, also
p | #P ("), genau eine Untergruppe der Ordnung p. Ein Element der Ordnung p ist gegeben
durch (14 p)?""~ = 1+ p" ! mod p" (siche die Kongruenz im Beweis von 3)). Satz (3.14), c)
ist daher fiir die Fille p # 2 bewiesen. Nun ist P(2) trivial und P(4) = {£1} zyklisch von der
Ordnung 2, so dafl man die restlichen Behauptungen von c¢) unmittelbar iiberpriifen kann.

5) k = 0 ist wieder klar. Sei k > 0 und 52° = 1 4 282 4 2634 mit o € Z. Dann folgt

n—1
)

527 = (14 2M2(1 + 2a))? = 1+ 2M3(1 + 2a) + 2244(1 + 20)? = 1 + 273 mod 28+

Daraus folgt wie unter 3), da8 fiir n > 2 5 mod 2" die Ordnung 2”2 hat.

Wir kommen nun zum Beweis von [Satz (3.14),d)l Lige —1 mod 2" in der von 5 mod 2"
erzeugten Untergruppe, so existierte ein k, 0 < k < 2”72, mit

—1=5mod 2" = 5% =1 mod 2"
= ord(5) =2""?|2k = 2" 3 |k = 2" 3=k

— —1=5""=1 +2" 1 mod 2" = —1=1mod 2" L.

Dies ist wegen n—1 > 2 falsch. P(2") hat also die behauptete Struktur als direktes Produkt einer
zyklischen Gruppe der Ordnung 2 und einer der Ordnung 2”2 (mit den explizit angegebenen
Erzeugenden).

Offenbar ist —1 mod 2" ein Element der Ordnung 2. Sei nun +5* (0 < k < 2"~2) ein anderes
Element der Ordnung 2 in P(2"). Dann folgt wie oben

1=5%mod 2" <= 2772 |2k = 2" 3 |k «— k=2""3.
Damit gibt es genau drei Elemente der Ordnung 2 in P(2"). Nun gilt nach 5)
5277 =14+ 2" 1 mod 27,

so daB zusammen mit 4(1 + 2" 1) = +1 + 2"~ mod 2" Satz (3.14),d) folgt. O

Wir fithren nun den Beweis von W (3.12)|fort. Es ist o : g = A ein Isomorphismus auf eine
zyklische Untergruppe A = (k) der Ordnung p in P(p"), und diese sind geméf bekannt.
Wir miissen folgende Moglichkeiten fiir &£ untersuchen:

1421 firp=2n>3,

{1+Pn_1 fiir p#2,n > 2 oder p=2,n>3,
k=
-1 firp=2,n>2.
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Man wéhlt nun in g das Erzeugende o so, daB a, = k ist. Es gilt dann
o =d¥ firalleac A.

Wir wollen nun untersuchen, in welchen Féllen ein Komplement zu A existiert, d. h. ob ein
semidirektes Produkt vorliegt. Wir gehen dazu von einem beliebigen Repréisentanten u, von o
aus und suchen ein anderes Urbild u, = u,b (b € A) mit der Eigenschaft (usb)? = 1. Existiert

ein solches b, so erhilt man durch v ; := (usb)’ eine zu g = (o) isomorphe Untergruppe von
G. Um ein solches b zu konstruieren, berechnet man induktiv aufgrund der Vertauschungsregel
a’ = aF

(uob)p — ugbkpfl+kpf2+..,+k:+1 —. u;gbK )
Gesucht ist also ein b € A mit b5 = u2 =: d. Wegen v(u2) = 0P =1 liegt d in A und es gilt
d* = d° = u tduy = u; fuPu, = ub =d.

Wir 16sen nun die Gleichung b = d in A. Dabei unterscheiden wir wieder die drei Félle fiir k.
1. k=14 p" ! Dann ist

K=k 1424 4 k+1=3" 01 +p" ) =3P 1+ ip" ! mod p"
— p(p=1) n-1 n _ [ p (mod p") fiir p # 2
=p+ g et modp _{2—1—2"1 (mod 2") fiir p = 2.
=p-lmodp"” mitpfl.

(Man beachte, dal im Falle p = 2 n > 3 ist.) Wegen b € A und p" = #A folgt daraus b* = b
und die zu l6sende Gleichung lautet dann

b Pl =d=uP.

Da [ teilerfremd zu p ist, ist in der p-Gruppe A jedes Element eine [-te Potenz (1 = zl+yp" —>
1 =2l mod #A = a = a* € A'). Es geniigt also letztendlich ein ¢ € A zu finden mit ¢? = u®,
d. h. zu zeigen:

d = ul ist p-te Potenz eines Elementes aus A.

Nun gilt d = d*F = d1+pn71, also 1 = d”"~". Dies bedeutet in der zyklischen Gruppe A der
Ordnung p", daB d eine p-te Potenz ist. (d = a/ und 1 = P = g implizieren p" | jp"~!
bzw. p | j.)

2.k = —-14+2""1 Wegen p = 2 ist dann K = 1+ k = 2" ! und die Gleichung lautet
b=2""" = d, d. h. es gilt zu zeigen:

d = u2 ist 2" !-te Potenz eines Elementes aus A.

Da A zyklisch von der Ordnung 2" ist, mu8 man beweisen, daf d := u2 hochstens die Ordnung
2 hat (siehe analogen Schlufl unter 1.). Nun gilt wieder

d=d" =d "7 also 1=d 212" = @212

Nun ist —1 + 2”2 fiir n > 3 ungerade und damit prim zu 2", so dal man durch Potenzierung
der letzten Gleichung mit dem Inversen modulo 2" d? = 1 erhiilt.

3.k = —1. Dann ist K = 1+ k = 0 und die zu untersuchende Gleichung lautet nun
d = b’ = 1. Diese ist unabhingig von b. Es gilt also nur zu entscheiden, ob d = 1 ist oder nicht.
Wegen d = d¥ = d! gilt d> = 1, so da es in der zyklischen Gruppe A = (a) der Ordnung 2"
nur zwei Moglichkeiten fiir dieses Element d gibt:

277,—1

d=1 oder d=a
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Im Falle u2 = d = 1 erhiilt man wieder ein semidirektes Produkt, die Diedergruppe (1), wihrend
im Falle u2 = d = a2""" sich die angegebene (verallgemeinerte) Quaternionengruppe (2) ergibt.
Diese kann kein semidirektes Produkt sein, da u2 = d # 1 fiir jeden Reprisentanten von o gilt.

Dieses letzte Resultat deckt in[Satz (3.12)| Teil ¢) und von b) die Félle (1), (2) ab. Dagegen war
in den beiden erstgenannten Fillen fiir k die Gruppenerweiterung G notwendig das semidirekte
Produkt mit der angegebenen Operation von g auf A. Dies ergibt in Satz (3.12) Teil a) und die
Fille (3), (4) von b).

d) Die verschiedenen Gruppen fiir p = 2 sind nicht isomorph, denn die Falle 1. — 3. unter-
scheiden sich bereits in der Operation von g = Cy auf A, wahrend die Unterfélle von 3. sich in
der Existenz eines Komplementes unterscheiden.

Alle genannten Gruppen existieren. Dies ist klar fiir die semidirekten Produkte mit den
angegebenen Operationen. (Man hat lediglich zu tiberpriifen, dafl durch die angegebenen Glei-
chungen a’ = a* Operationen von C, = (o) auf Cpn = (a) gegeben sind. Das bedeutet, fiir
die angegebenen Werte von k gilt a*” = a” = a! = a bzw. k” = 1 mod p".) Aber nicht nur
die semidirekten Produkte, sondern auch die verallgemeinerte Quaternionengruppe ist wohlde-
finiert. Letztere konstruiert man mit der angegebenen Operation a® = a~! und dem folgenden
(normierten) Faktorensystem

2n—1

fl,o) = f(o,1) = f(1,1)=1 und f(o,0)=a

Man rechnet dazu nach, dafl f ein Kozyklus ist: Ist in der Kozyklenbedingung

flaB, ) + fla, B)" = fle, B7) + f(B,7)

ein Gruppenelement trivial, so gilt die Gleichung aufgrund der Normiertheit. Sind nun alle drei
Elemente «, 3,7 gleich dem einzigen nicht-trivialen Element o von g, so gilt mit d = f(o,0)

f(1,0)+ f(0,0)" = f(o,1) + f(0,0) = d° =d <= d ' =d < d*=1.

Fiir d = a®"" ist die letzte Gleichung wahr, die Kozyklenbedingung also erfiillt.

Wir kommen nun zu der angestrebten vollstdndigen Bestimmung aller Gruppen der Ordnung
p>, p eine Primzahl. Die Gruppen der Ordnung p und p? sind bekannt, da sie notwendig abelsch
sind. (Im Falle #G = p? betrachtet man das nicht-triviale (siche Zentrum Z. Ware G
nicht abelsch, also Z # G, so wire G/Z zyklisch von der Ordnung p und daher jedes Element
von G darstellbar als a’z mit z € Z. Daraus folgert man, da8 G' dennoch abelsch ist.)

(3.15) Satz: Sei p eine Primzahl. Die Gruppen der Ordnung p* sind die folgenden:
a) abelsch: Cp, x Cp x Cp, Cp2 x Cp, Cps.

b) nicht-abelsch, p = 2:

Diedergruppe Dg = (a,b) mit a*=1,=1,a"=0a"",

Quaternionengruppe Qg = (a,b) mit a*=1, V> =a%, a®=a7",

¢) nicht-abelsch, p # 2:

(a,b) mit o =1, =1, a®=alt?,

(a,b,¢) mit a? = =c? =1, a®=0a=a, b°=ab.

G p—
G —
Alle genannten Gruppen der Ordnung p? existieren und sind untereinander nicht isomorph: Sie

sind durch die genannten Eigenschaften als Gruppen der Ordnung p® eindeutig bestimmt.
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Beweis: a) folgt unmittelbar aus [Satz (2.17)
b) Sei nun G nicht abelsch und p = 2. Zunéchst gilt

/\ ord(a) |2 = /\ a=a! = /\ ab=a"tb"1 = (ba)"! = ba,
aeG a€eG a,beG

so daf es in der nicht-abelschen Gruppe G ein Element a der Ordnung 4 geben muf. Dann ist (a)
eine maximale Untergruppe von G und daher Normalteiler in der 2-Gruppe G (siehe|(2.13) a))).
Damit ist G eine Gruppe der Ordnung 2% = 8 mit einem zyklischen Normalteiler der Ordnung
22 = 4, s0 daB8 b) aus folgt.

¢) Sei nun G nicht abelsch und p # 2. Wieder koénnen wir anwenden, wenn in G
ein a existiert mit ord(a) = p?. G ist dann notwendig die erste der beiden angegebenen Gruppen
in c).

Bleibt also der Fall zu untersuchen, daf fiir alle @ € G gilt a? = 1. (Man sagt, die Gruppe G
hat Ezponent p. Aber anders als im Falle p = 2 folgt daraus nicht, dal G abelsch sein mu$.)
Da G eine p-Gruppe ist, ist das Zentrum Z von G nicht trivial. Da G nicht abelsch ist, mufl
Z die Ordnung p haben. (Hitte Z die Ordnung p?, so wire es ein Normalteiler mit zyklischer
Faktorgruppe G/Z, woraus wieder die Kommutativitdt folgt, siehe die Bemerkung vor Satz
(3.15).) Man wéhle nun ein Erzeugendes a von Z und b € G\ Z. Dann ist A = (a,b) abelsch,
vom Exponenten p und von der Ordnung p?. Als maximale Untergruppe ist A dann Normalteiler
in der p-Gruppe G. Man wéhle nun ¢ € G\ A. Dann wird G von a, b, ¢ erzeugt. Da a im Zentrum
liegt, gilt a® = a® = a. Wir untersuchen b°:

AdG =\ " =a".

0<p,v<p
Da G/{a) als Gruppe der Ordnung p? abelsch ist, gilt in G/(a):
b=b=akl =b".
Wegen ord(b) = p und b ¢ (a) hat b ebenfalls die Ordnung p und daher gilt:
b=0 = v=1modp = b°=akb.

Schliefllich gilt p # 0 mod p, da andernfalls b¢ = b folgte und G = (a, b, ¢) abelsch wére. p ist
also prim zu p, so dafl
(@) = () = 2

gilt. Ersetzt man also a durch a*, so erhélt man die angegebene Beschreibung fiir G:
G ={a,b,c) mit a? =W =c"=1, a?=a=a, b°=ab.

Abgesehen von dieser letzten Gruppe ist die Existenz und Nicht-Isomorphie der Gruppen von
bereits durch bewiesen. Aber auch die letztgenannte Gruppe existiert; sie
ist ebenfalls ein semidirektes Produkt, und zwar der elementar-abelschen p-Gruppe A = (a, b) ~
Cp x Cp = F2 mit C), = (¢) bzgl. der Operation

€y~ Aut(F}) = GLa(,), e (o 1)
(Die angegebene Matrix hat die Ordnung p, so dafi die Abbildung ein wohldefinierter Homo-
morphismus ist.) Es bleibt zu zeigen, daf auch die letzte Gruppe nicht zu einer der vorherigen
isomorph sein kann. Dazu zeigen wir, daf3 diese Gruppe den Exponenten p hat, d. h. 2P =1 fiir
alle x € G gilt. Dies scheint klar, da die Erzeugenden die Ordnung p haben, erfordert aber einen
Beweis, da G nicht abelsch ist. (Der Beweis ist auch nur im Falle p # 2 mdglich!) Jedes z € G
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ist darstellbar als z = c/h mit h € A = {(a,b), also wegen der Kommutativitit von A h = b™a".
Damit sind alle Elemente von G von der Form x = ¢/b™a™. Wir folgern

2 !
b=ab = b = (ab)°=at° =a-ab=a% = ... = b =alb,
l !
(B = (B¢ )" = (alb)* = bHalt = bt = dbralt,
C)\b,uau . Clbman — c)\blj,clbmau+n — C>\+lb,u+mal,ual/+n — C)\—&—lb,u—i-mau—l-n—l-lu’
(clbman)3 — chmea2n+lm . Clbman _ C3lb3ma3n+lm+l-2m’

—1
(Clbman)p — Cplbpmapn+lm+21m+3lm+...+(p71)lm — alm% — (ap)lm(pfl)/Q =1

(Man beachte am Ende p # 2!)
Anmerkung: Die letztgenannte Gruppe existiert auch fiir p = 2, ist dann aber nicht vom
Exponenten 2. Fiir p = 2 entnimmt man namlich aus der letzten Formel

(Clbman)2 — C2lb2ma2n+lm — alm

)

so daB sich fiir | = m = 1 nicht (cb)? = 1 ergibt. Vielmehr gilt (¢b)? = a, also ord(cb) = 4. Damit
hat G = (a,b,c) = {(cb,c) einen zyklischen Normalteiler A = (cb) der Ordnung 4, auf dem ¢ wie
folgt operiert:

(cb) = °b° = ¢ - ab = c(cb)?b = cebebb = be = b~ et = (eb) L.
Damit ist G = (cb, ¢) die Diedergruppe Ds.
§4 Auflosbare Gruppen
a. Hauptreihen, Satz von Jordan-Holder

(4.1) Definition: Sei G eine endliche Gruppe, A eine Automorphismengruppe von G, d.h.
A < Aut(G). Dann definieren wir:

a) Eine A-Reihe von G ist eine Folge
G:GQDGlb---DGr:{l}

von A-invarianten Untergruppen G; von G mit G; < G;_1 fiir alle .

Spezialfille: A = {idg}: Subnormalreihe

A =InnG: Normalreihe
A = Aut G : charakteristische Reihe

b) Eine A-Hauptreihe von G ist eine maximale A-Reihe von G ohne Wiederholungen, d.h.
eine A-Reihe aus lauter verschiedenen Untergruppen, die sich nicht echt erweitern 14t zu
einer langeren A-Reihe.

Als Linge einer solchen A-Hauptreihe wollen wir die um 1 verringerte Anzahl der Unter-
gruppen in dieser Reihe definieren, also die Zahl r bei der in a) gewéhlten Indizierung.

Spezialfalle: A = {idg} : Kompositionsreihe
A =1Inn G : Hauptreihe

c) Die Faktoren einer A-Reihe G = Go> G > ---> G, = {1} sind die Faktorgruppen
Gifl/Gi (Z =1,... ,T‘).

Entsprechend spricht man von Kompositions- bzw. Hauptfaktoren.
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Wir bemerken, da8 fiir endliche Gruppen A-Hauptreihen stets existieren, genauer: Jede A-
Reihe 1483t sich nach Weglassen der Wiederholungen zu einer A-Hauptreihe verfeinern. Da ein
Normalteiler Gj+1 < G; genau dann maximal ist, wenn die Faktorgruppe G;/G;y1 einfach ist,
kann man Kompositionsreihen charakterisieren als die Subnormalreihen mit einfachen Faktoren.
Auf die Struktur der Hauptfaktoren werden wir spéter (Satz (4.13))) zuriickkommen.

Eine endliche Gruppe besitzt im allgemeinen viele A-Hauptreihen, aber der folgende wichtige
Satz von Jordan-Holder zeigt, dafl die A-Hauptfaktoren verschiedener A-Hauptreihen iiberein-
stimmen, also Invarianten der Gruppe G sind.

(4.2) Satz: (Jordan-Hélder)

Sei G eine endliche Gruppe und A eine Automorphismengruppe von G. Dann gilt:

Je zwei A-Hauptreihen haben die gleiche Linge und nach geeigneter Umnumerierung sind ihre
Faktoren isomorph.

Die A-Hauptfaktoren und ihre Vielfachheiten in einer beliebigen A-Hauptreihe sind also Invari-
anten der Gruppe G.

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden Verfeinerungssatz von Zassenhaus-
Schreier:

(4.3) Proposition: (Zassenhaus-Schreier) Je zwei A-Reihen von G

G=GyrGi>--->pG,={1}, G=Hy>pHi > --->pHs;={1}

besitzen Verfeinerungen mit gleich viel Gliedern und — nach geeigneter Umnumerierung — iso-
morphen Faktoren.

Beweis: : Diese Verfeinerungen definieren wir, indem wir in jeden Schritt der einen Reihe die
andere Reihe ‘hineinzwéingen’ durch die Definition:

GijZ:Gi+1‘(GimHj), iZO,...,T;j:O,...,S.

Dabei haben wir — der leichteren Indizierung wegen — G,41 = {1} gesetzt. Wir erhalten so die
folgende Reihe von A-invarianten Untergruppen

G=Go>Goi>-->Gos =Giro> G- >Gr1s =G =+ =Gps = {1},

die wegen G = G; eine Verfeinerung der Reihe der G; darstellt.
Genauso verfahrt man mit der Reihe der H; und definiert

Hji::HjJrl'(Hiji)a 7J=0,...,8;1=0,...,7r.

Beide Reihen haben (r + 1) - (s + 1) Glieder und wegen G;_1,s = Gjo fir i = 1,...,7 bzw.
H; 1, = Hjy fiir j =1,...,s bleibt zu zeigen:

Gijt1 < Gij fir¢s=0,...,7,7=0,...,s—1,
Hj7i+1 <]Hji fﬁrjzo,...,s,iZO,...,T—l,
und

Gij/Gi’jJrl 2Hﬂ/HjJ+1 fiirizO,...,r—l,j:O,...,s—l.

Diese Behauptungen sind Inhalt des folgenden

(4.4) Lemma: (Butterfly-Lemma) Sei G eine Gruppe, U,Uy,V,Vy Untergruppen von G mit
Up < U und Vi <« V. Dann gilt:

Uo(UNVo) «lUo(UNV), (UoNV)Vo<a(UnNV)V
und die Faktorgruppen sind isomorph:

Uo(UNV)/Uo(UNVy) = (UNV)Vo /(U N V)V .
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Das folgende Diagramm veranschaulicht die in diesem Lemma studierte Situation und auch
den Namen ‘Butterfly-Lemma’:

U v
Uo(UNV) U NV
Uo(U N Vo) Uo NV)Vy

Uy Vo

UynV UnNnWy

Beweis von (4.4): Wegen Uy < U ist Uy - (U N V) Untergruppe von U; da auBlerdem Vj
Normalteiler in V', also UNVy Normalteiler in UNV ist, folgen zundchst einmal die Behauptungen
von (4.4) iiber die Normalteilereigenschaft.

Aufgrund eines der Isomorphiesétze der Gruppentheorie gilt

Uo(UNV) /U(UNVo) ~UNV /(UNV) N Ug(UNVy).

Wir zeigen nun, dafl der ‘Nenner’ dieser Faktorgruppe U NV N Uy(U N Vp) iibereinstimmt mit
(Up NV )(UNVp) (siehe das besonders gekennzeichnete Zentrum des obigen Diagramms):

Uo(UNVy) NUNV = (U nV)(U N V).

Zum Beweis braucht man dabei lediglich die Inklusion ‘C’ zu uberpriifen. Fir ug € Uy und
w e UNV gilt nun:

uww e Upg(UNV) NUNV = wweV = u eV =uwe (U NV)(UN).
Wir erhalten also die folgende Isomorphie
Uo(UNV)/U(UNVo) =UNV /(UoNV)(UNW),
aus der sich aus Symmetriegriinden die Behauptung des Butterfly-Lemmas ergibt. []
b. Auflésbare Gruppen

(4.5) Definition: Eine endliche Gruppe heiit aufldsbar, wenn alle ihre Kompositionsfaktoren
abelsch sind.

Da Kompositionsfaktoren einfache Gruppen sind, bedeutet die Forderung in (4.5), da} die
Kompositionsfaktoren auflésbarer Gruppen zyklische Gruppen von Primzahlordnung (‘primzy-
klisch’) sind. Offenbar sind abelsche Gruppen auflosbar. Aber auch nilpotente Gruppen sind
auflosbar, denn (siehe |(2.13)) maximale Untergruppen in nilpotenten Gruppen sind Normaltei-
ler und haben Primzahlindex.

(4.6) Proposition: Fiir eine endliche Gruppe G sind &quivalent:
i) G ist auflésbar.

ii) G besitzt eine Subnormalreihe
GZGQDGlb"‘DGr:{l}

mit abelschen Faktoren.
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iii) Definiert man induktiv die absteigende Kommutatorreihe

durch G := G und GU+Y .= [GW), GY)], so existiert ein k € IN mit G*) = {1}.
Wir vermerken als Folgerung das

(4.7) Korollar: Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt:
a) Untergruppen auflésbarer Gruppen sind selbst auflésbar.
b) Ist N Normalteiler in G, so gilt sogar:

G auflésbar <= N und G/N auflésbar.

Beweis von (4.7) aus (4.6):
a) ergibt sich unmittelbar aus der Charakterisierung (4.6),iii) der Auflésbarkeit.
b)‘=" ergibt sich aus a) und der Charakterisierung (4.6),ii): Der natiirliche Epimorphismus
v:G — G/N bildet eine Subnormalreihe von G mit abelschen Faktoren auf eine Subnormalreihe
von G/N ab, deren Faktoren dann ebenfalls abelsch sind. Fir ‘<=’ setzt man eine Subnormalreihe
von N fort zu einer Subnormalreihe von G, indem man die vollen Urbilder einer Subnormalreihe
von G/N unter v bildet.

Beweis von (4.6): i) = ii): Ist G auflésbar, so ist eine Kompositionsreihe von G eine Subnor-
malreihe mit den in ii) geforderten Eigenschaften.
ii) =1i): Verfeinert man ein Subnormalreihe wie in ii) zu einer Kompositionsreihe, so hat diese
abelsche Faktoren und G ist auflosbar.
iii) = ii): Die Kommutatorgruppe G’ = [G, G| ist charakterisiert als der kleinste Normalteiler
in G mit abelscher Faktorgruppe. Daher ist die absteigende Kommutatorreihe G, wenn sie
bis {1} ‘hinabsteigt’, eine Subnormalreihe mit abelschen Faktoren. ii) = iii): Da G/G; abelsch
ist, folgt aus der bereits genannten Charakterisierung der Kommutatorgruppe G = G/ C Gy,
woraus man induktiv G®) C G;, und damit iii) folgert. O

Wir wollen nun die Untersuchungen aus [§3] iiber Komplemente in ‘teilerfremden Gruppener-
weiterungen’, insbesondere [Satz (3.9)} vom abelschen Fall auf die auflésbare Situation ausdehnen
und den folgenden Satz von Zassenhaus beweisen:

(4.8) Satz: (Zassenhaus) Sei G eine endliche Gruppe, H ein Normalteiler, dessen Ordnung # H
zu seinem Index (G: H) teilerfremd ist. Dann gilt:
Sind H oder G/H auflosbar, so sind alle Komplemente zu H in G konjugiert.

Anmerkung: Auf die Auflésbarkeitsforderung kann man verzichten, da sie nach dem Satz
von Feit-Thompson stets erfiillt ist: Dieser Satz besagt, dafl jede Gruppe ungerader Ordnung
auflosbar ist. Da # H und (G: H) = # G/H teilerfremd sind, hat eine der beiden Gruppen
ungerade Ordnung und ist folglich auflésbar.

Beweis: Nach [Satz (3.8)| wissen wir, dafl ein Komplement U zu H in G existiert. Die Vor-
aussetzung von KZJ__8Z| besagt dann: Der Normalteiler H oder das Komplement U ist auflésbar.
Der Beweis von (4.8) erfolgt induktiv iiber die Ordnung # G von G (fiir beide Félle getrennt).
1) Der Normalteiler ist auflosbar.

Die Behauptung gelte fiir alle auflésbaren Normalteiler H <G in Gruppen G mit #é < #G,
wenn die Teilerfremdheitsbedingung erfillt ist.

Seien nun U; und Us zwei Komplemente zu H in G. Da H auflosbar ist, ist H' = [H, H] # H
und als charakteristische Untergruppe des Normalteilers H < G ist H' auch Normalteiler in G.
Offenbar sind die Gruppen U;H'/H' Komplemente zu H/H' in G/H’, denn

HUH |H = #U;JU;NH =# U = (G:H) = (G/H: H/H')

und bei teilerfremden Gruppenerweiterungen sind Komplemente bereits als Untergruppen der
passenden Ordnung charakterisiert (siehe die Uberlegungen unmittelbar vor [Satz (3.8))).
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Ist nun # G/H' = # G, so mul H = {1}, also H abelsch sein. In diesem Fall ist aber die
Behauptung bereits bewiesen worden .

Also sei H' # {1} und somit # G/H' < # G. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung (alle
Forderungen sind offenbar erfiillt) folgt die Konjugiertheit der Komplemente U; H'/H' in G/H':
Es existiert also ein ¢ € G mit

UH'JH' = (UpyH'JH'™ = USH'/H'.
Ersetzt man Uy durch die konjugierte Gruppe UJ, so kann man o.E. annehmen
U H' = UH' =: G.

Damit sind die U; offenbar Komplemente zum auflosbaren Normalteiler H' < G. Wegen H' #
H hat G kleinere Ordnung als G und es folgt wiederum aus der Induktionsvoraussetzung die
behauptete Konjugiertheit der Us;.

2) Das Komplement ist auflésbar.

Man wéhlt zunéchst einen Normalteiler N < G minimal mit der Eigenschaft HSN.

Ist N = G, so ist U ~ G/H einfach und auflésbar, also U ~ C), primzyklisch (p eine
Primzahl). Wegen der Teilerfremdheitsbedingung ist U, und jedes Komplement zu H in G eine
p-Sylowgruppe. Diese sind aber bekanntlich untereinander konjugiert.

Sei nun also N # G. Wegen H C N gilt N = NNG = NNU;H = (NnNnU;)H. Die
Untergruppen N N U; sind daher Komplemente zu H in N. Mit U; sind natiirlich auch die
Untergruppen N NU; auflésbar und ihre Ordnung prim zur Ordnung von H, so dafl wieder nach
Induktionsvoraussetzung folgt:

NNU, = (NNUy)» =NNUS.

O.E.sei NNU; = NNUy =: L. Wegen N < G ist L Normalteiler in U;, also U; C Ng(L).
Daraus folgt
Ng(L) = Ng(L)NU;H =U;(Ng(L)N H).

Damit sind die U; auflsbare Komplemente zu Ng(L) N H in Ng(L), und wir erhalten im Falle
N¢g (L) # G per Induktionsvoraussetzung die Behauptung.

Ist N¢(L) = G, so betrachte man G /L. Hierin sind dann die U;/L auflésbare Komplemente
zu HL / L. Wére nun # G/L = #G, so miifite L = N N U; = {1} sein. Dann aber erhielte man
den Widerspruch

#G = #N - #U; > #H - 3U; = #G .

Also ist G/ L von echt kleinerer Ordnung als G und nach Induktionsvoraussetzung sind die U; /L,
und damit die U; selbst konjugiert.

c. m-Hallgruppen

(4.9) Definition: Sei 7 eine nicht-leere Menge von Primzahlen. 7’/ bezeichne das Komplement
von 7 in der Menge P aller Primzahlen. Eine 7-Zahl ist eine natiirliche Zahl, in deren Primzer-
legung nur Primfaktoren aus 7 vorkommen. (7) bezeichne die Menge aller w-Zahlen.

a) Eine 7-Gruppe ist eine Gruppe G, deren Ordnung eine 7-Zahl ist.

b) Eine m-Halluntergruppe einer Gruppe G ist eine m-Untergruppe H C G, deren Index in G
eine 7'-Zahl ist.

¢) Eine Gruppe G heifit w-separiert, wenn alle Hauptfaktoren von G 7- oder n/-Gruppen
sind.

d) SchlieBllich heifit G' 7-auflosbar, wenn G m-separiert ist und die w-Hauptfaktoren auflosbar
sind.

42



Offenbar sind Ordnung und Index von w-Halluntergruppen teilerfremd und ihre Ordnung
als die grofite m-Zahl, die #G teilt, eindeutig festgelegt. Auflerdem sind die Halluntergruppen
natiirliche Verallgemeinerungen der Sylowuntergruppen, denn fiir eine Primzahl p sind die {p}-
Halluntergruppen gerade die p-Sylowuntergruppen von G.

(4.10) Bemerkung: Unter- und Faktorgruppen von m-separierten bzw. m-auflésbaren Gruppen
sind selbst m-separiert bzw. m-auflosbar.

Beweis: Sei N Normalteiler in G und v:G — G/N der natiirliche Epimorphismus. Dann
iiberfiihrt v eine Hauptreihe von G in eine Hauptreihe von G/N, deren Faktoren Quotienten der
Hauptfaktoren von G sind (Isomorphiesitze anwenden). Damit ist die Behauptung in diesem
Falle klar.

Fiir Untergruppen U in G schneidet man eine Hauptreihe von G mit U und erhélt eine Nor-
malreihe von U, deren Faktoren Untergruppen der Hauptfaktoren von G sind. Verfeinert man
diese Normalreihe zu einer Hauptreihe, so haben deren Faktoren ebenfalls die behaupteten Ei-
genschaften. []

(4.11) Satz: Sei 7w eine nicht-leere Menge von Primzahlen und G eine endliche, m-separierte
Gruppe. Dann gilt:

a) G besitzt w-Halluntergruppen.
Ist G zusétzlich 7w~ oder ©’'-auflosbar, so gilt:
b) Je zwei w-Halluntergruppen von G sind konjugiert in G, und
¢) jede m-Untergruppe U von G ist in einer w-Halluntergruppe enthalten.

Anmerkung: Wie beim Satz von Zassenhaus |(4.8)| kann auch hier nach dem Satz von Feit-
Thompson auf die Auflésbarkeitsforderung fiir b),c) verzichtet werden, da sie stets erfiillt ist.

Beweis: Der Beweis dieses Satzes erfolgt per Induktion iiber die Gruppenordnung. Der Satz
gelte fiir alle Gruppen G mit einer kleineren Ordnung als G. Um den Induktionsschritt durch-
zufiihren, wahlen wir einen minimalen Normalteiler N < G. Dieser ist ein Hauptfaktor von G,
also eine 7- oder 7’-Gruppe.

Zum Beweis von a): Wegen N # {1} hat G/N kleinere Ordnung als G; auferdem ist
G/N geméafl [Bemerkung (4.10)| selbst w-separiert, so daf§ nach Induktionsvoraussetzung eine
m-Halluntergruppe H/N C G/N existiert. Es gilt also

#H/N = (H:N) € (r) und (G: H) = (G/N: H/N) € (x').

Ist #N eine w-Zahl, so auch #H, also ist H eine m-Halluntergruppe.
Gilt jedoch #N € ('), so sind Index und Ordnung des Normalteilers N < H teilerfremd, so
dafl N nach dem Satz von Zassenhaus|(3.8)|ein Komplement U in H besitzt. Offenbar gilt dann

#U = (H:N) € (r) und (G:U) = (G:H)(H:U) = (G: H)#N € (r'),

das heifit U ist eine w-Halluntergruppe von G.

ad b): Seien Hy und Hjy m-Halluntergruppen von G und G m- oder n’-auflosbar. Zunéchst
einmal sind dann die Gruppen H;N/N m-Halluntergruppen in G/N, also nach Induktionsvor-
aussetzung konjugiert in G/N:

HyN = (H1N)? D HY fiirein o € G.

Gilt #N € (rm), so ist auch # HaN als Teiler von #Hs#N eine m-Zahl. Daher muf} die
m-Halluntergruppe Ho mit Hs N iibereinstimmen, also folgt

Hy, = HyN D HY,
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und damit aus Ordnungsgriinden die Gleichheit Hy = HY.

Es gelte nun #N € (x'). Dann ist #H{ = #Hs prim zu #N, also sind Ordnung und Index
des Normalteilers N <« H{N = HyN teilerfremd. Nach sind dann die Komplemente
HY und Hy von N in dieser Gruppe konjugiert, wenn N oder Hs auflosbar sind. Eins von
beidem muf} aber gelten, denn ist G m-auflésbar, so ist die m-Untergruppe Hs auflésbar, und ist
G 7'-auflosbar, so ist die 7’-Untergruppe N auflosbar.

ad c): Sei U eine m-Untergruppe von G. Dann ist die m-Untergruppe UN/N in einer w-Hall-
untergruppe H'/N von G/N enthalten. Ist H eine w-Halluntergruppe von G, so ist HN/N eine
m-Halluntergruppe von G/N, also zu H'/N konjugiert, so da8 folgt:

UCH =(HN)° = H°N fiir ein 0 € G.

Ist #N € (m), so ist H? N eine 7-Gruppe, also gleich der darin liegenden w-Halluntergruppe
H?, und c) ist in diesem Fall bewiesen.
Ist #N € (7'), so folgt

UN=UNNH°N = (UNNH°)N =VN

mit V:=UNNH? C H°. U und V sind 7-Gruppen, mithin Komplemente zum 7’-Normalteiler
N in der Gruppe UN = V N. Wiederum ist N oder U auflosbar, so daf§ wie in b) die Kon-
jugiertheit der Komplemente U und V in UN = VN folgt. Da nach Definition V in einer
m-Halluntergruppe H? liegt, gilt dies dann auch fiir die konjugierte Untergruppe U, und c) ist
bewiesen. []

Die Aussagen von [Satz (4.11)| sind offenbar Verallgemeinerungen der p-Sylowsétze, jedoch
sind hier die Voraussetzungen an G von der Primzahlmenge , fiir die die w-Hallsétze gelten sol-
len, abhéngig. Die Giiltigkeit aller m-Hallsétze fiir eine Gruppe G ist gesichert, wenn G auflosbar
ist:

(4.12) Satz: (w-Hallsétze)
Ist G eine endliche auflésbare Gruppe, so gilt fiir jede Primzahlmenge 7:

a) Es existieren m-Halluntergruppen in G,
b) sie sind alle untereinander konjugiert und
¢) jede w-Untergruppe ist in einer w-Halluntergruppe enthalten.

Beweis: Da G und also alle Hauptfaktoren auflosbar sind, geniigt es nach zZu
zeigen, dal G fir alle 7 C P mw-separiert ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn alle Haupt-
faktoren von G Gruppen von Primzahlpotenzordnung sind, denn enthielte ein Hauptfaktor in
seiner Ordnung zwei Primzahlen p # ¢, so wére er weder eine {p}- noch eine {p}’-Gruppe. Wir
werden nun sogar zeigen, dafl die Hauptfaktoren auflésbarer Gruppen abelsche Gruppen von
Primzahlexponenten sind.

Um dies nachzuweisen, studieren wir allgemeiner die Struktur von Hauptfaktoren beliebiger
endlicher Gruppen. Nun ist jeder Hauptfaktor einer Gruppe G zugleich minimaler Normalteiler
einer Faktorgruppe von G, also geniigt es, die Struktur minimaler Normalteiler in beliebigen
endlichen Gruppen zu untersuchen.

Sei N ein minimaler Normalteiler in G. Dann ist N charakteristisch einfach, das heifit IV
enthalt auler {1} und N keine unter allen Automorphismen von N invariante Untergruppe.

Begriindung: Ist M eine charakteristische Untergruppe von N, so ist M ein Normalteiler in
G, denn die Konjugation mit einem Element aus G ist ein Automorphismus des Normalteilers
N, 148t also M invariant. Da N ein minimaler Normalteiler ist, mu M = N oder M = {1}
sein.
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Damit ist gezeigt, dafl die Hauptfaktoren endlicher Gruppen charakteristisch einfache Grup-
pen sind, die natiirlich selbst auch auflésbar sind, wenn G auflésbar ist. Die obigen Behauptungen
ergeben sich damit aus dem nachfolgenden Struktursatz fiir charakteristisch einfache Gruppen.

(4.13) Satz: a) Eine Gruppe G ist genau dann charakteristisch einfach, wenn sie das n-fache
direkte Produkt einer einfachen Gruppe E mit sich selbst ist:

G~E"=FEx.---xE.

b) Ist G = [[;=, E; ein solches n-faches direktes Produkt einer einfachen Gruppe E = E; mit
sich, so sind alle minimalen Normalteiler von G isomorph zu E; ist zusatzlich G nicht-abelsch,
so sind die Untergruppen Ej :=[[;c; E; (J € {1,...,n}) die einzigen Normalteiler von G.

Hieraus folgt (4.12): Die Hauptfaktoren auflosbarer Gruppen sind auflésbare charakteristische
einfache Gruppen. Nach (4.13) haben sie die Struktur E™ mit einer einfachen und auflosbaren
Gruppe E. Also ist E zyklisch von Primzahlordnung und E™ ~ T} eine p-elementar-abelsche
Gruppe, insbesondere von Primzahlpotenzordnung. Dies gentigte zum Beweis von (4.12).

Beweis von (4.13): a) Sei G charakteristisch einfach. Wir wéihlen einen minimalen Normal-
teiler £ in G. Dann sind auch alle E* (o € Aut G) minimale Normalteiler und ihr Erzeugnis
(E*| a € Aut G) stimmt als charakteristische Untergruppe von G mit G tiberein:

G = (E” | a € AutG).

Wir zeigen nun, dafl G direktes Produkt gewisser £% ist. Dazu wahlen wir einen Normalteiler
H < G maximal mit der Eigenschaft

H=FEx%x...x E*

und zeigen, dafl H alle E“ umfafit, also G ist.

Angenommen E* ¢ H fiir ein o € Aut G. Dann ist E*NH ein Normalteiler in G, echt enthal-
ten im minimalen Normalteiler E<, also E“ N H = {1}. Da sowohl E* als auch H Normalteiler
in G sind, folgt hieraus

(H,E*) =H -E*“~H x E“,

denn die Elemente von H und E® sind vertauschbar: Ist ndmlich A € H und e € E®, so gilt fiir
den Kommutator

h=the € H

(e-V)he € B’ also [h,e] € HNE® = {1}.

[h,e] = h te the = {
Damit ist ein groBerer Normalteiler (H, E“) < G gefunden, der direktes Produkt gewisser E%
ist, im Widerspruch zur Maximalitdt von H. Also ist eine Implikation von a) bewiesen. Die

andere folgern wir aus b).
Ad b): Offenbar ist die Reihe

n n—1
G=[[Ei> [ Eiv-> E>{1}
i=1 i=1

eine Normalreihe von G, deren sdmtlich Faktoren zu F isomorph sind. Da E einfach ist, ist diese
Normalreihe eine Hauptreihe. Also ist E einziger Hauptfaktor von G (mit Vielfachheit n), und
jeder minimale Normalteiler von G mufl nach dem Satz von Jordan-Holder |(4.2)| zu E isomorph
sein.

Zum Beweis der zweiten Behauptung von b) sei G, also F nicht-abelsch und N ein beliebiger
Normalteiler von G. Ist x € N, x =e1 - ... e, mit e; € E;, so gilt fiir alle j:

(*) ej;é1:>Ej§N.
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Ist dies gezeigt, so mufl N mit dem direkten Produkt E; all der F; tibereinstimmen, die in N
liegen: Existierte ndmlich ein x € N \ Ey, so folgte © =[]~ €; mit e; # 1 fiir ein ¢ ¢ J. GeméaB
(%) lage dann E; doch in N, im Widerspruch zur Wahl von J C {1,...,n}.

Zum Beweis von (*): Da E; = E nicht abelsch und einfach ist, muf§ E; triviales Zentrum
haben, also gilt e; & Zentr(E;) und es existiert ein y € E; mit

1#c:= [y7ej] = [y,:v}

Da N und E; Normalteiler in G sind, liegt ¢ in N N E;. Da FE; einfach ist und N N E; das
Element ¢ # 1 enthélt, folgt £; = NNE; C N.

Wir beweisen nun die Umkehrung von a), indem wir fiir jeden Normalteiler N <« G = [[i-, E;,
{1} # N # G zeigen, daf} er nicht charakteristisch ist.

Abelscher Fall: Dann ist £; = E = T, der Primkorper von p Elementen und G ein IFp-
Vektorraum. Dessen Normalteiler sind die IF,-Unterrdume. Aus der linearen Algebra wissen wir,
daf} fiir jeden echten, nichttrivialen Unterraum N von G ein Automorphismus a € AutG =
GL,,(F,) existiert mit N # N. (Zugleich sehen wir, da Aussage b) im abelschen Fall nicht
richtig ist, da es in einem Vektorraum der Dimension n > 2 wesentlich mehr Unterrdume gibt,
als die 2" in b) genannten Unterrdume.)

Nicht-abelscher Fall: Dann sind gemé8 b) die Normalteiler von G gegeben durch die Unter-
gruppen Ej;. Diese sind echte Normalteiler fiir ) # J # {1,...,n}. Nun induziert jede Permu-
tation o € S,, einen Automorphismus ¢ € Aut G durch

3(61, .. .,€n> = (60(1), ce ,ea(n)).

Offenbar kann man eine Permutation o € S, mit o(J) # J wihlen, also folgt ¢(E;) # Ej.
Damit ist £y nicht o-invariant, also nicht charakteristisch. []

Wir wollen nun zum Abschlufl dieses Abschnittes zeigen, dafl scharf ist, d.h. daf}
eine Gruppe, in der simtliche w-Hallsdtze gelten, notwendig auflésbar sein mufl. Als Vorbereitung
beweisen wir den folgenden

(4.14) Satz: (Wielandt) Besitzt eine endliche Gruppe G drei auflésbare echte Untergruppen U
mit paarweise teilerfremden Indizes in G, so ist G selbst auflésbar.

Der Beweis erfolgt induktiv iiber die Gruppenordnung. Da die Untergruppen U; teilerfremde
Indizes haben, ergibt sich aus dem nachfolgenden Hilfssatz (G: Uy NUsz) = (G : Up)(G : Uz) und
daher G = Uy - Us.

Hilfssatz: Fiir eine endliche Gruppe G und Untergruppen U; gilt:

a) (G:UNUz) <(G:U1)(G:Us)
b) (G:UlﬂUQ)Z(G:Ul)(GZUQ) — G=U;- U,

¢) Haben die Untergruppen teilerfremde Indizes in G, so gelten die dquivalenten Bedingungen
von b).

Beweis: Sei D := Uy N Uy der Durchschnitt und

U = Du}
iel

die Nebenklassenzerlegung von U; modulo D. Dann sind auch die Nebenklassen Usu; disjunkt;
genauer:

(*) Uz > uzl(ujl)_1 <~ D=U;NU; > ull(ujl)_1 — i=].

Damit folgt (Uy : D) = #1 < (G : Usy), wegen der Multiplikativitdt von Gruppenindizes also a).
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Zugleich erkennt man, da genau dann #I = (U; : D) = (G : Us) gilt, wenn die Ne-
benklassen Uguz1 (i € I) samtliche Nebenklassen modulo Us sind, d.h. wenn G = Uier UQU%
gilt. Offenbar ist dann G = UsU;. Aber auch umgekehrt folgt aus G = UsU;, dafl man in
Ui ein Reprasentantensystem der Us-Nebenklassen von G finden kann, welches dann nach (x)
ein Repréasentantensystem der D-Nebenklassen in U ist. Damit ergibt sich die Indexgleichheit
(Uy : D) = #I = (G : Uy), und die Aquivalenz in b) ist bewiesen.

Wegen der Multiplikativitidt der Gruppenindizes sind die Indizes (G : U;) Teiler von (G : D).
Sind diese teilerfremd, so muf} ihr Produkt (G : U;)(G : Usz) den Index (G : D) teilen, also geméf
a) mit diesem iibereinstimmen. O

Wir kehren zum Beweis von zuriick und wahlen einen minimalen Normalteiler N in
U;. Dieser ist als auflésbare, charakteristisch einfache Gruppe geméfl eine p-Gruppe
(p eine Primzahl). Nach Voraussetzung ist p entweder kein Teiler von (G : Usz) oder von (G : Us);
o.E. etwa p /(G : Uz). Dann gilt also

(%) #N und (G : Us) sind teilerfremd.

Da N ein Normalteiler in Uy ist, ist N(U; NUsz) Untergruppe in U;. Wendet man nun Teil b)
des Hilfssatzes auf N, D := U; NUs und die Obergruppe N D an, so erhilt man (ND : NND) =
(ND : D)(ND : N), also (ND : D) = (N : NN D). Diese Zahl ist offenbar sowohl Teiler von
#N als auch von (Uy : D) = (G : Ug). Wegen (xx) folgt also (ND : D) =1,d.h. N CU; NUs.

Hieraus folgern wir, daff dann alle G-Konjugierten von N in Us liegen, denn fiir 0 = ujus €
G = U, U, gilt

N = N“1¥%2 — N¥2 C D% C Us,.

Da Us als auflésbar vorausgesetzt ist, ist der darin liegende von N erzeugte Normalteiler N =
(N? | o0 € G) < G ebenfalls auflosbar.

Die Faktorgruppe G/ N hat kleinere Ordnung als G und erfiillt wieder die Voraussetzungen
des Satzes (mit den Untergruppen U;N / N (i=1,2,3)), so dal nach Induktionsvoraussetzung die
Auflosbarkeit von G/ N, und damit die von G folgt. 0

Wir wollen dieses Auflésbarkeitskriterium von Wielandt benutzen, um die folgende Abgren-

zung von [Satz (4.12)| zu beweisen:

(4.15) Satz: Sei G eine endliche Gruppe und #G = [[;—; p;* die Primzerlegung ihrer Ordnung.
Besitzt G fiir alle i Untergruppen U; vom Index p;", so ist G auflésbar.

Beweis per Induktion iiber r: Ist » = 1, so ist G eine p-Gruppe, also bekanntermafien
auflésbar.

Im Falle » = 2 berufen wir uns auf den Satz von Burnside, demzufolge alle Gruppen mit
einer Ordnung p"q¢™ (p,q Primzahlen) auflésbar sind. [Dieser Satz ist mit Methoden der Dar-
stellungstheorie beweisbar. Siehe etwa B. Huppert: Endliche Gruppen I, V, §7, (7.3)]

Sei nun r > 3. Wir setzen U;; = U; NUj. Nach dem Hilfssatz im Beweis von (4.14) gilt dann

(Ui Uy) =p}7 fiir i # j.

Damit erfiillen die U; alle Voraussetzungen von |[Satz (4.15)| sind also geméf Induktionsannahme
auflosbar. [Satz (4.14)| zeigt dann die Auflésbarkeit von G.
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