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§5 Freie Gruppen

a. Heuristik, Definition

Sei G eine Gruppe und A C G ein Erzeugendensystem. Dann haben wir die folgenden Beschrei-
bungen der Elemente von G:

Q
I

ai' |r €N, a=(ai,...,a,) € A", n=(n;) €Z"}

Il
—~

ai' |[reEN, a=(a;) € A", e = (g;) € {£1}"}

s T

~

s
= { -H1 a? ’ relN,a= (CLZ) € AT,Q = (61) € {:tl}r, a; = Qi1 = E; = 67;+1}
=
Diese Umformungen fiir die moglichen Darstellungen der Elemente von G durch ein Erzeugen-
densystem A gelten fiir alle Gruppen. Weitere Umformungen und evtl. Verkiirzungen sind ohne
zusétzliche spezielle Kenntnisse iiber G, genauer {iber Beziehungen zwischen den Erzeugenden,
nicht allgemein moglich, denn es gibt (siehe eine Gruppe F'(A) mit A als Erzeu-
gendensystem, in der die letztgenannte Darstellung der Elemente eindeutig ist; dies ist die freie
Gruppe iiber A. Das Erzeugendensystem A hat in ihr dhnliche Eigenschaften wie eine Basis in
einem Vektorraum.

Bei der Definition einer freien Gruppe wollen wir uns jedoch an eine andere (‘kategorie-
theoretische’) Charakterisierung von Basen in Vektorraumen anlehnen. Hat eine Gruppe G die
oben erwahnte eindeutige Darstellung ihrer Elemente durch die Erzeugenden, so kann man of-
fenbar fiir jede beliebige Gruppe H und jede Auswahl von Elementen ¢(a) € H (a € A) einen
Gruppenhomomorphismus ¢: G — H definieren mit ¢(a) = ¢(a) fiir alle a € A, indem man setzt

r

2 ([Tai) = IT(e(a))
=1

i=1
Offenbar ist dieser Ansatz zwangsldufig und ¢ daher eindeutig bestimmt.

(5.1) Definition: Sei A eine nicht-leere Menge. Eine freie Gruppe tber A ist eine Gruppe F
zusammen mit einer Abbildung i: A — F', die folgende Eigenschaft hat:

Y
Fiir jede Gruppe H und jede Abbildung p: A — H existiert genau ein A ’H
Gruppenhomomorphismus ¢: F' — H mit x " & |
Poi=¢. F

(5.2) Bemerkung: Sei A eine nicht-leere Menge.

a) Wie alle ‘universellen Objekte’ ist auch die freie Gruppe iiber A bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmt. Sie wird daher mit F'(A) bezeichnet.

b) Die zur freien Gruppe F'(A) gehérende Abbildung i: A — F'(A) ist injektiv; man fafit daher
stets A als Teilmenge von F'(A) auf.

c) F(A) wird von A erzeugt.

d) Gilt in einer von A erzeugten Gruppe F

T

Hafi # 1

=1

fir alle r € N4, a = (a;) € A", £ = (&) € {£1}" mit der Eigenschaft a; = a;41 = ¢; =
€i+1, S0 ist F' die freie Gruppe iiber A.



Beweis: a) Seien F, I zwei freie Gruppen iiber A mit ihren Abbildungen 4 [

!
:A — F,i:A — F'. Wir betrachten dann das nebenstehende kommutative o -'fF
Diagramm. Die universelle Eigenschaft von F' sichert die Existenz des Ho- x i
momorphismus i"F — F' , wahrend die universelle Eigenschaft von F’ die F'.
Existenz von i: F' — F liefert. Die Behauptung ist nun, da diese Homomor-
phismen zueinander invers sind.

Zum Beweis von i o4 = idp benutzt man die in geforderte Ein- 4 i I3
deutigkeit fiir das nebenstehende Diagramm. Nach Konstruktion der Homo- W -
morphismen i bzw. i ist das Diagramm kommutativ. Offensichtlich ist aber x 1 diFO i
auch die Identitét idp ein Homomorphismus, der das Diagramm kommutativ P
erginzt, so daB beide Homomorphismen iibereinstimmen miissen: idp = 704’

Aus Symmetriegriinden erhilt man genauso i'oi =1id 7, so daf die Homomorphismen 7 und
i zueinander inverse Isomorphismen sind: F' ~ F’.

Ad b): Sei a € Aund p: A — Z/27Z definiert durch ¢(a) = 1, ¢(b) = 0 fiir b # a. Der dadurch
induzierte Gruppenhomomorphismus ¢: F'(A) — Z/2Z bildet i(a) auf 1, jedoch alle anderen i(b)
auf 0 ab, also folgt i(a) # i(b) fir a # b.

Ad c): Gemaf8 b) fassen wir A als Teilmenge von F(A) und ¢ als Inklusion auf. Sei nun
H = (A) die von A erzeugte Untergruppe in F' und ¢ die Inklusion A < (A). Dann existiert
ein Gruppenhomomorphismus @: F — (A) mit ¢ = ¢ o 4. Bezeichnet 4 14 (A) J I
j:(A) — F die Inklusion, so ist das nebenstehende Diagramm kom- wo A
mutativ. Wegen j o ¢ = i = idp o wird das Gesamtdiagramm auch i ‘4 jog
durch idp kommutativ ergénzt. Aufgrund der Eindeutigkeitsforderung Ia

in Def. (5.1) folgt hieraus idp = jo@. Damit ist die Inklusion j: (A) — F
surjektiv und c¢) bewiesen.

Ad d): Die Voraussetzung ist gleichbedeutend mit der eindeutigen Darstellbarkeit aller Ele-
mente von F in der Form [];_; a;* mit den genannten Nebenbedingungen, jedoch einschlielich
r = 0. Wie bereits in den heuristischen Voriiberlegungen erwédhnt, hat F' dann die universelle
Eigenschaft (5.1), ist also die freie Gruppe iiber A.

b. Konstruktion freier Gruppen

(5.3) Satz: Zu jeder Menge A # () existiert eine freie Gruppe F(A) iiber A. Sie ist bis auf
Isomorphie eindeutig.

Die Eindeutigkeit ist nach|(5.2),a)|klar. Zum Existenzbeweis konstruieren wir zu jeder Menge
A # () eine Gruppe F(A), die von A erzeugt wird und die Bedingung in [Bemerkung (5.2),d)|
erfiillt.

Die freie Halbgruppe. Zunichst konstruieren wir die freie Halbgruppe H(B) iiber der
Menge B := A J A, wobei ": A — A’ eine Bijektion sei.
[Die Elemente a’ von A’ sollen spéter in F(A) die Inversen der a € A liefern.]
Wir setzen

HB)= |J B",
nelN
und definieren die Verkettung * auf H(B) durch

(biy...,by) x(c1y...yc5) = (b1, ybryc1y. vy Cs).

Dann ist diese Verkniipfung auf H(B) assoziativ, und das eindeutig bestimmte Element in B? =
BY (die leere Abbildung) ist neutrales Element, welches mit 1 bezeichnet wird. Die Elemente
von B sind als B! in H(B) enthalten, und es gilt:

Jedes Element von H(B) ist eindeutig darstellbar in der Form w = by * ... % b, mit r € N
und b; € B. Man spricht daher von den Elementen von H(B) als den ‘Worten’ iiber dem
‘Alphabet’ B.



Diese Eindeutigkeit der Darstellung aller w € H(B) impliziert, da H(B) die freie Halb-
gruppe iiber B ist, d.h. B — H(B) erfiillt die zu (5.1) analoge universelle Eigenschaft, wobei H
iiber alle Halbgruppen variiert. Wir wollen dies hier jedoch nicht weiter ausfiihren.

Wir wollen nun vielmehr aus der freien Halbgruppe H(B) die freie Gruppe F(A) konstruie-
ren. Wir setzen zunichst die Abbildung : A — A’ fort zu einer Bijektion : B — B durch

Babr—>{a, falls b=1a € A,
a fallsb=d € A’

Schliefllich definieren wir fiir w = by *...xbs das Wort w’ = V), x...xb}. Dadurch wird ": H(B) —
H(B) eine selbstinverse Bijektion. Wir konstruieren nun F'(A) als Quotienten von H(B) nach
einer Kongruenzrelation ‘~’, fiir die b * 0’ ~ 1 ~ b’ * b gilt. Wir definieren sukzessive

v<Lw <= V V=1uy kU, w=1us kbxb xuo
u1,u2€H(B),beB

VXW <<= v<wVuv=wVw=<v

VW = V v=u =Xus =< ... =X u, =w.
u;€H(B)

Damit ist ‘~’ eine Kongruenzrelation auf H(B) und die Menge der Kongruenzklassen
F(4) = H(B)/~

bzgl. représentantenweiser Verkniipfung eine Halbgruppe mit 1. Fiir w € H(B) bezeichne w €
F(A) die Restklasse und v-w := v¥w das Produkt in F'(A). Nun ist aber die Relation ‘~’ gerade
so definiert, daf§ jedes Element w € F(A) das Element w’ als Inverses besitzt und F(A) daher
eine Gruppe ist.

Wir wollen nun zeigen, daf die so konstruierte Gruppe F'(A) die Eigenschaft von
(5.2),d)| hat. Wir benutzen dazu, da§ die Elemente von F(A) in H(B) eine Normalformdarstel-
lung besitzen, die sog. reduzierte Wortdarstellung w, € H(B) von o € F(A). Wir wollen ein
Wort w in H(B) reduziert nennen, wenn es kein Teilwort der Gestalt b’ fiir ein b € B enthilt.

Wir zeigen nun die Existenz einer Funktion N: H(B) — H(B), der sog. Normalformfunktion,
mit folgenden Eigenschaften fiir alle Worte w € H(B):

i) w=Nw <= w ist reduziert.
i) 1=w <= Nv=Nw.

Wir werden die Funktion explizit angeben und dabei zeigen, daf fiir jedes Argument ihr Wert in
endlich vielen Schritten berechenbar ist. Wir definieren nédmlich den Reduktionsprozefs fiir jedes
Wort w = by * ... % bs induktiv durch die Folge von Worten wg = 1 und fiir w;_1 = ¢1 * ... % ¢¢

Wi — Ws;—1 * bl falls bz 75 C;,
o lax...okgoq falls by = ¢

Das Endergebnis wy dieses Reduktionsprozesses ist die gesuchte Normalform N w.

Wie man sofort sieht (d. h. induktiv beweist), sind die so definierten w; reduziert, ist w; ~
by * ... *b;, insbesondere also Nw = wg ~ w, und es gilt w; = by *...xb; < by *...xb; reduziert.
Damit hat N Eigenschaft i). Ebenso ist mit w = Nw die Bedingung ii),'<" bewiesen. Die
Umkehrung von ii) folgt, wenn wir gezeigt haben, daf§ 4quivalente Worte dieselbe Normalform
besitzen. Es geniigt dabei zu zeigen

v<w= Nv=Nuw,

denn dann vererbt sich diese Eigenschaft sukzessive auf die Relationen ‘<’ und ‘~’. (‘~’ ist die
kleinste Aquivalenzrelation, die ‘<’ enthélt, und durch v ~ w <= Nv = Nw ist natiirlich eine
Aquivalenzrelation definiert.)



Sei v = up * ug, w = uy * b* b x us. Da bei der Definition des Reduktionsprozesses der i-te
Term w; nur vom vorherigen Term w;_; und dem i-ten Buchstaben b; von w abhéngt, folgt
wy = (u1), = vp, wenn r die Linge des Wortes wu; ist. Aus denselben Griinden geniigt es zu
zeigen, dafl w,o = w, ist.

Sei w, = ¢1 *...*cs mit ¢; € B. Dann gilt nach Definition:

Ist ¢, # b, so ist wy+1 = w, * b und folglich w42 = wy,.

Ist ¢, = b, so ist wy41 = ¢1 % ... * cs—1. Da w, reduziert ist, folgt cs_1 # ¢, = b, also ¢,_; #
und daher w10 =c1 % ... %cs_1 % =cp k... %51 % Cs = Wy

Die so konstruierte Normalformfunktion liefert somit zu jedem Wort in H(B) ein dquivalen-
tes reduziertes Wort, das eindeutig und mit dem Reduktionsprozef§ in endlich vielen Schritten
berechenbar ist. Daher besitzt jedes Element o € F(A) ein eindeutig bestimmtes reduziertes
Urbild w, € H(B), die sog. reduzierte Wortdarstellung w, von o.

Ist nun ;

o=]]a € F(4),
i=1

so ist ein Urbild w € H(B) fiir o gegeben durch
w=">by%...%xb,

mit b; = a; fir &; = 1 und b; = a} im anderen Falle. Sind nun fiir das gegebene o die Bedingungen
von [5.2),d)| erfiillt, so bedeutet dies gerade, dal w reduziert ist. Da w nicht das leere Wort e ist,

kann @ = o nicht gleich € = 1 sein. Damit ist [Satz (5.3)| vollstdndig bewiesen. O

Die im Beweis definierten Begriffe und Funktionen werden auch weiterhin eine wichtige Rolle
spielen.

(5.4) Proposition: Die freien Gruppen F; iiber zwei Mengen A; (i = 1,2) sind genau dann
isomorph, wenn die freien Erzeugendensysteme A; gleichméchtig sind.

Beweis: Ist f: A1 — As eine Bijektion, so ist F5 zusammen mit der Abbildung A4 L Ay — Fy
eine freie Gruppe iiber A;, also nach |(5.2),a)| isomorph zu Fj.

Seien nun F} und F5 isomorph. Dann stimmen in ihnen die Anzahlen Ny(F;) aller Unter-
gruppen vom Index héchstens 2 {iberein. Diese Zahl Ny(F') berechnet sich in der freien Gruppe
F = F(A) tuber A wie folgt. Untergruppen vom Index hochstens 2 sind notwendig Normaltei-
ler, und damit treten sie gerade als Kerne der Homomorphismen ¢: F — Cy auf. Da umgekehrt
solche Homomorphismen durch ihren Kern eindeutig bestimmt sind, folgt:

No(F)=#{U < F | (F:U)<2}=#{¢: F — Cy | ¢ Homomorphismus } .

GeméB Definition (5.1) sind alle Homomorphismen von F(A) nach Cy eindeutig durch ihre
Einschrinkung auf A bestimmt, also ergibt sich die Formel

No(F) = #{p: A — Cy | ¢ Abbildung } = # Cy” = 27#4

Aus Ny(F1) = No(F3) ergibt sich zunéchst, dal beide ‘Basen’ A; endlich oder beide unendlich
sind. Sind beide endlich, so folgt aus 2#41 = 2#42 natiirlich die Gleichheit #A4; = #A,. Sind
beide A; unendlich, so gilt #A; < #F; < #H(B;) = #B; = #A4,, also #A; = #F}, und es folgt
wiederum die Behauptung. []

Aufgrund dieser Proposition ist die Méachtigkeit eines freien Erzeugendensystems eine Inva-
riante freier Gruppen, der sog. Rang der freien Gruppe.



c. Freiheitssatz von Schreier

Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis von

(5.5) Satz: (Freiheitssatz von Schreier)
a) Untergruppen freier Gruppen sind frei.

b) Ist F frei von endlichem Rang n und U < F' eine Untergruppe von endlichem Index d, so
ist U frei vom Rang nd — (d —1) =d(n —1) + 1.

Als ersten Beweisschritt untersuchen wir Erzeugungen von Untergruppen U in beliebigen
Gruppen F. Dazu sei A ein Erzeugendensystem von F' und S ein Reprisentantensystem der
U-Nebenklassen in F' mit 1 € S. Ein solches S bestimmt dann eine Funktion ¢: FF — S durch
die Vorschrift

¢(x) ist das eindeutig bestimmte Element p € S mit Uz = Up.

(5.6) Lemma: Sei F' eine beliebige Gruppe, A ein Erzeugendensystem von F, U < F eine
Untergruppe, S C F' ein volles Représentantensystem fiir die U-Nebenklassen (mit 1 € S) und
¢ die dadurch definierte Funktion.

Dann ist ein Erzeugendensystem fiir U gegeben durch die Elemente

Ugg 1= cap(oa)™t, oce€S,acA.

Untergruppen von endlichem Index d in einer endlich erzeugten Gruppe mit n Erzeugenden sind
somit endlich erzeugt mit nd Erzeugenden.

Beweis: Nach Definition von ¢ liegen die angegebenen Elemente ca¢(ca)™! in U. Weiter
sind die Inversen solcher Elemente darstellbar als

Uy = ¢oa)a o™ = pa~loT! = pbo T = pbd(pb) T = uyp

mit p = ¢(ca) und b=a"' € AU A~ wegen p, o € S gilt ndmlich

b= o =¢(pah).

p=¢(ca) <= Uca=Up < Uo=Upa~
Die Behauptung des Lemmas ist also gleichwertig mit
UC (upp|peS,be AUATY).

Seinun u="by-...-b. € U mit b € AU A~L. Wir definieren o; = ¢(by -...-b;) fiiri =0,...,7r.
Offenbar gilt 0p = 1 und wegen u € U, 1 € S auch o, = ¢(u) = 1. Damit erhélt man

u = Jouar_l = nglal_l -016202_1 . J,,_lbrar_l ,
und u ist darstellbar als Produkt von Elementen der Form
Ui_lbiai_l = O'i—lbi(z)(bl S bi_lbi)_l

= Oi—1bip(d(by - ... - bi—1)b;) !
= 0i—1bip(oi—1b;) L.

!

Zum Beweis des Lemmas fehlt so lediglich der Nachweis der Gleichung ‘=’: Offenbar gilt
Ua=U¢(a) = Uab=Ugp(a)b = Up(ab) = Up(¢(a)d)),

woraus nach Definition von ¢ die in der behaupteten Gleichung benutzte Formel ¢(ab) =

d(¢(a)b) folgt. ]



Um |[Satz (5.5)[zu beweisen, benutzen wir ein Erzeugendensystem von U wie in Lemma (5.6),
jedoch ausgehend von einem speziell gewéhlten Représentantensystem S

(5.7) Lemma: Sei F' = F(A) die freie Gruppe iiber A, U < F' eine Untergruppe.

[Wir benutzen die Darstellung von F als Quotient der freien Halbgruppe H(B) iiber B = A U A/
und die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz (5.3).]

Dann existiert ein Reprdsentantensystem S der U-Nebenklassen mit der folgenden Eigenschaft:

Ist w=0b;%...xb. € H(B) (b; € B) ein reduziertes Wort und w € S, so liegen auch alle
durch die Wortanfinge w; = by ... x b; von w gebildeten Elemente w; (i =0,...,r) in S.

Beweis: Zur Konstruktion von S wihlen wir eine Wohlordnung von B = A U A’, d.h. eine
Totalordnung, in der jede nicht-leere Teilmenge ein Minimum besitzt.
[Dies ist im Rahmen der iiblicherweise zugrundegelegten Mengenlehre immer moglich; ist A
hochstens abzéhlbar, so wihlt man z.B. eine Abzdhlung von B durch IN und iibertrigt so die
Wohlordnung der nattirlichen Zahlen auf B.]

Wir definieren dann eine Wohlordnung auf der freien Halbgruppe H(B) wie folgt:

bi*k...%xbs <cCp*...%kcp <
s<toders=t, by =cy,...,bi=c;, biy1 < ¢y fireini € {0,...,s—1}.

Zur Definition des Reprasentantensystems S bzw. der entsprechenden Funktion ¢ wahlen wir in
jeder Nebenklasse Uz das ‘kleinste’ Element; genauer:

¢(x)=m mit m =min{w e H(B) |w € Ux}.

Da beliebige Wortdarstellungen in H(B) fiir Elemente aus F ldnger, und damit im Sinne der
definierten Ordnung grofler als das entsprechende reduzierte Wort sind, ist m = min{w | w €
Uz} ein reduziertes Wort in H(B). Man kann ¢(z) daher auch charakterisieren als das Element
in Uz, dessen reduzierte Wortdarstellung kleiner ist als alle Wortdarstellungen von Elementen
in Uzx. S selbst ist als Wertemenge von ¢ definiert.

Sei nun w = by % ...x b, € H(B) (b; € B) ein reduziertes Wort und w € S. Dann ist
w =min{v € H(B) | v € Uw}. Es geniigt nun zu zeigen:

u:=>by*...%xb_1 =m:=min{v € H(B) | v € Uu}.
Aus U = Um folgt Uw = Uub, = Umb, = Umxb,, und daher wegen der Minimalitit von w die

Abschétzung uxb, = w < mxb,.. Diese impliziert angesichts der Definition der Ordnungsrelation
u < m. Da nach Definition von m selbstverstindlich u > m gilt, folgt die Behauptung. ]

Ziel der nun folgenden Uberlegungen ist es zu zeigen, daf8 die in konstruierten
Erzeugenden u,, = cag(ca)™! (0 € S, a € A) ein freies Erzeugendensystem von U bilden,

wenn S geméf gewéhlt wird und die u,, = 1 aufler Betracht bleiben:

U ist die freie Gruppe iiber den Elementen u,, mit 0 € S, a € A, usq # 1.

Wir untersuchen nun gemé$ |(5.2),d)| Potenzprodukte
T
U= l_qu;ZaZ (r>1,0,€8,a, €A, uga #1, ¢; € {£1})
i=1

und setzen voraus, daf fur kein ¢ gilt:

Tit1 =03 N Qg1 = a; N Eiq1 = —&; - (1)



Wegen u,}, = Up(ga)a—t = Upp Mit p = ¢(oa) € S;b = a™! € A U A~! hat u dann eine
Darstellung der Form

r
u:Hupiybi (TZl,piES,biEAL:JA_l,up“bi#l).
i=1

Dabei berechnen sich die p;, b; geméf

. (04, a4) falls g; = +1,
(pirbi) = { (p(oia;),a;t) falls g; = —1, (2)

Die Bedingung (1) ist dann dquivalent zu
bir1 = b; " und pis1 = B(pibs) - (3)

Begriindung: Bedingung (1) ist symmetrisch in ¢ und i+1. Dasselbe gilt wegen p;11 = ¢(pib;) <=
pi = d(piz1b; ') = ¢(pir1bir1) auch fiir (3). Aufgrund der Symmetrie kénnen wir o. E. bei (1)
g; = 41, giy1 = —1 und bei (3) b; € A, bip1 = b; ' ¢ A voraussetzen. Dann folgt (3) aus (1)
mittels (2):

3 = 0;110; = o;a;) = ibi s bi = a»_l = a-_l = b-_l.
pitt 3 P(0it1ai+1) D o( )(2) d(pibi) , bt @Y g%

Umgekehrt folgt aus b; € A, bj11 &€ A zunéchst ¢; = +1, ;41 = —1. Damit ergibt sich a;41 g)

-1 .
. =b =a;.D folgt d t
i g 0 G a;. Daraus folgt dann weiter

d(oit10it1) 577G d(pibi) = ¢(0iai41)

<~ Uai+1ai+1 = Uaiai+1 <~ Uo-i+1 =Ucg;, <— Ojr1 = 0.

Wir setzen nun voraus, da8 fiir kein ¢ die Bedingung (3) erfiillt ist, und wollen dann zeigen,
daB u nicht 1 sein kann. Wir untersuchen dafiir die reduzierte Wortdarstellung von v € F'(A) in
der freien Halbgruppe H(B) iiber B := A U A’ und zeigen, daB diese nicht das leere Wort ist.
Wir fiithren folgende Bezeichnungen ein:

N (w) sei die reduzierte Normalform eines Wortes w € H(B),
w, € H(B) sei die reduzierte Wortdarstellung fiir o € S,
der Reprisentant fiir b€ AU A~ in H(B) werde ebenfalls mit b bezeichnet,

und schlieflich sei w/, = w,—1 die reduzierte Wortdarstellung fiir o~ L.

(5.8) Hilfssatz: Seien F, A,U, S und ¢ wie in (5.7). Es seien b,c € B, 0,7 € S und p = ¢(ob)
bzw. w = ¢(7c).

a) Ist ugp = abp(ob) ™' = abp™! # 1, so ist wexbxw), die reduzierte Wortdarstellung fiir das
Erzeugende usyp, d. h. b kommt im reduzierten Wort vor.

b) Sind u,yp und ur. von 1 verschieden und ist fiir das Produkt uspu, . Bedingung (3) nicht
erfiillt, d. h. b # ¢! oder T # ¢(ab) = p, s0 ist w*b* N (w),*w,)*cxw,, die reduzierte
Wortdarstellung von ug ptrc, d. h. b und ¢ kommen im reduzierten Wort vor.

Beweis: a) Ist wg*b*w;) nicht reduziert, so mufl entweder der letzte ‘Buchstabe’ von w, oder
der erste von wy, gleich b’ sein.
Im ersten Falle ist w, = wyxb. Da S die Eigenschaft von Lemma (5.7) hat, ist w7 € S, also

ob=wyxb=wixb/xb=w1 € S.



Dies widerspricht der Voraussetzung u,p 7# 1, denn nach Definition von ¢ und S gilt:
Upp =1 <= ob=¢(ob) < obe §. (4)

Im zweiten Fall schlie3t man wegen u;ll; = U, -1 ZENAUsO0.

b) Angenommen, im Reduktionsproze fiir wybswsw+cxw;, lassen sich b oder ¢ wegkiirzen.
Laft sich ¢ zuerst wegkiirzen, so muf}, da nach Teil a) die Worte wybkw;, und wrxcxwy, reduziert
sind, wy*c ein Anfang von w, sein. Dann liegt aber 7c in S und es ist u, . = 1, ein Widerspruch.

Genauso schlieft man, wenn sich b zuerst wegkiirzt. Schliellich bleibt die Moglichkeit, daf3
sich b und c gleichzeitig gegeneinander wegkiirzen. Dies ist aber nur méglich, wenn w, = w; und
V¥ =csind, d. h. b=c ! und 7 = p = ¢(ob) ist, im Widerspruch zur Voraussetzung. [

Aus folgt somit, dafl das Element u = [];_; 4y, », mit den genannten Nebenbedin-
gungen nicht 1 sein kann, da seine reduzierte Wortdarstellung alle Faktoren b; enthélt. Damit
ist U die freie Gruppe iiber den ug, # 1 (0 € S, a € A) und Teil a) von [Satz (5.5)|ist bewiesen.

Zum Beweis von gilt es die Erzeugenden abzuzihlen. Deren Anzahl ist

#{(0,a) € SX Al Ugq #1} =#S - #A—#{(0,a) € S X A | upq = 1}.

Wir setzen
Di:{(@@)ESXA|Ua,a=1}§){(U7a)ESXA\aaGS},

so dafl Satz (5.5), b) gleichbedeutend ist mit der Aussage #D = d—1 = #S5—1. Wir konstruieren
zum Beweis eine Bijektion 6 : D ~ S\ {1} durch die Zuordnung

o falls w, auf o’ endet,
oa falls w, nicht auf ¢’ endet.

D (0,0) = b(0a) = {

Nach Definition von D gilt in beiden Fillen (o, a) € S. Auflerdem gilt nach Definition von 6 in
den entsprechenden Féllen:

" - {wg endet auf o, (5)
6(o,a) Weq = We*a  endet auf a.

Dies zeigt, dafl wg(4,q) nicht leer, also 6(o, a) # 1 ist. Damit ist 6 : D — S\ {1} eine wohldefinierte
Abbildung und man mufl die Umkehrabbildung angeben. Mittels (5) kann man aus dem Element
p = 0(c,a) € S das Element a ablesen, nédmlich als letzten Buchstaben von p bzw. dessen
Inverses, und damit die Umkehrabbildung wie folgt definieren:

(p,a) falls w, auf @’ € A’ endet,
S\{} 3o { (pat,a) falls w, auf a € A endet.

Da fiir p # 1 das Wort w, nicht leer ist, also mit irgendeinem Buchstaben aus B = A U A
endet, ist diese Zuordnung auf ganz S\ {1} definiert. Wir zeigen zunéchst, dal die zugeordneten
Werte in D liegen. Im ersten Falle ist p € S und wegen w, = wy*a’ ist pa = wy € S, denn w,
ist ein Anfang von w,. Im zweiten Fall endet p auf a, so daB mit gleicher Argumentation pa~*
zu S gehort. SchlieBlich gehort pa™' - a = p nach Voraussetzung zu S.

Damit ist eine Abbildung S\ {1} — D wohldefiniert, die offenbar zu ¢ invers ist. Dies beendet
den Beweis von Satz (5.5). O
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§6 Erzeugende und Relationen

a. Prasentierung von Gruppen

Wir wollen nun die freien Gruppen benutzen, um beliebige Gruppen zu beschreiben.

(6.1) Satz: a) Jede Gruppe G ist Faktorgruppe einer freien Gruppe.

b)Ist E = {a | a € A} (A eine beliebige Indexmenge) ein Erzeugendensystem der Gruppe G, so
existiert genau ein Gruppenepimorphismus ¢: F(A) — G von der freien Gruppe iiber A auf die
Gruppe G mit p(a) = a fiir alle a € A.

Dieser Satz ist nichts anderes als die definierende Eigenschaft der freien Gruppe F'(A),
lediglich mit der Zusatzaussage, dafl ¢ surjektiv ist. Diese ist natiirlich klar, da E die Gruppe
G erzeugt und im Bild von ¢ liegt.

Fir ein beliebiges Element ¢ € F(A) nennen wir ¢ := (o) die Interpretation von o in
G. Wir benutzen dieselbe Notation fiir Worte w € H(B); also explizit: @ := w. Nun sind
die Elemente w € H(B) Worte in endlich vielen ai,a;- mit a;,a; € A; wir schreiben daher
manchmal w = w(ay,...,a,). Da man die Interpretation von w in G erhélt, indem man alle
in w auftretenden a; bzw. ag- durch die a; € G bzw. Ei;l € G ersetzt und das Produkt in G
interpretiert, schreibt man suggestiv w = w(ay, . . ., a,) und nennt dies auch die Einsetzung der a;
in w. [Dies ist vollig analog zur Definition des Einsetzungshomomorphismus bei Polynomringen.]

(6.2) Definition: Wird G von E = A erzeugt und ist ¢: F(A) — G der obige Epimorphismus, so
nennt man den Kern N := Ke ¢ den Relationennormalteiler des gegebenen Erzeugendensystems
FE von G und die Elemente darin die Relationen zwischen den gegebenen Erzeugenden von G. Oft
werden auch die (reduzierten) Représentanten dieser Relationen in der Worthalbgruppe H(B)
als Relationen bezeichnet.

In obiger Sprechweise sind Relationen also Elemente der freien Gruppe tber A, deren In-
terpretation in G das Einselement ist, oder noch laxer gesagt, die Elemente der freien Gruppe
F(A), die ‘in der Gruppe G zu 1 werden’. Mit Definition (6.2) ist eine mathematisch befriedigende
Prazisierung des Relationenbegriffs gegeben.

Die freien Gruppen sind offenbar die Gruppen mit einem Erzeugendensystem ohne echte
Relationen (d.h. ohne Relationen verschieden vom leeren Wort).

Man kann nun auf diese Weise Gruppen konstruieren, die einen vorgegebenen Satz von
Erzeugenden haben und in denen beliebig vorgegebene Relationen gelten.

(6.3) Definition: Sei A eine nicht leere Menge und R C F(A) eine Teilmenge der freien Gruppe
iiber A. Dann definieren wir die von A erzeugte Gruppe mit den definierenden Relationen R als

G =(A|R):=F(A)/(R)-

Wir nennen eine solche Beschreibung der Gruppe G eine Prisentierung. Eine Présentierung
heile endlich, wenn Erzeugendensystem A und Relationensystem R endlich sind. Schliellich
heifit eine Gruppe endlich prisentierbar, wenn sie eine endliche Présentierung besitzt.

Présentierte Gruppen besitzen die folgende universelle Eigenschaft:

(6.4) Proposition: Sei G = (A | R) eine présentierte Gruppe, H eine Gruppe und darin ein
Element a € H fiir jedes a € A. Fiir diese Elemente a seien in H alle Relationen w € R fiir die
a erfiillt, das soll heifien:

/\ w(ai,...,a,) = ey in H.
w=w(ay,...,ar)ER

Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H mit p(a) = a. Dieser ist ein
Epimorphismus, wenn H von den a (a € A) erzeugt wird.
Der Beweis ist nichts anderes der Homomorphiesatz.
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(6.5) Folgerung: Sei A # () und R C F(A) eine Menge von Relationen. Dann gilt: Das
Normalteilererzeugnis (R)) von R in F(A) besteht genau aus den Relationen, die in all den
Gruppen H mit einem Erzeugendensystem A erfiillt sind, in denen die gegebenen Relationen
aus R gelten. (R)) besteht also aus allen sich (zwangsldufig ergebenden) sog. Folgerelationen
von R.

Beweis: Sei w € (R)) und H eine Gruppe mit den genannten Eigenschaften. Dann ist nach
H epimorphes Bild der prasentierten Gruppe G = (A | R): ¢ : G — H. Nach Definition
‘gilt’ w in G, d. h. unter der Abbildung F(A) — G gilt w — 1g. Dann folgt aber erst recht
p(w) =1pg in H.
Ist umgekehrt w ¢ ((R)), so ist die Interpretation w von w in H := F(A)/{(R)) gerade die
Restklasse w = w((R)), also nicht 1. Damit ist H eine Gruppe, in der die Relationen aus R
erfillt sind, w aber nicht. [

Beispiel: Die Diedergruppe Dy besitzt zwei Erzeugende a, b, fiir die a®> = b* = 1 und a~'ba =
b=! gilt. Damit ist Dg epimorphes Bild der Gruppe mit diesen Relationen als definierenden
Relationen:

G := {(a,b| a® b, ba" ba) — Dg.

In diesem Falle gilt sogar Isomorphie, denn die in Frage stehende présentierte Gruppe G hat
hdochstens die Ordnung 8. Dies beruht darauf, dafl man aufgrund der Vertauschbarkeitsrelation
ba = ab~! zunichst alle Elemente in G in der Form @b’ darstellen und dann wegen a? = 1 und
b* =1 zusétzlich 0<i<1,0< j < 3 erreichen kann.

Die Ubereinstimmung Dg = {(a,b | a?,b* ba~'ba) bedeutet, daf simtliche in Dg geltenden
Relationen Folgerelationen der drei genannten Relationen sind. Diese drei sind also definierende
Relationen fiir Dg.

(6.6) Satz: Alle endlichen Gruppen sind endlich présentierbar.

Beweis: Sei G eine endliche Gruppe und A irgendein (natiirlich endliches) Erzeugendensys-
tem von G. Wir betrachten die dadurch gegebene Présentierung (A | R) mit R = Ke ¢ fiir einen
Epimorphismus ¢: F(A) — G geméiB Nun ist R beileibe nicht endlich, wohl aber
endlich erzeugt geméaf F(A) ist eine endlich erzeugte freie Gruppe, und R hat endli-
chen Index in F(A), weil die Faktorgruppe die nach Voraussetzung endliche Gruppe G ist. Ein
endliches Erzeugendensystem von R als Gruppe ist natiirlich erst recht ein Erzeugendensystem
von R als Normalteiler in F'(A), so dal Satz (6.6) bewiesen ist. O

Im Zusammenhang mit endlich présentierten Gruppen stellen sich einige weitgehend ungeldste
Probleme:

Wortproblem: Gibt es fiir eine gegebene endlich prasentierte Gruppe ein Verfahren, das in
endlich vielen Schritten von jedem Wort in den Erzeugenden entscheidet, ob es die 1 der
Gruppe darstellt?

Transformationsproblem: Gibt es ein Verfahren, das in endlich vielen Schritten von je zwei
vorgelegten Worten in den Erzeugenden entscheidet, ob sie in der Gruppe konjugiert sind?

Isomorphieproblem: Man entscheide, ob zwei prasentierte Gruppen isomorph sind.

Das Wortproblem ist als Spezialfall im Transformationsproblem enthalten. Beide Probleme
sind nur fir unendliche Gruppen interessant. Das Wortproblem besitzt eine negative (!) Lo-
sung (Novikov 1955; 4 Erzeugende, 32 Relationen, kein Entscheidungsverfahren). Wahrend man
fiir positive Antworten auf die Entscheidbarkeitsprobleme i. a. keine Prézisierung des Begrif-
fes ‘Verfahren’ benéttigt, mul man fiir ein negatives Resultat zunéchst diesen Begriff fixieren
(Church’sche These, Turing-Maschinen, math. Logik).

Die Losbarkeit des Wortproblems ist gleichbedeutend mit der Existenz einer Normalform-
funktion, wie wir sie bereits bei der Konstruktion der freien Gruppe kennengelernt haben.

Das Isomorphieproblem ist wohl das schwierigste der drei Probleme. Schon die Frage nach
der Ordnung einer endlich présentierten Gruppe, ja selbst die Frage, ob eine solche Gruppe
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trivial, endlich oder unendlich ist, ist nicht so leicht zu beantworten. Von Nutzen kann dabei die
Untersuchung abelscher Gruppen sein.

b. Freie abelsche Gruppen, freie Produkte

Ist G eine Gruppe, so bezeichne G’ = [G,G] die Kommutatorgruppe und G*® = G/G' die
Faktorkommutatorgruppe. Aus der universellen Eigenschaft der freien Gruppe folgert man sofort,
daB F(A)* die freie abelsche Gruppe iiber A ist, d. h. da8 die folgende universelle Eigenschaft
erfillt ist:

Ist p: A — H eine Abbildung von A in eine abelsche Gruppe H, so existiert zunéchst geméaf
[Definition (5.1)|eine Fortsetzung zu einem Homomorphismus ¢: F'(A) — H. Dieser faktorisiert
dann iiber einen Homomorphismus @: F(A)*® — H, da H abelsch ist. ¢ ist dabei eindeutig
bestimmt durch @(a) = ¢(a) fir a € A.

Nun hat aber die direkte Summe

@AZ {(na)aca | na € Z, ng =0 fiir fast alle a € A}

ac

ebenfalls diese universelle Eigenschaft, denn eine Abbildung ¢ : A — H 148t sich bei abelschem
H fortsetzen zu einem Homomorphismus

@ZEBZCL%H, SonaaEA Zna()p
a€cA

und diese Fortsetzung ist eindeutig. Da universelle Objekte eindeutig sind (vgl. Beweis von
(5.2),a)]), erhalten wir so die freie abelsche Gruppe

F(A)a]O ~ O 7Z.
acA
Bei endlichem A der Méchtigkeit n erhalten wir Z™ als freie abelsche Gruppe iiber A (wobei die
a € A auf die kanonischen Basisvektoren abgebildet werden).
Wir studieren nun prisentierte Gruppen G und deren Faktorkommutatorgruppen G*P =

G/[G,G].
(6.7) Satz: Sei G = (A | R) eine prasentierte Gruppe. Dann gilt:

a) G* = (A|RUC) mit C= {a" b ab|a,bc A}.
b) G ~ EBAZQ/ (> mpaa|r€R),

acA
mit der Exponentensumme m,, des Erzeugenden a in der Relation r € F(A):

myrq = Haufigkeit von a im Wort r — Haufigkeit von a~! in r.

c) Ist A={ai,...,a,} n-elementig, so lassen sich die Strukturkonstanten der endlich erzeug-
ten abelschen Gruppe G® aus der Exponentensummenmatrix M = (Mra)rer,acA explizit
ablesen:

GP 7" 70T ® ... ® Ly

mit dem Rang d der Matrix M und den nattirlichen Zahlen a; 20 (i = 1,...,d) definiert
durch
aq - ...« ist der gg'T aller i-reihigen Unterdeterminanten von M .

Beweis: a) Die Gruppe H := (A | R UC) ist epimorphes Bild von G, und da sie offenbar
abelsch ist, gibt es einen Epimorphismus 1: G* — H. Umgekehrt ist nach [Proposition (6.4)|
G?" epimorphes Bild von H. Die beiden Epimorphismen sind zueinander invers, da dies auf den
Erzeugenden a € A gilt.
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b) GemaB a) gilt
G ~ F(A)/(RUC) ~ F(A)™ /(™ | r € R)

mit den Restklassen 72 € F(A)*" der Relationen r € R. Ist r = [[5_, b; = [[}_; a" € R, so gilt
in der abelschen Gruppe F(A)* (bei additiver Schreibweise)

S
rb = g via; = g Myad
=1

a€A

mit den oben definierten Exponentensummen m,, = Y. v;. (Wegen der Injektivitét der Abbil-
a;=a

dung A — F(A) — F(A)* ~ @,c1 Z identifizieren wir A mit den Erzeugenden dieser Gruppen.]
c¢) Wir fithren fiir ganzzahlige Matrizen A voriibergehend die folgende Bezeichnung ein:

geT,(A) := ggT aller i-reihigen quadratischen Unterdeterminanten von A.

Hat A den Rang d, so gibt es zu jedem i < d eine i-reihige Unterdeterminante # 0, also gilt
geT,(A) #0 < i <rg(A). Aufgrund des Laplace’schen Entwicklungssatzes ist jede i-reihige
Unterdeterminante eine Linearkombination von ¢ — 1-reihigen Unterdeterminanten, so dafl

geT;_1(A) | ggT;(A)

gilt. Ist also ggT,;(M) = ay -.. .- a; gezeigt, so sind die «; als sukzessive Quotienten der ggT, (M)
fir ¢ < d = rg(M) wohldefinierte natiirliche Zahlen.

Nun zum Beweis von c): Es ist F(A)* ~ 7" der freie Z-Modul vom Rang n und der
Untermodul

n
(> mrgai | T €RY = ((Myay,. .. Mra,) €Z" | 7 € R) =2 M
=1

wird erzeugt von den Zeilen der Matrix M. Nach dem Elementarteilersatz gibt es eine Z-Basis
UL, ..., U, von Z", d € N und natirliche Zahlen «g,...,aq, die sich sukzessive teilen, so daf}
i, .. ., aqug eine Z-Basis von M < Z" ist. Damit gilt

n d d
G ~ 7"/M ~ & Zu; | O Zoju; ~ D L/oZ D /A
i=1 i=1 i=1

Dabei ist d offenbar der Rang von M. Man beachte jedoch, dafl a; = 1 sein kann, so dafl der
entsprechende direkte Summand Z/a;Z = {0} ist.

Nun zur Bestimmung der ggT,;(M) (1 < i < d). Wir benutzen den Determinantenprodukt-
satz (in allgemeiner Form fiir nicht notwendig quadratische Faktoren A € M., B € Mp,,):

det AB = det ((aij)nm : (b]k)mn) = Z det(ai,ju) ) det(bjmk) :

1<i1<...<gn<m

Ist m < n, so ist die Summe offensichtlich leer und es ergibt sich notwendig det AB = 0; im Falle
m = n reduziert sich die Summe auf einen Summanden und man erhélt den {iblichen Determi-
nantenproduktsatz det AB = det A-det B; im Fall m > n summiert man tiber alle quadratischen
n-reihigen Untermatrizen und multipliziert die entsprechenden Unterdeterminanten.

Der Vollsténdigkeit halber hier der Beweis: Es seien z; = (bjr)r (j = 1,...,m) die Zeilen von
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B. Da die Determinante alternierend und multilinear in den Zeilen ist, erhilt man

det(AB) = det ( Zaijzj)1gign =Y ... ay, .. ang, det(z;,)
J=1 Jj1i=1 Jn=1

= Z Z H ijy - det(2j, )

1<j1<...<jn<m o€Sy i=1

= Z Z H Wijp sy sign(o) det(z;,)
1<j1<...<jn<m €S, i=1
= Y. det(ai,) det(by,)

1<j1<...<jin<m

Wendet man dies auf eine i-reihige Unterdeterminante von AB an, so erhélt man fiir ganzzahlige
Matrizen A, B:
ggT;(A) [ ggT;(AB) und ggT;(B)|ggT;(AB).

Weiter mit dem Beweis von c¢): Wir gehen von einer endlichen Zeilenzahl m von M aus (die
Argumentation gilt aber auch allgemein). Es sei Uy, die Matrix mit der Z-Basis u; als Zeilen
und
a; -+ 0 - 0
0 -+ ag - 0
Dann sind o;u; (i =1,...d) die Zeilen von Dg,U,,. Da die Zeilen von M aus den a;u; Z-linear
kombinierbar sind, gibt es eine ganzzahlige Matrix C' mit M,,,, = Cinq - Dgpn - Unn- Nach obiger
Voriiberlegung ist daher ggT;(M) Vielfaches von ggT,(D).

Umgekehrt schlieffit man genauso: Die aju; sind Linearkombinationen der Zeilen von M, so
dafl eine ganzzahlige Matrix C existiert mit Dy, - Upp = édm - M,,n. Da die Zeilen von U,
eine Z-Basis des Z™ bilden, ist U ganzzahlig invertierbar, also Dy, = Cim * Mypn - Upp mit
einer ganzzahligen Matrix U. Wie oben folgt nun, daB ggT;(D) ein Vielfaches von ggT;(M) ist.
Insgesamt ergibt sich die Behauptung ggT,(D) = ggT,;(M).

Nun ist ggT;(D) der ggT aller i-fachen Produkte der a,,. Wegen der Teilbarkeitsbeziehung
a; | a1 heiflt das ggT;(D) = a3 - ... a4, so dal die Behauptung von c) folgt:

a1 ... 0y = ggTi(D) = ggTi(M) :

Als unmittelbare, aber wichtige Folgerung aus [Satz (6.7)| halten wir fest
(6.8) Korollar:

a) Eine endliche Gruppe hat in jeder endlichen Présentierung mindestens soviele Relationen
wie Erzeugende.

b) Ist G = {(a1,...,ayn | r1,...,r,) endlich prisentiert mit genausoviel Relationen wie Erzeu-
genden und M die n-reihige quadratische Exponentensummenmatrix, so gilt:

ab | 0 falls det M = 0,
G = { |det M| sonst.

Beweis: a) folgt unmittelbar aus |[Satz (6.7),c); Hat eine Gruppe weniger Relationen als Er-
zeugende, so ist natiirlich auch der Rang d kleiner als die Erzeugendenzahl und nach (6.7),c) ist
G unendlich.

b) Wir kénnen d = n annehmen. Nach dem Beweis von (6.7),c) ist G von der Ordnung
a1 ...y, und dies ist nach ¢) ggT,, (M) = |det(M)|. (Der ggT ist per definitionem eine natiirliche
Zahl.)
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Beispiele: 1) G = (a,b | a®,b%,b% = b71)
Dies ist die schon frither besprochene Présentierung der Diedergrupp Die Exponentensum-
menmatrix dieser Présentierung ist
2 0
. (0 4) |
0 2

Hieraus liest man sofort die in [Satz (6.7)| bendtigten Invarianten ab:
d=2, ajas = ggT(8,4,0) =4, a; = ggT(0,2,4) = 2, und erhalt

G* ~ 7./27. x 7./27.

5 0
M=|[0 3].
2 2

Offenbar ist der Rang d = 2, und damit G*" endlich. Weiter ist ajay = ggT(15,10, —6), also
i = 1, so daB #G?P = 1 ist. Dies bedeutet, die Gruppe G ist perfekt, d.h. G = G’ = [G, G].
Insbesondere ist G' nicht auflosbar. (In der Tat ist G = A5 die alternierende Gruppe vom Grad
5.)

Wir wollen noch ein weiteres freies Objekt kennenlernen, das sich aus der freien Gruppe
ableitet, die freien Produkte von Gruppen. Heuristische Intention ist dabei, zwei Gruppen zu einer
Gruppe ‘zusammenzusetzen’, in der neben den Rechenregeln der Einzelfaktoren keine weiteren
Beziehungen gelten. Dies wird realisiert durch folgende

2) G = (z,y| 2% 9", (zy)?)
Wieder liest man ab

(6.9) Definition: Seien G1, G2 Gruppen. Dann definiert man das freie Produkt von G und G,
durch
G1xGoy = <A1 OAQ | R UR2>

fiir beliebige Préasentierungen G; = (A; | R;) der gegebenen Gruppen (mit A; N Ay = 0).
Diese erfiillen die folgende universelle Eigenschaft, so daf3 das freie Produkt unabhangig von
den gewéhlten Présentierungen eindeutig durch die Gruppen G; bestimmt ist.

(6.10) Satz: a) Fiir jedes Paar ¢; (i = 1,2) von Gruppenhomomorphismen y;: G; — H in eine
Gruppe H gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus ¢: Gy * G2 — H mit ¢ |Gi = (; fiir
i = 1,2. Grob gesprochen: Man kann jedes Paar von Gruppenhomomorphismen ;: G; — H
‘zusammensetzen’ zu einem Homomorphismus auf G * G2, und dieser ist eindeutig.

b) Das freie Produkt G * Gy ist unabhdngig von den Présentierungen von G, Gy bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmt.

Beweis: Zur Rechtfertigung der Formulierungen zunéchst eine Voriiberlegung. Wegen der
Symmetrie betrachten wir nur ¢ = 1. Die definierenden Relationen R; von (1 sind per definitio-
nem auch in Gp * G erfiillt, so dass sich die Einbettung A; — A; C G1 * G2 geméaf
zu einem Homomorphismus ¢ : G1 — G1 * G4 fortsetzt.

Umgekehrt 148t sich die Abbildung m; : A1 U Ay — G mit m1(a) = a fiir a € A; und
m1(a) = eq, fir a € Ay zu einem Homomorphismus 7 : G1 * Go — G fortsetzen, denn in G
sind die Relationen aus R, die ja nur Ay betreffen, erfiillt, wahrend die Relationen aus Ro in
G trivialerweise erfiillt sind, wenn fiir a € Ay immer nur das neutrale Element eg, eingesetzt
wird.

Man erkennt sofort m; o ¢; = idg,, so daB ¢; injektiv und m; surjektiv ist. Damit sind die
Gruppen G; (bis auf Isomorphie) im freien Produkt enthalten. Dies rechtfertigt die Formulierung
von a).

UDabei haben wir hier die Notation gelockert und die Relation ba ™ 'ba € F(A) suggestiv als die in G giiltige
Gleichheit ba™'ba = 1 bzw. b* = b~! notiert.
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ad a): Man definiert zunéchst ¢ auf A; U Ay durch ¢ | 4, = ¥ily,- Die Bilder Lx G2
von ¢ in H erfiillen dann die Relationen in R; U Rs, da diese jeweils nur die Er- : \
zeugenden in einem A; betreffen und ¢; ein Homomorphismus auf G; = (A4; | R;) <p:
ist. Damit induziert ¢ geméfl Proposition (6.4) einen Gruppenhomomorphismus ]\; /é
p:G1 * G2 — H mit den gewiinschten Eigenschaften ¢ o ; = ¢;, durch die er 7
offenbar auch eindeutig bestimmt ist.

ad b): Aus dieser universellen Eigenschaft a) des direkten Produktes ergibt sich wie allgemein
bei universellen Objekten die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie (siche etwa die Uberlegungen in
zur Eindeutigkeit der freien Gruppe):

Sei F' = (G1 * G5 wie oben und jetzt F = G4 % Gy ein weiteres freies Produkt.
S~eien t; » G; — F wie oben und 7; : GZ — F die entsprechend}en Einbettungen fiir ”/'AI‘V
F. Wir wenden nun a) an auf H = F und ¢; = i; : G; — F und erhalten einen .

[l
eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢ : F — F mit 7; = @ oy (i = 1,2). G~ iiw ~G2
Genauso folgt aus a) die Existenz eines Homomorphismus ¢ : F' — F mit ¢; = “a ':,/LQ
@ o i;. Hieraus folgt fir die Verkettung F

(pop)oy=¢ol;=1t;=idpot; (i=1,2). (%)

Wendet man die Eindeutigkeitsaussage von a) auf F' und H = F mit ¢; = ¢; an, so folgt aus (x)
¢ o = idp. Aus Symmetriegriinden erhilt man auch die umgekehrte Beziehung ¢ o ¢ = id.
Damit sind ¢ und @ zueinander inverse Isomorphismen zwischen F und F'. []

Das einfachste Beispiel sind freie Produkte zyklischer Gruppen C,,,C,, der Ordnung n,m €
IN, . Diese sind fiir n, m > 2 unendlich; genauer gilt der folgende

(6.11) Satz: Seien n,m € W4 und C,, = (z), Cp, = (y). Die Elemente von C,,*C,, sind eindeutig
darstellbar als Potenzprodukte von x und y, wobei sich die Basen x,y stdndig abwechseln:

S
yﬁ-H:E”iy“i~:r:a mit seN,0<y;<n,0<uy; <m,0<a<n,0<g<m.

Der Beweis verlduft analog wie der Beweis von Satz (5.3): Man definiert in naheliegender
Weise einen ‘Reduktionsprozef’, der jedes Wort in endlich vielen Schritten in obige Normalform
iiberfiihrt und dabei die Interpretation in C, * Cj, nicht dndert. SchlieBlich mufl man zeigen,
daB ein Wort in Normalform nur dann eine Relation in ((z",y")) sein kann, wenn es leer ist.
Um dies analog wie bei beweisen zu kénnen, gibt man zunéchst eine dhnlich konstruktive
Beschreibung der Kongruenzrelation modulo ((z”,y™)). Dabei ist hier der Grundbaustein die
Relation (0,7 € F' = F(z,y))

0 <XT:<+= \/ o= p1p2, T = P1TP2.
plvaEere{xnvym}

Es sei noch angemerkt, dafl [Satz (6.11)| bei entsprechender Modifizierung auch gilt, wenn eine
der zyklischen Gruppen unendlich ist.
Beispiele: 1) Das freie Produkt der zyklischen Gruppe Co mit sich

02 *02 = <1f,y | x27y2>

ist isomorph zur affinen Gruppe Aff(1,Z) ={ax +b|b € Z,a € Z*}.
Zunéchst kann man das freie Produkt Cs % Cs als unendliche Diedergruppe

(w,v | u?,v* =v71)

beschreiben mit w := x und v := zy. Nach Satz (6.11) hat v unendliche Ordnung und alle
Elemente besitzen eine eindeutige Normalformdarstellung der Gestalt o™ mit m,n € 7,0 <
m < 1. Die genannte affine Gruppe wird erzeugt von der Translation v = x + 1 und von
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u = —x (x = idg). Diese Erzeugenden erfiillen die definierenden Relationen der unendlichen
Diedergruppe. Auflerdem ist ein beliebiges Element

(—x)"o(z+1)"=(-1)"z+ (-1)"n € Afi(1,Z), 0<m <1,m,n € Z

nur dann gleich x, wenn m = n = 0 ist. Dies zeigt, dal die affine Gruppe als unendliche
Diedergruppe présentiert werden kann.

2) Man kann zeigen, daf§ das freie Produkt Co * C3 isomorph ist zur Modulgruppe PSLo(Z) aller
gebrochen linearen Transformationen der oberen Halbebene

az+b a b
it € SLy(Z).
cz+d mt < d> 2(2)
Die entsprechenden Erzeugenden der Ordnung 2 und 3 sind die Transformationen S = —% und
U=ST= _lerl mit dem Element unendlicher Ordnung 7' = SU = z 4 1, der Translation um
1.

3) Man kann freie Produkte benutzen, um fiir gewisse Prédsentierungen nachzuweisen, daf} sie
unendliche Gruppen darstellen, ndmlich:

(6.12) Bemerkung: Sei G = (A | R) eine préasentierte Gruppe. Wir stellen die Relationen
r € R als Potenzprodukte

S

v;(r

— Haiz( )
i=1

dar mit v;(r) € Z\ {0}, a; € A und a; # a;4+1. Wir definieren dann fiir a € A den ‘Exponenten-
ggT” als
G(a) := ggT{vi(r) | @i = a,r € R}.

Ist dieser fiir zwei verschiedene Erzeugende a # b € A ungleich 1, so ist G unendlich.

Der Beweis beruht einfach darauf, dafl dann nach [Proposition (6.4)[ das freie Produkt C,, *
Cr = (x)*(y) mit n = G(a),m = G(b) (Cy = Cx = Z gesetzt) Quotient von G ist: Die Elemente
d=azb=yundc=1firce A \ {a,b} erzeugen C, * C,, und erfiillen die definierenden
Relationen r € R von G.

c. Automorphismen, Erweiterungen

In diesem Abschnitt wollen wir eine Reihe von Beispielgruppen durch Présentierungen definieren.
Dazu werden wir zuerst fiir spezielle Gruppenerweiterungen (sieh EGI, Prasentierungen
konstruieren. Zuvor jedoch eine kurze Bemerkung iiber Automorphismen présentierter Gruppen:

(6.13) Bemerkung: Sei G = (A | R) eine préasentierte Gruppe. Weiter seien @ € G (a € A)
andere Erzeugende von G. Dann sind dquivalent:

i) Die Zuordnung a + @ induziert einen Automorphismus von G.

ii) Die Elemente a € G (a € A) erfiillen dieselben Relationen wie die Erzeugenden a € A:

/\ w(a) =1 < w(a)=1.
weH(B)

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus [Proposition (6.4)

Diese dquivalenten Bedingungen sind insbesondere erfiillt, wenn die & eine Permutation der
Erzeugenden a € A bildet, unter der die Relationen invariant bleiben:

Beispiele: 1) V; = (a,b | a®,b?, ab = ba)
Dieser Préasentierung der Klein’schen Vierergruppe sieht man sofort an, daf§ die Vertauschung
der Erzeugenden die Relationen invariant 148t, also erhélt man einen Automorphismus ¢ der

2 Verweise auf Teil I dieser Vorlesung werden mit EGI gekennzeichnet.
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Ordnung 2, charakterisiert durch a — b +— a. Wegen der Kommutativitat der V4 kann dies kein
innerer Automorphismus sein. Formt man diese Prisentierung durch Einfithrung einer zusétzli-
chen Erzeugenden ¢ = ab um zu

Vi = (a,b,c| a® b 2, abc),

so erkennt man einen Automorphismus der Ordnung 3, gegeben durch die zyklische Vertauschung
a — b+— ¢ — a dieser Erzeugenden. Der erstgenannte Automorphismus beschreibt sich in dieser
zweiten Présentierung als Vertauschung der Erzeugenden a und b bei Fixierung von c; insgesamt
hat man somit die volle symmetrische Gruppe der drei Erzeugenden a, b, ¢, als Untergruppe von
AutVy.

Zum Nachweis der zweiten Présentierung setzt man ¢ = ab und verifiziert

& =abab=a’®=1 und abc=c?=1.
Dann folgert man aus dem zweiten Relationensatz den ersten:
ab=clt=c=b"1ta"! = ba,

und hat die Gleichwertigkeit beider Préasentierungen bewiesen.
2) Die Quaternionengruppe Qg
Wir zeigen zunéchst
Qs ~ (a,b|a® = b b* ¢ = b 1)
= {(a,b|a®=b%b"=b"1)
~ (a,b,c| ab=c,bc = a,ca =10).
Ist dies gezeigt, so entnimmt man der letzten Présentierung, dafl die Quaternionengruppe Qg
einen Automorphismus der Ordnung 3 hat, wiederum gegeben durch zyklische Vertauschung der
Erzeugenden a, b, c der letzten Prasentierung.

Es gilt zunéchst, dafl Qg die Relationen der erstgenannten Prisentierung erfiillt (siche EGI,
. Auflerdem iiberlegt man sich wie bei der Préisentierung der Diedergruppe, dafl die
Gruppe (a,b | a®> = b%,b*, b* = b~1) eine Darstellung ihrer Elemente in der Normalform a’t’/ mit
0 <i<2,0<j <4 besitzt und daher hochstens die Ordnung 8 hat.

Die Relation b* = 1 der ersten Prisentierung ergibt sich aus den beiden iibrigen wie folgt:

b72 _ (bZ)a _ (a2)a — a2 — b2.

Fiir die dritte Prasentierung setze man ¢ = ab und verifiziere die genannten Relationen (die
Relationen der sog. Fibonacci-Gruppe F(2,3)):

be =bab=ab® =a und ca = aba = a*b* =b.
Umgekehrt folgt natiirlich auch aus den letztgenannten Relationen fiir a, b, ¢ sofort

a’>=bca=0b> und b* =a ‘bab=a"the=1.

Die in den beiden Beispielen durchgefithrten Umformungen von Présentierungen sind sog.
Tietze- Transformationen, die den Isomorphietyp nicht &ndern:

T1) Hinzufiigen einer ableitbaren Relation:
re F(A), rgiltin (A|R) = (A|R)=(A|RU{r}).

T2) Hinzufiigen eines neuen Erzeugenden und einer Definition dieses Elementes durch die tib-
rigen als zusétzliche Relation:

weF(A), 2d A= (A|R)~ (A, 2| R,z =w).
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Die Rechtfertigung fiir diese Isomorphieaussagen liefert [Proposition (6.4)}
Zu den Tietze-Transformationen zéhlt man iiblicherweise auch die Inversen der obigen Umfor-
mungen, also als Inverses zu T1):

T3) Weglassen einer Relation r, die aus den brigen ableitbar ist.

Eine zum inversen Prozefl zu T2) (unter Verwendung von T1)) dquivalente Regel ist:

T4) Weglassen einer Erzeugenden z und einer unter den Relationen vorkommenden Definition
von z durch die iibrigen Erzeugenden, sowie FErsetzung aller Vorkommen von z in den
verbleibenden Relationen durch die Definition.

So einfach und offensichtlich diese Tietze-Transformationen auch sind, es gilt nun:

(6.14) Satz: Zwei endliche Prasentierungen (X|R) und (Y'|S) beschreiben genau dann diesel-
be Gruppe G, wenn eine endliche Folge von Tietze-Transformationen existiert, die die beiden
Présentierungen ineinander tiberfiihrt.

Beweis: =: Tietze-Transformationen d&ndern den Isomorphietyp nicht:
T1) Gilt r in (A | R), so ist r € ((R)) und folglich (RU{r})) = (R)). Dies ergibt die behauptete
Gleichheit.
T2) Aus der universellen Eigenschaft prasentierter Gruppen ergeben sich Epimorphismen zwi-
schen den beiden Prasentierungen, die sich als invers zueinander erweisen: Seien

per1: FA) — G = (A R) = F(A)/(R)) und
F(AU{z}) -Gy := (A 2| R,z=w) = F(AU{z})/{R U {z" w})

die per Definition gegebenen natiirlichen Epimorphismen der Préisentierungen.

Wegen ¢2(z) = p2(w) € (p2(A)) erzeugt ¢a(A) ganz Go und erfiillt alle Relationen von
R, ist also ein epimorphes Bild von Gi: ¥ : G1 — G2 mit ¥1(p1(a)) = p2(a). Wegen der
Homomorphie gilt ¢ (¢1(w)) = p2(w) = ¢a(2) € Ga.

Umgekehrt wird G von ¢;(A) und ¢1(w) erzeugt und alle Relationen von R sind natiirlich
erfiillt. Aber auch die Relation z = w von Gy ist in Gy erfillt, wenn man fiir z p1(w) € Gy
einsetzt. Damit erhalt man den umgekehrten Epimorphismus v9 : G — G mit ¥a(pa(a)) =
v1(a) und Pa(p2(2)) = w1(w). Offenbar sind 1 und 19 invers zueinander.

Nun zur Umkehrung < von |(6.14)| Es sei
G=(X|R)=(X|S).

Dann besitzen die Erzeugenden y € Y C G reduzierte Wortdarstellungen w, € H(X U X') bzgl.
des Erzeugendensystems X ; entsprechend seien umgekehrt w, € H(Y UY”) fiir 2 € X definiert.
Dann erreicht man durch Tietze-Transformationen

(X|R) ~(XUY R, y=w, (yeY)) (12)
=(XUY|R, y=w, (yeY),S,z=w, (v € X)). (T'1)

Wegen der Symmetrie der letzten Priasentierung in X,Y und R, S ist Satz (6.14) bewiesen. [
Wir wollen nun Présentierungen von Gruppenerweiterungen untersuchen.

(6.15) Satz: Es sei G = (A | R) eine endlich présentierte Gruppe und Cyq = (o) die zyklische
Gruppe der Ordnung d € IN. Fiir eine Gruppenerweiterung G — G —» C’d von G mit Cy sei (siehe
EGI|§3) ¢ = a, der von o auf G induzierte Automorphismus, u, € G ein Reprasentant von
o€ C’d, W) die reduzierte Wortdarstellung fiir ¢(a) € G (a € A) und w, die von p = u € G.
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a) Dann erhalten wir die folgende Préisentierung von G
G = (Ajz | R, 27 ax = We(a) (@ € A), z? = w ),
wobei z € G auf o € Cy abgebildet wird.

b) Ist p ein Automorphismus von G mit ¢% = idg und p ein Element in G, das im Zentrum
liegt und unter ¢ invariant ist, so beschreibt die Prasentierung aus a) eine Gruppenerwei-
terung G — G — Cy4 von G mit Cy, bei der x ein Urbild von o ist.

Beweis: a) Offenbar enthélt die durch die Prasentierung gegebene Gruppe G* die Gruppe G
als Normalteiler. Der natiirliche Epimorphismus G* — G*/G bildet x auf ein Element héchstens
der Ordnung d ab, also hat die prasentierte Gruppe hochstens die Ordnung #G - d. Da nach
Ansatz G die Relationen der Présentierung erfiillt, ist G Quotient von G*. Da G keine kleinere
Ordnung als G* hat, folgt die Behauptung.

Ad b): Hierfiir geniigt es, unter den gegebenen Voraussetzungen eine Gruppenerweiterung
G von G mit Cy zu konstruieren, die die gegebenen definierenden Relationen erfillt. Diese
Gruppenerweiterung konstruieren wir geméafl EGI, aus dem Automorphismensystem

a:Cy— Aut G, o — ¢
und dem a-Faktorensystem

1 fir0<i,j<d, i+j<d,

. i i
JiCaxCa= G, (U’U)'_){p fir 0<i,j<d,i+j>d

Die Normierungsbedingung (N): f(1,07) = f(¢%,1) = 1, ag = id ist nach Definition erfiillt. Da
p und damit alle Werte von f im Zentrum von G liegen, fordert Bedingung (A) aus EGI
daB o ein Homomorphismus ist. Wegen % = 1 ist dies offenbar der Fall.
Da p und damit alle Werte von f unter ¢ invariant bleiben, nimmt die Bedingung (F) die
Form
f(o'i+j’ Gk)f(aiv Uj) = f(0i7 UjJrk)f(Ujv Uk)

an. Nach Definition ist f symmetrisch, so dafl beide Seiten bis auf eine Vertauschung der Indizes
iibereinstimmen. Es geniigt also zu zeigen, daf§ die linke Seite symmetrisch in den Indizes ist.
Wir berechnen nun

p-p Tur2d <i+j+k,

(@™, ") flot, 07) = { 1-1 fir0<i4+j+k<d,
P sonst.

Offenbar ist dies symmetrisch in 4, j, £ und die behauptete Gleichheit folgt.
Von der so konstruierten Gruppenerweiterung G fiihrt der in a) beschriebene Prozef zu der
gegebenen Présentierung: Zunéchst gilt nach Wahl von «

ay(a) =p(a) firac A,

und nach Wahl von f erhdlt man induktiv

uf, =u,; flir j <d und ug = Ugyap = p.

(6.16) Korollar: Sei G = (A|R) eine endliche abelsche Gruppe und d € Ny eine natiirliche
Zahl. Dann sind sdmtliche Gruppenerweiterungen GG von G mit Cy gegeben durch

G=(AzR,d" = Wy(q)(a € A), = w,)

mit o € Aut(G), ¢ =1, p € G, p(p) = p. Der Epimorphismus G — Cy mit Kern G ist dabei
durch A — 1, x — o gegeben. Die semidirekten Produkte darunter sind die Gruppenerweite-
rungen mit p = 1.
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Beweis: Nach|Satz (6.15),a)| hat jede derartige Gruppenerweiterung eine solche Présentierung
mit ¢ = a, = (...)% und p = ul. Dann gilt

und

da G abelsch ist.

Umgekehrt liefert jede derartige Prasentierung nach (6.15),b) eine Gruppenerweiterung des
behaupteten Typs, da die Forderung p € Zentr(G) wegen der Kommutativitit von G natiirlich
erfillt ist.

Der Zusatz fiir semidirekte Produkte ergibt sich mit denselben Uberlegungen.

Beispiel: Zyklische Erweiterungen zyklischer Gruppen
G = Cy = (a) sei zyklisch von der Ordnung ¢, dann sind die Automorphismen ¢ von G gegeben
durch ¢:a + a” mit v € (Z/qZ)*. p* = id bedeutet v? = 1 mod ¢q. Nach erhélt man
alle Gruppenerweiterungen von C; mit Cy in der Form

(a,z|a?, 2% = a*, a® = a”)

mit v% = 1 mod ¢, pv = p mod g. Durch Anderung des Erzeugenden a kann man o.E. erreichen,
da p ein Teiler von ¢ ist. Man erhélt so die Nebenbedingungen

u|q,yzlm0dg,udzlmodq.
i

Der Spezialfall = q bzw. p = 1 fithrt auf die semidirekten Produkte
(a,x|a?, 2t a® = a’) (Vd = 1 mod q),

unter denen fiir v = 1 auch das direkte Produkt C; x Cyj vorkommt.

d. Gruppen kleiner Ordnung

Als weitere Anwendungsbeispiele wollen wir in diesem letzten Abschnitt Prasentierungen fiir
alle Gruppen bestimmen, deren Ordnung Produkt von héchstens 3 Primzahlen ist:
Wir kennen bereits fiir eine Primzahl p die Gruppen der

Ordnung p

Es gibt nur die zyklische:
Cp = (a | aP).

Ordnung p?
Diese sind abelsch:

Cp=(a]a”), CpxCp=(ab|a’,t" ab=ba).

Ordnung p?
Neben den drei abelschen Gruppen, deren Présentierungen hier nicht mehr aufgefithrt zu werden
brauchen, gibt es zwei nicht-abelsche Gruppen dieser Ordnung (siehe EGI, [Satz (3.15))), die man
einheitlich fiir alle Primzahlen p folgendermafien beschreiben kann (Ubung):

Aps = (a,b,c|aP,bP,cP,ab = ba, ac = ca,b® = bay),

Bys :=(a,b,c | aP,bP = ¥ = a,ab = ba, ac = ca, b = ba).

Dabei ist fiir p = 2 Ays = Dy die Diedergruppe und Bys = Qg die Quaternionengruppe.
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Im folgenden seien p < q¢ < r Primzahlen.

Ordnung pq
Es sei G eine Gruppe der Ordnung pq. Aus den Sylowsiitzen folgt fiir die Anzahl sq der g-
Sylowgruppen in G: sq = 1 mod ¢ und s4|p, also wegen p < ¢ s, = 1. Dies bedeutet, dafl die
g-Sylowgruppe Normalteiler ist und G daher eine Gruppenerweiterung von C; mit C),. Wegen
p # q ist diese Gruppenerweiterung ein semidirektes Produkt (EGI, [Satz von Zassenhaus (3.8))).
Wir haben also fiir G die Prasentierung

G= (a,z | a%, 2P, a" = wy(q) ),

mit einem Automorphismus ¢ € Aut(Cy), ¢? = id. Nun ist Aut(Cy) ~ Fy (siehe EGI, |(3.13))
und somit jeder derartige Automorphismus ¢ gegeben durch a — a” mit v € Z, vP = 1 mod q.
Also folgt nach [Korollar (6.16)|

G =(a,z|a,2P,a® =a”) (v’ =1mod q).

Fir v = 1 erhélt man das (abelsche) direkte Produkt von C; mit C,. Die iibrigen in Frage
kommenden v erzeugen die eindeutig bestimmte Untergruppe der Ordnung p in der zyklischen
Gruppe F, sofern es iiberhaupt eine solche gibt, d.h. sofern p ein Teiler von ¢ — 1 ist. In diesem
Falle gilt fiir zwei solche v, p stets 4 = v* mod ¢ und v = p? mod ¢ mit zu p teilerfremden Zahlen
¢ und j. Man iiberpriift nun leicht, dafl die Présentierungen G = (a,z | a?,2P a® = a”) und
G= (a,z | a%,zP,a® = a") isomorph sind, indem man z auf z* abbildet. Wir finden also neben
der abelschen Gruppe

Cq x Cp > Cpy

nur im Falle p | ¢—1 eine weitere nicht-abelsche Gruppe der Ordnung pg, ndmlich das semidirekte
Produkt
Dyy = (a,z | a?,2P,a” =a”) (v # 1mod ¢, v’ =1mod q).

Diese Gruppe ist unabhéngig vom gewéhlten v mit den geforderten Eigenschaften. Ein solches
v, und also auch diese Gruppe, existiert nur fir p | ¢ — 1.

Die Existenz dieser und der im folgenden auftretenden Gruppen ergibt sich aus |(6.16)| oder
sie wird dann jedoch nicht mehr explizit ausgesprochen. Auflerdem werden wir im fol-
genden nur die nicht-abelschen Gruppen untersuchen, als nédchstes die der

Ordnung pq?

Wieder ist die ¢-Sylowgruppe Normalteiler in einer Gruppe G der betrachteten Ordnung, und
diese daher eine Gruppenerweiterung einer Gruppe A der Ordnung ¢? mit der zyklischen Gruppe
der Ordnung p. Wie schon erwihnt ist A abelsch, also A = Cp2 oder A = Cy x Cy = Fg.
Als teilerfremde Gruppenerweiterung ist G wieder ein semidirektes Produkt, so daf man die
verschiedenen Operationen von C), auf A zu bestimmen hat. Die triviale Operation fithrt zum
direkten Produkt C), x A, welches abelsch ist. Die nichttrivialen Operationen von C), auf A sind
gegeben durch die verschiedenen Untergruppen von Aut(A) mit der Ordnung p.

A = Cp: Da die Automorphismengruppe Aut(Cj2) = (Z/¢*Z)* zyklisch ist (siehe EGI
, findet man mit denselben Uberlegungen wie im Falle der Gruppen der Ordnung pq als
einzige nicht-abelsche Gruppe der Ordnung pg? die Gruppe

M, = (a,z | a?’ 2P, a" =a) (v#1modg?, v’ =1 mod ¢?).

Pq

Diese ist unabhéngig vom gewéhlten v mit den geforderten Eigenschaften. Ein solches v, und also
auch diese Gruppe, existiert nur, falls p ein Teiler der Gruppenordnung #(Z/¢*Z)* = ¢(¢?) =
q(qg—1) ist, also p | ¢ — 1 gilt.
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A = Cy x Cy: Wir untersuchen die Untergruppen (¢) < Aut(A) = GL2(F,) mit der Ordnung p.

1. Fall: ¢ ist diagonalisierbar mit doppeltem FEigenwert.
Also gilt bei entsprechender Basiswahl in C; x Cy = (a,b | a?,b?, ab = ba)

pla) =a", p(b) =b"

mit v € Z, v # 1 mod ¢, v» = 1 mod q. Dieser Fall tritt nur auf fiir p | ¢ — 1 und fiihrt zu einer
Gruppe

qu2 = <a7 b, x]aq, b, 2P, ab = ba,a” = a”,b" = by>

mit irgendeiner ganzen Zahl v # 1 mod ¢, v? = 1 mod ¢. (Verschiedene Werte von v fithren zu
verschiedenen Erzeugenden derselben Untergruppen, also zu derselben Operation von C), auf A
und damit zu derselben Gruppenerweiterung.)

2. Fall: ¢ ist diagonalisierbar mit 2 verschiedenen Eigenwerten.
Entweder ist einer der Eigenwerte 1: Dann erhélt man analog wie eben die Gruppe

(a,b,x | a?,b?, 2P, ab = ba,a” = a,b” =b") >~ Dp, x C,

mit irgendeiner ganzen Zahl v Z 1 mod ¢, v? = 1 mod q. Diese Gruppe tritt nur auf fiir p | g—1
und ist wieder unabhéngig von v.

Oder beide Eigenwerte sind von 1 verschieden: Dann sind sie Potenzen voneinander (die Eigen-
werte sind p-te Einheitswurzeln), und man erhélt die Gruppen

L,p2(s) = (a,b,z | a?, b7, 2" ab = ba,a” = a”,b" = b”s)

mit
vZ1modg, vy =1modgq, s# 0,1 mod p.
Diese Gruppen existieren nur im Falle p > 2, p | ¢ — 1 und sind ebenfalls von v unabhéngig.
Nun 148t aber auch eine Vertauschung der Basisvektoren a, b die Operation unverdandert. Dabei
gehen die Eigenwerte v, v® {iber in v° =: y,v = ,us_l, also dndert sich s in sein Inverses (modp).
Daher fiihren verschiedene Werte von s zu derselben Gruppenerweiterung genau dann, wenn sie
in F; invers zueinander sind. Man erhilt so fiir p > 2, p | ¢ — 1 genau % nicht-isomorphe
Gruppen dieses Typs Ly2(s).
3. Fall: ¢ ist triangulierbar.

Dann besitzt ¢ bzgl. passender Basiswahl die Matrix

vV o«
M =
(0 u)
mit v, € Fy, a € ;. Wiiren v, pu verschieden, so wire ¢ diagonalisierbar (man wéhle je einen
Eigenvektor zu v bzw. u) und einer der ersten Félle lige vor. Also folgt v = p. Aus ¢P = 1

ergibt sich dann .
vP pPT
= p =
1=M ( S ) ,

also prP~ta = 0. Wegen v € F und char(F,) = ¢q # p ist dies nur fiir o = 0 moglich, d.h. ¢ ist
diagonalisierbar und einer der beiden ersten Félle liegt vor.
4. Fall: ¢ ist nicht triangulierbar.

Dann hat das charakteristische Polynom von ¢ keine Wurzel in %k := IF, aber als quadratisches
Polynom zwei Wurzeln in dem einzigen quadratischen Erweiterungskorper K := g2 von T,.
Wegen p < q ist ¢ # 2, also die Charakteristik der betrachteten Kérper ungleich 2. Daher folgt
K = k(v/D) mit D € k*\ (k*)2. Es bezeichne im folgenden z = ¢ + dvD + Z = ¢ — dv/D
den nicht-trivialen k-Automorphismus von K = k(v/D). Da k endlich von der Mchtigkeit ¢ ist,
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ist dieser einzige nichttriviale Automorphismus notwendig der Frobeniusautomorphismus z = z4
(siehe Algebra-Vorlesung [Satz I11.2.15).

Seien nun @ = a + bv/D und @ = a — bv/D die beiden Wurzeln des charakteristischen
Polynoms von ¢. Da diese nicht in F, liegen, ist b # 0, und wegen charF, # 2 sind dann die
beiden Wurzeln verschieden.

Wie bei der Untersuchung von Endomorphismen reeller Vektorrdume durch Ubergang zur
Komplexifizierung betrachten wir auch hier ¢ in natiirlicher Weise als K-Automorphismus des
K?: Wir benutzen die Matrix von ¢ bzgl. der kanonischen Basis des k-Vektorraums k2, um
damit einen K-Automorphismus des K? zu definieren. Als K-Automorphismus ist ¢ dann dia-
gonalisierbar, da das charakteristische Polynom 2 verschiedene Wurzeln in K hat. Sei u € K?
ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert o, dann ist w Eigenvektor zum Eigenwert @ und w,w eine
K-Basis des K2, bzgl. der ¢ die Matrix

Mu,ﬂ((p) = <(g g)

hat. Wegen o = 1 und ¢ # 1 gilt auch o = 1, # 1, so dafl « eine primitive p-te Einheitswurzel
aus 2 \ F, ist. Die folgenden Uberlegungen sind von o unabhingig, da jede andere primitive
p-te Einheitswurzel eine Potenz von « ist und daher zur entsprechenden Potenz von ¢ gehort.
Dies dndert aber die Operation und damit die Gruppenerweiterung nicht.

Wir gehen nun iiber zur K-Basis

1
2v/D

des K2. Wegen z,y € k? bilden diese Vektoren auch eine k-Basis des k2. Bzgl. dieser Basis hat

p die Matrix
(o) = a bD
2w\ =\p a )

x:%(u—l—ﬂ),y: (u — 1)

M,

Bzgl. der k-Basis v = —%x, w= gz +y des k? finden wir dann die Matrix

0 a®>—-0v’D
M) = (4 507

Nun ist 2a = o + @ = Trgp(a) = a? 4+ a die Spur und a® — b*D = a@ = Ngp(a) = o die
Norm von a. Wegen o = 1 ist auch N («)? = 1. Wére nun N(a) # 1, so wire dies eine primitive
p-te Einheitswurzel in £ = Fy, und die p-te Einheitswurzel o ldge auch in k, im Widerspruch
zur Annahme in diesem 4. Fall. Wir folgern also a? — b>D = 1 und erhalten fiir ¢ folgende

Matrixdarstellung
0 1
-1 Tra

mit einer primitiven p-ten Einheitswurzel o € I 2, die nicht in IF; liegt. Diese existiert genau
dann, wenn p ein Teiler von #]F;2 =¢>—1=(¢—1)(g+1), aber nicht von #F; = q—1ist,
d.h. wenn p | ¢ + 1 gilt. Wir finden somit in diesem 4. Fall die Gruppe

N

g2 = (a, b,z [ a?,b? ab = ba,a” = b,b" = ailbanra)

mit irgendeinem « € IFqX2 \l’E‘qX , aP = 1. Sie ist unabhéngig von «. Solch ein «, und also auch
diese Gruppe, existiert nur fur p | ¢ + 1.

Wir kommen nun zu den nicht-abelschen Gruppen der

Ordnung p?q

Wieder untersuchen wir die Anzahl s, der g-Sylowgruppen. Wegen p < ¢ scheidet der Fall
s¢ = p = 1 mod ¢ aus und der

25



1. Fall s4 =p>=1modgq
ist nur moglich fiir ¢ = p + 1, also fiir p = 2,¢ = 3 und somit p?q = 12. Die 3-Sylowgruppen in
einer Gruppe G dieser Ordnung sind zyklisch und verschiedene haben nur das neutrale Element
gemeinsam. Aus s3 = 4 folgt daher, daf3 G 8 Elemente der Ordnung 3 besitzt. Die tibrigen 4
Elemente bilden gerade die 2-Sylowgruppe, die also eindeutig bestimmt und daher ein Normal-
teiler ist. G ist folglich semidirektes Produkt einer Gruppe A der Ordnung 4 mit der zyklischen
Gruppe C3 der Ordnung 3. Die nicht-abelschen darunter sind bestimmt durch Automorphismen
¢ € Aut(A) von der Ordnung 3.

Ist A = Cy zyklisch, so ist Aut(A) = (Z/4Z)* ~ Cy, ein solches ¢ existiert also nicht.
Ist A = Oy x Cy = F3 die Kleinsche Vierergruppe, so hat Aut(A4) = GLy(Fs) die Ordnung
(22 — 1)(22 — 2) = 6 und besitzt daher nur eine Untergruppe der Ordnung 3. Einer der beiden
Automorphismen der Ordnung 3 von

A=CyxCy={a,b|a?b? ab=ba)

ist gegeben durch a + b — ab — a (vgl. Beispiel 1) nach [Bemerkung (6.13)). Die einzige
nicht-abelsche Gruppe in diesem Fall ist daher

Ay~ (a,b,x | a®,b%, ab = ba, a® = b, b" = ab),

die alternierende Gruppe vierten Grades.

2. Fall s =1
In diesem Fall ist die ¢-Sylowgruppe Normalteiler in G und die Faktorgruppe eine Gruppe der
Ordnung p?. Diese besitzt einen Normalteiler vom Index p, also ist G eine Gruppenerweiterung
einer Gruppe H der Ordnung pg mit der zyklischen Gruppe C,. Mit denselben Uberlegungen
ergibt sich, daf jede Untergruppe H der Ordnung pq Normalteiler in G ist.

2.1 Eine Untergruppe H der Ordnung pq ist abelsch
Dann ist H ~ C), x C,. Ein Automorphismus ¢ € Aut(H) 1t die direkten Faktoren C, und
Cy von H invariant, induziert durch Einschrénkung also Automorphismen ¢, € Aut(C)) bzw.
¢q € Aut(Cy) mit pf =1 und ¢} = 1. Da die Ordnung # Aut(Cy) = p — 1 zu p prim ist, folgt
¢p = 1. Also ist der Automorphismus ¢ von H = (a,b | a?,b?, ab = ba) gegeben durch

ola) =a, p(b) =b" fireinv e Z, v’ =1 mod q.

Da nur nicht-abelsche Gruppen betrachtet werden, ist ¢ # 1, d.h. ¥ Z 1 mod ¢q. Geméaf} |(6.16) m
sind die Prisentierungen der moglichen Gruppen G durch % und ein Element p € H mit p(p) = p
bestimmt. Die Fixgruppe von ¢ ist gerade die p-Sylowgruppe C), von H, also folgt p = 1 oder p
ist ein Erzeugendes von Cp, = (a), 0.E. also p = a.
Dies fiihrt zu den folgenden Moglichkeiten fiir nicht-abelsche Gruppen der Ordnung p?q im
Falle 2.1:
Cp X Dpg >~ (a,b,x | a?,b%, 2P, ab = ba,a” = a,b® =b") und

G = (a,b,x | aP,b%, 2P = a,ab = ba,a” = a,b* =),

jeweils mit irgendeiner ganzen Zahl v #Z 1 mod ¢, v = 1 mod ¢. Beide Gruppen existieren nur
im Falle p | ¢ — 1.

2.2 Keine Untergruppe der Ordnung pq ist abelsch.
Die einzige nicht-abelsche Gruppe der Ordnung pq ist D). Damit ist G eine Gruppenerwei-
terung von H = Dp, mit der zykhschen Gruppe C,. Gemé8 [Satz (6.15) m erhalten wir aus der
Prisentierung Dy, = (a,b | a?,b?,a = a*) (u # 1, i’ = 1 mod q) eine Prisentierung fiir G

A

wobei x Représentant eines Erzeugenden von C), ist. Wir untersuchen nun die verschiedenen
Méglichkeiten fiir p = 2P € Dy und ¢ = (...)* € Aut(D,g).
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Die g¢-Sylowgruppe C; = (a) von D,, ist eindeutig bestimmt, also eine charakteristische
Untergruppe, so dafl ¢ durch Einschrinkung ein ¢, € Aut(Cy) ~ F; induziert. Damit ergibt
sich p(a) = a” fiir eine ganze Zahl v € Z, q fv.

Wir unterscheiden nun die verschiedenen mdéglichen Ordnungen von p = 2P € Dp,. (Dpq
enthéilt nur Elemente der Ordnung 1, p, q.)

Fall 2.2.1 p=1
In diesem Falle gilt P = (...)? = id und somit v = 1 mod ¢q. Wére ¢ = 1, so wére G das direkte
Produkt D, x C, und enthielte daher mit C; x C} eine abelsche Untergruppe der Ordnung pq
entgegen der Annahme in diesem Fall 2.2.

Also ist ¢ # 1 und v # 1 mod ¢, d.-h. g und v sind primitive p-te Einheitswurzeln in I,
also Potenzen voneinander: u = v* fiir ein s € F;. Daraus folgt fiir das Element y = b1z e G:
y & Dpq, a¥ = a. Die von a und y erzeugte Untergruppe (a,y) von G ist somit abelsch, und da
p die Ordnung von y teilt (#é /Dpq = p), enthielte G eine abelsche Untergruppe der Ordnung
pq, im Widerspruch zur Annahme in diesem Fall 2.2.

Fall 2.2.2 ordp = ¢q
Dann hat x die Ordnung pq, wieder im Widerspruch zur Voraussetzung 2.2.
Foll 2.2.3 ordp=1p

Dann gilt Dy, = (a,b) = (a,p) und wir kénnen in obiger Prasentierung fir G o.E. p = b
annehmen und erhalten

A

G =(a,b,x|a®, WP, 2P = b,a’ = a*,a® = a”,b" = b),

mit p,v € Z, p # 1 mod q, uP = 1 mod q. Wegen zP = b muf} natiirlich v? = p mod ¢ gelten
und wir erhalten die Gruppe

Hy2y = (a,x | al,a?’ a* = a’)
fiir irgendein v € Z, P # 1 mod ¢, »* =1 mod q. Diese Gruppe ist ein semidirektes Produkt
Cy = Cp2; sie existiert genau im Falle p? | ¢ — 1 und ist wiederum vom gewihlten v mit den

geforderten Eigenschaften unabhéngig.
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Die Bestimmung von Présentierungen fiir die Gruppen der

Ordnung pqr
erfolgt mit denselben Methoden (Ubung) und fiihrt zu den Gruppen

Cpgr = (a | aPT"),
Cr X Dpg ~ (a,b,z | a”, b9, 2P, ab = ba, a” = a,b” = b")
mit v # 1,7 = 1 mod ¢, nur moglich falls p | ¢ — 1;
Gpgr(s) : = (a,b,x | ab = ba,a® = a*,b* =b"") (s =1,...,p— 1)
mit v Z 1, P =1mod q, p# 1, 4P = 1 mod r,
nur moglich fallsp | ¢ — 1,p | r—1;
Hypgr o = {a,b] a”, b, ab = a¥)
mit P £ 1,09 # 1,vP1 = 1 mod r, nur moglich falls pg | r — 1.
Die Notation fir die in diesem Abschnitt eingefithrten Gruppen entspricht der von J. Neubiiser
benutzten.

§7 Permutationsgruppen
Eine Permutationsgruppe auf einer Menge () ist eine Untergruppe der vollen symmetrischen
Gruppe S(Q) iiber :

G <S8(Q) :={o|0:Q— Q Bijektion }
mit der Hintereinanderausfithrung o als Gruppenverkniipfung. Allgemeiner versteht man unter
einer Permutationsdarstellung einer Gruppe G einen Gruppenhomomorphismus P:G — S(Q)
von G in die symmetrische Gruppe S(€2) iiber einer Menge 2. P(G) ist dann eine Permutati-
onsgruppe auf ). Eine Permutationsdarstellung P von G auf Q induziert durch die Festsetzung
ow:= P(o)(w) (0 € G,w € Q) eine Operation von G auf €2, d. i. eine Abbildung

GxQ—=Q, (o,w)—ow
mit den Eigenschaften
lgw=w, (67)w=0.(Tw) (0,7 € G,weN).
Umgekehrt bestimmt jede derartige Operation eine Permutationsdarstellung.
Operiert G auf €, so auch auf der Potenzmenge P(Q2) durch
QDO B—o.B:={0b|bec B}.

Als iibung prézisiere man den Begriff eines Homomorphismus/Isomorphismus zwischen Opera-
tionen von Gruppen auf (verschiedenen) Mengen bzw. zwischen Permutationsdarstellungen bzw.
Permutationsgruppen.

a. Primitive Permutationsgruppen

Die folgenden Begriffsbildungen fiir Operationen von Gruppen auf Mengen sind in natiirlicher
Weise auch auf Permutationsdarstellungen bzw. Permutationsgruppen anwendbar.

(7.1) Definition: Die Gruppe G operiere auf der Menge (2.

a) Die Operation heiit transitiv auf Q genau dann, wenn fiir alle w,w’ € Q ein o € G existiert
mit o.w = W',
b) Eine Teilmenge B C Q heifit Block unter der Operation von G auf Q (kurz G-Block), wenn
gilt:
0c.B=B V 0c.BNB={ firalleocecd.

[Offenbar sind €2, ) und die einpunktigen Mengen {w} (w € Q) Blocke bzgl. jeder Operation
auf €, die sog. trivialen Blocke.]

c¢) Die Operation heifit primitiv auf 2, wenn sie transitiv ist und nur die trivialen Blocke hat,
d. h. Blocke mit mindestens 2 Elementen notwendig ganz €2 sind.
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(7.2) Beispiel: (Imprimitive Permutationsgruppe) Sei {2 eine endliche Menge, zerlegt in k
disjunkte Mengen B; (j =1,...,k) von gleicher Machtigkeit b, also #£ = k- b. Wir betrachten
nun die Gruppe S(Bj|...|By) aller Permutationen der symmetrischen Gruppe S(€2), die diese
Partition (B;) von Q ‘respektieren’, d.h.

S(Bl‘ - ‘Bk) = {0’ S S(Q) ‘ /\\/O’BZ = Bj}.

Man erkennt sofort, dafl diese Permutationsgruppe G = S(Bj|...|By) transitiv auf Q ope-
riert. Die Mengen B; sind G-Blocke der Lénge b, so dafl G fiir 1 < b < #€ imprimitiv ist.

Die Elemente von G permutieren definitionsgeméfl die k Blocke Bj, also hat man eine na-
tiirliche Permutationsdarstellung p: G — Sy, gegeben durch

p(o)(i) =j < oB; = Bj.
Der Kern dieser Darstellung p
Kep = {0 € S(Q) | 0Bj = Bj fiir alle j}
ist offensichtlich isomorph zur Gruppe

(S)F =8y x ... xSy,
k—mal

da man auf jedem Block B; unabhéngig beliebige Permutationen o; € S, ~ S(B;) vorschreiben
kann. Damit ist S(Bi|...|Bg) eine Gruppenerweiterung des Normalteilers (Sy)* mit Sy,

(Sp)* = S(Bil...|By) = Sk (*)

und hat die Ordnung
#S(By|...|By) = (0)* - k.

Diese Gruppe ist ein Kranzprodukt, wie in EGI, Definition (3.6)| definiert:
(7.3) Proposition: G = S(By|...|By) ist das Kranzprodukt

Sp 1 Sk ::(Sb)leSk:SbX...XSbNSk,
—_——

k—mal

wobei die Operation von Sy, auf (Sy)* durch Permutation der k Faktoren gegeben ist.

Beweis: Um zu zeigen, dafl die Gruppenerweiterung () ein semidirektes Produkt ist, mufl
man nachweisen, daf} ein Komplement existiert und dieses wie beschrieben auf dem Kern operiert
(siehe EGI, [Proposition (3.5))).

Wir wéhlen dazu feste Abzahlungen B; = {w;; | 1 < ¢ < b} der Bj, wodurch Q mit
{1,...,b} x {1,...,k} identifiziert wird. Ein ¢ = (0y,...,04) € (Sp)* operiere entsprechend
dieser Abzéhlung auf Q durch o(w;;) = We,(i),j- Daneben induziert jede Permutation 7 € S
ein 7 € G definiert durch 7(w;;j) = wj,(j). Dieses 7 € G ist ein Urbild von 7 € S bzgl. der

Gruppenerweiterung () und liefert ein Komplement U = {# | 7 € S} von (S)* in G. Die
Gruppenerweiterung (x) ist somit ein semidirektes Produkt, und wir miissen nun nur noch die
Operation der Faktorgruppe auf dem Kern bestimmen:

In der folgenden Rechnung identifizieren wir Q mit {1,...,b} x{1,...,k} vermoge der Abziahlung
(4,7) — wij. Dann gilt fiir (oq,...,0%) € (Sp)F — G und 7 € Si:

(01,...,01)7(i,5) =7 Lo(o1,...,0%) 07 (i, ])
=7"1o(or,...,00) (i, 7())
=7 or(8),7(5))

(
o (j)(1), J)
Tr(1)s -+ Or(k)) (45 9)5



also wie behauptet
(01, 0k)" = (07(1)s -+, Or(r))-

O
Wir wollen im folgenden nun zeigen, dafl jede imprimitive Permutationsgruppe G < §(2) in
einem solchen Kranzprodukt enthalten ist, genauer gilt

(7.4) Proposition: Es sei P:G — S({2) eine transitive Permutationsdarstellung. B C € sei
ein G-Block und H := Stabg(B) := {0 € G | 0B = B} die Stabilisatorgrupp des Blockes B.
Dann gilt:

a) Die Bilder o B (o € G) des Blockes B sind ebenfalls G-Blécke und bilden eine Klassenein-
teilung von 2; die Anzahl der verschiedenen o B ist genau der Gruppenindex (G : H). Die
Gruppe H operiert transitiv auf B.

b) Sind G und 2 endlich, so gilt:

n:=#Q=0b-kmitb:=#B | #H,k:=#{oB|oce€ G} =(G: H).

¢) Sind unter den Voraussetzungen von b) By, ..., By die verschiedenen unter den Blécken
oB (o0 € G), so bildet die Permutationsdarstellung P:G — S(2) die Gruppe G in das
Kranzprodukt S(Bi|...|By) ab.

Der Beweis ist eine einfache Ubung (vgl. EGI, [Abschnitt 2.a.)).
(7.5) Korollar: Operiert eine Gruppe G transitiv auf einer Menge 2, deren Méchtigkeit eine

Primzahl ist, so ist die Operation primitiv.
Eine Ubersicht iiber die moglichen Blocke einer Permutationsgruppe gibt der folgende

(7.6) Satz: Es operiere G transitiv auf Q und es sei G, = Fixg(w) die Fixgruppe einer Ziffer
w € Q. Dann gilt:

a) Die Zuordnungen

G,<H<G—B:=Hw und w € B Block — H := Stabg(B)

sind zueinander inverse, inklusionstreue Bijektionen zwischen den Obergruppen von G,
und den G-Blécken B, die w enthalten.

Die verschiedenen Zerlegungen von ) in G-Blocke geméB (7.4), a) entsprechen daher bi-
jektiv den Obergruppen H von G,,.

b) Genau dann operiert G primitiv auf €}, wenn die Fixgruppe G, einer beliebigen Ziffer
w € ) eine maximale Untergruppe in G ist.

Beweis: a) rechnet man leicht nach. Gemé8 a) sind dann die G-Blocke B, die w enthalten,
genau die Bahnen Hw von w unter einer Obergruppe H von G,,. Da deren Lénge gerade #B =
#Hw = (H: H,) = (H :G,) ist, folgt die Behauptung von b).

(7.7) Proposition:

a) Operiert G transitiv auf () und ist N ein Normalteiler in G, so bilden die N-Bahnen Blécke
bzgl. G. Diese haben alle dieselbe Léange | > 2, es sei denn N operiert trivial.

b) Normalteiler N # {id} in primitiven Permutationsgruppen G < S§(2) operieren transitiv
auf Q.

3)Man unterscheide dies von der Fixgruppe, bestehend aus den o € G, die B elementweise festhalten!
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Beweis: a) Ist w € © und Nw die Bahn von w unter N, so ist fiir alle 0 € G offenbar
oNw = N° ow = Now wieder eine Bahn unter N , also disjunkt zu Nw oder damit identisch.
Die N-Bahnen sind also G-Blocke. Da G auf 2 und damit auch auf ihren Blécken transitiv
operiert, sind diese von gleicher Lange [. [ = 1 bedeutet, da} N alle PUnkte festlafit.

b) Wire nun in einer primitiven Permutationsgruppe G < S(2) ein Normalteiler N nicht
transitiv, so wiren die N-Bahnen Nw # (), also als Blocke der primitiven Gruppe G einpunktig
und N = {idg}, im Widerspruch zur Voraussetzung. [

b. Mehrfach transitive Permutationsgruppen

Eine wichtige Klasse von primitiven Permutationsgruppen sind die mehrfach transitiven Grup-
pen im Sinne der folgenden

(7.8) Definition: Eine Gruppe G operiert k-fach transitiv auf Q, wenn 1 < k < #Q ist und
fir je zwei k-Tupel (w1,...,wg), (W],...,w),) von verschiedenen Elementen in  (d.h. w; # wj,
wj # wi, fiir i # j) ein 0 € G existiert mit o(w;) = wj firi =1,..., k.

Existiert jeweils genau ein solches o, so nennt man die Operation scharf k-fach transitiv.

Statt k-fach transitiv sagt man oft auch einfach k-transitiv.

(7.9) Proposition: Operiert eine Gruppe G 2-fach transitiv, so auch primitiv.

Beweis: Sei B C ) ein G-Block mit mindestens 2 Elementen, etwa a,b € B, a # b. Da G
2-fach transitiv operiert, existiert zu jedem ¢ € ,¢ # a ein ¢ € G mit ca = a und b = ¢. Da
B ein Block ist, und a € 0B N B gilt, mufl ¢B = B sein, und folglich gilt ¢ € ¢B = B. Dies
heift, dafl ganz €2 in B liegt; G operiert damit definitionsgemafl primitiv.

(7.10) Proposition: Die Gruppe G operiere auf der Menge ).
a) Dann sind fiir eine natiirliche Zahl 1 < k < # dquivalent:

i) G operiert (scharf) k-fach transitiv auf ).

ii) G operiert transitiv auf Q und die Fixgruppe G, = Fixg(w) irgendeiner Ziffer w € )
operiert (scharf) (k-1)-fach transitiv auf Q \ {w}.

b) Operiert G k-fach transitiv auf n Elementen (k < n), so gilt
nn—1)-...-(n—k+1)| #G.
Die Operation ist genau dann scharf k-fach transitiv, wenn die Gleichheit gilt.

Beweis: a) i)=-ii) ist eine einfache Ubung.

ii) =1i): Seien (wy,...,wk), (W], ...,w;,) k-Tupel von verschiedenen Elementen in Q. Da G transi-
tiv ist, existieren 0,0’ € G mit owy, = w = 0’w},. Da 0, 0’ Bijektionen sind, sind die Elemente ow;
(i =1,...,k) untereinander verschieden, insbesondere ow; # owy = w fiir i = 1,..., k — 1. Glei-

ches gilt fiir o’ und die w/, so daff nach Voraussetzung ii) ein 7 € G,, existiert mit 7(ow;) = o'w;
fir i = 1,...,k — 1. Dann hat p := 0’ o700 € G die gewiinschte Eigenschaft pw; = w} fiir
i=1,...,k. pist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt, wenn 7 eindeutig ist.

b) folgt induktiv aus a): Der Induktionsanfang k = 1 ist klar nach der [Bahngleichung (2.5)|
aus EGL: (G : G,) = #Q = n, und scharf 1-transitiv bedeutet insbesondere G, = {id}.

Sei nun k£ > 2. Die Fixgruppe G,, einer Ziffer w ist (scharf) (k — 1)-fach transitiv auf n — 1
Elementen, also gilt nach Induktionsannahme

(n—1)(n—-2)...(n—k+1) | #G.,

mit Gleichheit genau im Falle scharf (k — 1)-fach transitiver Operation. Da G transitiv auf n
Elementen operiert, gilt (G : G,) = n, so dafl insgesamt die Behauptung b) folgt. [
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(7.11) Beispiele: 1) Simple Beispiele fiir mehrfach transitive Permutationsgruppen sind natiir-
lich die symmetrische Gruppe S, die scharf n-fach transitiv ist, und die alternierende Gruppe
Ay, die fiir n > 3 scharf (n — 2)-fach transitiv ist (Ubung). Offensichtlich ist jede (n — 1)-fach
transitive Gruppe auf n Elementen bereits die symmetrische Gruppe &,,.

2) Eine abelsche transitive Permutationsgruppe G < §(Q) ist scharf 1-fach transitiv (regu-
lar), insbesondere gilt #G = #.

Beweis: Da G < S§() transitiv ist, sind die Fixgruppen beliebiger w €  untereinander
konjugiert, also im abelschen Falle gleich. Damit folgt G, = N,cq G = {idq}, und G ist
scharf 1-fach transitiv. Der Zusatz folgt aus [Proposition (7.10),b)l

3) Sei Q = P!(K) die projektive Gerade iiber einem Korper K. Darauf operiert die Gruppe
PGL2(K) der gebrochen-linearen Abbildungen

Z =

az+b a b
—_ Ly(K).
cz+d’ ( d>€G2( )

[Man identifiziert = P!(K) = K U {oc} und rechnet mit oo in iiblicher Weise.]

o Diese Operation von PGLy(K) auf € ist scharf 3-transitiv.

o Ist K ein endlicher Kérper mit p/ Elementen, so folgt daraus geméB [Proposition (7.10),b)k

#PCLy(K) = #PGL(2,p7) = (p/ + 1)p/ (p/ —1).

Beweis: Offenbar operiert G := PGLg(K) transitiv auf 2 = K U {oo}. Die Fixgruppe G
von oo ist die Gruppe der linearen Abbildungen z — az +b (a,b € K,a # 0). Diese ist transitiv
auf Q\ {oo} = K. Schliefllich bestimmt man in G die Fixgruppe der 0. Diese besteht genau
aus den ‘Drehstreckungen’ z — az (a € K*) und ist als abelsche Gruppe scharf 1-fach transitiv
auf K* =Q\ {o0,0}. |

4) Mit Beispiel 3) verwandt ist die affine Gruppe AGLy4(K) iiber einem Korper. Diese ist
definiert als Gruppe

AGLy(K)={K%> v Av+b| A€ GLy(K),be K}

der affinen Abbildungen des Vektrorraums K¢.

In ihrer natiirlichen Operation auf K¢ ist G := AGLg(K) 2-fach transitiv, denn schon die
Untergruppe T = {v +— v+b | b € K¢} aller Translationen operiert transitiv, und die Fixgruppe
der 0 Go = {v > Av | A € GL4(K)} ist offensichtlich transitiv auf K<\ {0}.

Zugleich ist durch die Gruppen T und Gy die Struktur von AGL4(K) erfafit: Wegen TNGy =
{id} und G =T - Gy ist G semidirektes Produkt von 7" mit Gy.

Nun ist 7 isomorph zur Additionsgruppe des Vektorraumes K¢, wihrend Gy zur allgemeinen
linearen Gruppe GL4(K) isomorph ist. Unter diesen Isomorphismen geht die durch Konjugation
in G gegebene Operation von Gy auf T genau in die natiirliche Operation von GLg4(K) =
Aut(K?) auf dem Vektorraum K¢ iiber: Ao (v v+b)o A7t = (v v + Ab). Fazit:

o AGL4(K) ist das semidirekte Produkt des Vektorraumes K¢ mit seiner Automorphismen-
gruppe GL4(K) bzgl. der natiirlichen Operation.

5) Hoher transitive Gruppen, die nicht die entsprechende alternierende Gruppe umfassen,
zu konstruieren, ist schwierig. Es gilt ndmlich der folgende

Satz: Die einzigen mindestens 4-fach transitiven Gruppen vom Grade n, die nicht die alter-
nierende Gruppe A, umfassen, sind die folgenden vier Mathieugruppen:

Mosy: 5-fach transitiv vom Grad 24; Ordnung 24 - 23 - 22 - 21 - 20 - 48 = 244823040,

Mis: scharf 5-fach transitiv vom Grad 12; Ordnung 12 -11-10-9 - 8 = 95040,
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und darin die jeweiligen Fixgruppen einer Ziffer:
Mos: 4-fach transitiv vom Grad 23; Ordnung 23 - 22 - 21 - 20 - 48 = 10200960,
Mi1: scharf 4-fach transitiv vom Grad 11; Ordnung 11-10-9 -8 = 7920.

Insbesondere ist eine mindestens 6-fach transitive Permutationsgruppe die alternierende oder
symmetrische Gruppe.

Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen.
Siehe dazu P. J. Cameron: Finite permutation groups and finite simple groups, Bull. London
Math. Soc. 13 (1981) 1-22.

c. Normalteiler in primitiven Permutationsgruppen

In diesem Abschnitt wollen wir ein wenig erldutern, wie die Klassifikation der endlichen einfachen
Gruppen bei einem Resultat iiber Permutationsgruppen ins Spiel kommt. Der Schliissel dazu
sind die minimalen Normalteiler. Der folgende Satz zeigt, wie die Untersuchung der minimalen
Normalteiler zu Strukturaussagen fithren kann:

(7.12) Satz: Sei G < §(R2) eine primitive Permutationsgruppe und N ein minimaler Normal-
teiler. Ist dieser auflosbar (etwa wenn G selbst auflosbar ist), so gilt:

a) N ~ Fg ist elementar-abelsch und operiert regular auf €2,
b) der Grad #€) von G ist eine Primzahlpotenz p?,
¢) G ist semidirektes Produkt von N mit der Fixgruppe G, einer Ziffer w € €, und

d) bei geeigneter Identifizierung von Q mit IF Z ist G als Permutationsgruppe in der affinen
Gruppe AGL4(FF',) = AGL(d, p) enthalten.

Beweis: a): Als minimaler Normalteiler ist N selbst charakteristisch einfach, also nach EGI,
direktes Produkt N = T7 X...X Ty von untereinander isomorphen einfachen Gruppen
T; ~ T. Da N auflosbar sein soll, ist T' zyklisch von Primzahlordnung, etwa T ~ I}, und
folglich N ~ Fg elementar-abelsch. Da G primitiv ist, operiert der Normalteiler N transitiv auf
Q (Proposition (7.7),b))), als abelsche Gruppe also regulér (siehe |(7.11) Beispiel 2))).

ad b): Insbesondere gilt dann #Q = #N = pe.

ad ¢): Sei w € Q fest gewéhlt und U = G, die entsprechende Fixgruppe. Wegen der reguliren
Operation von N auf € gilt

NNU=NNG, =N, =1.

Wegen der Transitivitdt von N gibt es zu jedem ¢ € G ein 7 € N mit ow = 7w, also 7o €
G,, = U und folglich ist G = NU. Damit ist U ein Komplement zu N in G und c) folgt.

ad d): Da N regular auf Q operiert, ist die Abbildung N — Q, p — pw eine Bijektion, mittels
der wir {2 mit dem d-dimensionalen F,-Vektorraum N identifizieren. Dabei operiert dann N < G
auf N ~ ]Fg durch Translation, wihrend die Operation von U = G, auf N ~ ]Fg gerade die in ¢)
erwahnte Operation auf N durch Konjugation innerhalb G ist: Es gilt namlich fiir 7 € N und
oceU=G,

o(tw) = o0 How) = oo (w).

Da G als Permutationsgruppe treu auf €2 operiert, gilt dies auch fur diese Operation von U
auf N durch Konjugation, d. h. U ist Untergruppe von Aut(N) = GL4(p) und G wird als
Permutationsgruppe isomorph zum semidirekten Produkt ]Fg > U < AGL(d,p) mit der in
Beispiel [(7.11), 4)| beschriebenen Operation auf Fg.

Zum Schluf} des Beweises sei angemerkt, dafl ¢) fir jeden Normalteiler N <G gilt, der regular
auf ) operiert.
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Daf3 die durch Konjugation innerhalb G gegebene Operation von U auf N treu ist, bedeutet,
dafl der Kern dieser Operation, der Zentralisator von N in U trivial ist. Dies ergibt sich auch aus
der schirferen Aussage Cg(N) = N des nachfolgenden Lemmas, das wir spater noch mehrfach
bendétigen werden:

(7.13) Lemma: Sei N < §(Q2) =: S eine transitive Permutationsgruppe und Cs(N) := {1 €
S | N\pen TP = pT} sein Zentralisator. Dann gilt:

a) Der Zentralisator C := Cs(N) von N in der vollen symmetrischen Gruppe S hat triviale
Fixgruppen C,, = 1 und seine Ordnung #C teilt daher #).

b) Ist N zusétzlich abelsch, so folgt N = Cs(N).

Beweis: Ad a): Sei o € C, und w’ € Q beliebig. Da N transitiv operiert, gibt es ein 7 € N
mit w’ = 7w. Dann gilt wegen o € Cs(N), also o7 = 7o natiirlich

/ /
oW =0TW =T0W =TW =W ,

und folglich ist o die Identitdt. Wegen C, = 1 haben alle C-Bahnen die Lange #C', so dafl #2
ein Vielfaches von #C sein mu8f.
Ad b): Ist N abelsch, so gilt natiirlich N < Cs(NN) = C. Als abelsche, transitive Gruppe ist
N regulir, also #N = #Q, und aus a) folgt dann #N = #Q > #C und damit die Behauptung.
O
Aus iiber Permutationsgruppen kann man nun leicht das folgende Korollar tiber
maximale Untergruppen beliebiger auflésbarer Gruppen entnehmen, welches ein entsprechendes
Resultat (EGI, ((2.13))) fiir nilpotente Gruppen verallgemeinert.
(7.14) Korollar: Maximale Untergruppen auflosbarer Gruppen haben Primzahlpotenzindex.

Beweis: Sei G eine auflésbare Gruppe und U eine maximale Untergruppe. Dann liefert die
Operation von GG auf den Nebenklassen von U eine transitive, und wegen der Maximalitdt von
U sogar primitive Permutationsdarstellung p:G — S, mit n = (G : U). Mit G ist auch die

Permutationsgruppe p(G) < §,, auflésbar. Nach [Satz (7.12)|ist dann der Grad n = (G : U) eine
Primzahlpotenz. []

Nachdem wir in |(7.12)| primitive Permutationsgruppen mit einem auflésbaren minimalen
Normalteiler betrachtet haben, wollen wir nun die 2-fach transitiven Gruppen auch im nicht-
auflosbaren Fall studieren.

(7.15) Satz: (Burnside) Sei G < S(Q2) eine 2-fach transitive Permutationsgruppe auf Q.
a) Dann besitzt G genau einen minimalen Normalteiler N.
b) Fiir diesen minimalen Normalteiler N in G gibt es die folgenden Alternativen:
1) N operiert regulér, ist elementar abelsch, und die Eigenschaften aus gelten,
oder

2) N operiert primitiv, ist eine nicht-abelsche einfache Gruppe,

und es gilt N <G < Aut(N), wobei die Einbettung von G in Aut(N) durch die
Konjugationsoperation von G auf N gegeben ist.

Beweis: Wir zeigen zunéchst (fiir beliebige Normalteiler N < G)
N operiert regulir = N elementar-abelsch. (A)

Operiert N regulér, so kann N mit 0 identifiziert werden, und die Operation von G, auf N
wird dann die Konjugation in G (siehe Beweis von |(7.12),c),d)). Da G nach Voraussetzung 2-
fach transitiv auf ) operiert, ist die Operation von G,, auf N \ {1} noch transitiv. Da G,, durch
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Gruppenautomorphismen operiert, miissen alle Elemente von N \ {1} dieselbe Ordnung haben,
die dann eine Primzahl p sein mufl. Damit ist IV eine p-Gruppe mit nicht-trivialem Zentrum
Zentr(N). Dieses ist als charakteristische Untergruppe von N < G Normalteiler in G, also unter
der Operation von G, invariant: Gy,.Zentr(N) C Zentr(IN). Wegen der Transitivitdt von G,
auf N\ {1} folgt dann fiir ein 1 # o € Zentr(N) Gy,.0 = N \ {1} C Zentr(N); N ist somit

p-elementar-abelsch und (A) ist bewiesen.

a) Wir nehmen nun an, es gibt zwei verschiedene minimale Normalteiler N und M in G.
Dann gilt [N,M] < NN M = 1 und die Elemente aus N und M kommutieren elementweise.
Also liegt 1 # M im Zentralisator N’ := Cg(N) < C := Cs(N). Nach [Lemma (7.13),a)|ist dann
M, <N, <C,=1firweQ.

Zentralisatoren von Normalteilern sind als Kerne der Konjugation von G selbst Normalteiler.
Also operiert 1 # N’ < G wegen der Primitivitdt von G transitiv auf  und damit regular.
Gleiches gilt fiir den minimalen Normalteiler M, also #M = #N' = #Q und wegen M < N’
dann M = N’. Nach (A) ist also M = N’ abelsch, nach (7.13),b) folgt dann M = Cs(M).

Wegen der Symmetrie von N und M erhilt man genauso N = M’ := Cg(M) < Cs(M) = M,
und damit einen Widerspruch zur Annahme N # M und der Minimalitdt von M. ]

b) Wir zeigen nun:

N operiert regulir oder primitiv. (B)

Wire N weder reguldr noch primitiv, so wire N geméf nachfolgender [Proposition (7.16)[ eine
Frobeniusgruppe, die geméfl anschliefendem [Satz (7.17)|eine echte charakteristische Untergruppe
beséfle. N ist als minimaler Normalteiler in G aber bekanntlich charakteristisch einfach.

(7.16) Proposition: Sei G < §(Q2) 2-fach transitiv und N ein nicht trivialer Normalteiler. Ist
N nicht primitiv auf €, so ist die Fixgruppe N, verschiedener Punkte w,w’ € Q trivial:

Now = {1}.

[Die nicht regulédren Gruppen mit dieser Eigenschaft sind die sog. Frobeniusgruppen./

Beweis: Da nach Voraussetzung N imprimitiv auf € ist, gilt

mit N-Blocken B; = {w;; | j = 1,...,m} der Machtigkeit 1 < m < n = #Q. Fir w := wiy
bildet N,, den Block Bj in sich ab. Nun ist nach Voraussetzung G,, transitiv auf Q \ {w} und
N, = N N G, Normalteiler in G, also sind alle N,-Bahnen in Q \ {w} als G,-Blocke gleich
lang. Ist diese Lange 1, so ist N,, = {1} und die Behauptung gezeigt.

Seien nun also alle von {w} verschiedenen N,-Bahnen von der Lange [ > 1. (Man sagt: N
ist %—tmnsitiv.) Dann folgt aber m = #B; = 1 mod [, da N, den Block Bj in sich abbildet und
dieser w enthalt. Insbesondere sind [ und m teilerfremd.

Wir betrachten nun die Mengen N, B;; diese sind Vereinigung von Blocken Bj, also gilt

m | #N,B;. (1)

Andererseits ist m
N,B; = | Nowij (2)

j=1

Vereinigung von INV,,-Bahnen, die im Falle ¢ > 1 wegen w;; # w alle die Lange [ haben, also erhalt
man
l| #N,B; furi> 1. (3)

Wegen der Teilerfremdheit von [ und m folgt damit sogar

Im | #N,B; fiiri> 1. (4)
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Dies bedeutet aber, daf§ die Vereinigung in (2) disjunkt sein muf, und daher gilt:

A N\ Noywig 0 By = {wij}- (5)

i>1 4

Diese Uberlegungen gelten fiir jedes wy; statt wy; genauso, also folgt

N Noywis 0B = {wi}. (6)
ktilj
Hieraus entnehmen wir nun
pGNaﬁAaEBiAB¢B¢2p|Bi:id3i. (7)

Denn zunéchst gilt wegen der Block-Eigenschaft von B;:
pla) =a € B = pB; = B;,
und damit folgt (7) aus (6):
p{wij} (?) p(Ngw;j N B;) = pNgwij N pB; = Ngw;j N B; (?) {wij}
Insbesondere fiir ¢ = 1 erhélt man

/\ /\ N,w < Fixy(B;) :={oc € N | /\ oa=a} < Ny, (8)
w'@€B1 2<j<m a€eB;

Da alle N,-Bahnen auer {w} die gleiche Lénge [ haben, folgt, dal auch alle Fixgruppen N,
mit w # W’ gleichméchtig sind, so daf in (8) jeweils die Gleichheit gilt. Da es mindestens zwei
Blécke B; gibt, folgt daraus die Behauptung;:

N Now = {id}.
w'F#w

Die Struktur der Frobeniusgruppen klart der folgende Satz. Er wird mit darstellungstheore-
tischen Methode bewiesen (siehe dazu die Vorlesung iiber Darstellungstheorie, [§4 e.)).

(7.17) Satz: (Frobenius) Sei G eine transitive Permutationsgruppe auf ) mit G, # 1 und
G = 1 fiir alle w # W', also eine Frobeniusgruppe. Dann bilden die fixpunktfreien Permuta-
tionen von G zusammen mit der Identitdt einen Normalteiler

Hi={oecG| \ ow)#w}U{id} <G,

we
und dieser operiert regular auf 2. Daher gilt auferdem
a) G = H =< G, ist semidirektes Produkt von H mit G.,.
b) #H = #Q =1 mod #G,,.
¢) H ist charakteristische Untergruppe von G.

Wir kommen zuriick zum Beweis von [Satz (7.15),b)l Wie schon frither erwéhnt (siche Beweis
von [Satz (7.12),a)| bzw. EGI, , ist der minimale Normalteiler N direktes Produkt

N =T x ... x Ty von isomorphen einfachen Gruppen T; ~ T (i = 1,...,d). Wir unterscheiden
nun die beiden Félle (1) N auflésbar und (2) N nicht auflosbar. Es gilt zunéchst

(1) N auflosbar <= T abelsch <= N abelsch <= N < Cg(N) < Cg(N) #1.

Y die nicht mehr in diese Vorlesung aufgenommen werden konnten
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Fiir die letzte Aquivalenz beachte man, daf Ci(N) # 1 als Normalteiler den nach a) einzigen
minimalen Normalteiler N enthalten mufl. Fiir auflésbares N folgt aus (7.12) die Alternative (1)
von Satz (7.15),b).

Liege also nun der komplementére Fall (2) vor:
(2) N nicht auflosbar <= T nicht-abelsch <= N nicht abelsch <= Cg(N)=1.

Nach ist dann N nicht reguldar und nach primitiv. Damit sind die Normalteiler 7; < N
transitiv. Wir wollen nun zeigen, dass d = 1 und damit N = T nicht abelsch einfach ist.

Angenommen d > 2. Dann ist 1 # Ty < Cn(T1) < C := Cs(T1) und damit nach
(Ty), < O, = 1. Also gilt #T = #Tp = #Q =: n und #N = n?. Da N transitiv operiert,
ist (N : N,,) = n und daher #N,, = n?~! fiir w € Q.

Nun ist N, = G, NN < G, und G, transitiv auf Q \ {w}, also haben nach alle
N,-Bahnen in Q \ {w} gleiche Lange | > 2, so daf} [ ein Teiler von #(Q2\ {w}) =n — 1 ist und
daher [, n teilerfremd sind.

Als Bahnenldnge von N,, ist [ aber auch ein Teiler von #N,, = n® 1. Dies ergibt fiir d > 2
einen Widerspruch zur Teilerfremdheit von [ und n, also ist d = 1 und N = T eine nicht-abelsche
einfache Gruppe.

Da im Fall (2) Cg(N) = 1 ist, hat die Operation von G auf N durch Konjugation einen
trivialen Kern, d. h. G < Aut(N). O

Damit ist Satz (7.15) vollstdndig auf Satz (7.17) zuriickgefiihrt. Dieser sollte im Kap. III
iiber Darstellungstheorie bewiesen werden.

d. Transitive Untergruppen kleineren Grades

Ist G eine Permutationsgruppe auf €2, 21 C ) eine Teilmenge von €2 und U eine Untergruppe
von G, so fithren wir folgende Bezeichnung ein:

Dies ist eine Menge von Abbildungen 1 — €2; genau dann ist es eine Permutationsgruppe
< 8(Q1), wenn Qq U-stabil ist.
Wir beweisen zunéchst das folgende niitzliche Primitivitétskriterium

(7.18) Proposition: Sei G eine transitive Permutationsgruppe auf €. Es seien Uy,Us < G
Untergruppen mit G = (Uy,Us) und Q; C Q (i = 1,2) U;-Bahnen mit Q = Q U Q9. Sind dann
die Permutationsgruppen U; |, < 8(8;) (i=1,2) primitiv, so ist G primitiv auf (2.

Beweis: Wegen der Transitivitdt von G = (Uy, Us) auf Q gilt

Q1N Qs 75 @, (*)

denn wire Q = Q; U Q5 disjunkt, so wére Q1 nicht nur unter U; stabil, sondern wegen ; = Q\Qy
auch unter Us, also unter ganz G. Da G aber transitiv auf €2 operieren soll, folgt ; = €2 und
Q9 = ), im Widerspruch zu den Voraussetzungen.

Nach (%) muf} eine der beiden Mengen ; die Bedingung #Q; > #/2 erfiillen, und die
Behauptung ergibt sich aus nachfolgendem

(7.19) Hilfssatz: Sei G < S(Q2) eine transitive Permutationsgruppe auf Q und U < G eine
Untergruppe. Es sei 1 C Q ein U-Orbit und U ‘91 primitiv auf Q4. Ist dann #Q; > #8Q/2, so
operiert G primitiv auf €.
Beweis: Es sei B ein Block fiir G mit 1 < #B < #). Dann ist By := BN ein Block fiir
U |g,: Sei ndmlich 7 € U und B;N7B; # (. Dann gilt erst recht BN7B # () und damit B = 7B.
Also erhélt man
7B :T(Bﬂﬁl):TBﬂTQl =BnNQ = B;.
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Damit ist By = Q1 N B ein U ]Ql—Block, also gilt nach Voraussetzung entweder By = ()1 oder
#B1 < 1. Im ersten Falle folgt 2; C B und damit

#O/2 < #0 < #B < #9Q,

im Widerspruch zu #B | #.
Also ist fiir alle Blocke 0B der Schnitt ¢ B N Q1 héchstens einpunktig. Da die Blocke o B
ganz ) iiberdecken, mufl es daher mindestens #{2; verschiedene davon geben und man erhéalt

#B# < #0 < 290,

woraus #B = 1 folgt. GG ist also primitiv.

(7.20) Satz: (Jordan) Es sei G < S(2) primitiv und Q = Qi U Qy eine disjunkte Zerlegung
von Q mit 2 < #Qq und 1 < #Qs.
Operiert die Fixgruppe G, = {p € G | plq, = idq,} transitiv auf Q1, so gilt:

a) G ist 2-fach transitiv auf ).
b) Ist Gq, sogar primitiv auf 1, so ist G 2-fach primitiv, d. h. G,, ist primitiv.

Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber #£s. Im Fall #{9 = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also
nun #Q9 > 2.
1. Fall: #Q9 < #8Q/2, also #Q1 > #Q/2. Dann folgt

/\ o1 NQy # 0. (1)

oeG

Wegen der Transitivitit von Gg, auf Q1, und daher der von 0Ggq,0~! auf 0§y, folgt aus (1) fiir
alle c € G
H := (Gq,,0Gq,0 1) operiert transitiv auf Q) := Q; U o). (2)

Das Komplement Q5 := Q\ ] = Q5 N o€ wird offensichtlich von H fixiert, also gilt H < Gg
und wir erhalten aus (2) fiir jedes o

Q=0Q,00, und Gy, operiert transitiv auf Q). (3)

Weiter gilt offensichtlich
2<#Q) und #Q) < #Qo. (4)

Wir wollen nun o € G so wihlen, dafl
1 < #Q5 < #Q (5)

gilt und die Induktionsvoraussetzung fiir Q = Q) U Q) angewendet werden kann. Dazu benutzen
wir das nachfolgende

(7.21) Lemma: Sei G < S() eine primitive Permutationsgruppe, § # Qo5 und a # b
beliebige Elemente in ). Dann gibt es ein ¢ € G mit a € 0y und b & o€)g.

Wir stellen den Beweis vorlaufig zuriick und wenden das Lemma zunéchst auf g = Qo und
zwei verschiedene Elemente a,b € Q9 an. (Es ist #Qy > 2!) Fiir ein 0 € G mit den Eigenschaften
aus Lemma (7.21) gilt dann (5), denn a € Qf und b € Q9 \ Q5.

Ad (7.20) a): Wegen (3)—(5) sind die Voraussetzungen von (7.20) fiir die Zerlegung Q = Q) U
Qf erfiillt. AuBlerdem gilt #Q, < #Q9, so dafi nach Induktionsvoraussetzung die Behauptung
folgt.

Ad (7.20) b): Hier schlielen wir genauso, nachdem wir gezeigt haben:

H := (Gq,,0Gq,0 1) operiert primitiv auf Q) := Q; UoQy. (6)
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Aus der Voraussetzung von b) folgt dies aber genau mit [Proposition (7.18), angewendet auf die
nach (2) transitive Permutationsgruppe H | -

Wir kommen nun zum 2. Fall von (7.20): #Q < 2#Qs, also 240 < #0.

Jetzt wenden wir an auf Qg = Q7 und zwei verschiedene Elemente a,b € ;.
(Hier wird die Voraussetzung #; > 2 von Satz (7.20) benutzt.) Sei also 0 € G mit a € o)
und b € 0§y. Dann folgt a € Q1 NoQy # 0, so daB wieder gilt:

H := (Gq,,0Gq,0 ") operiert transitiv auf Q) := Q; U oQ;. (7)
Aus Q1 NoQy # O folgt
1< #00 < 49, = #(0 Vo) < 240, < #9. (8)
Wegen b € @ und b & o€y gilt 159, also mit Q) := Q\ Q)
1 < 405 < #Qs, (9)

so dal man wie im ersten Fall weiterschlief}t.
Wir kommen nun zum Beweis von [Lemma (7.21), Fiir das gegebene Qy und a € Q setzen
wir
B := ﬂ o .

ceG
a€alo

Wegen der Transitivitidt von G gibt es wenigstens ein o mit a € o€y, so daf} tatsdchlich ein
Durchschnitt gebildet wird und a € B # ) gilt. Wir zeigen nun, dafl B ein G-Block ist. Wegen
der Primitivitat von G mufl dann B = {a} sein und die Behauptung folgt.

Wir miissen fiir beliebige 7 € G zeigen: BN 7B # () = B = 7B. Wir zeigen zunéchst

ae BNtB = B=1B. (1)

Beweis: a € TB = (] 708y bedeutet
oQopda

a€ofly = acTo. (2)

Also werden bei der Durchschnittsbildung in 7B = (| 708 nur Mengen 7o)y =: pQg erfaflt,

aQpda
fiir die a € pQg gilt, so dal der Durchschnitt iiber alle solche p€ly noch kleiner ist:
TB= (] 70> () p=B. (3)
cQopda pQo3da

Da B und 7B gleichméchtig sind, folgt die Behauptung B = 7B von (1).
Im allgmeinen Fall wéihlen wir zu ¢ € BN 7B ein p € G mit pc = a, also

a € BNpBNprB. (4)

Mit (1) folgt dann daraus pB = B und p7B = B, also B = 7B, womit Lemma (7.21) bewiesen
ist. 0
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So wie man mehrfache Transitivitat rekursiv iiber die Fixgruppen einzelner Ziffern beschrei-
ben kann (siehe [Prop. (7.10),a))), so definiert man die sog. mehrfach primitiven Permutations-
gruppen rekursiv durch:

1-fach primitiv bedeutet dasselbe wie primitiv,

und fir n > 2 heifit G n-fach primitiv, wenn G transitiv und die Fixgruppe G, irgendeiner
Ziffer w (n — 1)-fach primitiv ist.

Aus |Prop. (7.9) entnimmt man die Implikationen

(k + 1)-fach primitiv == k-fach primitiv = k-fach transitiv.

(7.22) Satz: (Jordan) Sei G eine primitive Permutationsgruppe auf 2 und € eine Teilmenge
mit 1 < #Q; = m < n = #Q. Operiert nun G\, primitiv auf {1, so operiert G sogar
(n — m + 1)-fach primitiv auf §.

Beweis: Wir schlieBen induktiv iiber # — #Q; =n —m.
Nach|(7.20),b)|folgt aus den Voraussetzungen in jedem Falle: G ist 2-fach primitiv. Firn—m =1
ist daher nichts mehr zu zeigen.

Seinunn—m > 2und w € Q\ Q. G' := G, operiert primitiv auf Q" := Q\ {w} und O C .
Wegen m < n — 2 gilt auflerdem

I<#U =m<#Q =n-—1.

Schliellich gilt
G/Q'\Ql == G{w}UQ’\Ql - GQ\Ql .

Nach Voraussetzung operiert Gy o, primitiv auf 1, so daf alle Voraussetzungen von (7.22) fiir
G', QV, Qq erfiillt sind. Wegen #Q' — #Q1 =n —1—m < n —m folgt aus der Induktionsvor-
aussetzung, da G’ = G, (n — 1 — m)-fach primitiv auf €', also G (n — m)-fach primitiv auf Q
operiert. 0

(7.23) Korollar: G operiere primitiv auf n Objekten und enthalte einen p-Zyklus fiir eine
Primzahl p. Dann ist G (n — p + 1)-fach primitiv.
Speziell: Ist p = 2, so ist G die volle symmetrische Gruppe: G = S,,.

Ist p = 3, so umfaft G die alternierende Gruppe: G 2 A,.

Beweis: Sei o € G ein p-Zyklus und 21 seine Bahn, also #€); = p. o operiert transitiv, nach
(7.5)| also primitiv auf Q;. Wegen o |Q\Q1 = id, also 0 € Gq\q, sind die Voraussetzungen von
(7.22)| erfiillt, und die Behauptung folgt.

Der erste Zusatz ist ebenfalls klar, denn fiir p = 2 ist G (n — 1)-fach transitiv. Bei Operation
auf n Objekten mufl G dann aber n-fach transitiv und damit S,, sein.

Sei nun p = 3, also G (n — 2)-fach transitiv auf n Elementen und folglich n!/2 ein Teiler
von #G (Proposition (7.10),b)). Ist n > 5, so ist G 3-fach transitiv, so dafl mit dem 3-Zyklus o
samtliche 3-Zyklen in G liegen. Da diese die alternierende Gruppe A,, erzeugen, ist die Behaup-
tung gezeigt. Es bleibt nun nur noch der Fall n = 4 zu untersuchen. Wire N := G N A4S Ay,
so hétte N die Ordnung 6 (wegen (Ss : G) < 2) und wére Normalteiler in S4. Damit wére die
3-Sylowgruppe von N als charakteristische Untergruppe von N Normalteiler in 84, aber Sy hat
mehrere 3-Sylowgruppen. Also mul N = Ay, d. h. A4 C G gelten.

Es sei angemerkt, dafl man unter Benutzung der Einfachheit von A,, fiir n > 5 bereits aus
der Tatsache (S, : G) = 2 folgern kann, dafl G = A,, ist. Es gilt sogar der folgende interessante

Satz: (Bochert) Ist G < S, eine primitive Permutationsgruppe und der Index (S, : G) <
[(n+1)/2]!, so umfaBt G bereits die alternierende Gruppe A,,.

Zum Beweis siehe etwa B. Huppert, Endliche Gruppen I, Kap. II, Satz (4.6).
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§8 Matrixgruppen

a. Transvektionen

Bekanntlich sind die alternierenden Gruppen A, fiir n > 5 einfache Gruppen (siehe Vorlesung
Algebra, . Weitere unendliche Serien einfacher Gruppen liefern die Matrixgruppen iiber
endlichen Koérpern.

Es sei K ein Korper, M, (K) der Ring der quadratischen n x n-Matrizen und GL, (K) :=
M, (K)* die Einheitengruppe, die allgemeine lineare Gruppe n-ten Grades iiber dem Korper
K. Nun ist det : GL,(K) — K* ein Epimorphismus, dessen Kern die spezielle lineare Gruppe
SL, (K) ist. Es bezeichne E,, die n-reihige Einheitsmatrix. Dann bilden die Skalarmatrizen aE,,
(o € K*) das Zentrum von GL,,(K). Die Faktorgruppe PGL,,(K) := GL,,(K)/Zentr(GL,(K))
ist die projektive allgemeine Gruppe n-ten Grades; sie ist die Gruppe der projektiven Selbstab-
bildungen des (n — 1)-dimensionalen projektiven Raumes P"~!K. Das Bild von SL,,(K) unter
der natiirlichen Abbildung GL, (K) — PGL,(K) wird mit PSL,,(K) bezeichnet, die projektive
spezielle Gruppe n-ten Grades iiber K. Wir haben dann das folgende kommutative Diagramm
von Gruppenhomomorphismen mit exakte Zeilen und Spalten:

pn(K) = KX — Kx"
! ! ) !
SL,(K) <— GLy(K) — KX
\J/ \l/ det \L
PSL,(K) < PGL,(K) — K*/K*"
det

Darin bezeichnet p,(K) die Gruppe der in K enthaltenen n-ten Einheitswurzeln und det den
durch die Determinante induzierten Epimorphismus PGL,,(K) — K*/K*". Ist nun K = F, =
IF,s ein endlicher Korper, so sind alle auftretenden Gruppen endlich, und man liest aus diesem
Diagramm leicht das folgende Resultat ab. Dabei schreibt man statt GLy(F,s) kurz GL(n, ).

(8.1) Proposition: Es gilt fiir eine beliebige Primzahl p und natiirliche Zahlen n, f € IN:

n—1

a) #GL(n,p’) = [T " - ') = " = )" = p!)... 0" — p"~ ).
=0

n—2
b) #SL(n,p’) = #PGL(n,p’) = #GL(n,p’)/(p' — 1) =p" VT [T @™ - p").
=0

c) #PSL(n,p’) = #SL(n,p’)/ggT(n,p’ —1).

Beweis: Wir zéhlen zunachst die Elemente der im Zentrum des obigen Diagramms stehenden
allgemeinen linearen Gruppe GL(n,p! ) folgendermaflen ab: Eine Matrix A in GL(n, p! ) ist
eindeutig durch n linear unabhéngige Vektoren ay,...,a, (etwa die Zeilen) gegeben. Dabei
kann a; beliebig in Fy \ {0} gewéhlt werden, dann wihlt man a beliebig in Fy \ {(a1), und
allgemein a;11 beliebig in Iy \ ®j-1F¢a;. Dies ergibt genau die Behauptung a).

Den Rest liest man aus obigem kommutativem Quadrat ab:

Fiir b) beachtet man #SL(n,p/) = #GL(n,pf)/#]F; = #GL(n,p")/(p’ — 1), wihrend man
fiir ¢) #un(Fy) zu berechnen hat. i, () ist die Menge der Elemente in F;, deren Ordnung n
teilt, deren Ordnung also ggT(n,q — 1) teilt. Nun ist ;¢ zyklisch von der Ordnung ¢ — 1 (siehe
Algebra, und darin gibt es genau eine Untergruppe der Ordnung ggT(n,q — 1), die
dann mit p,(F,) tbereinstimmt: #pu,(F,) = ggT(n,q — 1). Die Exaktheit der ersten Spalte des
Diagramms liefert dann c).

5)Wir erinnern an EGI [Def. (3.2)f Eine Sequenz von Gruppenhomomorphismen H LR g heifit exakt, wenn ¢
injektiv, ¥ surjektiv und Ke 1) = Im ¢ ist. Bei endlichen Gruppen folgt nach dem Homomorphiesatz #G = # H -#4g.
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Man entnimmt dem obigen Diagramm auBerdem, daB bis auf PSL(n,p/) alle genannten
Matrixgruppen nichttriviale Normalteiler besitzen. Wir wollen im folgenden PSL(n, pf) genauer
untersuchen. Ein wichtiges Hilfsmittel sind dabei spezielle Erzeugende der speziellen linearen
Gruppe SL(n, pf), die sog. Transvektionen.

(8.2) Definition: Eine Transvektion eines endlich-dimensionalen K-Vektorraumes V' ist ein
Endomorphismus ¢, zu dem eine Hyperebene H C V existiert, so daf gilt:

a) t|y =id, und
b) der von t auf V := V/H induzierte Endomorphismus # ist ebenfalls die Identitét: ¢ = idy;.

Offenbar sind Transvektionen Automorphismen von V mit der Determinante 1, liegen also in
SL(V). Die Transvektionen zu einer festen Hyperebene H bilden eine zu H isomorphe abelsche
Untergruppe von SL(V'), denn: Ergéinzt man eine Basis vy, ..., v,—1 von H durch einen Vektor v,
zu einer Basis von V| so ist jede Transvektion ¢ mit ¢ |; = id durch t(v,,) festgelegt. Wegen ¢ = id
gilt v, — t(vy) =: a; € H und die Zuordnung t — a; liefert den behaupteten Isomorphismus:
Gsot = Qs + at.

Eine niitzliche Beschreibung von ¢ durch a; erhdlt man, indem man eine Linearform y : V —
K mit H als Kern und p(v,) = 1 wéhlt. Dann beschreibt sich ¢ wie folgt: ¢(v) = v — u(v)a. Die
Gesamtheit der Transvektionen zu H = Ke p ist also gegeben durch

tua:V =2V, vty (v) =v— pw)a,

wobei a ganz H durchlauft.

Aus der Definition entnimmt man auflerdem sofort, dafl die Konjugierten von Transvektion
unter beliebigen Automorphismen von V' wieder Transvektionen sind. Es gilt folgende explizite
Formel fiir © und a wie oben und o € GL(V):

g _ —
tu,a =0 "otyq00 = tu007(,_1a

(8.3) Satz: Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Kérper K. Dann wird die
spezielle lineare Gruppe SL(V') von den Transvektionen erzeugt.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber n = dim V. O. E. sei n > 2. Es bezeichne
T die von allen Transvektionen erzeugte Untergruppe von SL(V'). Diese ist, wie oben bemerkt,
Normalteiler in SL(V'). Sei nun o € SL(V') beliebig vorgegeben. Dann gilt

\/ \/ To=TrA7(v)=0. (1)

TESL(V) 0#£veV

Zum Beweis von (1) betrachten wir zunéchst den 1. Fall: v, ov linear unabhéngig fiir ein v € V.
Wir wéhlen dann eine Linearform p auf V' mit

pov —v) =0, plov) = 1. (2)
Zu diesem p betrachten wir die Transvektion ¢ := £, ;,—, und erhalten
t(ov) = ov — p(ov)(ov —v) = v, (3)

so dafl 7 =t oo und der Vektor v die Bedingungen in (1) erfillen.
Im 2. Fall: ov € Kv fiir alle v € V wéhle man zu einem beliebigen v € V'\ {0} einen davon
linear unabhéngigen Vektor w. Da ¢ ein Automorphismus von V ist, folgt

ow ¢ Kwv. (4)
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Ist nun g eine Linearform von V' mit p(v) = 1 und p(w) = 0, und t = ¢, 4, so gilt
ot(v) =o(v— p(v)w) =o(v —w) ¢ Kv.
Damit liegt fiir o ot der 1. Fall vor und es gilt
Tot=Tt, 70 ="0. (5)

Wegen ¢t € T und der Normalteilereigenschaft von T gilt Tot = T o, so daf aus (5) die Behaup-
tung (1) folgt.

Seien nun 7 € SL(V) und vy :=v € V gemiB (1) gewihlt. Dann induziert 7 auf V := V/(v;)
einen Automorphismus 7 € SL(V). Ist n = 2, also V' 1-dimensional, so ist 7 = id und 7 damit
eine Transvektion. Damit folgt o € 7. Sei nun also n > 2. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
Transvektionen Z; von V mit 7 = [[#;. Zu jedem %; gibt es Hyperebenen H; = Ke 15, 11 : V — K
und Vektoren w; € H; mit

fi(0) = o — (o). (6)
Seien H; das volle Urbild von H; unter dem Epimorphismus p; : V. — V = V/ (v1), w; € V
irgendwelche Urbilder von @; € V unter p; und p; = [ o py die natiirliche Liftung von 15
auf V. Also ist H; = Ke u; eine Hyperebene in V', die v; und w; enthélt. Wir wéhlen nun die
Transvektionen ¢; := t,,, ,,, und erhalten:

t; € T induziert auf V die Transvektion Z;. (7)
Setzt man also
p=It) 'reTm (8)
so gilt
p(v1) =v1 und p=idy. 9)
Ergénzt man v; zu einer Basis vy,...,v, von V, so existieren geméaf (9) 8; € K (j =2,...,n)
mit
n
plor) =v1 und A p(v;) = vj — Bjor. (10)
j=2

Dieses p ist nun selbst ein Produkt von Transvektionen: Sind x; : V' — K die Koordinatenfunk-
tionen zur Basis v; von V, so gilt:

n
pP= H 2R (11)
=2
wie man leicht nachrechnet. Damit erhalt man

To=Tr=Tp =T,
1) (8 (11)

also die Behauptung o € T von Satz (8.3). [

(8.4) Lemma: Sei K ein Korper und n € Ny. Dann gilt: Beliebige Transvektionen # id sind
in GL,,(K), fiir n > 3 sogar in SL,,(K) konjugiert.

Beweis: Seien zwei Transvektionen t, 4, t,/ o mit den iiblichen Eigenschaften fiir 4, 4/ und
a,a’ gegeben. Sind beide von der Identitat verschieden, so gilt a # 0 # a’. Wir ergénzen nun a zu
einer Basis a; = a,ag,...,a,—1 von H := Ke p und wihlen einen Vektor b € K™ mit u(b) = 1.
Entsprechend verfahren wir mit den ‘gestrichenen’ Gréflen. Nun kénnen wir ein o € GL,,(K)
wahlen mit o(a’) = a, cH' = H und ob/ = b. Fiir n > 3 ist o mit diesen Eigenschaften offenbar
bereits in SL,(K) wahlbar. Wegen o H' = H gilt poo = A\ fiir ein A\ € K. Nun gilt aber
1= pu(b) = pu(at/) = M/ (V) = A, also poo = p/ und daher

g _ —
tu,a = t,uoa,afla = t,u’,a"
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b. Die einfachen Gruppen PSL(n,p/)

Aufgrund der Resultate des vorigen Abschnittes bilden die Transvektionen in SL,,(K) eine aus-
gezeichnete Konjugationsklasse von Erzeugenden. Diese ist das wichtige Hilfsmittel in den fol-
genden Beweisen.

(8.5) Satz: Sei K ein Korper und n eine natiirliche Zahl. Ist n > 3 oder n = 2, #K > 3, so
gilt:
GL,(K) = SL,(K) = SL,(K),
wobei (...)" die Kommutatorgruppe bezeichne. Insbesondere ist SL,(K) als perfekte Gruppe
nicht auflésbar.
Beweis: Es ist GL,,(K)/SLy(K) >~ K* abelsch, also

SL,(K)" < GLyp(K)' < SLy(K), (1)

so dafl nur
SLy (K) C SLo (K (2)

nachzuweisen ist. Wegen [Satz (8.3 )| mufl man also zeigen, daf} jede Transvektion in der Kommu-

tatorgruppe SL,,(K)’ liegt. Da SL,,(K)" Normalteiler in GL,,(K) ist, geniigt nach
der Nachweis, dal mindestens eine Transvektion # id in der Kommutatorgruppe SL,,(K)’ liegt.

1. Fall: n > 3. Wir wéhlen eine Hyperebene H in V := K™ und eine Linearform p:V — K
mit H = Ke pu. Wegen dim H > 2 kann man Vektoren aq,ao € H wihlen mit aq,as # 0 und
a1 + az # 0. Dann gilt

tuar © tpas = tuartas (3)
und alle drei Transvektionen sind von der Identitat verschieden.

Nun sind nach Lemma (8.4) je zwei Transvektionen ¢,¢ # id in SL,(K) konjugiert, ihre
Restklassen in SL,,(K)2" = SL,,(K)/SL,(K)' also gleich. Gemi8 (3) ist diese Restklasse also ihr
eigenes Quadrat und daher trivial.

2. Fall: n =2 und #K > 3. Sei zunéchst t # id eine beliebige Transvektion. Dann existiert
eine Basis vy, vy von V = K? mit

tvy =v; und tve = vy + v1. (4)

Wegen #K > 3 kénnen wir ein d € K wihlen mit 0 # d? # 1. Sei nun o € SLy(K) definiert
durch
ovy = dvy, ovy = d g, (5)

Dann gilt

ttoto (v)) = vy und tLoto T (vg) =t (v + d*vy) (42) vy + (d? — 1)vy. (6)

Definiert man die Linearform p: V' — K durch u(vy) = 0, u(v2) = 1, so ergibt sich aus (6)
=t (1—ay, =1 ‘oto " € SLy(K)". (7)

Wegen d? # 1 ist somit ¢’ eine Transvektion # id, die in SLy(K)’ liegt.
In beiden Féllen ist also eine Transvektion ¢ # id in SL,(K)" gefunden und Satz (8.5)
bewiesen. (]

Die Voraussetzungen von Satz (8.5) sind nicht entbehrlich, denn die Gruppen SL(2,2) und
SL(2, 3) sind auflosbar: Geméf [Proposition (8.1) hat SL(2,2) die Ordnung 6, ist also auflosbar.
(Es gilt SL(2,2) ~ S3.) Ebenfalls nach (8.1) hat die Gruppe SL(2,3) die Ordnung 24 und als
Faktorgruppe die Gruppe PSL(2,3) von der Ordnung 12. Nun operiert PSL(2,3) treu auf den
4 Punkten von P!(F3) (den 4 Geraden von F3), ist also eine Permutationsgruppe vom Grade 4
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und daher mit Sy auflésbar. (Es gilt PSL(2,3) ~ A4, und damit ist SL(2,3) eine Erweiterung
von C3 mit der Gruppe Ajy.)

Zur Vorbereitung des Einfachheitsnachweises fiir die Gruppen PSL(n,p/) (auBer PSL(2,2)
und PSL(2,3)) bemerken wir:

(8.6) Bemerkung: Es sei K ein Koérper, q eine Primzahlpotenz und n > 2. Dann gilt:
a) Die Gruppen PSL, (K) operieren 2-fach transitiv auf dem projektiven Raum P" K.

b) PSL(n,q) operiert 2-fach transitiv auf den (¢" —1)/(¢ —1) =1+ q+ --- + ¢"~! Punkten
von P"1F,.

Beweis: Zwei verschiedene Punkte a1, as in P! K sind nichts anderes als zwei verschiedene
Geraden im K™. Zu zwei Paaren von verschiedenen Geraden im K" gibt es natiirlich einen
Automorphismus des K™, der das eine Paar in das andere iiberfiihrt. Damit ist a) bewiesen.
Fiir b) hat man lediglich die Geraden im F,-Vektorraum Fj abzuzéhlen: Fy \ {0} ist disjunkte
Vereinigung von Geraden ohne Nullpunkt, und jede Gerade ohne Nullpunkt besteht aus g — 1
Punkten. Also erhilt man die angegebene Zahl #(Fy \ {0})/(¢ — 1) = (¢" —1)/(¢ — 1) von
Geraden in Iy

Der angestrebte Beweis der Einfachheit der PSL(n,¢) beruht auf dem nachfolgenden Ein-
fachheitskriterium von Iwasawa.

(8.7) Lemma: (Iwasawa) FEine primitive Permutationsgruppe G auf einer Menge () ist einfach,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

«) G ist perfekt, d. h. G = G'.

B) Es gibt einen auflésbaren Normalteiler T' < Gy, in der Fixgruppe irgendeiner Ziffer w € €2,
dessen samtliche Konjugierten in G ganz G erzeugen:

(T° |0 €G)=G.

Beweis: Sei 1 # N < G ein nicht-trivialer Normalteiler in G. Da G als primitiv vorausgesetzt

ist, operiert N transitiv auf , es gilt daher
G = NG, =G,N. (1)
Wegen T < G, erhalten wir daher aus Voraussetzung )
G=(T°|ceG,N)=(T°|oc e N) < NT <QG. (2)

Da N Normalteiler ist, also Nt = tN fiir alle t € T, folgt unmittelbar (NT')" < NT’, so daf die
Kommutatorreihe von G wegen der Auflésbarkeit von T' bis N hinabsteigt:

G®) = (NT)®) < NT®) = N fiir ein k € N. (3)

Da nach Voraussetzung o) aber G perfekt ist, folgt G = G*) < N, womit die Einfachheit von
G bewiesen ist. (]
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Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnittes.

(8.8) Satz: Aufler PSL(2,2) und PSL(2,3) sind alle Gruppen PSL(n,p/) einfach.

Beweis: Wir wenden Lemma (8.7) auf G = PSL(n, pf) mit seiner natiirlichen, nach
und ((7.9)| primitiven, Operation auf Q = P"~'F, (¢ = p/) an. Die Voraussetzung «) von (8.7)

ist fiir G gemiB [Satz (8.5)| erfiillt. Fiir 3) withlen wir a € P""'F, und 0 # w € V := Iy einen
Représentanten von a. Es sei T' < G, das Bild der folgenden Gruppe von Transvektionen

T(w) := {tyw | p € Hom(V, K) , p(w) = 0} < SL(n, p’)

unter der kanonischen Abbildung SL(n,p/) — PSL(n,p/). Wegen tuw © L = tuqpw sind
T(w) und T abelsch. Aus t§ ,, = t,050-1 Und txu 0 = e fiir A € Fy folgert man, dafl 7'
Normalteiler in G, ist. Schliellich erhélt man daraus auch

o )y — -1 f — f
(Tw)” | o € SL(n.p!)) = (T(e™w) | o € SL(n.p") = SL(n.p).

Die Konjugierten von 7" in G erzeugen daher G und die Voraussetzungen von Lemma (8.7) sind
erfillt. O

Die Gruppen PSL(n, pf) stellen somit neben den alternierenden Gruppen eine zweite unend-
liche Serie von endlichen einfachen, nicht-abelschen Gruppen dar. Die genannten Gruppen sind
im wesentlichen voneinander verschieden; die nachfolgend beschriebenen Isomorphien sind die
einzigen zwischen ihnen (0. Beweis).

(8.9) Satz: Zwischen den Gruppen PSL(d,p/) und A, bestehen folgende (und nur folgende)
Isomorphien:

Beweis: Wir weisen nur die Existenz der behaupteten Isomorphien nach.
Alle in a) genannten Gruppen haben die Ordnung 6 und sind nicht abelsch.
b) PSL(2,3) hat die Ordnung 12 und liegt in S4 (siehe oben).
c) PSL(2,4) und PSL(2,5) sind einfache Gruppen der Ordnung 60. Wir zeigen nun im nach-
folgenden daf} eine einfache Gruppe der Ordnung 60 isomorph zur alternierenden
Gruppe Ajs ist.
d) PSL(3,2) und PSL(2,7) sind einfache Gruppen der Ordnung 168, so daf§ die Behauptung
ebenfalls aus Satz (8.10) folgt.

Die Beweise von e) und f) wollen wir hier nicht ausfithren. e) kann z. B. bewiesen werden,
indem man in PSL(4,2) 6 Matrizen angibt, die die Relationen der folgenden Présentierung der
Ag erfiillen:

As = (1, ym | 2, af (2 <0 <6), (wiwinn)?, (wiz))® (i +1 < ).

Siehe etwa Huppert, Endliche Gruppen I, Kap. II, Satz 2.5.
Fiir f) benutzt man die vollstindige Bestimmung aller Untergruppen der Gruppen PSL(2, pf)
geméaf Dickson (Huppert, 1. c., Kap. II, Hauptsatz 8.27). Demzufolge besitzt PSL(2,9) eine
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Untergruppe isomorph zu As, also eine treue Permutationsdarstellung vom Grade 6. Wegen
#PSL(2,9) = 360 mufl dann PSL(2,9) mit Ag tibereinstimmen.

(8.10) Satz: a) Aj; ist bis auf Isomorphie die einzige einfache Gruppe der Ordnung 60.
b) PSL(2,7) ist bis auf Isomorphie die einzige einfache Gruppe der Ordnung 168.

Beweis: a) Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung 60. Wir wollen einen Isomorphismus auf
die alternierende Gruppe A5 konstruieren. Dazu geniigt es zu zeigen:

G besitzt eine Untergruppe U vom Index 5. (%)

Ist ndmlich U eine solche Untergruppe, so hat wegen der Einfachheit von G die Permutationsdar-
stellung auf den Nebenklassen von U trivialen Kern, also ist G isomorph zu einer Untergruppe
vom Index 2 in S5, und damit zu As (siche Bemerkung nach Korollar (7.22)). [Mit denselben
Uberlegungen folgt, da8 G keine echte Untergruppe mit einem Index < 4 besitzen kann.]

Zum Beweis von () betrachten wir fiir einen beliebigen Primteiler p von 60 = #G den
Normalisator Ng(P) einer p-Sylowgruppe P von G. Wegen der Einfachheit von G sind diese
Normalisatoren echte Untergruppen. Ware nun (x) falsch, so folgte fiir die Anzahl N, der p-
Sylowgruppen in G

N, = (G : Ng(P)) > 5. (1)

Aus dem Sylowsatz N, = 1 mod p und N, | 60 erhilt man dann
N; =6, N3 =10 und N, = 15. (2)
Angenommen zwei verschiedene 2-Sylowgruppen Py, P, haben nicht-trivialen Schnitt
14D =P NP, (3)

Wegen #P, = 4 sind die P; abelsch, also 1 # D <« T := (P}, P,), so da} T nicht ganz G
sein kann. T enthélt mehr als eine 2-Sylowgruppe, also mindestens 3 (Sylowsatz), und es folgt
#T > (T:Np(Py)) - #P; > 12, so dafl G doch eine echte Untergruppe vom Index < 5 besife.

Die Annahme (3) war also falsch, so daf} je zwei verschiedene 2-Sylowgruppen von G trivialen
Durchschnitt haben. Damit enthélt G Na - (4 — 1) = 45 Elemente von 2-Potenzordnung # 1.
Da G auflerdem Nj - (5 — 1) = 24 Elemente der Ordnung 5 und N3 - (3 — 1) = 20 Elemente der
Ordnung 3 enthélt, kann G nicht die Ordnung 60 haben.

b) Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung #G = 168 = 23 - 3 - 7. Die Gruppe PSL(2,7)
operiert 2-fach transitiv auf den 8 Punkten von P'F;. Wir wollen nun G ebenfalls als Unter-
gruppe der Sg darstellen und dann zeigen, dafl bei passender Numerierung der 8 Punkte G mit
PSL(2,7) tibereinstimmt.

Da G einfach ist, hat G mehrere 7-Sylowgruppen, also ist nach iiblichen Schliissen deren
Anzahl Ny = 8. G besitzt daher eine transitive und — wegen der Einfachheit von G — treue
Permutationsdarstellung vom Grade 8: G < Sq mit #Q = 8.

Sei P; = (o) eine 7-Sylowgruppe in G und Ng(P7) =: N der Normalisator. Dann gilt
(G : N) = Ny = 8 und folglich #N = 3-7. Als Element der Ordnung 7 operiert o notwendig als
7-Zyklus auf den 8 Punkten von €2, hat also genau einen Fixpunkt, der mit oo bezeichnet werden
soll. Auch der Normalisator NV mufl dann diesen einzigen Fixpunkt co von Pr festlassen, operiert
daher ebenfalls transitiv auf den verbleibenden 7 Punkten von Q \ {co}, die mit {0,1,...,6}
bezeichnet werden sollen. Da N gerade den Index 8 hat, ist N = G, die volle Fixgruppe
des Punktes co in G. Als auflésbare transitive Permutationsgruppe von Primzahlgrad 7 ist N
semidirektes Produkt von P; ~ F7 mit der Fixgruppe Ny = Fixx(0) der Ziffer 0 in N, und diese

ist Untergruppe von AutF7 = F7 (Satz (7.12)).

Wegen # Ny = 3 ist diese Untergruppe gerade die Gruppe IF7X2 = {1,2,4} der Quadrate in
F7. Damit kann N als Permutationsgruppe identifiziert werden mit der folgenden Untergruppe
von AGL(1,7):

N ={oz+ B € AGL(1,7) | a € FX*, B € F7}.
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Nun ist AGL(1,7) Untergruppe in PGL(2,7), und zwar gerade die Fixgruppe des Punktes oo €
PF7. N 1i8t sich dann innerhalb PGL(2,7) beschreiben als

N ={p € PGL(2,7) | p(00) = co Adet p = 1} = {p € PSL(2,7) | p(c0) = o0},

d. h. als Fixgruppe des Punktes oo in PSL(2,7).

Wir haben also Q mit P'F; = {0,...,6,00} und dadurch dann N = G, mit PSL(2,7)s0
identifiziert. Wir wollen nun zeigen, dafl die beiden Untergruppen G und PSL(2,7) von Sq
iibereinstimmen.

Sei 7 = 22 € PSL(2,7)oc = N. Dann ist (1) = P; eine 3-Sylowgruppe in G. Sei H := Ng(Ps)
ihr Normalisator in G. Wir zeigen, dal der Index N3 := (G : H) durch 7 teilbar ist: Andernfalls
wére 7 eine Teiler von #H, es gibe also ein Element p € H der Ordnung 7. Dieses Element
operiert durch Konjugation auf P3; wegen #P; = 3 und ord p = 7 mufl p trivial operieren. (Liefle
p ein Element in P3 nicht fest, so miifite p eine Bahn der Linge 7 haben.) Also sind p und 7
vertauschbar, ihr Produkt hétte daher die Ordnung 21. Ein solches Element gibt es aber in der
symmetrischen Gruppe Sg nicht. Also war die Annahme falsch, und es gilt

7| N3 |2%-7.
Zusammen mit N3 = 1 mod 3 (Sylowsétze) erhdlt man folgende Moglichkeiten:
N3 =7V N3 = 28.

Nehmen wir N3 = 7 an, d. h. G hétte genau 7 verschiedene 3-Sylowgruppen. Aber bereits
N =TF7- ]F7X2 hat 7 verschiedene 3-Sylowgruppen und wird von diesen erzeugt. Damit wiirde N
von allen 3-Sylowgruppen von G erzeugt, wére folglich Normalteiler in G, im Widerspruch zur
Einfachheit von G.

Also gilt N3 = 28 und daher #H = 6. Sei « eine Involution in H.

1. Fall: 7 = 7. Dann ist 7 € H ein Element der Ordnung 6, also H zyklisch. Daher ist (7)
die einzige Untergruppe der Ordnung 3 in H, und somit H = Ng((7)) = Ng(H) sein eigener
Normalisator. Damit enthélt die Gruppe G folgende Elemente:

e 28-2 =56 Elemente der Ordnung 6 in den 28 Konjugierten von H;
e 282 =56 Elemente der Ordnung 3 in den 28 3-Sylowgruppen;
e 8.6 =48 Elemente der Ordnung 7 in den 8 7-Sylowgruppen.

Damit bleiben in G nur noch 8 Elemente, die dann notwendig die einzige 2-Sylowgruppen
bilden miissen. Wegen der Einfachheit von G ist dies nicht moglich.
2. Fall: 7 = 771, Daraus folgt, da8 a die Fixpunktmenge {0, 00} von 7 = 2z in sich abbildet.
Also gilt a(F5) = F¥, und aus ar = 7~ 1o folgt fiir alle w € FX C P1F;
1 1
a2w) =aoT(w) =7 (a(w)) = §a(w).

Als Element der Ordnung 2 18t o € G keinen Punkt von P'F; fest, da die Fixgruppe eines
beliebigen Punktes die Ordnung 21 hat. Also gilt in F7

1 1
1#0(1),2#a(2) = Ja(1), 4# a(4) = Ja(1).
Daraus entnimmt man a(1) # 1,4, 2, oder mit anderen Worten

a(1) ¢ B3, (%)
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Man erhélt also fir « die folgende Zyklendarstellung;:

o = (0,00) (1,a(1)) (2, a(1)/2) (4, a(1)/4).

Daraus folgt unmittelbar

o =W cpara 7).

T

Wegen (x) ist —a(1) € ]F7X2, also

o= a:(zl) € PSL(2,7).
Wir betrachten nun die erzeugte Untergruppe U := (o,7,a) € G N PSL(2,7). Diese hat min-
destens die Ordnung 42, also in G hochstens den Index 4. Dann besitzt G einen Normalteiler S
(den Kern der Permutationsdarstellung von G auf den Nebenklassen von U), der in U liegt und
in G hochstens den Index 4! = 24 hat. Dies ist wegen der Einfachheit von G nur méglich, wenn
G = U gilt. Damit ist G Untergruppe der PSL(2, 7), wegen tibereinstimmender Ordnungen also
G = PSL(2,7), und Satz (8.10) ist bewiesen. O
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