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la Mathematik (Kg) 12. Februar 2002

Ubungen (1)

1) Bestimmen Sie mit Hilfe der Teilbarkeitskriterien moglichst viele Teiler der nachfol-
genden Zahlen. Von welchen Zahlen konnen Sie ausschlielen, dass sie Teiler sind?
a = 553 637225 625, b =456 377651976, c = 239598 267 287 400.

2) Stellen Sie die nachfolgenden Zahlen als Produkte von Potenzen mit moglichst
kleinen Basen dar:
a=0610-10*-15% b=125.247.753, ¢c=154%.48°.250°, d=12°.15"-302.
Stellen Sie fest, welche Teilbarkeiten zwischen diesen Zahlen bestehen.

3) Zeigen Sie, dass die folgenden Zahlen Potenzen sind. Mit welcher Basis und welchem

Exponenten?
a=14*.3.73.6°-213, b=49%.513.75.17-52, c=10%.225.80-22.
4) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegungen der folgenden natiirlichen Zahlen:
a = 198 b =544 c=1024
d = 2160 e = 24750 f=26-132.98-170
g = 25162 h =393 .37%.27°
5) Bestimmen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler von
a) 27, 39 b) 10000, 500 c) 17, 3433
d) 6, 8, 12 e) 9, 30, 50 f) 34, 85, 153
g)24.3%.11, 23.3%.13 h) 6328, 212.27 i) 253 .27, 32-18
6) Bestimmen Sie das kleinste gemeinsame Vielfache von
a) 12, 8 b) 18, 24 c) 12, 20, 30
d)2,3,4,5,6 e) 39, 34 f) 16, 25
g)2%.3.17, 22.3.5 h) 17-39, 34-26 i) 210.33.108, 3!2.512
7) Gegeben sind drei natiirliche Zahlen in dualer Darstellung:
a= 10101, b=11111, ¢=100000I.

a) Berechnen Sie (durch schriftliche Rechnung im Dualsystem) d =b+c¢, e =c—a
und f =a-b.
b) Stellen Sie alle 6 Zahlen a, b, ¢, d, e, f dezimal dar und iiberpriifen Sie Thre Rech-

nungen.

8) Stellen Sie die folgenden (in iiblicher dezimaler Form angegebenen) Zahlen dual
dar:
a) 1 bis 9 b) 314 c) 128 d) 255 e) 1000
£) 500 g) 250 h) 13 i) 26 i) 52

9) a) Wandeln Sie die Zahlen a,..., f von Aufgabe 7) ins Hexadezimalsystem um.
Uberpriifen Sie in dieser neuen Darstellung die Beziehungen d = b+c¢, e = ¢ —a
und f =a-b.

b) Erldutern Sie die Vor- und Nachteile der Rechnungen innerhalb des Dual-,
Dezimal- und Hexadezimalsystems.



la Mathematik (Kg) 12. Februar 2002
Ubungen (1) — Ldsungen

1) a ist nicht durch 2 (oder irgendeine gerade Zahl) teilbar;

a ist durch 3, aber nicht durch 9 teilbar (da die Quersumme durch 3, aber nicht
durch 9 teilbar ist);

a ist durch 125 (und daher erst recht durch 25 und 5) teilbar, da die aus den letzten
drei Ziffern gebildete Zahl 625 durch 125 teilbar ist;

a ist durch 11 teilbar (da die Wechselsumme 5—2+6—5+2—2+7—34+6—3+5—5 = 11
durch 11 teilbar ist).

b ist durch 8 teilbar (da 976 = 800 + 160 4 16 durch 8 teilbar ist);

b ist durch 3, aber nicht durch 9 teilbar (Quersumme 66);

b ist nicht durch 5 teilbar;

b ist nicht durch 11 teilbar (Wechselsumme 4).

¢ ist durch 8, 9 und 25 teilbar; c¢ ist nicht durch 11 teilbar.

2) a = 610 . 104 . 155 — (2 . 3)10 . (2 . 5)4 . (3 . 5)5 — 210+4 . 310+5 . 54+5 — 214 . 315 . 59‘
b= 125 . 247 753 — (22 . 3)5 . (23 . 3)7 . (3 . 52)3 210 35 221 37 33 56 _ 231 315 56
c = 544 . 485 . 2505 — (2 . 33)4 X (24 . 3)5 . (2 . 53) 24+20+5 312+5 515 229 317 515
d=125.157-30%2=(22-3)5.(3-5)"-(2-3-5)2 =214.315.59,

Offenbar ist d = a, insbesondere teilen sich a und d gegenseitig.

a teilt ¢, weil die Exponenten in der Darstellung von a sdmtlich kleiner oder gleich
den entsprechenden Exponenten in der Darstellung von ¢ sind. b ist weder Teiler
noch Vielfaches einer der anderen Zahlen.

3) a:24‘74‘3‘73‘26‘36‘33 73 210 310 710 42107
b=74.33.173.3.52.17-52=34.54. 7. 17" = (3.5 - 7-17)* = 17854,
c=2%.5%.25.115.24.5.22 = 215.55.11° = 8% . 55 . 11° = 440°.

Die Frage, ob eine natiirliche Zahl eine Potenz ist, kann man also an der Primzer-
legung ablesen.
e Eine natiirliche Zahl ist genau dann k-te Potenz einer natiirlichen Zahl, wenn
in ihrer Primzerlegung alle Exponenten Vielfache von £ sind.

4) a=198=2-99=2-9-11=2-32.11,
b=544=4-136=2%2-2-68=23-4-17=25-17,
c = 1024 = 20,
d=10-216=2-5-9-24=2-32.5-3-8=2%.33.5,
e=10-5-495=2-52-5-99=2-32.53.11,
f=2-13-132-2-49-10-17=23-5-13%-72 .17,
g = (52)4 . (24)2 =53. 287
h=(3-13)3-37%.(3%)° =318.133.37%.

5) a) ggT(27,39) = ggT (33,3 -13) = 3.
b) ggT(10000,500) = 500.

c) ggT(17,3433) = 1, da 17 eine Primzahl ist und 3433 nicht teilt.

d) ggT(6,8,12) = ggT(2-3,23,22-3) = 2.

e) ggT(9,30,50) = 1, da 9 = 32 und 3 kein Teiler von 50 ist.

f) ggT(34,85,153) = ggT(2-17,5-17,9-17) = 17.

g) ggT(24-33-11,23-3%.13) = 23 . 33 = 216.

h) ggT(63 - 28,212 -27) = ggT(23-33.22.7,32.72.33) = ggT(2°-3%3.7,35-7%) =

33 .7 = 189.

i) ggT(25%-27,32-18) = ggT(5%-33,25.2.32) =32 =09.
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6) a) kgV(12,8) = kgV(22-3,23) = 23 .3 = 24,

b) kgV(18,24) = kgV(2 - 32,23 .3) = 23 .32 = 72,

¢) kgV(12,20,30) = kgV(22-3,2%-5,2-3-5) = 22.3.5 = 60.

d) kgV(2,3,4,5,6) = 22-3-5 = 60

e) kgV(39,34) = 3934 = 1326, da 39 und 34 keinen Primteiler gemeinsam haben

(teilerfremd sind).

f) kgV(16,25) = 16 - 25 = 400, da 16 und 25 teilerfremd sind.

g) keV(23-3-17,22.3.5)=23.3.5.17 = 2040.

h) kgV(17-39,24-26) =kgV(3-13-17,23-3-2-13) =2%.3.13-17 = 10608
i kgV(QIO . 33 . 28 . 587312 . 512) — kgv(218 . 33 . 587312 . 512) — 218 . 312 . 512 —
26.312.(2.5)12 = 34012224 - 10'2 = 34012224000000000000.

7) a) Bei der schriftlichen Addition bzw. Subtraktion im Dualsystem beachte man:
| + 1 =0 mit Ubertrag 1.
d=b+c: e=c—

a
1 00
I
0

: f=a-b:
0 I
+ [ |
[

LT 0
00000 0
10000 I

(e} Ne)

I I
I I I
I 0 I 0

b) Wir wandeln in dezimale Darstellung um:
a= 10101 =1+4+16 =21,
b=1111l=14+24+44+8416 = 31,
c = 1000001 =1+ 64 = 65,
d= 1100000 =32+64 =96 (=b+c),
e=101100=4+4+8+32=44 (=c—a),
f=1010001011 =142+ 8+ 128 +512 =651 (=a-b).
8 a)l1=1,2=10,3=11,4=100,5=101,6=110,7= 111, 8 =1000,9 = 1001
b) Methode 1 — In Zweierpotenzen zerlegen:
314 = 256 +58 = 256 +32+26 =256 +32+16+10 =256 +32+ 16 +8+2 =
28 +2° 421 +234+2=100111010
Methode 2 — Halbieren mit Rest:

halbierte Zahlen 0 «— 1 «+ 2 «— 4 «+— 9 «— 19 <« 39 «— 78 «— 157 «— 314

Rest=Dualziffer I 0 0 I I I 0 I 0
c) 128 = 10000000
d) 255 = 11111111
e) 1000 =8-125=1000- 1111101 = 1111101000
f) 500 =1000:2=1111101000: 10= 111110100
g) 250 = 11111010
h) 13 = 110l
i) 26 =13-2=1101-10= 11010
i) 52= 110100

9) a) Da die Basis des Hexadezimalsystems 16 = 2% ist, kann man je 4 Dualziffern zu
einer Hexadezimal-Ziffer zusammenfassen. (Man braucht also nur die Umwandlung
von 4-stelligen Dualzahlen in Hexadezimalziffern zu beherrschen, etwa indem man
eine Liste dafiir anlegt.) Daher ist die Umwandlung zwischen diesen beiden Zahldar-
stellungen besonders einfach. (Dies ist der Grund dafiir, dass in Computern iiber
dem zugrundeliegenden Dualsystem meist mit Zahldarstellungen auf Zweierpotenz-
Basis gearbeitet wird.)

la Mathematik (Kg) 3 Ubungen (1) — Losungen



Wir unterteilen also die Dualdarstellungen von a, ..., f in Viererblocke und wan-
deln diese in Hexadezimalziffern um:

a=10I0l: 010l =1+4=5=D5y, also a = 15y,

b=11111: 1111 =15=TFy, also b = 1F},

c=1000001: 000l =1=1y, 100 =4 =4, also ¢ = 41y,

d=b+c=1Fy + 41, = 60y,

e=c—a =41y — 15, = 2Cy,

f =a-b =15, - 1F,. Um dies im Hexadezimalsystem be-

rechnen zu konnen, muss man das ‘kleine Einmaleins’ fiir 15 -1F
die hexadezimalen Ziffern aufstellen. So etwa benétigt man L5
fiir die nebenstehende Rechnung: 5, - F, = 515 = 75 = ; g E

4-16 + 11 = 4By,. Man erhélt schliellich f = 28By,. (Kontrol-
le: f=28B, =2-162+8-16+11 =2-256 + 128 + 11 = 512 + 139 = 651.)

b) Im Dualsystem haben die Zahlen viermal soviel Ziffern wie im Hexadezimalsys-
tem, dafiir ist aber die Addition und besonders die Multiplikation der Dualziffern
wesentlich einfacher. So einfach, dass sie in einem Microprozessor realisiert werden
konnen.
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1)

Ubungen (2)

Beschreiben Sie die folgenden Mengen in aufzéhlender Form:
a) die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen,

b) die Menge der zweistelligen durch sieben teilbaren Zahlen,
c) die Menge Tgo der Teiler von 60,

d) die Menge der arabischen Ziffern,

e) die Menge der Zweierpotenzen.

Welche der Mengen sind endlich, welche unendlich?

Beschreiben Sie die folgenden Mengen durch eine charakteristische Eigenschaft:
a) A={4,8,12,16,...},

b) B = {10,100, 1000, 10000, ...},

) C ={6,12,18,24,...},

d) D = {1,2,3,4,6,12},
e) E={2,3,57,11,13,...},
f) F =1{1,4,9,16,...}.

Es sei Q die Menge der Quadratzahlen und P die Menge der Primzahlen.

a) Geben Sie an, welche der folgenden Zahlen

1,4,5,6,9,12,24,25,27,1234544554355

zu diesen Mengen gehoren und welche nicht. Verwenden Sie dabei die mathemati-
schen Symbole € und &.
b) Welche Zahlen gehoren zu beiden Mengen?

Berechnen Sie:
a) (8—4)+ (7—8)—(-6+9)
b) (—3)(16 — 18) — (17 — 19)(—4) — (34 — 28)(22 — 28)
) (@ —y) + Bz — Ty) — (4z + 5y)
d) (—4x) - Tz
e) (—3x) - 6y - (—4x)
f) (=2)(22 +y) + (37 — y)(~y) — (4= + 4y) - 6y
a) Definieren Sie den Betrag |z| einer Zahl z.
Berechnen Sie:
b) |=7]
c) |7—12]
d) [(13 —24)(7 — 12)|
Losen Sie Klammern auf und fassen Sie zusammen:
a) (bz — 6y) — (3z — Ty)
b) (3p — 4q) — (=5p + 7q) + (—9p — 10q)
¢) 8(Tu —v) — 12(4u — 5v)
d) —5r(6k — 7r) — 6k(—5r + 6k)

la Mathematik (Kg) 1 5. Mérz 2002
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1)

Ubungen (2) — Lésungen

a) {1,3,5,7,...},

b) {14, 21,28, 35, 42,49, 56, 63, 70, 77, 84, 91, 98},

¢) Teo = {1,2,3,4,5,6,10, 12, 15, 20, 30, 60},

d) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

e) {1,2,4,8,16,32,...} = {20,21,22,23 24 95 1.

Die Mengen unter a) und e) sind unendlich, die anderen endlich.
a) A ist die Menge der Vielfachen von 4.

b) B ist die Menge der Potenzen von 10.

c¢) C ist die Menge der durch 6 teilbaren natiirlichen Zahlen.
d) D ist die Menge der Teiler von 12.

e) E soll die Menge aller Primzahlen darstellen, und

f

F' die Menge aller Quadrate von natiirlichen Zahlen.
a) Von der letzten Zahl 1234544554355 abgesehen gilt:

1€Q,4€@,5¢Q,6¢Q,9cQ,12¢Q,24¢Q,25cQ,27¢Q,
1¢P,4¢P,5€P,6€P,9¢P,12¢P,24¢P,25¢P,21¢P.

Schliefflich gilt:
1234544554355 ¢ ), 1234544554355 & P .

Zur Begriindung: Diese Zahl ist offensichtlich durch 5 teilbar, aber von 5 verschie-
den, ist also keine Primzahl. Wére sie eine Quadratzahl, so miiite sie nicht nur
durch 5, sondern dann sogar durch 25 teilbar sein. Dies ist aber nicht der Fall, weil
die aus den letzten beiden Ziffern gebildete Zahl nicht durch 25 teilbar ist. Also
kann 1234544554355 keine Quadratzahl sein.
b) Keine. (Eine Quadratzahl kann keine Primzahl sein.)
a) (8—4)+(7—8)—(-64+9)=4—1-3=0.
b) (—3)(16 — 18) — (17 — 19)(—4) — (34 — 28)(22 — 28) =

= (—=3)(—-2) — (—2)(—4) — 6(—6) =6 — 8 + 36 = 34.

(x—y)+ @Bx—Ty) — (dx +5y) =z —y+ 3z — Ty — 4o — by = —13y.
d) (—4z) - Tz = —2822.
) (=3z) - 6y - (—4x) = T222y.
) (=2)(22 +y) + Bz —y)(—y) — (4o +4y) - 6y =

= —22% — 2y — 3zy + y? — 24zy — 24y? = —22% — 28y — 23y°.
a) Anschaulich gesprochen ist der Betrag |z| einer rationalen Zahl z der Ab-
stand von der 0. Dies bedeutet, fiir positive Zahlen ist der Betrag gleich der
Zahl selbst, wéihrend fiir negative Zahlen der Betrag genau die Gegenzahl ist:
m:{x fallsarz(),‘
—x falls x < 0.

b) |-7|=7, ¢)|7T—12| =5, d) |(13—24)(7—12)| = 55.
a) (bx —6y) — (3x — Ty) = 2z + y.
b) (3p — 4q) — (=5p + 7q) + (—9p — 10q) =

=3p—4q+5p—T7q—9p —10g = —p — 21q.
¢) 8(Tu — v) — 12(4u — 5v) = 56u — 8v — 48u + 60v = 8u + 52v.
d) —5r(6k — Tr) — 6k(—5r + 6k) = —30kr + 3572 + 30kr — 36k* = 35r% — 36k2.

la Mathematik (Kg) 2 Ubungen (2) — Losungen
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Ubungen (3)
1) Schreiben Sie die folgenden Terme als Produkt, indem Sie ‘ausklammern’:
a) 4x? Y- 6xy+ 12:I;y3 —24:(; y? =
b) 3pg® + 6p*q® — 6p°¢® — 3p°¢® =
) 17ab + 7Tab — 24azb — 14a3b =
) 4a3b%2 — 2ab32? + 10a%b2% =
) a(z —3) +b(x —3) =
) 3(x — 1)%y — 9a(z — 1)3y + 6(x — 1)%y® =
(u+v) —blu+v) =
a@ —y) + (z - y)* =
Formulieren Sie das Distributivgesetz.

c
d
e
f
g
h
a
b) Folgern Sie daraus die Regel:

)
)
)
)

(a+b)(c+d)=ac+ad+ bc+ bd.

Losen Sie die Klammern auf und fassen Sie zusammen:
c) (2a +3b)(c+d) =
(92 — by)(Tz — 6y) =
(x—4)(xz—-5) =
(z+y)(z—y)2z+y) =
(2a — 3b)(—2b — 3a) =
)

d)
)
))
) (467 — 3b)(b — 2b?) =

e
f
g
h
1) (92 = 5y)(7y - bx) =
i) (a®> +2a +4)(a? —2a +4) =
k) (a+0b)(a—0b) =

3) Losen Sie Klammern auf und fassen Sie zusammen:

) (z+y)* =
b) (z+y)* =
(

—e

32— 1) =

N

l+o+22+23+2t+2°)(1—2) =
l—a+a?—a*+a*—a®)(1+a)=
e) Was vermuten Sie aufgrund Ihrer Ergebnisse bei ¢) und d) allgemein?

( =
NS i
(

la Mathematik (Kg) 1 12. Mérz 2002
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Ubungen (3) — Losungen

1) a) 422 y 6y + 12J;y — 24.r2y2 = 2:1:y(2:1: — 3+ 6y — 122y).
b) 3pg® + 6p°¢® — 6p°¢® — 3p*¢® = 3pg*(1 + 2pq — 2p* — p).
c) 17a%b + Tab — 24a2b 14a3b = —7a%b+ Tab — 14a®b = Tab(—a + 1 — 2a?).
d) 4a3b?z — 2ab®2?% + 10a2b2? = 2abz(2ab — b?z + baz).
e) a(x — )—i—b(:c—?)) (a+b)( —3).
f) 3(z — 1)%y — 9a(z — 1)%y + 6(z — 1)*y® = 3(z — 1)?y(1 — 3a(z — 1) + 2y?) =
3(z — 1)%y(1 + 3a — 3az + 2y?).
g) (u+v) — bu+v) = (1 b)(u+v)
h) a(z —y) +(z—y)? = (a+ (z—y))(z—y) = (a+ 2 —y)(z —y).
2) a) Es gilt fiir alle Zahlen z,y, z: z(y + 2) = zy + zz.
b) (a+0b)(c+d) =alc+d)+blc+d) =ac+ ad+ bc+ bd.
¢) (2a 4 3b)(c + d) = 2ac + 2ad + 3bc + 3bd.
d) (92 — 5y)(Tz — 6y) = 6322 — hdzy — 35xy + 30y? = 6322 — 89zy + 30y°>.
e) (x —4)(x —5) = 2% — 5 — 4z + 20 = 2% — 9z + 20.
£) (@ +y)(x—y) (22 +y) = (2 —y?) (20 +y) = 22° + 2%y — 20y® — y°.
g) (2a — 3b)(—2b — 3a) = —4ab — 6a® + 6b*> + 9ab = —6a* + 5ab + 6b°.
h) (46% — 3b)(b — 2b2) = 4b® — 8b* — 3b% + 61> = —8b* + 103 — 3b.
i) (92 — 5y)(7Ty — 6x) = 63zy — 54x - 35y + 30zy = —b4z? + 93zy — 35y
) (a? +2a—|—4)(a —2a+4) = a* — 2a® + 4a® + 2a® — 4a® + 8a + 4a® — 8a + 16 =
a* + 4a® + 16.
k) (a+b)(a—b) =a® —ab+ab—b* =a® —V? .
3) a) (z +y)* =2 + 2zy + 97,
b) (z +y)® = (2% + 2zy + y*)(z + y) =
= 23 4+ 22%y + 2y? + 2%y + 229® + 2 = 23 + 322y + 3xy? + o3,
c) (z+y)* = (2 + 32y + 32y + *)(z +y) = ... =
= a2t + 423y + 62%y? + 4oy + 4t
d) (a+b+c)? =a®+b%+ c® + 2ab + 2ac + 2bc,
(a—b+c)? =a?+b%+ c? — 2ab + 2ac — 2bc.
—3)%(x —4) = (2% — 62+ 9)(x — 4) = 23 — 1022 + 33z — 36.
3z + 2y — 2)? = 922 + 4y% + 2% + 122y — 622 — 4yz.
r—y)2+ (z+y)? = 2% — 2zy + v + 2% + 22y + y? = 222 + 22,
b) (x +y)? — (v —y)? = 22 + 22y + y? — (2% — 22y + ¢y?) = 22y + 22y = 4ay.
c) I+z+2?+x3+2+2%)(1—2) = 1+o+2?+23+rtt2’ —r—2? -2 -t —25 20 =

d) (1—a+a®—a3+a*—a’)(14+a) = 1—a+a®>—a+a*—a’+a—a*+a®—a*+a®—a® =

1 —aS.

e) In Verallgemeinerung von c) gilt fiir alle natiirlichen Exponenten n:
1I+z+22+.. . +2"1—z)=1—2"". (%)

Aber Vorsicht: Die Verallgemeinerung von d) liefert ein anderes Ergebnis. Fiir un-
gerades n gilt analog zu d):

l—a+a®>—+...+a" ' —a")(1+a)=1-a""".
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Fiir gerades n hingegen gilt
l—a+a®>—+...—a" ' +a")1+a)=1+a""".
Beide Formen kann man zusammenfassen zu (1 —a +a? — +... £ a")(1 +a) =

1 — (—a)""!, und diese Form ist sogar ein Spezialfall von (*), indem man dort
iiberall z durch —a ersetzt!
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la Mathematik (Kg) 14. Mirz 2002

Ubungen (4)

1) a) Was versteht man unter Erweitern und Kiirzen einer Bruchzahl? Was dndert

sich dabei, was dndert sich nicht?

—a a
b) Begriinden Sie: — = —.
) Begriinden Sie =73

c) Welche weiteren Rechenregeln mit Vorzeichen kennen Sie bei Bruchzahlen?
2) a) Wiederholen Sie das Kriterium fiir die Gleichheit von Briichen.
b) Ein Bruch % mit a,b € Z,b # 0 heifit (vollsténdig) gekiirzt, wenn b > 0 ist und

a, b teilerfremd sind. Zeigen Sie: Zwei gekiirzte Briiche kénnen nur dann dieselbe
Bruchzahl darstellen, wenn sowohl ihre Z&ahler als auch ihre Nenner iibereinstim-
men, m. a. W. wenn die beiden Briiche identisch sind.

3) Berechnen Sie die folgenden Bruchzahlen:

1 2 2 =3
I b) 3.2 - 2 —
et )35
7T 3 3 o7 2 -2
B d) L (LY 2
U IETRRE ST
4) Berechnen Sie die folgenden Bruchterme:
2z — — 2z T —
z—1 r+1 Yy—x
(x —a)(z? + a?)(z + a) 1 1
c) - d) = — —
(2 — a?)(x + a)? x x+1
sy =
) —y f) xr2 — 2 =
IE2—y2 y
22 —y?
rT—y TH+y T—y
= h =
g)x+y+w—y ) p
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la Mathematik (Kg) 14. Mirz 2002

1)

Ubungen (4) — Lésungen

a) Einen Bruch erweitern heift Zidhler und Nenner mit derselben Zahl # 0 mu-
pltiplizieren; einen Bruch kiirzen heifit Zéhler und Nenner durch dieselbe Zahl # 0
teilen. Dabei &ndern sich zwar Zahler und Nenner des Bruches, nicht aber die
Bruchzahl.

b) Die beiden Briiche entstehen auseinander durch Erweitern mit —1 und stellen
daher dieselbe Bruchzahl dar.

c) Es gilt
—e_o_ 9
b —b b
a) Es gilt
a ¢
E—E < ad=bc.

b) Selbstverstéindlich stellen identische Briiche dieselbe Zahl dar. Seien nun umge-
kehrt zwei Briiche wie in a) gegeben, die dieselbe Zahl darstellen. Also gilt mit den
Bezeichnungen aus a): ad = be. Sind nun beide Briiche zusétzlich gekiirzt, so gilt
b,d > 0 und ggT(a,b) = ggT(c,d) = 1. Aus ad = be folgt, daB b ein Teiler von ad
ist. Da a und b teilerfremd sind, muf} b ein Teiler von d sein. Umgekehrt erhélt man
genauso d | b. Fiir zwei positive Zahlen bedeutet dies aber Gleichheit: b = d. Damit
gilt dann ad = bc <= ab = bc <= a = c. Insgesamt sind somit die beiden
gegebenen Briiche identisch.

Ergebnisse:

1 2 1 2 -3 )
L2 b)3.2 -2 __°%
V3t 376 )3 57337 %

7T 3 3 To,7 2 -2 76
L2 2 R P S
UCREVERT ST T
Ergebnisse:

20—y  y—2x A4z -2y T —y
2) x—1 x+1 22 -1 >y—:z:
. (z—a)(@® +a*)(x+a) 2*+a® d)l— I

(2 —a?)(z+a)?2  (zv+a)? r r+1 224z

T+yY
T+y 5 T—y 1
= f =

)xiizz ) R R P

r—y z+y 22%+2y°
+ = T2 2
xr+vy r—y e =y
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la Mathematik (Kg) 16. April 2002
Ubungen (5)

Losen Sie die nachfolgenden (Un)Gleichungen iiber der Grundmenge @ aller rationalen
Zahlen:

1) 92 =13 + (6 — 13)
) 8(3z —20) = 4(6z — 40)
) (x=3)(x—5)> (z—2)(z —6)
) 5(3x — 1) = 3(bx — 2)
5) (x4+6)(z+1) < (x+2)(z+4)
) 2z —4)(x+5)> (x—3)(2x +5)
) (4—3x)(4zx —7) < (22 +5)(7 — 6x)
8) z(x —3) = z(2z + )
Ubertragen Sie die nachfolgenden Fragen zuniichst in (Un)Gleichungen fiir die gesuch-

te(n) Zahl(en). Formulieren Sie diesen Ansatzso dicht wie moglich am Text der Aufgabe.
Beantworten Sie dann die gestellten Fragen.

9) Von welcher Zahl ist das 3-fache um 4 grofler als das 5-fache?

10) Von welcher Zahl ist das 5-fache, vermindert um das 3-fache der um 2 kleineren
Zahl, gleich dem Dreifachen der um 3 grofleren Zahl?

11) Fiir welche Zahlen ist das um 10 verminderte 3-fache der Zahl kleiner als das 2-fache
der um 5 vergroflerten Zahl?

12) Bei welchen 5 aufeinanderfolgenden Zahlen ist die Summe viermal so grofi wie die
Summe der beiden kleinsten dieser Zahlen?

13) Von welcher Zahl ist das 3-fache, vergroflert um das Doppelte der um 1 kleineren
Zahl, gleich dem 5-fachen der um 2 grofleren Zahl?

Losen Sie die folgenden (Un)Gleichungen mit Formvariablen (Parametern,).

14) a) 3z +4a =5x+8a, b) (zx+a)(a—2) < (z—a)la+2).
x

15) (x —a)(a+2)+4a=2(z —a)

16) 6(4x 4+ a) = 8(3x + a)

17) a) ax =a, b)azr=1.

18) a) ar < a, b)a’z<a? c)ar<z
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la Mathematik (Kg) 16. April 2002

Ubungen (5) — Losungen

1) 9z = 13 + (6z — 13)
<= 9z = 6x | —6x
— 3 =0 13
— =0
Also: IL = {0}
2) 8(3z — 20) = 4(62 — 40)
< 24z —160 = 24z — 160 | —24z + 160
— 0=0

Da die letzte Gleichung wahr ist, ist (wegen der Aquivalenz) auch die erste immer
wahr. Das bedeutet, alle Zahlen sind Losungen: I. = @.

3) (x—=3)(x—5) > (r—2)(x —6)
<~ 22 -3z —-5x+15 > 2? — 2z — 6z + 12 | —2?
= —8xr +15 > —8x + 12 | +8x
= 15 > 12
Da die letzte Ungleichung wahr ist, ist auch die erste immer wahr, also L = @).
4) 53z —1) = 3(bx — 2)
<— 1bx—-5=15x—-6 |—-15z
—= -5 = —6

Da die letzte Gleichung falsch ist, ist (wegen der Aquivalenz) auch die erste immer
falsch. Das bedeutet, sie hat keine Losung: IL = ().

5) (x4+6)(x+1) < (x+2)(x+4)
— 2?4+ Tr+6<2?2+6x+8 |-22—6x—6
<~ Tz <2
Also: L={x € @ | x < 2} =]—00;2].
6) (2x —4)(x+5) > (r—3)(2z+5)
— 222 4+6x—-20 > 222 —x—15 | —-22%2+2+20
— Tx > 5 | :7(> 0!
= x> 2
AlsoL={ze®|z>2}=]200].
7) (4 —3z)(dz — 7) < (22 + 5)(T — 6z)
— —1222+4+37x—28 < —1222 — 162 + 35 ]—|—12:1:2+16:C+28
= 53z < 63 | :53(> 01)
<= scg%
Also: L={zc® |z <8} =]-00; 3]

8) Behandelt man diese Gleichung wie die anderen (ausmultiplizieren), so wird man
auf eine sog. quadratische Gleichung gefiihrt, die Sie zum gegenwértigen Zeitpunkt
noch nicht 16sen kénnen.

Der andere, im Unterricht vorgeschlagene Weg war: Man dividiere beide Seiten der
Gleichung durch z. Dies ist aber keine Aquivalenzumformung, denn dafiir miisste
sichergestellt sein, dass = nicht 0 ist; andernfalls ist die Division durch z nicht
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moglich! Ein moglicher Ausweg besteht in einer Fallunterscheidung: Man untersucht
die Gleichung zunéchst fiir x = 0 und 16st sie dann fiir x # 0.

1. Fall: x = 0. Dann ist die Gleichung wahr, wie man durch Einsetzen feststellt. 0
ist eine Losung: 0 € IL.

2. Fall: x # 0: Wir untersuchen die gegebene Gleichung iiber der verkleinerten
Grundmenge G = {z € @ | z # 0} = @ \ {0}. Uber dieser Grundmenge G ist nun
die Division durch = eine Aquivalenzumformung! Also:

z(r—3) = xz(2z+5) |:x(#0!)
= r—3=2x+5 | —z—5
— —8==x

Das bedeutet, dass unter den Zahlen # 0 die einzige Losung der Gleichung —8
ist. Zusammen mit der Losung 0 haben wir also gezeigt: 0 und —8 sind die beiden
einzigen Losungen: I = {—8,0}.
9) Die gesuchte Zahl nennen wir z. Die Forderungen der Aufgabenstellung lauten
dann: 3z = 5x + 4. Wir 16sen nun diese Gleichung;:
3r =br+4 | bz

= 2z =14 | :(—2)
<~ T = —2
Die gesuchte Zahl ist —2.
10) Sr —3(x —2) = 3(x + 3)
= 20+6 =3x+9 | —2x—9
<~ -3 ==z
Die gesuchte Zahl ist —3.
11) 3x —10 < 2(x +5)
<~ 3r—-10<2x+10 |—-2x+10
<~ r < 20

Die gesuchten Zahlen sind die rationalen Zahlen, die kleiner sind als 20.

12) Hier ist nach 5 Zahlen gefragt. Da diese aber aufeinanderfolgen sollen, geniigt es
die kleinste davon zu kennen; nennen wir sie z. Dann sind die anderen x + 1, x + 2,
x 4+ 3 und x + 4. Die gesuchte Zahl x muss also die folgende Gleichung erfiillen:

z+@+)+@+2)+(x+3)+(x+4) =4+ (z+1)).

z+@+1)+@+2)+(x+3)+(x+4) =4+ (x+1))

= 5x 410 = 8x + 4 | =5z —4
— 6 = 3z | :2
— 2=z
Die fiinf aufeinanderfolgenden Zahlen sind 2, 3, 4, 5 und 6.
13) 3r+2(x—1) = 5(x+2)
= br —2 =5x+10 | -5z
—= -2 =10

Es gibt keine Zahl mit den geforderten Eigenschaften.
Parameteraufgaben 16st man zunéchst genauso wie solche ohne Parameter. Man muss
hier nun jedoch besonders genau darauf achten, ob die beabsichtigten Umformungen
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auch tatsichlich Aquivalenzumformungen sind. In Aufgabe 14) ist dies noch problemlos.
Aber ab Aufgabe 15) muss man im Laufe der Rechnung durch Terme dividieren, von
denen nicht immer gesichert ist, dass sie # 0 sind (bzw. bei Ungleichungen, dass sie > 0
sind). Man ist dann gezwungen verschiedene Fille zu unterscheiden.

14) a) 3z +4a =5 +8a | -3z —8a
= —4a = 2z | :2(#£0)
<~ —2a =
Also: I = {—2a}.
b) (z +a)(a=2) < (z—-a)(a+2)
< wa+a®—2r—2a < ar —a®+2x —2a | —azx +2x +a®+ 2a
= 20 < 4x |4 (>0
— @ <y
Also:IL:{acEQ|:v>“2—2}:]§;oo[.
15) (x —a)(a+2)+4a = 2(x —a)
< ar—a®’+2r—2a+4a = 2x —2a | -2r+a®—2a
= ar = a® —4a (%)

Die jetzt iiblicherweise anstehende Division durch a (um z zu ‘isolieren’) ist aber
nur moglich, wenn a # 0 ist. Wir miissen also die beiden Félle ¢ = 0 und a # 0

unterscheiden:
1. Fall: a = 0. 2. Fall: a # 0.

Dann lautet die Gleichung (x): In diesem Falle konnen wir bei (x) mit
(x) 0-2=0%2-4-0 einer Division durch a fortfahren:
— 0=0 (*¥) ax = a®>—4a |:a(#0)

a®—4a

L=a. — T =%
— x=a—4
Also: L = {a — 4}

Damit ist in beiden Féllen die Losungsmenge bestimmt worden. Zusammengefasst:

[ — @® falls a = 0,
- | {a—4} fallsa#0.
16) 6(4x +a) = 8(3x + a)
< 24z +6a = 24+ 8a | —24x — 6a
<~ 0= 2a

Die Ausgangsgleichung hat also fiir alle x denselben Wahrheitswert wie die letzte
Gleichung 2a = 0. Deren Wahrheitswert héingt nun vom Wert von a ab:

1. Fall: a = 0. 2. Fall: a # 0.
Dann ist die letzte Gleichung, also auch  Dann ist die letzte Gleichung falsch, also
die erste wahr; das heifit L = @. auch die erste: IL = ().

o+ [@Q fallsa=0,
Zusammengefasst: I. = { 0 falls a #0.

17) a) Die erste Umformung, die man hier durchfithren mochte, ist die Division durch
a. Dies ist aber nur dann eine zuléssige Aquivalenzumformung, wenn a # 0 ist. Wir
unterscheiden daher wieder die beiden Fille:
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1. Fall: a = 0. 2. Fall: a # 0.

Dann lautet die Gleichung einfach: Dann ist die Division durch a eine Aqui-
ar = a | (a=0! valenzumformung und wir erhalten:
— 0=0 ar =a |:a(#0!)
Also: L = @ = =1
Also: L = {1}

@ falls a = 0,
{1} falls a # 0.

b) Hier ist dieselbe Fallunterscheidung notig.
1. Fall: ¢ = 0. Dann lautet die Gleichung 0 = 1 und ist falsch: IL = 0.
2. Fall:  #£ 0. Dann gilt az =1 <= z=1: L= {1}

18) a) Auch hier wire die erste Umformung eine Division durch a. Da es sich hier aber
um eine Ungleichung handelt, ist die Division durch a nur dann eine Aquivalenzum-
formung, wenn a > 0 ist; wenn hingegen a < 0 ist, muss man das Relationszeichen
(<, >) ‘umdrehen’. Wir haben daher hier 3 Fille zu unterscheiden:

1. Fall: a > 0. ar < a |:a(>0!)
— z<1
Also: L={zx € @ |z <1} =] —o0;1].
2. Fall: a = 0. Dann lautet die Ungleichung 0 -2 < 0, also 0 < 0, und ist falsch:
L=0.
3. Fall: a < 0. ar < a |:a(<0!)
— z>1
Also: L={x €@ |z > 1} =|1;00].
| —o0;1] falls a >0,
Zusammengefasst: I = < () falls a = 0,
11; 00 falls a < 0.
b) Hier miisste man zunéchst durch a? dividieren. Da aber a? nie negativ sein kann,
braucht man nur zwei Fille zu unterscheiden: a? = 0 und a? > 0. Die weiteren
Uberlegungen verlaufen wie in a) und man erhélt:

Zusammengefasst folgt: IL. = {

L— {] —o0;1[ falls a® > 0, d.h. falls a # 0,
0 falls a = 0.

¢) Vorsicht: Man fiihre solange wie moglich die iiblichen Aquivalenzumformungen
durch! Man unterscheide verschiedene Félle erst dann, wenn dies unbedingt notig
ist, d. h. wenn man multiplizieren oder dividieren will und sicherstellen muss, dass
der Divisor > 0 ist.

ar < x | —x
— ar—x <0
— (a—1)z <0 (%)

Jetzt ware der néchste Schritt die Division durch ¢ — 1. Man muss also nun die 3
Fallea—1>0,a—1=0und a — 1 < 0 unterscheiden.

1. Fall: a — 1 > 0. (%) (a—1)z <0 | :(a—1)(>0!)
— x <0
Also: L =]—-o00;0]
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2. Fall: a — 1 = 0. Dann lautet die Ungleichung (*) 02 < 0 und ist falsch: I = {).

3. Fall: a — 1 < 0. (¥) (a—1)z <0 | :(a—1) (< 0!
— x>0
Also: IL = ]0; 00|

Da a — 1 > 0 nichts anderes besagt als a > 1, erhilt man das Endergebnis:
| —o0;0[ fallsa>1,

L=<0 falls a = 1,
10; 00 falls a < 1.
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la Mathematik (Kg) 2. Mai 2002

Ubungen (6)

Bestimmen Sie Definitions- und Losungsmengen der folgenden Bruchgleichungen:

1)x+6_:1:+4
r  x+1
2
2) 0 =
r—3 3—=x
T 1
3 =1-
)x—l 1—2z
2 — 4 —
2) x—l: T
3—x -3
5) Se+1  x+3
30 — 10z 4z —12
4x T
6) 6 —24 12— 3x
r+2 22-2 1
7 = —
) 6x + 32 2
9 8 1
8) — — =0

r+3 -2 zx+1
Losen Sie die nachfolgenden Gleichungen durch Faktorisieren:

9) a) (x—3)-(z+1) =0, 10) a) 22 4 16 = 8z,
b) (z—3)(z+1)(z—2) =0, b) 22246246 = 22 —2x— 10,
c) (2:1;— 4)(3z+1) =0, c) 2z +2)(z+2)+5=09,
d) 6:)3 +3z =0, d) (:c +3)—36
e) 2x? — 50 =0, e) 2% + 4z = 422,
f) 2% — 6z +9 = 0. f) 2z(x+3) — 45—(3$—2)($—2).
Losen Sie die nachfolgenden Bruchgleichungen:
11) § 10 _ 40
r—3 x+3 22-9
3 2 or —4
12 =
)ac—|—4+a:—4 x? — 16
3 2 dr —4
1 — =
3) r+4 x—4 2x22-16
14) 6x+1 5x—3 4a*442
20+6 3x—9 3z2-27
3—z 24z 4r — 1
15 =
)x+1+x—3 x? —2x—3
3 2 1
16) - =0

22 +3c 22-2¢r 224+7—6
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la Mathematik (Kg) 2. Mai 2002

Ubungen (6) — Lésungen

1) Definitionsbereich ID = @\ {0, —1}. Uber diesem Bereich nimmt der Term z(z +1)
nie den Wert 0 an, also ist die Multiplikation damit eine Aquivalenzumformung.

Dies ergibt dann:

x+6_x+4

o Tzl | x(z+1)
= (x+6)(z+1)=z(x+4)
— 2+ Tr+6=2?+4r | —a?
= Tr +6=4x | —4z—6
= 3z =6 123
— Tr=—2

L={-2}, denn —2€¢D.

2) Definitionsbereich ID = @ \ {3}. Uber ID gelten die folgenden Aquivalenzen:

5 2
r—3 33—z
5 2
x—3 —(x—3) e =3)
2
— d=—=-2
-1
L=0.

3) Uber dem Definitionsbereich ID = @ \ {1} gelten die folgenden Aquivalenzen:

4) Uber D = @ \ {3} gilt:

la Mathematik (Kg)

x 1
r—1 11—z
x 1
— =1- —1
z— 1 —w-p | @l
= r=(r—1)—(-1)
= r=x | —x
— 0=0
L=D=0\{1}.
2—x_1:4—x
3—x T —
2—z 44—z
— = -3
—(z — 3) xr—3 | e=3)
— —2-z)—(z—-3)=4—=x
— l1=4—-=2
— r=3
L=0, denn 3 ¢ ID !
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5) Uber D = @ \ {3} gilt:

5 +1 T+ 3

30 — 10z 4z — 12
5 +1 x+3

—10(z —3)  4(z - 3) [-(=20)(@ —3)
— (Bax+1)-2=(x+3)-(-H)
— 102 +2=—-5x — 15
— 152z = —17
= = 17
T
17 17
L={—-— - = !
{ 15}, denn 5 € D
6) Uber D = @ \ {4} gilt:
@z
6r —24 12— 3z
4z x 6 2)
f— . xr —
6(x—4) —3(x—4)
— dr = —2x
— x=0
L={0}, denn 0 € ID.
7) Uber dem Definitionsbereich ID = ® \ {0} gilt:
r+2 x*-2 1 622

6 * 322 2
— (z+2) -2+ (2*-2)-2=322 |32

= 1?24+22+212—4-322=0 | +4
= 20 =4 | : 2
<= r=2

L={2}, denn 2 € D.

8) Uber dem Definitionsbereich ID = @ \ {—3,2, —1} gilt:

9 8 1
43 -2 x4+1
Iz —2)(x+1)=8(x+3)(z+1)—(z+3)(z—2)=

| (z+3)(x—2)(x+1)

0
— 0
— 92?2 —2—2)—8(z®+42+3)— (22 +2—-6)=0
— —42x — 36 =0
— w=—$

L={-%}, denn — ¢ D.
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9) a) (z—3)(z+1)=0 <= 2-3=0Ver+1=0 <= z=3Var=—1,
also L. = {—1, 3}.
b) (zt=3)(z+1)(z—2)=0 <= 2—-3=0Vx+1=0Ver—-2=0 <
<— r=3Vr=—-1Vz=2alsoL={-1,2, 3}
c) 2 —4)Bz+1)=0 <= 2r=4V3r=—-1 < z=2Vzr=-1/3,
also L. = {-1/3, 2}.
d) Hier faktorisiert man zunéchst durch Ausklammern und schlieit dann wie oben
weiter: 622 +32 =0 <= 32(22+1)=0 < 32=0V2zr=—-1
< r=0Vz=-1/2, und damit ist . = {—1/2, 0} die Losungsmenge.
e) Hier wird der Term mit der dritten binomischen Formel faktorisiert:
202 —50=0 <= 22 -25=0 < (z+5)(z—5) =0
< r+5=0Ver—-5=0 <= x=-5Ve=>5 also L ={-5, +5}.
f) 22 —62+9=0 <= (z-3)?=0 < 2—-3=0 < z=3,also L = {3}.
10) a) 22+16=8z < 22 -8+ 16=0 < (1—-4)?=0 <= 2-4=0 <
r =4, also I = {4}.
b) 222 +62+6=22-20—10 < 22 +82+16=0 < (v +4)? =0
r = —4, also I. = {—4}.
c) 20 +2)(z+2)+5=9 < 2224+ 6r+4-4=0 < 22 +3r=0 =
z(z+3)=0 < z=0Vze=-3 also L ={-3, 0}.
d) 3(22+3) =36 < 22+3=12 < 22 -9=0
<— (z+3)(x—3)=0 < z =43, also L ={-3, +3}.
e) Auch diese (kubische) Gleichung ist durch Faktorisieren l6sbar:
23 fdr =42 = 2° 42’ +4r =0 <= 2(2® —4x+4)=0
—= 2(x—-2)* =0 <= r=0Vz=2,
also L = {0, 2}.
f) 22(x +3) —45 = (32 — 2)(x — 2) <= 222+ 6x —45 = 322 — 8z +4 <—
22 —14r+49=0 < (r—-7)?=0 < x =7, also . = {7}.
Bei den nun folgenden Bruchgleichungen mufl man zur Bestimmung des Definitionsbe-
reiches die auftretenden Nenner faktorisieren. Dies erleichtert zugleich die Bestimmung
des Hauptnenners.
11) Die Nenner z — 3 und x + 3 werden 0 fiir x = +3 bzw. fir x = —3. Der qua-
dratische (!) Nenner 22 — 9 wird mit der dritten binomischen Formel zerlegt:
2?2 —9 = (x + 3)(z — 3). Dieser Term kann nur dann den Wert 0 haben, wenn
x —3 =0 oder x + 3 = 0 ist. Damit ist der Definitionsbereich der gesamten Glei-
chung D = ® \ {-3,+3}.
Zugleich erkennen wir (x4 3)(z —3) als Hauptnenner, mit dem wir dann die Bruch-
gleichung multiplizieren. Uber ID gelten dann die folgenden Aquivalenzen:

8 10 40
r—3 x+3 22-9

8 10 40

— — = (x—3 3

=3 143 @_3@+ry | EYEEI
< 8(r+3)—10(x —3)=40
= —2x+54=40 | —54
= —2x=-14 |: (-2)
— r="1

L={7}, denn 7€ D.
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12) Hier benutzt man entsprechend #?—16 = (z—4)(z+4) und erhélt D = Q\{—4, +4}.
Uber DD gilt dann:

3., 2 _ be—d
r+4 w—4 22-16
3 2 or — 4
- (z — 4)(z + 4
x+4+x—4 (x —4)(x+4) o=+
= 3r—4)+2x+4)=5zr—4
= b —4=>5xr—4 | —bx+4
— 0=0
L=D=0\ {4 +4)
13) Uber D = @ \ {—4, +4} gilt:
3 2 br—4
r+4 w—4 22-16
3 2 or — 4
— — = (x—4 4
i+l i @oDery | EoYEtd
— 3(r—4)—2x+4)=bxr—14
= r—20=>5xr—4 | —x+4
= —16 =4x | : 4
@ —4:x
L=0, denn —4¢ D!

14) Wir stellen die drei Nenner als Produkte dar (durch Ausklammern bzw. mittels
binomischer Formeln) und erhalten: 2(z + 3), 3(z — 3) und 3(x + 3)(x — 3). Daraus
entnehmen wir den Definitionsbereich ID = @ \ {—3, 3}, sowie den Hauptnenner 6(x —
3)(z + 3). Uber ID gelten dann die nachfolgenden Aquivalenzen:

6z+1 bz—3 4a?+42
2¢+6 3r—9 3x2-27
6x +1 Sr — 3 4x?% 4+ 42

= 2@+3) 3@-3) 3a-ats | CEE+3)
— (6z+1)-3(x—3)— (bx —3)-2(z+3)=(4a% +42) - 2
e 1822 —5lz — 9 — (1022 + 24z — 18) =822 + 84
— — 753 =175
= rz=-—1
L={-1}, denn — 1€ D.

15) Hier mufl man zur Bestimmung des Definitionsbereiches die quadratische Gleichung
22 — 22 — 3 = 0 16sen. Da man weder ausklammern noch eine binomische Formel
anwenden kann, fehlen Thnen (noch) die nétigen Hilfsmittel. Wenn man jedoch
den Verdacht hat, daf§ dabei die schon durch die anderen Nenner (z 4+ 1, z — 3)
bestimmten Ausnahmen —1, 43 eine Rolle spielen kénnten, so berechne man einmal
das Produkt (z + 1)(z — 3) und erhiilt gerade (z + 1)(z — 3) = 22 — 22 — 3. Damit
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folgt ID = @ \{—1,3}. Zugleich erleichtert die Zerlegung 2?2 —22-3 = (z+1)(z—3)
auch die weiteren Aquivalenzumformungen iiber ID:

3—x+2—|—x_ 4y — 1
x+1 -3 22—2x-—3
3—x 2—|—x_ 4 — 1

= . D(x —
= 71 13 @ine—3 | EtDE=3
—= B-2)(z-3)+2+2x)(r+1)=42—-1
— —2?+62—-9 + 2®+3x+2=42x—1
< 9r —T=4z -1
— or =6
= r=23

L={%}, denn & € D.

16) Wieder zerlegen wir zuerst die Nenner in Faktoren. Die ersten beiden durch Aus-
klammern: z(z + 3), z(z — 2). Wir vermuten, daff der dritte Nenner aus den beiden
Linearfaktoren z +3 und = — 2 zusammengesetzt ist; in der Tat gilt (z+3)(z—2) =
x? + z — 6. Damit ist der Definitionsbereich dieser Gleichung ID = ® \ {0, —3,2}
und iiber ID gelten die folgenden Aquivalenzen:

3 2 1
22 4+3x 22—-2¢ 224+2x—6
3 2 1

— x(m+3)_x(m—Z)_(x+3)(x—2):Ol.x(x+3)(w_2)
= 3(x—2)—2(z+3)—xz=0
— 3 —6—-—2r—-6—-—2=0
<~ —12=0
L=0.
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1)

5)

Ubungen (7)

Zeigen Sie:

Stimmen in einem Dreieck an zwei Eckpunkten die Winkel {iberein, so ist die Hohe
durch den dritten Punkt zugleich Winkelhalbierende und das Dreieck symmetrisch
dazu. Insbesondere ist es gleichschenklig.

Mit den iiblichen Dreiecksbezeichnungen gilt: « = 8 <= a = b.

Ein gleichseitiges Dreieck ist ein Dreieck mit drei gleich langen Seiten. Zeigen Sie:
a) In einem gleichseitigen Dreieck betragen alle Winkel 60°.
b) Ein Dreieck, in dem simtliche Winkel 60° betragen, ist gleichseitig.

Zeigen Sie:

a) Ein Punkt P hat genau dann von zwei verschiedenen Punkten A und B denselben
Abstand, wenn er auf der Mittelsenkrechten zu A und B liegt.

b) Es sei ABC ein Dreieck und M der Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten.
Zeigen Sie, dafl M von allen drei Eckpunkten denselben Abstand hat und der
gemeinsame Schnittpunkt aller drei Mittelsenkrechten ist.

c) M ist der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks.

Zeigen Sie mit Hilfe der Kongruenzsitze:

a) Halbieren sich in einem Viereck die Diagonalen gegenseitig, so liegt ein Paralle-
logramm vor.

b) Schneiden sich die Diagonalen eines Vierecks in ihrem jeweiligen Mittelpunkt im
rechten Winkel, so ist das Viereck eine Raute.

Welche Bedingungen miissen die Diagonalen eines Vierecks erfiillen, damit ein Dra-
chenviereck vorliegt? Begriinden Sie Thre Antwort mit Hilfe geeigneter Kongru-
enzsitze.

Zeigen Sie: Ein Drachenviereck mit Diagonalen der Lénge a, b hat die Fliache %.

In welchem Verhiltnis teilen sich die Diagonalen eines Trapezes, dessen Grundlinie
doppelt so lang ist wie die parallele Deckenlinie? Begriinden Sie Ihre Antwort mit
dem Strahlensatz.

Ein regelmdfliges n-Eck wird gebildet durch n Punkte auf einem Kreis, bei denen
benachbarte Punkte stets denselben Abstand haben. Den Kreis, auf dem die Ecken
liegen, nennt man den Umkreis. Verbindet man benachbarte Eckpunkte mit dem
Umbkreismittelpunkt, so erhélt man n Dreiecke.

a) Zeigen Sie, dafl diese Dreiecke kongruent sind und bestimmen Sie ihre Winkel.
b) Zeigen Sie: Die Kantenléinge eines regelméfiigen 6-Ecks ist gleich dem Umkreis-
radius.

c¢) Begriinden Sie damit eine Konstruktionsvorschrift fiir das regelméflige Sechseck.

Beweisen Sie mit Hilfe nebenstehender Figur durch
geeignete Flachenberechnung den Satz des Pythago-
ras.
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Ubungen (7) — Lésungen

1) Die nebenstehende Skizze veranschauliche das gegebene Drei-
eck. Wir setzen voraus, dafl die Winkel a und g iibereinstim-
men: o = (3. (Dies ist in der Zeichnung bewuft nicht genau
erfiillt, damit man nicht durch die Zeichnung zu voreiligen
Schliissen kommt, sondern immer gezwungen ist, eventuel-
le Behauptungen genau zu begriinden.) Die eingezeichnete b a
Winkelhalbierende durch C' zerlegt das Dreieck in zwei Teil-
dreiecke. Beide Teildreiecke haben identische Winkel § sowie
nach Voraussetzung einen weiteren iibereinstimmenden Win-

kel o = 3. Nach dem Winkelsummensatz miissen dann auch
die jeweiligen dritten Winkel beider Dreiecke an der Ecke S
iibereinstimmen®.

Daraus folgt nun, dafl die beiden Teildreiecke in einer Seite (der Winkelhalbierende)
und den beiden angrenzenden Winkeln tibereinstimmen. Nach dem Kongruenzsatz
(WSW) sind die beiden Teildreiecke kongruent, und zwar werden sie durch Spie-
gelung an der Winkelhalbierenden deckungsgleich. Damit ist das Gesamtdreieck
symmetrisch zur Winkelhalbierenden. Insbesondere sind die Seitenléngen a und b
(Bezeichnungen laut Skizze) gleich: Das Dreieck ist gleichschenklig.

2) a) In einem gleichseitigen Dreieck sind alle Seitenpaare gleich lang, also die ihnen
gegeniiberliegenden Winkel gleich grof3. Damit sind alle drei Winkel gleich grof,
wegen des Winkelsummensatzes also jeweils 60°.

b) Umgekehrt schlieft man genauso, da zwei gleich grofen Winkeln immer gleich
lange Seiten gegeniiberliegen.

3) a) Eine ‘genau dann, wenn’-Aussage setzt sich immer aus zwei Teilbehauptungen
zusammen. In unserem Falle:

1. Wenn der Punkt P auf der Mittelsenkrechten zu A und B liegt, dann hat er von
A und B den gleichen Abstand.

2. Wenn P von A und B denselben Abstand hat, dann liegt P auf der Mittelsenk-
rechten.

1. Wir setzen voraus, dafl P auf der Mittelsenkrechten zu A und B liegt. Es be-
zeichne M den Mittelpunkt zwischen A und B (Skizze anfertigen!). Dann sind die
beiden Dreiecke AM P und BM P kongruent (Kongruenzsatz (SWS), denn sie ha-
ben die Seite M P gemeinsam, die Seitenlingen |[AM| und |BM]| sind gleich (da
M der Mittelpunkt ist), und der eingeschlossene Winkel ist auch derselbe, ndmlich
90%). Wenn die beiden Dreiecke kongruent sind, sind insbesondere die Seitenlingen
|PA| und |PB]| gleich, das heifit: P hat von A und B denselben Abstand.

2. Wir betrachten im Dreieck ABP. Dieses ist nach Voraussetzung gleichschenklig.
Also stimmen in ihm die Hohe durch P und Mittelsenkrechte der gegeniiberliegen-
den Seite iiberein (siehe Satz tiber gleichschenklige Dreiecke, Skript S. 31). Damit
liegt P auf der Mittelsenkrechten.

b) Da M auf einer der Mittelsenkrechten liegt, etwa der zu A und hat M von bei-
den Punkten denselben Abstand (siehe a)). Dasselbe gilt etwa auch fiir B und C.

) Da beide zusammen einen gestreckten Winkel (180°) ergeben, miissen beide 90°
betragen und die Winkelhalbierende ist zugleich Hohe.
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Also hat M von allen drei Ecken denselben Abstand. Wenn aber der Abstand von
A und C iibereinstimmt, mufl M auch auf der dritten Mittelsenkrechten zu A und
C liegen: Alle drei Mittelsenkrechten verlaufen durch den Punkt M, schneiden sich
also in einem einzigen Punkt.

c) Der Kreis ist die Ortslinie aller Punkte, die von einem festen Punkt (genannt
Mittelpunkt) einen festen Abstand (genannt Radius) haben. Da alle drei Eckpunk-
te des Dreiecks von M denselben Abstand haben, liegen sie auf einem Kreis mit
Mittelpunkt M. Diesen Kreis durch die drei Eckpunkte nennt man den Umkreis
des Dreiecks.

4) a) Sei ABCD das Viereck und S der Diagonalenschnittpunkt. Die beiden Diago-
nalen unterteilen das Viereck in vier Dreiecke (Skizze anfertigen!). Wir behaupten,
daf} die einander gegeniiberliegenden Dreiecke ABS und C DS bzw. ASD und BC'S
kongruent sind.

Begriindung: Die beiden Dreiecke ABS und C'DS haben bei S denselben Win-
kel (Gegenwinkel). Auflerdem sind nach Voraussetzung die angrenzenden Stiicke
auf den Diagonalen gleich lang, also sind beide Dreiecke nach dem Kongruenzsatz
(SWS) kongruent. Dasselbe gilt dann auch fiir die beiden anderen Teildreiecke.
Aufgrund der Kongruenz sind insbesondere auch entsprechende Winkel gleich grof.
So stimmen etwa die Winkel ZAC'D und /CAB iiberein. Dies bedeutet, daf} die
Diagonale AC' die Vierecksseiten AB und DC unter denselben (Wechsel-)winkeln
schneidet; die Vierecksseiten sind also parallel. Genauso argumentiert man fiir das
andere Seitenpaar. Damit liegt ein Parallelogramm vor.

b) Hier wird zusdtzlich vorausgesetzt, dafi sich die Diagonalen rechtwinklig schnei-
den. Das bedeutet, dal bei S alle 4 Winkel gleich grof§ sind. Damit werden von
den oben betrachteten 4 Teildreiecken auch die benachbarten kongruent (eine halbe
Diagonale als gemeinsame Seite, jeweils rechter Winkel bei S und zwei gleich lange
Halften der anderen Diagonale, Kongruenzsatz (SWS)). Wenn aber alle vier Teild-
reiecke kongruent sind, sind alle vier Seiten des Parallelogramms gleich lang: Das
Viereck ist also eine Raute.

5) Schneiden sich die Diagonalen eines Vierecks rechtwinklig und wird eine halbiert,
so liegt ein Drachenviereck vor.

Begriindung: Aufgrund der Voraussetzung ist eine der Diagonalen die Mittelsenk-
rechte der anderen. Sei etwa die Diagonale AC' die Mittelsenkrechte zur Diagonalen
BD. Dann hat der Punkt A von B und C denselben Abstand (siehe Aufgabe 3)),
also sind die von A ausgehenden benachbarten Vierecksseiten gleich lang.
Dasselbe gilt fiir den ebenfalls auf der Mittelsenkrechten von BD liegenden Punkt
C, so dafl auch die von C' ausgehenden Vierecksseiten gleich lang sind: Das Viereck
ist folglich ein Drachenviereck.

Von der hier bewiesenen Aussage gilt auch die Umkehrung: In einem Drachenvier-
eck schneiden sich die Diagonalen rechtwinklig und eine wird halbiert. Siehe dazu
die néchste Aufgabe.

6) Ein Drachenviereck ist definitionsgeméfl aus zwei gleichschenkligen Dreiecken mit
gemeinsamer Basis zusammengesetzt. Die gemeinsame Basis ist eine Diagonale des
Vierecks (etwa von der Lange a) und wird durch die andere Diagonale (Lénge b)
halbiert und rechtwinklig geschnitten (im gleichschenkligen Dreieck stimmen Hohe,
Winkel- und Seitenhalbierende durch die Spitze und Mittelsenkrechte der Basis
iiberein).

Die Flache der beiden gleichschenkligen Dreiecke ist also gleich der halben Ba-
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sisldnge a/2 multipliziert mit der jeweiligen Hohe. Da die beiden Héhen zusammen
die zweite Diagonale ergeben, ergeben die beiden Flichen zusammen A = % - b.

7) Wir zeichnen die beiden Diagonalen ein (Skizze anfertigen!) und erhalten dadurch
eine Strahlensatzfigur: Die beiden Diagonalen als sich schneidende Geraden (Schnitt-
punkt S) und zwei gegeniiberliegende parallele Seiten des Trapezes. Nach dem
Strahlensatz ist dann das Verhéltnis der Abschnitte auf den Parallelen (nach Vor-
aussetzung 1 : 2) gleich dem Verhéltnis der von S ausgehenden Abschnitte auf den
Geraden (Diagonalen). Damit teilt S die Diagonalen ebenfalls im Verhéltnis 1 : 2.

8) a) Die Teildreiecke haben am Mittelpunkt alle denselben Winkel ¢ = 3(;00, da
die Eckpunkte gleichméfig auf dem Kreis angeordnet waren. Auflerdem sind die
vom Mittelpunkt ausgehenden Seiten alle gleich lang, ndmlich gleich dem Kreisra-
dius. Damit sind die Teildreiecke kongruent (SWS). Auflerdem sind die Teildreiecke
gleichschenklig, so dafl die an der Peripherie liegenden Winkel ebenfalls alle gleich

grof3 sind, und zwar

b) Bei n = 6 ergibt sich ¢ = 60° und damit sind die beiden verbleibenden (gleich
groBen) Winkel ebenfalls 60°. Damit ist das Dreieck gleichseitig (siehe Aufgabe 2b))
und alle Seitenldngen gleich dem Radius.

c¢) Nach b) sind ist die Seitenléinge des regelméfigen 6-Ecks gleich dem Radius seines
Umbkreises. Man zeichnet daher einen Kreis, setzt den Zirkel auf einen beliebigen
Peripheriepunkt und schlégt um diesen einen Kreis mit unverédndertem Radius.
Von den entstehenden zwei Schnittpunkten mit dem Ausgangskreis ausgehend wie-
derholt man dies und erhélt so die Eckpunkte des regelméfligen 6-Ecks auf dem
Kreis.

9) Die skizzierte Figur entsteht, indem man die Katheten des rechtwinkligen Dreiecks
verlangert, und jeweils dasselbe Dreieck um 90° gedreht ansetzt. Dies bedeutet,
dass das innen liegende Viereck rechte Winkel hat und dort folglich ein Quadrat
der Kantenldnge c entsteht. Zusammen mit den 4 angrenzenden rechtwinkligen
Dreiecken erhilt man eine Gesamtfliche A = ¢? +4 - %b = c? + 2ab.

Andererseits kann man die Flache auch tiber das grofle Quadrat ermitteln; dieses
hat die Kantenliinge a+b, so dass die Gesamtfliiche auch als A = (a+b)? berechnet
werden kann. Damit folgt:

c? +2ab = (a +b)?> = a® +2ab+b*, also c* =a® +b>.
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