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I. Zahlfolgen und der Grenzwertbegriff

§1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

a. Folgen. Bei zahlreichen Gelegenheiten werden irgendwelche Objekte nummeriert und lis-
tenméBig erfasst. Zum Beispiel die Namensliste Thres Leistungskurses Mathematik auf der re-
gelméBig umlaufenden Anwesenheitsliste:

. Albrecht, Felix

. Dubois, Jeannette

. Gafert, Daniel

. Glaubitz, Dominique

. Hira, Brinder Singh

. Kazemi-Tabar, Marcel
. Klapproth, Oliver

. Naumova, Natalia

. Reichert, Tobias

. Rieger, Thomas

© 00 3 O O i W N

N
— O

. Vesen, Daniel

—_
[\

. Werner, Enrico
. Wolff, Esther

—_
w

Durch eine solche Liste wird eine Zuordnung hergestellt: 1 — Albrecht, 2 — Dubois, 3 —
Gafert, . ... (Lesen Sie '+’ als ‘wird zugeordnet’ oder ‘wird abgebildet auf’.) Da den Zahlen
jeweils genau ein Name zugeordnet wird, liegt eine Funktion vor, deren Definitionsbereich eine
Menge von natiirlichen Zahlen ist. Eine Funktion dieser Art nennt man eine Folge. Bei dem
genannten Beispiel ist der Definitionsbereich die Menge {1,...,13}, da Ihr Leistungskurs 13
Teilnehmer hat. Der Definitionsbereich ist somit eine endliche Menge. Man spricht daher hier
auch von einer endlichen Folge.

Von besonderer Bedeutung sind solche Folgen, deren Werte Zahlen sind. Sie nennt man
Zahlfolgen. Willkiirliche Beispiele sind etwa 2, 4, 6, 8 ... oder 1, 4,9, 16 ... oder 2, 3, 5, 7, 11,
13 .. .. Wir werden uns dabei im Folgenden vorwiegend fiir unendliche Zahlfolgen interessieren,
und sprechen dann einfach von Folgen:

(1.1) Definition: Eine (unendliche) Folge ist eine Funktion, deren Definitionsbereich die
Menge der natiirlichen Zahlen IV ist und deren Werte (beliebige reelle) Zahlen sind.

Fiir Zahlfolgen haben sich besondere Zeichen eingebiirgert: Den Funktionsterm f(n) be-
zeichnet man bei Folgen oft in der Indexzschreibweise mit a,, und nennt ihn auch das n-te Fol-
genglied. Die gesamte Folge wird mit (a,)nen oder auch kurz mit (a,) bezeichnet. Manchmal
ist es niitzlich, die Numerierung der Folgenglieder schon mit der 0 beginnen zu lassen; dann ist
Ny ={0,1,2,3,...} der Definitionsbereich und man schreibt fiir die Folge (ay,)nemn,-

Ubung: Lehrbuch S. 68, Nr. 3,4.

b. Explizite und rekursive Definitionen. In der letzten Ubungsaufgabe Nr. 4 werden
die Folgen nicht explizit durch Angabe eines Terms fiir a, definiert, sondern durch eine so-
genannte Rekursion. Diese besteht aus zwei Teilen: der Definition des Anfangsgliedes a; und
einer Vorschrift, mit der man aus dem Folgenglied a,, das nachfolgende a,; berechnet. Siehe
Ubungsaufgaben (1).

Um die Ubereinstimmung einer explizit und einer rekursiv definierten Folge zu zeigen, geht
man wie folgt vor:

1. Man zeigt, dass bei beiden Definitionen das jeweils erste Folgenglied iibereinstimmt.

2. Sodann zeigt man, dass die explizite Definition die rekursive erfillt. Dazu setzt man die
explizite Definition in die rekursive ein und muss dann zeigen, dass die entstehende Beziehung
fir alle n giiltig ist.

Wir wollen dies einmal an den Beispielen der Ubungen (1) durchfiihren.

1. Beispiel: Ubereinstimmung der expliziten Definition 5) mit der rekursiven Definition 4):
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1. Bei beiden Definitionen ergibt sich a; = 1.
2. Wir setzen die explizite Definition (siehe 5))

an = w (1)

in die rekursive Definition (siehe 4))
Ap = Ap_1+MN (2)

ein. Dazu miissen wir die explizite Form fiir a,, und a,,—; zur Verfiigung haben. a,, ist in (1)
gegeben. Wir erhalten daraus a,_1, wenn wir in (1) dberall n durch n — 1 ersetzen. (Dies ist
zuldssig, da ja (1) fiir alle natiirlichen Zahlen giiltig ist.)

An-1 = (n = 1)(2_ 1+1) _ (n;l)n. (1)

Setzt man (1) und (1’) in (2) ein, so erhélt man die Formel

n(n2—|— 1) _ (n —21)n . 3)

Wir miissen nun zeigen, dass diese Gleichung (3) iiber der Grundmenge IN allgemeingiiltig ist,
d. h. dass fiir alle n € IN wahr ist. Dazu formen wir (3) dquivalent um:

n(n2+1) _ (n—21)n+n = nn+1)=(n—1n+2n

2 _n+2n <= n*+n=n’>+n.

= n’+n=n
Die letzte der Gleichungen ist offenbar allgemeingiiltig, da die Terme auf beiden Seiten identisch
sind. Damit ist auch (3) allgemeingiiltig und wir haben gezeigt: Die durch (1) explizit definierte
Folge erfiillt die rekursive Definition (2); beide Folgen sind also identisch.
2. Beispiel: Die Ubereinstimmung der Folgen 7) und 8) der Ubungen (1).
1. Das erste Folgenglied ist in beiden Féllen a; = 1.
2. Die explizite Form von 7) ist

an = n?. (1)

Dies ergibt fiir n — 1
an1 = (n—1)2. (1)

Setzt man dies in die rekursive Definition (siehe 8))
Gpn = ap—1 +2n—1 (2)
ein, so ergibt sich die Gleichung
n*=mn-1>*+2n—-1. (3)

Wir miissen (3) also zeigen, dass diese Gleichung allgemeingiiltig ist.

2 2 2

nP=mn-124+2n—-1 <= n*=n*-2n+1+2n—-1 <= n?=n?.

Wieder erhalten wir durch einfache Aquivalenzumformungen, dass die Gleichung (3) allge-
meingiiltig ist, also die explizite Definition (1) und die rekursive Definition (2) dieselbe Folge

definieren.
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Durch den Nachweis der Ubereinstimmung der Folgen 4),5) bzw. 7),8) haben wir die fol-
genden interessanten ‘Summationsformeln’ bewiesen:

1
1+2+...+n:% und 1+3+5+...+2n—1)=n?

c. Vollstindige Induktion. Die obigen Uberlegungen sind Spezialfille des sog. Beweis-
prinzips der vollstindigen Induktion. Diese ist ein wichtiges Mittel, Formeln (oder allgemein Aus-
sageformen) fiir alle natiirliche Zahlen zu beweisen. Sie steht im Kontrast zum Prinzip der (un-
vollsténdigen) Induktion, bei dem aufgrund von Einzelfillen auf eine allgemeine GesetzméBigkeit
geschlossen wird. Dieses in allen Naturwissenschaften verwendete erkenntnistheoretische Prinzip
ist keine Beweismethode im mathematisch-logischen Sinne.

Es sei A(n) eine zu beweisende Formel (oder Aussageform) mit der Variablen n fiir beliebige
natiirliche Zahlen. Beispiele fiir derartige Formeln sind etwa

1
A(n) : 1+2+...+n:%,
B(n): 14+3+45+...+2n—1)=n?,
1
C(n): 12+22+...+n2:6n(n—|—1)(2n—|—1),
2 12
D(n) : 13+23+...+n3:$.

Will man derartige Formeln fiir alle n als richtig nachweisen, so kann man dies oft nicht direkt
auf einen Schlag schaffen, vielmehr beweist man die Aussagen der Reihe nach firn =1,2,3,....
Da man aber nicht unendlich viele Einzelbeweise fithren kann, benutzt man hier das Prinzip der
vollstéindigen Induktion, das folgendermaflen lautet:

(1.2) Beweisprinzip durch vollstindige Induktion:

Zum Beweis einer Aussageform A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n € IN geniigt der Nach-
weis folgender Tatsachen:

Induktionsanfang: A(n) gilt fir n = 1.

Induktionsschritt fiir beliebiges n:

Aus der Giiltigkeit von A(n) folgt auch die Giiltigkeit von A(n + 1).

Man erkennt den einleuchtenden Grundgedanken: Wenn A(1) bewiesen ist (Induktionsanfang),
muss nach dem Induktionsschritt auch die néchste Aussage A(2) gelten, daraus folgt wieder
nach dem Induktionsschritt die Giiltigkeit von A(3), dann A(4), A(5) usw.

Der Vorteil des Induktionsprinzips ist die Tatsache, dass man beim Nachweis von A(n + 1)
die Giiltigkeit von A(n) voraussetzen kann. Man hat also scheinbar zusétzliche Information
gewonnen. Wir wollen dies an den oben angegebenen Aussageformen exemplarisch verdeutlichen.
Nachweis von A(n) fiir alle n:

Induktionsanfang n = 1: Setzt man n = 1, so reduziert sich die Summe auf der linken Seite von
1(141)
2

A(n) auf einen Summanden 1, und A(1) lautet dann 1 = , was ganz offensichtlich wahr
ist. Damit ist der Induktionsanfang bewiesen.

Induktionsschritt n — n + 1: Wir fixieren ein n € IV und gehen davon aus, dass die Formel

1
An): 14+2+... +n= %
gilt. Wir miissen nun die Giiltigkeit von

(n+D(n+1+1) (n+1)(n+2)
2 B 2

An+1): 14+24+...+n+(n+1)=
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nachweisen. (Man nennt A(n + 1) die Induktionsbehauptung und A(n) die Induktionsvorausset-
zung.) Wir formen nun A(n + 1) dquivalent um, wobei wir A(n) benutzen diirfen:

An+1) < (1+2+...+n)+(n+1):(n+1)2ﬂ
n(n+1) (n+1)(n+2)

o) — 5 —f—n—i—l:f

<~ nn+1)+2n+1)=n+1)(n+2)

<~ n+2)n+1)=mn+1)(n+2)

(Begriinden Sie alle Umformungsschritte!) Die letzte Gleichung ist offenbar allgemeingiiltig,
womit der Induktionsschritt bewiesen ist. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ist
A(n) eine iiber IN allgemeingiiltige Aussage.

Nachweis von B(n) fiir alle n:

Induktionsanfang n = 1: Setzt man n = 1, so reduziert sich die Summe auf der linken Seite von
B(n) auf einen Summanden 1, und B(1) lautet dann 1 = 12, was ganz offensichtlich wahr ist.
Damit ist der Induktionsanfang bewiesen.

Induktionsschritt n — n + 1: Wir fixieren ein n € IN und wollen

Bn+1): 14+3+...+2n—-1)+2n+1)—1)=(n+1)?

beweisen, wobei wir
B(n): 1+34+...+(2n—1)=n?

voraussetzen kénnen. Wieder formen wir B(n + 1) mittels B(n) dqivalent um

B(n+1) ﬁ n?+2n+1) = (n+1)>
n

und erkennen unmittelbar, dass diese Aussage allgemeingiiltig ist (binomische Formel!).

Ubung: Beweisen Sie, dass auch die Formeln C(n) und D(n) allgemeingiiltig sind. Welche
erstaunliche Beziehung ergibt sich aus der Kombination von A(n) mit D(n)?

d. Monotonie und Beschrinktheit. Bei der Untersuchung der Folgen von Ubungen (1)
haben wir uns auf die folgenden Eigenschaften konzentriert:

(1.3) Definition: Eine Folge (a,)nen heifit

. alternierend, wenn die Folgenglieder stdndig ihr Vorzeichen wechseln.

... nach oben beschrdnkt, wenn es eine Zahl S gibt mit a,, < S fiir alle n € IN. Eine solche

Zahl S nennt man eine obere Schranke. Entsprechend definiert man untere Schranke und

nach unten beschrdnkt.

... beschrinkt, wenn sie nach oben und nach unten beschriankt ist.

. monoton steigend, wenn fiir alle n € IN gilt a,, < a,11. Entsprechend definiert man
monoton fallend.

... monoton, wenn sie monoton steigend oder monoton fallend ist.

Zum Nachweis dieser Eigenschaften fiir konkrete Folgen geht man etwa wie folgt vor. Un-
tersucht man eine Folge auf Monotonie, etwa ob sie monoton steigt, so hat man zu zeigen, dass
die Ungleichung

ap, < Apt1

allgemeingiiltig ist, d. h. ihre Lésungsmenge ganz IV ist. Man hat also eine Ungleichung zu ldosen.
Wir fiithren dies einmal fiir die Folge

3n —5
C2n+7
durch. Aufgrund der Berechnung der ersten Folgenglieder kann man vermuten, dass die Fol-
ge monoton steigt. Wir untersuchen also die Ungleichunge a,, < a,41. Dazu bestimmen wir

Qn
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zunéchst eine Formel fiir a,,41, indem wir in der gegebenen Formel fiir a,, die Variable n durch
n + 1 ersetzen:

_3n—5
4T

3n+1)—5 3n—2
2n+1)+7 2n+9°

= Ap+1 =

an

Dann gilt

IN

Qn, Ap41
3n—2>5 3n—2
2n+7 2n+9

—

IN

|-(2n+7)(2n+9) >0

<= (Bn—-5)(2n+9) < B3n—2)(2n+7)
< 6n?2+1Tm—45 <6n?’+17n—14 | —6n2—17n
— —45 < —14.

(Wiederholen Sie zur Ubung die fiir Ungleichungen giiltigen Aquivalenzumformungen.) Nun ist
die letzte Ungleichung fiir alle natiirlichen Zahlen n richtig, also a, < a,41 fiir alle n, was zu
zeigen war.

Bei Monotonienachweisen rekursiv definierter Folgen beachte man, dass wegen a,, < a1
= ap41 — an > 0 gilt:

(@n)neny {monoton steigend
n/ne

— >0
- — fiir all N.
monoton fallend ant1 = Gn { ir alle n €

<0

In den Beispielen 4) und 8) ist aufgrund der rekursiven Definition die Differenz zweier aufein-
anderfolgender Glieder explizit angegeben: in 4) gilt a,, —a,—1 =n > 0und in 8) a, — a,—1 =
2n — 1 > 0. Beide Folgen sind also monoton wachsend.

Wir wollen uns nun dem Nachweis der Beschrdnktheit von Folgen zuwenden. Auch dies
fiihrt auf die Losung von Ungleichungen. Jedoch muss man zundchst einen Kandidaten fiir eine
obere/untere Schranke finden! Hat man diesen jedoch gefunden, so muss man zum Nachweis der
Beschrénktheit (etwa nach oben) lediglich zeigen, dass die folgende Ungleichung fiir alle n € IV
giiltig ist:
anp < 8.

Wir wollen dieses Vorgehen wieder an der schon oben betrachteten Folge

_3n—5
o+

an

erldutern. Aufgrund der Berechnung der ersten Folgenglieder vermuten wir, dass diese Folge nach
oben durch S = 2 beschrénkt sein kdnnte. Zum Nachweis miissen wir die folgende Ungleichung
als allgemeingiiltig nachweisen:

a, < 2
3n—25
= < 2 (2 7) >0
n+7 T (20 +7)
< 3n—-5<4n+14 | -3n—-14
<= —-19 < n

Wieder ist die letzte Ungleichung iiber der Grundmenge IV allgemeingiiltig und die Behauptung
ist bewiesen. (Beweisen Sie zur Ubung auf gleichem Wege, dass sogar 3/2 eine obere Schranke
ist.)

Man kann diese Methode der Riickfiihrung auf zu lésende Ungleichungen auch benutzen,
um evtl. eine Schranke zu finden. Auch dazu ein Beispiel:

_ In + 14
An+12°

an
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Wir suchen eine obere Schranke S, d. h. eine Zahl S, fiir die die Ungleichung a,, < S allge-
meingiiltig ist. Dies bedeutet, dass wir die Ungleichung a,, < S fiir beliebiges S l6sen miissen.
Man hat es daher mit einer Ungleichung mit einem Parameter (nidmlich S) zu tun. (Die Unbe-
kannte ist nach wie vor n.) Mittels Aquivalenzumformungen erhalten wir:

IN

an

In + 14

4n + 12

= Mm+14<S-(4n+12) | -9n—12S
— 14-125 < (45 -9)n

—

IN

S | -(4n+12) >0

Wir erkennen an der letzten Ungleichung: W#hlt man man S so, dass 45 —9 > 0 ist (zum
Beispiel S = 3), so wird die rechte Seite positiv, die linke dagegen negativ, die Ungleichung also
fiir jedes n € IN giiltig. Damit ist S = 3 eine obere Schranke fiir die Folge (a,,).
Man kann durch systematische Losung der letzten Ungleichung mit allen notwendigen Fallun-
terscheidungen (vgl. Skript Einfithrungsphase, Abschnitt 4.d.) zeigen, dass S = 9/4 die kleinste
obere Schranke ist.

e. Geometrische Folgen. Unter den Beispielen der Ubungsaufgaben (1) kamen einige
miteinander verwandte Folgen vor, die Folgen 1), 6) und 11).

(1.4) Definition: Eine geometrische Folge ist eine Folge (a,), bei der jedes Folgenglied
durch Multiplikation mit einer festen Zahl ¢ # 0 aus dem vorangehenden entsteht:

ap =q- an_1 fir allen € IV (1)

Bei geometrischen Folgen nummeriert man (iiblicher- und sinnvollerweise) bei n = 0 beginnend.
Eine geometrische Folge ist also durch ihr Anfangsglied ag und den Quotienten ¢ eindeutig
bestimmt. Man kann sie explizit beschreiben durch

a, = ap-q" fir allen € INg . (2)

Ubung: Bestimmen Sie ¢ fiir die Beispielfolgen 1), 6) und 11). (Antwort: 1) ¢ = —1, 6)
qg=3,11) g = —1/3.) Vergleichen Sie die auf dem Lésungsblatt angegebene explizite Form mit
der in Formel (2).

Ubungen: Lehrbuch, S. 71, Nr. 6,7,8,9.

Geometrische Folgen sind in vielen Anwendungen von Bedeutung: Verzinsung, Wachstum,
radioaktiver Zerfall. In all diesen Féllen ist die betrachtete Grofie ein festes Vielfaches der vor-
herigen. Siehe etwa Lehrbuch, S. 70, Nr. 2.

Ubungen: Lehrbuch S. 71, Nr. 10-12.

Wir wollen nun die geometrischen Folgen hinsichtlich der in (1.3) definierten Eigenschaften
untersuchen. Wir stellen die Eigenschaften nur zusammen; ihr Nachweis ist in keinem Falle
schwierig.

(1.5) Eigenschaften geometrischer Folgen: Wir betrachten eine geometrische Folge
(a,) mit Anfangsglied ap und Quotient ¢, also a, = a,—1 - ¢ = ag - ¢".

a) Ist ¢ < 0, so ist (a,) alternierend.

b) Ist ¢ > 1 und ag > 0, so ist (a,) monoton wachsend und unbeschrénkt.

c) Ist 0 < ¢ < 1und ag > 0, so ist (a,) monoton fallend und beschrénkt; 0 ist eine untere und
ag eine obere Schranke.

d) Ist ¢ < 0, so sind die Aussagen von b), c) fiir die Folge |a,| (mit Quotient |q|) giiltig.

e) Ist ap < 0, so gelten die Aussagen von b) und c¢), wenn man ‘oben und unten’ vertauscht.
(Prézisieren Sie dies.)
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§2 Konvergenz

a. Definition des Konvergenzbegriffs. Wir kommen nun zu dem fundamentalen Begriff der
ganzen Analysis, dem Konvergenzbegriff. Wir behandeln ihn hier zunéchst fiir Folgen. Bei den
Beispielen der Ubungsaufgaben (1) kamen Folgen vor (Nr. 2,10,11), bei denen sich die Folgen-
glieder mit fortschreitendem n immer geringfiigiger &nderten und sich einer Zahl annéherten.
In den Beispielen 2) und 11) nédherten sich die Folgenglieder immer mehr der Zahl 0, wihrend
im Beispiel 10) zwar die Folgenglieder sich immer weniger &nderten und auch einem Zahlwert
zuzustreben schienen, es aber nicht ersichtlich war, welcher Zahl. (Wir werden spéter darauf
zuriickkommen.)

Wir wollen zunéichst dieses von Thnen allen beobachtete Phénomen der Annéherung einer
Folge an eine Zahl mathematisch prazisieren. Der mathematische Fachausdruck dafiir ist ‘Kon-
vergenz’. In einem ersten Schritt sprechen wir von Konvergenz einer Zahlfolge (a,)nen gegen
einen Grenzwert a, wenn die Zahlen a,, der Zahl a beliebig nahe kommen.

Wie kann man nun dieses ‘nahe kommen’ prazisieren? Die Nihe zur Zahl a beschreibt man
durch den Abstand von ihr. Man gibt also eine positive Zahl € vor (etwa 1/10, 1/100,..) und
verlangt, dass die Folgenglieder a,, von a weniger als € Abstand haben:

la, —al <e bzw. a—e<a, <a+e. (%)

Aber fiir welche Folgenglieder soll dies gelten? Wir haben in Beispielen gesehen, dass bei kleinem
€ natiirlich nicht alle Folgenglieder so nahe bei a liegen. Auf der anderen Seite geniigt es aber
auch nicht, dass nur eines oder einige der a,, diese Abschétzung (x) erfiillen. Z. B. bei der Folge 1)
auf dem ersten Ubungsblatt kommt jedes zweite Folgenglied der Zahl 10 natiirlich sehr nahe (ist
eben mit ihr identisch), aber andererseits gibt es auch immer wieder Folgenglieder, die von 10
weit entfernt sind! Man verlangt daher, dass die Abschétzung (x) schliefflich in IN gilt. Darunter
verstehen wir, dass sie von einer Nummer ab gilt:

‘schliefllich’ = ‘von einer gewissen Nummer ab’

Dies bedeutet: Es gibt eine Zahl ng, von der ab die Abschétzung () fir alle grofferen n € IN
gilt:

|a, — a] < e gilt schlieflich in IV

<= Es gibt ein ng € IN mit: |a, —a| <efirallene N, n>ng.

Es darf also nur endlich viele n € IN geben, fiir die (*) falsch ist. Man sagt dann, dass (x) fiir
fast alle n € IN gilt:

‘fiir fast alle’ = ‘fiir alle bis auf endlich viele Ausnahmen’

(Im Bereich der natiirlichen Zahlen bedeutet ‘fiir fast alle’ dasselbe wie ‘schliefilich’, nicht jedoch
im Bereich der reellen Zahlen.)

Damit haben wir beschrieben, was wir unter in die Ndhe kommen verstehen wollen. Um
jedoch zu erfassen, dass die Folgenglieder a,, dem Grenzwert a beliebig nahe kommen, miissen wir
dies alles fiir jedes € > 0 fordern! Die obigen Bedingungen nur fiir ein £ oder auch fiir endlich
viele zu fordern, und seien sie auch noch so klein, reicht nicht aus, um den Konvergenzbegriff
korrekt zu treffen. Entscheidend in der nachfolgenden Definition der Konvergenz ist daher die
Forderung ‘fiir jedes ¢ > 0’! Damit kommen wir zu der folgenden fundamentalen

(2.1) Definition der Konvergenz:Eine Zahlfolge (a,)nen konvergiert gegen eine Zahl
a € R, wenn fiir jede positive reelle Zahl ¢ > 0 die Abschéitzung

lap, —al <e bzw. a—e<a, <a+e

in IN schliefslich gilt, d. h. wenn sie von einer gewissen Nummer ng ab fiir alle grofleren n € IN
gilt. Ist dies der Fall, so schreibt man auch a,, — a (n — o) (lesen Sie: a,, strebt gegen a fir n
gegen Unendlich) und nennt a auch Grenzwert der Folge (a,). Man benutzt dafiir das Symbol

a= lim a, .
n—oo
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(Lesen Sie: ‘Limes a,, fiir n gegen Unendlich’). Dieses Symbol ist nur definiert, wenn die Folge
(an) konvergiert!

Auf der Basis dieser Definition kann man nun Konvergenznachweise fiihren, vorausgesetzt
man hat einen ‘Kandidaten’ a fiir den Grenzwert. Man muss dann fiir beliebiges € > 0 die Un-
gleichung |a,, — a| < & bzgl. n € IN untersuchen. Anders als bei den Monotonie- und Beschrénkt-
heitsnachweisen muss man hier aber nicht zeigen, dass diese Ungleichung allgemeingiiltig, die
Losungsmenge also ganz IN ist. Es geniigt vielmehr der Nachweis, dass von einer geeigneten
(von e abhéngigen) Zahl ng ab alle weiteren Zahlen n > ng zur Losungsmenge gehoren, d. h.
dass die Abschitzung schliefSlich gilt.

Wir fiihren dies einmal fiir die Folge a,, = 321? durch. Wir zeigen, dass a = % Grenzwert
dieser Folge ist. Dazu muss man fiir ein beliebiges ¢ > 0 die folgende Ungleichung untersuchen:

lan — a| < ’3n—5 3’<5 \(3n—5)-2—3-(2n+7)\<
- = - = = €
" 2n+7 2 12(2n 4+ 7)|
< [6n—10—6n —21| <e(4n+14) < 31 < 4den + 14¢

31 -14
e 31— lde<den & <<y

4e

Die letzte Ungleichung ist in IV schliefSlich giiltig, ndmlich von der kleinsten natiirlichen Zahl
ng ab, die oberhalb der reellen Zahl % liegt. Da dies fiir jedes positive e gilt, ist der Kon-
vergenznachweis erbracht.

Fiir ¢ = 0,1 z. B. ergibt sich die Bedingung n > 3:=1% — 74: also unterscheiden sich von der

0,4
Nummer 75 ab alle weiteren Folgenglieder a,, vom Grenzwert a = % um weniger als 0,1.

Weitere Beispiele finden sich in den Ubungen (3). Dieses Verfahren des Konvergenznach-
weises ist mithselig und setzt aulerdem voraus, den richtigen Grenzwert vorher zu kennen. Wir
wollen nun im folgenden einen systematischen Weg zum Grenzwert samt Konvergenznachweis
entwickeln.

Bevor wir zu den wichtigen Grenzwertsidtzen kommen, noch einige weitere einfache, aber
niitzliche Beobachtungen. Dabei verstehen wir unter einer Nullfolge eine Folge, die den Grenzwert
0 hat.

(2.2) Bemerkung: a) (a,,) ist genau dann eine Nullfolge, wenn (|a,|) eine Nullfolge ist.
b) Eine Folge (a, ) konvergiert gegen a genau dann, wenn die Folge (a,, — a) eine Nullfolge ist.
c) Konvergente Folgen sind beschrénkt.

a) und b) sind unmittelbar einsichtig. In a) ist in beiden Fillen dieselbe Ungleichung |a,| < €
zu untersuchen. Ebenso in b): Der Nachweis, dass (a, — a) eine Nullfolge ist, fithrt auf die
Ungleichung |(a, — a) — 0| < &, und die Untersuchung der Konvergenz der Folge (a,) gegen den
Grenzwert a fithrt auf dieselbe Ungleichung |a,, — a| < e. Also stimmen auch die Losungsmengen
tiberein. Umfasst also die eine einen Restabschnitt natiirlicher Zahlen, so auch die andere — und
umgekehrt. Damit ist b) bewiesen.

Fiir ¢) argumentiert man so: Ist die Folge (a,,) konvergent, so besitzt sie einen Grenzwert a. Fiir
€ = 1 erhélt man dann aufgrund der Konvergenzdefinition die Existenz einer Zahl ng € IN mit

a—1<a, <a+1lfirn>ng.

Damit hat man eine obere (a 4+ 1) und eine untere (a — 1) Schranke fiir fast alle Folgenglieder
gefunden. Man muss nun nur noch die endlich vielen Ausnahmen ay,...,a,,—1 beachten. Man
wahlt daher S, gréfer als a+1 und gréBer als die endlich vielen Ausnahmen ay, ..., a,,—1. Dann
gilt die Abschétzung a,, < S, ohne jede Ausnahme fiir alle n € IN: S, ist eine obere Schranke
fiir die Folge (ay,,). Ebenso findet man eine untere Schranke S,,, indem man eine Zahl kleiner als
a — 1 und kleiner als die endlich vielen Ausnahmen aq, ..., a,,—1 wéhlt. (Da jeweils nur endlich
viele Folgenglieder beachtet werden miissen, ist eine solche Wahl immer méglich.)

b. Grenzwertsétze. Die Konvergenznachweise auf der Basis der Definition sind auf die
Dauer miihselig. Man stellt fest, dass man dabei immer dieselben Uberlegungen anzustellen hat.
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Es ist daher sinnvoll, die allgemeinen GesetzméfBigkeiten dahinter zu erforschen. Dazu gehoren
die folgenden Grenzwertsitze, die es ermdoglichen, aus bekannten Konvergenzaussagen neue zu
gewinnen. Kin besonders einsichtiges Beispiel ist der

(2.3) Schachtelungssatz:Sind zwei Folgen (a,,) und (b, ) konvergent mit demselben Grenz-
wert a und ist (¢,) eine Folge mit a,, < ¢, < b, fiir (fast) alle n, so ist auch (c,) konvergent
gegen denselben Grenzwert a.

Beweis: Ist € > 0 beliebig vorgegeben, so liegen in der e-Umgebung |a — €, a + ¢[ von a fast
alle Folgenglieder a,, und fast alle Folgenglieder b,,. Dann gilt aber auch fiir fast alle n € IV,
dass a,, und b, in diesem Intervall liegenl). Da ¢,, dazwischen liegt, muss ¢, ebenfalls in dem
Intervall Ja — €, a + €[ liegen. Dies gilt fiir fast alle n, womit alles gezeigt ist.
Ein etwas mehr algebraischer Beweis: Geméfl der Definition miissen wir zeigen: Fiir jedes belie-
bige ¢ > 0 gilt @ — € < ¢, < a + ¢ fiir fast alle n € IV.
Da (a,) gegen a konvergiert, gibt es (geméB derselben Definition) eine Zahl ng € IN mit
a—e < ap<a-+e fir alle n > ng. Wegen der Konvergenz von (b,,) gegen denselben Grenzwert
gibt es auch eine (evtl. andere) Zahl ny € IN mit a — e < b, < a + ¢ fir alle n > ny. Ist
ng die groflere der beiden Zahlen ng und ny, so gelten fiir alle n > ny beide Abschitzungen,
insbesondere die folgenden Teilaussagen davon:

a—e<a, und b, <a+e firallen>nsy.
Wegen a,, < ¢, < b, folgt dann natiirlich
a—e<ap,<c,<b,<a+e,alsoa—e<ec,<a-+e firallen > ny.

Damit ist die Konvergenz von (c,) gegen a bewiesen.

(2.4) Grenzwertsitze: Die Folgen (a,) und (by,) seien konvergent mit Grenzwert a bzw.
b. Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) (Summe) Die Summen-/Differenzfolge (a,, = b,,) ist ebenfalls konvergent mit dem Grenzwert
a=xb.
b) (Produkt) Die Produktfolge (anb,,) ist ebenfalls konvergent mit dem Grenzwert ab.
c¢) (Quotient) Wenn alle Folgenglieder b,, # 0 sind und auflerdem der Grenzwert b # 0 ist (!),
dann ist auch die Quotientenfolge

a a
- konvergent gegen den Grenzwert .
n

Man kann diese Aussagen unmittelbar auf der Basis der Definition beweisen. Wir wollen hier
den Beweisgang in Teilschritte zerlegen, die einzeln genommen leichter zu beweisen sind, und
die zusammen die obigen Grenzwertséitze ergeben. Dabei ist die Herleitung der Grenzwertséitze
aus diesen Teilaussagen typisch fiir das Vorgehen bei derartigen Problemen. Uberdies ist die
nachfolgende Teilaussage 4. auch von eigenstéindigem Interesse, wihrend die anderen Aussagen
Spezialfiille der Grenzwertséitze sind. Wir zeigen der Reihe nach:

1. Summen von Nullfolgen sind Nullfolgen.
2. Konstante Vielfache (c - a,) von Nullfolgen (a,,) sind wieder Nullfolgen.
3. Summensatz a).
4. Das Produkt aus einer Nullfolge und einer beschrinkten Folge ist wieder eine Nullfolge.
5. Produktsatz b).
6. Konvergiert b,, # 0 gegen b # 0, so ist die Folge der Kehrwerte (1/b,,) beschrinkt.
7. Quotientensatz c).
Ad 1. Wir miissen die Ungleichung(skette)

—e<a,+b,<ce (1)

1) Hier ist eine kleine Schwierigkeit in der Formulierung ‘fast alle’ verborgen; siehe die spiter
folgende Definition von ns.
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untersuchen und zeigen, dass sie fiir fast alle n € IN gilt. Diese Abschétzung ist sicherlich dann
erfiillt, wenn die beiden Abschitzungen

—§<an<§ und —%<bn<§
zugleich wahr sind (man addiere einfach). Da /2 positiv ist und (a,) eine Nullfolge ist, gibt es
eine Zahl n, € IN, so dass fiir n > n, die erste Ungleichung wahr ist. Genauso gibt es eine Zahl
ny € IN, von der ab die zweite Ungleichung wahr ist. Von der gréofieren der beiden Zahlen n,, ng
ab sind dann aber beide Ungleichungen zusammen wahr. Fiir fast alle n sind also beide wahr,
woraus dann die gewiinschte Abschétzung (1) folgt.

Ad 2. Man muss die Ungleichung |ca,| < € untersuchen und zeigen, dass sie fiir fast alle n € IV
erfiillt ist. Ist ¢ = 0, so lautet die Ungleichung einfach 0 < e und sie ist sogar fiir alle n € IN
erfiillt. Ist ¢ # 0, so gilt .

el

Da (ay) aber eine Nullfolge ist, ist die rechte Ungleichung fiir fast alle n € IN erfiillt. Gleiches
gilt dann auch fiir die linke Ungleichung.

Ad 3. Da (a,) gegen a konvergiert, ist (a,, — a) eine Nullfolge; ebenso ist (b, — b) eine Nullfolge.
Dann ist nach 2. auch (a,, —a) + (b, —b) = (a, +b,,) — (a+b) eine Nullfolge. Das bedeutet aber
(siehe (2.2) b)), dass (a, + by,) gegen a + b konvergiert. Die Aussage iiber die Differenz ergibt
sich ebenfalls aus 2., denn (a,, — b,) — (a — b) = (a,, —a) + (b —b,) ist ebenfalls eine Summe von
Nullfolgen.

Ad 4. Ist (a,,) eine Nullfolge und (b,,) beschrinkt, etwa |b,| < M fiir alle n, so gilt fiir alle n

lcan| < e <= lay| <

0 < |anby| < |an|- M.

Nun ist (|a,|) und dann geméf 2. auch (M - |a,|) eine Nullfolge. Nach dem Schachtelungssatz
ist dann auch die zwischen die Nullfolgen 0 und (M - |a,|) eingezwingte Folge (|a,b,|) eine
Nullfolge.

Ad 5. Wir miissen zeigen, dass die Folge (a,b,, — ab) eine Nullfolge ist. Es gilt
anb, — ab = apb,, — ab,, + ab, — ab = (a,, — a)b, + a(b, —b). (2)

In der letzten Formel ist (a,, — a) eine Nullfolge, (b,,) als konvergente Folge beschrinkt, also
nach 4. auch ((a,, —a)b,) eine Nullfolge. Noch einfacher (mittels 2.) erkennt man, dass auch der
zweite Bestandteil (a(b, — b)) eine Nullfolge ist. Nach 3. ist dann auch die Summenfolge eine
Nullfolge, was zu beweisen war.

Ad 6. Gesucht ist eine obere Schranke S fiir |1/b,]. S muss dann notwendig positiv sein. Fiir
S > 0 gilt jedoch

1
<SS = —<|b,] .
< 5 <1bal

n

Wir miissen also fiir die Folge |b,| eine untere Schranke finden, die positiv ist. (Die offensichtliche
untere Schranke 0 fiir |b,| nutzt nichts, weil dafiir die obige Aquivalenz nicht gilt.)
Da b # 0 ist, gilt entweder b > 0 oder b < 0. Wir behandeln zunéchst den Fall b > 0. Geméf
der Konvergenzdefinition folgt fiir jedes € > 0:
b—e<b, <b+efir fast allen € IV .

Da b > 0 ist, ist auch b — & > 0, wenn man nur ¢ klein genug wihlt, etwa ¢ = b/2. Dann ist
b—e=>b/2>0. Man erhilt so die Abschitzung

b/2 < b, fir fast allen € IV . (3)
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Damit haben wir gezeigt:
Hat eine Folge einen positiven Grenzwert b, so sind fast alle Folgenglieder grofer als b/2,
insbesondere also positiv.
Genauso folgt
Hat eine Folge einen negativen Grenzwert b, so sind fast alle Folgenglieder kleiner als b/2,
insbesondere also negativ.
Diese zweite Aussage ergibt sich aus der ersten, indem man von der Folge (b,,) mit negativem
Grenzwert b < 0 zur Folge (—b,,) iibergeht, die den positiven Grenzwert —b hat. Folglich gilt
nach der bereits bewiesenen ersten Aussage fiir fast alle n: —b,, > —b/2 bzw. dquivalent b,, < b/2
wie behauptet.
In beiden Féllen erhélt man so:

|bp| > ‘%‘ fiir fast alle n.
Die endlich vielen Ausnahmen |b,| von dieser Abschitzung sind positive Zahlen (b,, # 0 nach
Voraussetzung), die unterhalb von |b| /2 liegen. Wahlt man unter ihnen die kleinste, so erhilt
man dadurch eine positive untere Schranke fiir alle |b,|. Der Kehrwert davon ist dann die
gesuchte obere Schranke fiir (1/ |b,|).

Ad 7. Mit dem Beweis von 6. haben wir den entscheidenden Schritt fiir 7. bereits getan. Wegen
des Grenzwertsatzes fiir Produkte geniigt es zu zeigen, dass unter den angegebenen Vorausset-

zungen die Folge der Kehrwerte 1/b,, gegen 1/b konvergiert, d. h.

1 1
— — — ist eine Nullfolge.
b, b

Geméf den Bruchrechenregeln gilt

b—0b,

1
bb,, ’

bn

:(b_bn)'

S| o=
S| o=

1
br,
Nun ist (b — b,,) nach Voraussetzung eine Nullfolge; nach Multiplikation mit der festen Zahl 1/b
bleibt dies eine Nullfolge (siehe 2.) und nach Multiplikation mit der beschrénkten Folge 1/b,,
(siehe 6.) erhélt man (siehe 3.) wiederum eine Nullfolge; was zu beweisen war.

c. Anwendungen der Grenzwertsitze. Mit Hilfe der Grenzwertséitze kann man viele

Konvergenzuntersuchungen samt Bestimmung des Grenzwertes zuriickfithren auf die folgende
einfache, aber dennoch wichtige Grundtatsache:

1
lim — =0.
n—oo N

Wegen der fundamentalen Bedeutung dieser Aussage hier der kurze Beweis:

1
n
Man sieht, dass die letzte Ungleichung in IN schlieflich giiltig ist, ndmlich von der kleinsten

natiirlichen Zahl ng ab, die grofler ist als die reelle Zahl %
Wir wollen nun das typische Vorgehen an dem schon frither betrachteten Beispiel

1 1
<g —— —<¢&g < —<n.
n €

_3n—5
C on+7

Qn

erldutern. Insbesondere wollen wir hier zeigen, wie man auf den fritheren Ansatz a = 3/2 fir
den Grenzwert zwangsldufig stoBt, wenn man die Grenzwertséiitze zur Verfiigung hat.
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Wir formen das Folgenglied um, indem wir mit n kiirzen:

3n-5 3-2
247 2-17

an

Nun betrachtet man den Aufbau dieses Terms und untersucht schrittweise auf Konvergenz. Wie
erwihnt, ist Folge 1/n eine Nullfolge. Aus den Grenzwertsétzen folgt, dass dann auch % =5 %
eine Nullfolge ist und daher der Zahler 3 — % gegen 3 konvergiert. Genauso folgert man aus den
Grenzwertsitzen, dass die Nennerfolge gegen 2 konvergiert. Da der Grenzwert der Nennerfolge
# 0 ist, konvergiert die Quotientfolge gegen 3/2, und der Konvergenzbeweis (samt Bestimmung
des Grenzwertes) ist vollstéindig.

Dieses Verfahren kann man auch fiir kompliziertere Folgen anwenden (bei denen unser
bisheriges Vorgehen nicht mehr zum Erfolg fithren wiirde).

o3 —dn+1 2_7?_2+L

2

a, = = n’_ konvergiert gegen — = —2.
"oond43n2-n —1+32- L SICTh BEEER T
3nt4+3n-2 245 2% 0

ay, = = konvergiert gegen — = 0.
"Tombysnd—2n 2+ 5% SICTh BEBEH 5

Die néchste Folge hingegen ist nicht konvergent, vielmehr gilt

2n° + 3n% — 1 2+ % —
an = e U n- # wichst tiber jede Schranke.
3nt —2n — =

n3

Man argumentiert dabei etwa folgendermaflen. Indem man in Z#hler und Nenner die jeweils
hochste Potenz von n ausklammert, erhilt man die angegebene zweite Darstellung von a,,. Der
zweite Faktor darin ist eine konvergente Folge mit positivem Grenzwert (2/3), also schlieflich
nach unten durch eine positive Zahl S beschréinkt, etwa S = 1/2 (oder auch jede andere Zahl
unterhalb 2/3). (Siehe dazu Schritt 6. im Beweis der Grenzwertsétze). Damit gilt dann folgende
Abschétzung fiir fast alle n:

2+ 5 — o5

n
ap =1 2”52n-S:—.
3— =% 2

Dies bedeutet aber, dass a,, iiber alle Grenzen wichst, insbesondere also unbeschriankt und nicht
konvergent ist.

Ubung: Versuchen Sie aus diesen Beispielen eine allgemeine GesetzmifBigkeit zu entnehmen
und formulieren Sie diese.

Weitere Anwendungsmoglichkeiten fiir die Grenzwertsétze ist die Bestimmung von Grenz-
werten rekursiv definierter Folgen (siehe am Ende des nachfolgenden Abschnitts e.) Dies setzt
jedoch voraus, dass die Konvergenz anderweitig nachgewiesen wird — ohne Kenntnis des Grenz-
wertes!

d. Konvergenznachweis ohne Kenntnis des Grenzwerts. Unsere bisherigen Metho-
den fiir Konvergenznachweise versagen bei der noch ausstehenden Folge 10). Dies liegt nicht
zuletzt daran, dass wir keinen Kandidaten fiir den moglichen Grenzwert haben. Dennoch schien
klar, dass die Folge 10) konvergiert. Aber ein Beweis steht noch aus. Wir zeigen allgemein den
folgenden wichtigen Satz, der mit der sog. Vollstdndigkeit des reellen Zahlbereichs IR gleichbe-
deutend ist (siehe den nachfolgenden Beweis).

(2.5) Monotoniekriterium: Eine monoton wachsende, nach oben beschréinkte Folge re-
eller Zahlen besitzt einen Grenzwert in IR.

(Entsprechendes gilt fiir monoton fallende Folgen. Formulieren Sie dies und folgern Sie es aus
der hier formulierten Aussage.)
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Beweis: Es sei also a, eine monoton wachsende Folge und S eine obere Schranke fiir a,,.
Also gilt fur alle n € IV
algagg...ganganﬂg...gs.

Es liegen also alle Folgenglieder zwischen a; und S. Wir unterteilen nun das Intervall Iy = [a1, S|
in zwei Hilften [a;, S1] und [S7, S]. Nun sind zwei Fille moglich:

e Entweder liegen alle Folgenglieder im unteren Intervall [a;, S1],

e oder es liegt wenigstens ein Folgenglied, wegen der Monotonie dann aber auch alle nachfol-

genden, im rechten Intervall [Sy, S].

In einem der beiden Teilintervalle liegen also fast alle Folgenglieder; sei dieses halb so breite
Intervall mit I5 bezeichnet. Nun kann man diesen Prozess mit I statt I; wiederholen. Man erhélt
so eine Folge von ineinander liegenden Intervallen Iy D Iy D I3 D ..., deren Breiten sich sténdig
halbieren und daher eine Nullfolge bilden. Dies ist nichts anderes als eine Intervallschachtelung,
und geméf der Vollstindigkeit des reellen Zahlbereichs gibt es genau eine reelle Zahl, die zu
allen diesen Intervallen gehort. Sei a diese Zahl.

Die so gefundene Zahl a ist Grenzwert der Folge. Zum Beweis sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Da die Intervallbreiten eine Nullfolge bilden, gibt es ein Intervall I, dessen Breite kleiner als
ist. In diesem Intervall liegen sowohl a als auch fast alle Folgenglieder a,,, also muss der Abstand
zwischen a und a,, kleiner € sein. Damit gilt fiir fast alle n die Abschétzung |a — a,| < €. Da
dies fiir jedes e gilt, ist a Grenzwert der Folge a,,.

Wann immer man Konvergenz nachweisen will, ohne dass der Grenzwert bekannt ist, be-
nutzt man dieses Monotoniekriterium.

e. Anwendung: Das Heron’sche Verfahren. Fiir eine beliebige Zahl ¢ > 0 definieren
wir die folgende Rekursion

1 c
An+1 = 5(0% +—). (*)
n
Die Folge 10) ist ein Spezialfall davon mit ¢ = 3. Wir wollen nun Folgen mit dieser Rekursion
untersuchen. Das Folgenglied a1 lassen wir dabei zunédchst noch offen, wir verlangen nur, dass
a; > 0 ist. (Ein moglicher Startwert wére a; = c. Bei Folge 10) hatten wir a; = 3/2 gewéhlt.)

Fiir die Untersuchung der Konvergenz bei Folgen mit der Rekursion (%) kénnen wir unsere
fritheren Methoden nicht anwenden: Das Vorgehen entsprechend der Definition (Abschnitt a.)
ist nicht moglich, weil wir keinen Kandidaten fiir den Grenzwert haben, aber auch die Anwen-
dung der Grenzwertsiitze (Abschnitt c.) fithrt nicht zum Ziel, weil der Folgenterm nicht explizit
vorliegt. Wir kénnen ihn deshalb nicht so umformen, dass er aus Teiltermen aufgebaut ist, deren
Grenzwerte bekannt sind. Wir werden daher hier unser Monotoniekriterium anwenden.

Eine Berechnung der ersten Folgenglieder der Folge 10) ergibt ndherungsweise

ay ~ 1,75 : az ~ 1,732142857 : ay ~ 1,732050810 ; a5 ~ 1,732050807 .

Dies lidsst vermuten, dass die Folge vom zweiten Glied ab monoton fillt! Wenn wir diese Ver-

mutung beweisen und auflerdem noch zeigen kénnen, dass die Folge nach unten beschriankt ist,

dann folgt aus dem Monotoniekriterium die Konvergenz der Folge. Wir fithren dies nicht nur fiir

die Folge 10), sondern allgemein fiir (*) mit beliebigem ¢ > 0 und a; > 0 durch.
Beschrdinktheit: Wir beweisen, dass alle Folgenglieder positiv sind:

ap, >0 fur allen € IV .

Aus der Rekursion
1 c
Up41 = 5(0,” + _)
n
entnimmt man aber sofort: Ist a,, > 0, so ist auch ¢/a,, > 0, also a,, + ¢/a,, > 0 und damit
an+1 > 0. Das bedeutet: Ist ein Folgenglied positiv, so auch das néchste! Da nach Voraussetzung
a1 > 0 ist, ist dann auch as > 0, dann also auch ag > 0, usw. Mithin sind alle Folgenglieder

positiv; 0 ist eine untere Schranke der Folge.
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Monotonie: Um zu untersuchen, ob die Folge (a,,) monoton féllt, muss man die Abschétzung
an+1 < an studieren:

1
Upy1 < Qp < §(an + i) <ay, |-2ay, (>0, siehe oben!)

Gn” (1)

— a? +c<2? = c<d

Dies zeigt: Ist a2 grofer-gleich ¢, so ist das nichste Folgenglied a1 kleiner-gleich a,. Wir
miissen nun also untersuchen, ob bzw. wann a% > ¢ ist. Uber a; wissen wir fast nichts, weil
wir nicht viel vorausgesetzt haben. Aber iiber die folgenden Glieder haben wir aufgrund der
Rekursion mehr Informationen. Wir werden also untersuchen, ob bzw. ab wann a2, ; > c gilt:
1 c
al,, >c <= —(a,+—)>c
4 n
2
2 C
= a, +2c+ - >4c
- (2)
2
= a) —2c+—5 >0
n
c

—= (a, — —)*>0.
an

Da ein Quadrat immer > 0 ist, ist die letzte Abschitzung immer wahr, also auch die erste: Fiir
alle n € IN gilt a2, > c¢. Wenn n alle natiirlichen Zahlen durchléuft, dann durchliuft a,; alle
Folgenglieder ag, as, . .. vom zweiten ab. Gemé$ (2) bedeutet dies: Vom zweiten Glied ab ist die
Folge (ay) monoton fallend. Dies entspricht genau unserer Beobachtung bei der Folge 10)!

Bestimmung des Grenzwertes: Wir haben damit bewiesen: Folgen mit der Rekursion (x)
sind konvergent; sie besitzen also einen Grenzwert, den wir ¢ nennen wollen:

lim a, =a.
n—oo

Dieser Grenzwert ist zunéchst nicht nidher bekannt. Jedoch koénnen wir aus (2) entnehmen
a2, > ¢, also |apy1| > /¢, und damit wegen a,+1 > 0 sogar a,+1 > +/c. Damit sind fast
alle Folgenglieder (ndmlich alle vom zweiten ab) > /¢, also muss auch der Grenzwert a > /¢
sein! (Warum eigentlich?) Insbesondere gilt a > 0.

Wir wollen nun mit Hilfe der Grenzwertsétze zeigen, dass a = /c gelten muss. Wegen
a, — a und a # 0 folgt aus den Grenzwertsitzen

1 c . 1 c
Apt1 = §(an + a) konvergiert gegen 5(0, + a) .

Nun ist aber die Folge (a,,+1)nen nichts anderes als die Folge ag, as, ay, . . .. Diese hat natiirlich
auch den Grenzwert a, also gilt

1 &
a= 5(0, + a) .
Wir 16sen diese Gleichung;:

1
a:—(a—f—E) — 2d° =ad’+c = d?
a

5 =c < |a| = .

Als Grenzwert a kommen also nur die Zahlen +,/c in Frage; da a > 0 ist, folgt notwendig:
a = y/c. Wir haben damit bewiesen:
(2.6) Heron’s Approximation fiir \/c: Ist ¢ > 0 eine beliebige Zahl und definieren wir
die Folge (ay,) bei beliebigem a; > 0 rekursiv durch
1 &
41 = 5(an + —),

n

so konvergiert diese Folge gegen +/c.
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Man hat so eine (sehr schnelle) Berechnungsmethode fiir N#herungswerte fiir Quadrat-
wurzeln. Sie geht zuriick auf den Mathematiker Heron von Alexandrien (ca. 60 n. Chr.) Die
Konvergenz ist um so schneller, je niher der Startwert a; bei v/c liegt.

Das obige Vorgehen zur Bestimmung des Grenzwertes kann man sehr oft bei rekursiv defi-
nierten Folgen anwenden. Es eignet sich aber nicht zum Konvergenznachweis, sondern nur zur
Bestimmung des mdglichen Grenzwertes — fiir den Fall, dass Konvergenz vorliegt. Diese muss
man unabhéngig davon nachweisen, etwa mit dem Monotoniekriterium. Vorsicht! Die Tatsache,
dass man auf diese Weise einen Kandidaten fiir den Grenzwert gefunden hat, bedeutet nicht,
dass Konvergenz vorliegt. [Untersuchen Sie beispielsweise die Rekursion a1 = 1 —a, + a% mit
verschiedenen Startwerten a; .|

II. Rationale Funktionen

83 Ganz-rationale Funktionen und ihre Nullstellen

a. Polynomterme und ganz-rationale Funktionen. Wir erinnern an den Funktionsbegriff
der Mathematik:

(3.1) Definition: Es sei D C R eine Teilmenge der reellen Zahlen R. Eine Funktion
f:D — R (lesen Sie: ‘f von D in IR’) ist eine Zuordnung, die jeder Zahl r € D eine eindeutig
bestimmte Zahl f(r) € R zuordnet. Man nennt f(r) (lies ‘f von r’) den Funktionswert von f
an der Stelle r. D heift Definitionsbereich von f, IR ist der Zielbereich.

Eine hiufig genutzte Moglichkeit, eine Funktion f zu definieren, ist die Angabe eines Funk-
tionsterms f(x), d. h. eines sinnvollen ‘Rechenausdrucks’ mit einer Variablen z. Zum Beispiel:

1
flz) = 2° + 4z, g(w):;ﬂﬂ, hz)=224+42 2 —7.

Ein solcher Term bestimmt eine Funktion durch die Vorschrift: Man setze eine reelle Zahl r in
den Term ein, berechne den Wert und definiere dann das Ergebnis als Funktionswert f(r) an
der Stelle r. Die Funktion ist dann fiir alle die reellen Zahlen definiert, fiir die die Einsetzung
in den Funktionsterm sinnvoll ist. So ist z. B. die Einsetzung ¢(0) nicht definiert, da % nicht
definiert ist. Ist f(z) ein Funktionsterm, so ist

D(f) = {r € R| Die Einsetzung f(r) ist sinnvoll definiert.}
der natirliche oder mazximale Definitionsbereich von f. In unseren Beispielen:
D(f)=D(h) =R, D(g)=R\{0}.
Ist f durch einen Funktionsterm f(x) gegeben, so schreibt man fiir die Funktion f auch z — f(x)
(lesen Sie: ‘@ geht iiber in f(x)’ oder ‘z wird abgebildet auf f(z)’).
Anmerkung: 1) Funktionen kénnen durch sehr unterschiedliche Zuordnungsvorschriften

definiert sein. Die entstehenden Funktionen sind jedoch identisch, wenn sie denselben Definiti-
onsbereich D und an allen Stellen r € D dieselben Funktionswerte haben:

f=g < f(r)=g(r) firaller € D(f) = D(g)

2) Der Funktionsbegriff in der Mathematik ist allgemeiner als in (3.1) formuliert. Wir be-
schrianken uns hier auf die oben definierten reellwertigen Funktionen, die auf Teilen der reellen
Zahlengeraden definiert sind.

3) In einem Funktionsterm kann die Variable = sogar fehlen: f(x) = 3. Dann wird dadurch eine
konstante Funktion definiert, die jeder reellen Zahl denselben Wert 3 zuordnet.
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4) Typische, nicht durch einen einzelnen Funktionsterm beschriebene Funktionen sind die ‘ab-
schnittsweise’ definierten Funktionen. Z. B. die Funktion f gegeben durch z — f(z) mit

3z falls z > 1,

2?+2x+1 falls—1<z<1,
f(x) =
-3z falls x < —1.

Um sich eine Vorstellung von einer Funktion f : D — IR zu machen, stellt man sie durch
ihren Graphen G(f) in einem Koordinatenkreuz dar:

GUf)={@yeRxR|xzecD,y=f(z)}.

Der Graph ist also nichts anderes als die Lisungsmenge der Funktionsgleichung y = f(x).
4

Fiir jede reelle Zahl x im Definitionsbereich mar-
kiert man (siehe nebenstehende Skizze) im Ko-
ordinatenkreuz den Punkt (z, f(x)), dessen z-
Koordinate x und dessen y-Koordinate der zu-
gehorige Funktionswert f(z) ist. Die Menge al-
ler dieser Punkte in der z-y-Ebene ist der Graph
von f.

Der Graph charakterisiert die Funktion vollstéindig, denn zwei Funktionen stimmen dann und
nur dann iiberein, wenn ihre Graphen iibereinstimmen:

f=9 <= G()=GClg)-

Im Folgenden wollen wir uns zundchst mit der wichtigen Funktionsklasse der ganz-rationalen
Funktionen auseinandersetzen. Das sind die Funktionen, die sich durch einen sog. Polynomterm
definieren lassen:

(3.2) Definition: a) Ein Polynomterm (oder einfach ein Polynom) in der Variablen z ist

ein Term der Form

1

ant” + ap_12" 4+ ..+ ax+ag (a, #0) (%)

mit n € INg, reellen Zahlen a,,,...,a9 € IR und a, # 0. Ein Polynomterm ist also eine Summe
von Vielfachen von Potenzen der Variablen zx.
b) Die Zahl aj nennt man den Koeffizienten (Vorfaktor) von z* (k = 0,1,2,...,n). Den im
Polynomterm (x) auftretenden héchsten Exponenten n von z definiert man als den Grad des
Polynomterms, a,x™ nennt man den fihrenden Term und a, den fihrenden Koeffizienten. Ist
der fithrende Koeffizient a,, = 1, so heifit der Polynomterm normiert.
¢) Zusitzlich wollen wir noch den Term ‘0’ zu den Polynomtermen rechnen. Diesem ordnet man
keinen Grad zu!
d) Unter einer ganz-rationalen Funktion versteht man eine Funktion f : R — R, die durch
einen Polynomterm f(z) als Funktionsterm definiert werden kann. Wir werden weiter unten
sehen, dass es nur einen Polynomterm geben kann, der f definiert. Man kann daher die Begriffe
fithrender Term, fiihrender Koeffizient und Grad auf ganz-rationale Funktion f {ibertragen.
Wir bemerken: Polynomterme vom Grade 0 fithren zu den konstanten Funktionen f(z) = ag
mit ag # 0. Der Term ‘0’ liefert die sog. Nullfunktion f(x) =0, d. i. die konstante Funktion mit
dem Wert 0. Die nicht-konstanten ganz-rationalen Funktionen sind genau die vom Grad > 1.
b. Nullstellen und Linearfaktoren. Bitte beachten Sie, dass eine ganz-rationale Funkti-
on auch durch ganz anders gestaltete Funktionsterme gegeben sein kann. So ist etwa durch den
Funktionsterm

f(@) = (2 = 1)(x +2)(z - 3)
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eine ganz-rationale Funktion f gegeben, da man diesen Term durch ‘Ausmultiplizieren’ auf die
in (3.2) geforderte Form eines Polynomtermes bringen kann. (Geben Sie fiir dieses Beispiel den
Grad n und die Koeffizienten ay, ..., a, an.)

Die nicht ausmultiplizierte, faktorisierte Form des Funktionsterms hat aber den grofien
Vorteil, dass man aus ihr unmittelbar die Nullstellen der Funktion f ablesen kann. Da ein
Produkt nur dann 0 sein kann, wenn einer der Faktoren 0 ist, gilt:

f2)=0 < (z—-1)(xz+2)(z—3)=0
<— r—1=0Vz+2=0vae—3=0
<— rx=1Vz=-2Vzx=3

Ist also eine ganzrationale Funktion f nicht in dieser Form gegeben, sondern etwa in der Stan-
dardform als Polynomterm

f(x) = ana”™ + ap12" "+ ..+ a1z + ag,

so muss man versuchen, den Funktionsterm in die Form

flz)y=(x—x1) - (x—22) ...  (x —xp) (%)

zu bringen. Man versucht also, f(x) in Linearfaktoren zu zerlegen. Das entscheidende Hilfsmittel
dabei ist die
Polynomdivision: Wir gehen aus von zwei Polynomtermen, keiner davon der Term ‘0’, etwa

f(z) =32 +42* — 2> + 32 -1 und g(z) =2 +22-3.

Wie von Polynomtermen gefordert, sind sie nach fallenden xz-Potenzen sortiert. Wir wollen ver-
suchen, f(z) durch g(z) zu dividieren, und gehen dabei &hnlich vor wie bei der schriftlichen
Division mehrstelliger natiirlicher Zahlen. Wir beachten zunéchst nur die fihrenden Terme in
f(z) bzw. g(z) und dividieren diese:

3z 2% =323,

Dann multiplizieren wir den Divisor g(x) mit 3z und substrahieren dies vom Dividenden f(z):
( 325 +4x? —2? +3x 1) : (2?2 +22-3) =323+ ...
—( 325 +62% —923)
—2x% 4923 —2% +3z -1
Mit dem entstehenden Restpolynom (wir nennen es fi(z))

fi(z) = f(z) =32 - g(x) = —22* +92° —2® + 32— 1

arbeitet man nun an Stelle von f(z) weiter: Wieder dividiert man den fithrenden Term (jetzt
—22%) durch den fithrenden Term x? von g(x) und erhilt als Ergebnis —222. Damit multipliziert
man den Divisor g(z) und subtrahiert das Produkt von f;(z):
( 325 +424 —2? 43z —1) : (22422 —-3) =323 — 222 + ...

—( 32° +621 —923)

—2z% 4923 —2% +3x -1

—( —2z% —423 +62?)
1323 —72% 43z —1

So entsteht das néchste Polynom

fo(z) = fi(z) — (—227) - g(z) = f(zx) — (32 — 22%) - g(x) = 132® — To® + 32 — 1.
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Man verfiahrt nun weiter wie oben beschrieben bis
( 325 +424 —2?2 43z —-1) : (22 +2x—3)=323—222+ 132 - 33+ ...
—( 32° +621 —923)
—2z* 4923 —z2 43z -1
—( —2z* —423 +622)
1322 —722 43z -1
—( 132% 42622 —392)
—3322 442z -1
—( —3322 —66z +99 )

108x —100
An dieser Stelle kann man das Verfahren nicht mehr weiterfithren, da das Restpolynom

r(xz) = 108z — 100

als hochste z-Potenz nur ! enthilt, die nicht mehr durch z? teilbar ist:

e Der Grad des Restpolynoms r(x) ist kleiner als der Grad des Divisors g(z).
Dieses ‘Restpolynom’ r(z) ist entstanden, indem wir sukzessive gewisse Vielfache des Divisors
g(z) von f(x) subtrahiert haben, ndmlich

r(z) = f(z) — (323 — 222 4+ 132 — 33) - g(z),
wobei der Faktor vor g(x) (wir wollen ihn ¢(x) nennen)
q(z) = 32> — 22% + 13z — 33

der bei der obigen Rechnung gefundene ‘Quotient’ ist. Unsere Polynomdivision hat also zu
den beiden Polynomtermen f(x) und g(x) zwei Polynomterme ¢(x) und r(x) geliefert mit den
folgenden beiden Eigenschaften:

f(@) = q(z) - g(x) +r(2) (%)

und
Grad von r(z) < Grad von g(z) . ()

Dieses Verfahren der Polynomdivision mit Rest ist allgemein anwendbar. Zwar war in obi-
gem Beispiel der Polynomterm g(x) ‘normiert’, d. h. der fithrende Koeffizient von g(z) war 1.
Dies hat die Rechnung erleichtert (es traten keine Briiche auf), aber das Verfahren ist auch an-
wendbar, wenn etwa der fithrende Term in g(x) die Form 222 o. . gehabt hiitte. Man hétte dann
immer durch diesen Term (einschliefllich des Koeffizienten) dividieren miissen. Das Verfahren
ist also auf alle Polynomterme g(z) der allgemeinen Form

9(x) = anz" + an_12" "+ .+ a1z +ag

mit a,, # 0 anwendbar. Damit ist fiir g(x) lediglich das Nullpolynom ‘0’ ausgeschlossen. Wir
fassen nun die Uberlegungen zusammen in dem folgenden

(3.3) Satz: (Polynomdivision) Zu je zwei Polynomtermen f(x) und g(zx), g(x) sei nicht der
Term ‘0’, gibt es Polynome q(x) und r(x) mit den Eigenschaften

f(@) = q(z) - g(x) +r(2) (%)

und
r(z) ist der Term 0 oder Grad von r(z) < Grad von g(z) . ()

Man berechnet diese Polynome q(z) und r(x) mit Hilfe des oben beschriebenen Verfahrens.
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[Es sei angemerkt, dass die Polynome ¢(x) und r(x) durch die beiden Forderungen (*) und
(xx) eindeutig bestimmt sind.]

Wir benutzen nun diese Polynomdivision, um zu zeigen:

(3.4) Satz: Gegeben sei eine ganzrationale Funktion f mit dem Funktionsterm f(x). Ist a
eine Nullstelle von f, d. h. f(a) = 0, so kann man aus dem Polynomterm f(x) den Linearfaktor
(x — a) multiplikativ abspalten. Préziser: Es gibt einen Polynomterm h(x) mit

f(x) = (z —a)-h(z).

Zum Beweis dieses Satzes und zur Berechnung von h(z) dividiert man f(x) durch (z — a)
gemiB (3.3). Dies ergibt
f(@) = (z—a)-h(z) +r(x),

wobei das Restpolynom r(x) entweder 0 ist oder einen Grad < 1 (=Grad von (z — a)), also den
Grad 0 hat. Folglich ist r(x) eine Konstante ¢y und damit

flz)=(x—a) h(z)+co.
Setzt man nun in diese Termgleichung a ein, so folgt
0= f(a)=0-h(a)+co=co.
Die Konstante c¢g ist also 0 und es folgt wie behauptet

f(x) = (z —a)-h(z).

Hat man eine ganz-rationale Funktion f in dieser Weise zerlegt, so ist durch h(x) wieder eine
ganz-rationale Funktion gegeben, deren Grad um 1 kleiner ist als der von f. Ist nun a zufillig
auch Nullstelle von h, so kann man wieder geméfl (3.4) den Linearfaktor (x — a) abspalten.
Wiederholt man dies solange wie moglich, so erhélt man schliefflich

fa)=(z—a)* g(x) mit ke, g(a)#0. (+)

Diese Zerlegung ist eindeutig; k gibt an, wie oft man den Linearfaktor (z — a) aus dem Term
f(z) abspalten kann. Man nennt k die Ordnung der Nullstelle a von f:

(3.5) Definition: Ist a Nullstelle einer ganz-rationalen Funktion f, so nennt man die Zahl
k in (+) die Ordnung oder Vielfachheit der Nullstelle a von f.

Ist eine Zerlegung der Form (+) gegeben, so ist der Grad der ganz-rationalen Funktion ¢
um k kleiner als der von f. Aulerdem sind die Nullstellen von f gerade gegeben durch a und
alle Nullstellen von g. Damit ist die Nullstellenberechnung von f auf die von g zuriickgefiihrt,
und wegen des geringeren Grades von g im Prinzip vereinfacht. Nun kann man die Abspaltung
von Nullstellen fiir das Polynom g¢(z) statt f(z) erneut durchfithren. Dies kann man solange
wiederholen, bis das entstandene Polynom ¢(z) iiberhaupt keine Nullstellen mehr hat:

(3.6) Satz: a) Hat eine ganz-rationale Funktion f vom Grade n die verschiedenen Nullstel-

len x1, 9, ...,y mit den Ordnungen ki, ..., ky,, so kann der Funktionsterm f(x) dargestellt
werden als

fl@)=(z—a)™ (z—a2)" ... (z—2n)' - g(a),
wobei g(x) eine ganz-rationale Funktion g beschreibt, die bei x1,...,x,, keine Nullstelle mehr

hat. g hat den Grad n — (k1 + ...+ k).

b) Hat g iiberhaupt keine Nullstellen mehr auf R, so sind x1, ..., x,, simtliche Nullstellen von
f — und umgekehrt.

¢) Durch Vergleich der Grade ergibt sich:

Die Summe der Nullstellenordnungen einer ganz-rationalen Funktion ist hochstens gleich dem
Grad n. Insbesondere hat eine ganz-rationale Funktion f vom Grad n hdchstens n verschiedene
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Nullstellen.
Daraus ergibt sich dann auch, dass verschiedene Polynomterme auch verschiedene ganz-rationale
Funktionen definieren.

Nullstellenfreie ganz-rationale Funktionen sind z. B. die konstanten Funktionen: g(z) = c,
¢ # 0, aber auch Funktionen hoheren Grades kénnen nullstellenfrei sein, etwa g(z) = 22 +1 o. .
Ist g(x) = ¢ konstant, so erhélt man fiir f eine Beschreibung des Funktionsterms in der Gestalt

fl)=c-(x—z)" - (xz—x)*2 .. (2 —ap)rm

mit den verschiedenen Nullstellen x1, xs, . . ., Z,,. Dabei ist der Faktor ¢ offensichtlich gerade der
hochste Koeffizient a,, von f(z).

c. Rationale Nullstellen ganz-rationaler Funktionen. Die bisherigen Uberlegungen
héngen entscheidend davon ab, dass man zu gegebenem Polynomterm f(x) eine Nullstelle fin-
det. Nun kennen Sie fiir quadratische Polynomterme z? 4+ px + ¢ ein Verfahren zur Berech-
nung der Nullstellen, die sog. p, ¢-Formel. Fiir Polynomterme hoheren Grades gibt es eine sol-
che Auflosungsformel i. a. nicht. Genauer gilt: Fiir Grad 3 und 4 gibt es zwar (komplizierte)
Auflésungsformeln, ist jedoch der Grad > 5, so gibt es nachweislich keine allgemeingiiltigen
Auflésungsformeln.

Beschrankt man sich jedoch auf ganz-rationale Funktionen, deren Koeffizienten rationale
Zahlen sind — wie dies in unserem Unterricht fast ausschlielich der Fall sein wird —, so kann
man zumindest die Nullstellen bestimmen, die rationale Zahlen sind. Sind die Koeffizienten a;
in dem Polynomterm

f(@) = ana” + ap_13" "+ ..+ a1z + ag

rationale Zahlen, so kann man durch Multiplikation mit dem Hauptnenner die Koeffizienten
ganzzahlig machen, ohne dass sich dabei die Nullstellen &ndern. Wir werden also im folgenden
nur Polynomterme mit Koeffizienten ay, ..., a, € Z betrachten! Dann gilt der folgende

(3.7) Satz: (Rationale Nullstellen ganz-rationaler Funktionen) Gegeben sei ein Polynom-
term

f(@) = ana” + ap—13" "+ ..+ a1z + ag

mit Koeffizienten ay, . ..,a, € Z(!). Es sei % € (@) eine rationale Nullstelle von f mit zueinander
teilerfremden Zéahler b € ZZ und Nenner ¢ € IN. Dann gilt:

b teilt ag und c teilt a,, .

Als rationale Nullstellen von f kommen also nur Zahlen in Frage, deren Zéhler ein Teiler von
ap und deren Nenner ein Teiler von a,, ist! Diese kann man bestimmen, und dann durch Einsetzen
feststellen, welche davon Nullstellen sind. Hat man eine Nullstelle gefunden, so spaltet man den
entsprechenden Linearfaktor aus f(x) ab und arbeitet mit dem verbleibenden Polynomterm
kleineren Grades weiter.

Als Spezialfille seien erwahnt:

1) Als ganzzahlige Nullstellen b (Nenner ¢ = 1!) kommen nur Teiler von ¢ in Frage!
2) Ist a, = 1, so muss der Nenner ¢ = 1 sein; mogliche rationale Nullstellen b/c sind also
notwendig ganzzahlig.

Zum Beweis von (3.7): Es sei — wie angegeben — 0 = f(2), also

pn bnfl b
Ozan67+an,1wj+...+alg+ao.

Nach Multiplikation mit ¢™ erhédlt man:
0=a,b" + an_1b" e+ a,_ob" 2 + ...+ abe™ 4+ apc™ . ()
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Lost man dies nach —agc™ auf, so erhélt man:

—apc™ = apb™ + an_1b" e+ ...+ agbe 7t

=b-(and" P a1 " e+ .. Fac" ).

Da der Ausdruck in Klammern eine ganze Zahl ist (die Koeffizienten a; liegen in Z (!) und b, ¢
ebenfalls), ist b ein Teiler von —agc™. Da b und ¢ aber teilerfremd sind, muss b ein Teiler von ag
sein.

Lost man nun (%) nach —a,b™ auf, so erhélt man entsprechend aus

apnb” = c(anflbnfl + an,an72C + ...+ albc”’Q + agcnfl) ,

dass c ein Teiler von —a,,b™ sein muss. Wie oben folgt wieder: ¢ ist Teiler von a,,. Damit ist Satz
(3.7) bewiesen.

d. Zerlegung in Linearfaktoren. Wir gehen aus von einem Polynomterm f(x) = a,2" +
ap_12" 1 4+ ...+ a1z + ag. Gesucht sind alle Nullstellen und damit verbunden eine méoglichst
weitgehende Zerlegung des Terms f(x) in Linearfaktoren. Beachten Sie, dass jede Faktorisierung
zugleich eine Aufspaltung des Problems in zwei Teilprobleme liefert, auf die man alle Methoden
erneut anwenden kann. Wir wollen nun alle uns zur Verfiigung stehenden Mittel zusammenstel-
len:

1) Faktorisieren durch Ausklammern oder binomische Formeln.

2) Fiir quadratische Gleichungen wende man die p, g-Formel oder quadratische Ergdnzung zur
Berechnung aller Nullstellen an. Der Satz von Vieta liefert auch eine Faktorisierung: Sind
x1, To simtliche Losungen von 22 + px +¢q = 0, so gilt 2% + px + ¢ = (v — 21)(x — x2) (siehe
Einfithrungsskript, S. 52).

3) Fiir Gleichungen hoheren Grades stelle man zunéchst fest, ob Substitution moglich ist. Dies
ist dann der Fall, wenn alle im Term f(z) auftretenden Ezponenten von x Vielfache einer
festen Zahl k > 2 sind, wie etwa in 2° + 223 + 5 =0 (k = 3) oder 32° — 22 — 322 +1 =0
(k = 2). Man ersetzt (substitutiert) dann namlich 2* durch eine neue Variable z und erhilt
so eine Gleichung niederen Grades in der neuen Variablen z (2% + 2z + 5 = 0 im ersten
und 323 — 222 — 32 + 1 = 0 im zweiten Fall). Diese 16se man unter Verwendung aller zur
Verfiigung stehenden Hilfsmittel; dies liefert dann auch eine Faktorisierung der Terme mit
der Variabeln z. Am Schluss muss man dann noch die Substitution rickgdngig machen,
indem man fiir jede gefundene Losung z die Gleichung 2% = z (durch Wurzelziehen) 16st
bzw. in allen Faktorisierungen die Variable z wieder durch x* ersetzt.

4) Man suche unter Beachtung von Satz (3.7) eine rationale Nullstelle a und spalte ggf. durch
Polynomdivision den zugehorigen Linearfaktor x — a ab.

Das hier skizzierte Verfahren bricht ab, wenn

a) alle Nullstellen gefunden sind (!), oder

b) eine Gleichung mindestens dritten Grades vorliegt, die
1) nicht durch Substitution vereinfacht werden kann und
2) keine rationale Nullstelle mehr hat.

e. Nullstellenordnung und Vorzeichenwechsel. Gelingt bei diesem Verfahren eine
Bestimmung aller Nullstellen der ganzrationalen Funktion und damit eine faktorisierte Form des
Funktionsterms f(x) wie in Satz (3.6), so kann man daraus nicht nur unmittelbar die Nullstellen
der Funktion f ablesen, sondern auch die Vorzeichenverteilung fiir die Funktionswerte f(x).
Gehen wir einmal von folgendem Beispiel

fl@)=(z=1)*(@+2)(z - 3). (%)

aus. Die Nullstellen von f sind offensichtlich +1 (von 2. Ordnung) und —2, +3 jeweils von erster
Ordnung. Das Vorzeichen von f(x) wird nun durch das Vorzeichen der einzelnen Linearfaktoren
bestimmt: Ist eine gerade Anzahl von Linearfaktoren negativ, so ist das Produkt (und damit der
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Funktionswert f(x)) positiv; ist eine ungerade Anzahl von Linearfaktoren negativ, so ist auch
der Funktionswert f(z) negativ. Nun ist aber das Vorzeichen eines einzelnen Linearfaktors z —a
fiir verschiedene Werte von x leicht abzulesen:

{>0 fir x > a,
r—a .
<0 fiurz <a.

So sind fiir reelle Zahlen x grofler als alle auftretenden Nullstellen, d. h. fiir z > 3, alle Line-
arfaktoren in (%) positiv (x +2 > 5, 2 —1 > 2, x — 3 > 0), das Produkt also auch. Liegt =
zwischen der zweiten und dritten Nullstelle, also 1 < & < 3, so ist nur der letzte Linearfaktor
x — 3 negativ, alle anderen sind positiv, also das Produkt f(z) negativ. Genauso untersucht man
die anderen Bereiche zwischen den Nullstellen. Auf diese Art und Weise erhéilt man einen ersten
groben Uberblick iiber den Verlauf der Funktion f und kann eine vorldufige Skizze des Graphen
entwerfen. Der in der nachfolgenden Skizze angedeutete Graph ist ein denkbarer Verlauf, er
kann in den Einzelheiten durchaus anders aussehen (siehe die spétere Diskussion in Kapitel IT).
Durch die obigen Uberlegungen sind jedoch gewisse Bereiche der Koordinatenebene bestimmt,
in denen der Graph mit Sicherheit nicht verlaufen kann. Diese sind in der nachfolgenden Skizze
schraffiert.

yll

Wir wollen an diesem Beispiel auch das wichtige Phénomen des Vorzeichenwechsels an einer
Nullstelle studieren. Die Funktionswerte f(x) dndern offenbar bei den Nullstellen x = —2 und
x = 43 ihr Vorzeichen, bei 41 hingegen nicht. Betrachten wir einmal die Nullstelle +3: Hier
dndert der Linearfaktor z — 3 sein Vorzeichen, fiir x < 3 hat er negative Werte und fiir z > 3 po-
sitive. Da die anderen Linearfaktoren bei +3 ihr Vorzeichen nicht d&ndern, ergibt sich insgesamt
ein Vorzeichenwechsel fiir f(z). Anders bei +1: Hier &ndert zwar der Linearfaktor x — 1 ebenfalls
sein Vorzeichen, sein Quadrat (z — 1)? aber natiirlich nicht. Es ergibt sich also kein Vorzeichen-
wechsel fiir f(z). Wir erkennen so einen Zusammenhang zwischen Vorzeichenwechsel an einer
Nullstelle a und der Haufigkeit, mit der der zugehorige Linearfaktor  — a in der Zerlegung von
f(z) vorkommt. Ein Vorzeichenwechsel bei a liegt dann vor, wenn der Linearfaktor x — a in
ungerader Anzahl in der Produktzerlegung von f(x) vorkommt. Kommt er dagegen in gerader
Anzahl vor, so kann sich das Vorzeichen nicht éndern. Diese Haufigkeit eines Linearfaktors x — a
in der Zerlegung von f(z) ist nun nichts anderes als die Ordnung der entsprechenden Nullstelle
a. Wir halten fest:

(3.8) Satz: Eine ganz-rationale Funktion f hat genau an den Stellen einen Vorzeichen-
wechsel, wo sie eine Nullstelle ungerader Ordnung hat.

Wir haben uns dieses Ergebnis klar gemacht fiir ganz-rationale Funktionen, deren Funkti-
onsterm f(x) sich vollstindig in Linearfaktoren zerlegen lisst. Der Satz gilt aber in der formu-
lierten Allgemeinheit: Wir zerlegen f(z) = (x —a)* - g(x), wobei k die Nullstellenordnung von f
an der Stelle a ist. Das heifit g(a) # 0. Daraus werden wir in §4 folgern, dass die ganzrationale
Funktion g ‘in der N&he’ von a ihr Vorzeichen nicht dndert. Ob also f bei a einen Vorzeichen-
wechsel hat, liegt ausschlieBlich am Verhalten von (z — a)*, und damit daran, ob k ungerade
oder gerade ist.
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f. Grad und Graph. Ist der Graph einer ganz-rationalen Funktion gegeben, so kann man
aus der Zahl der Nullstellen entnehmen, wie grof3 der Grad mindestens sein muss. In dem linken
Beispiel hat die Funktion f vier Nullstellen, von denen mindestens eine doppelt ist, da dort
kein Vorzeichenwechsel vorliegt. Also muss (wieder nach Satz (3.6)) f mindestens den Grad
14+1+1+2=5 haben.

Diese Uberlegungen kann man auch auf den rechten Graphen anwenden, der nur eine Null-
stelle hat. Verschiebt man den Graphen geeignet in y-Richtung, so erhédlt man 5 Nullstellen. Bei
einer solchen Verschiebung verédndert sich lediglich das absolute Glied ag des Funktionsterms,
aber nicht der Grad. Man kann nun die obigen Uberlegungen auf den verschobenen Graphen
anwenden und so feststellen, dass der Grad mindestens 5 sein muss.

g. Grad und Schnittpunkte. Die Schnittstellen zweier Graphen G(g) und G(h)
sind die Nullstellen der Differenzfunktion f = g — h. Sind g und h ganzrationale Funktionen,

so ist f ebenfalls ganzrational und der Grad von f hdchstens so grof ist, wie der grofiere der
beiden Grade von g und h. Es gibt also héchstens so viele Lésungen, und damit Schnittpunkte,
wie der groflere der beiden Grade von ¢ und h angibt! Die obige Skizze zeigt ein Beispiel mit
den Graphen zweier ganz-rationaler Funktionen vom Grade 3 bzw. 4.

Betrachten wir nun einmal den Spezialfall, dass eine der Kurven eine Gerade ist, also zu
einer ganzrationalen Funktion vom Grad < 1 gehort. Dann ist die Anzahl der Schnittpunkte
hochstens so grofl wie der Grad der anderen Kurve. Wir erhalten so aus obigen Uberlegungen:

Schneidet eine beliebige Gerade den Graphen einer ganz-rationalen Funktion g in r > 2
Punkten, so muss g mindestens den Grad r haben.

Dieses Kriterium verallgemeinert unsere Uberlegungen aus f.: Dort hatten wir gesehen, dass
der Grad mindestens so grof} ist wie die Zahl der Nullstellen. Die Zahl der Nullstellen ist aber
nichts anderes als die Anzahl der Schnittpunkte des Graphen der Funktion mit der x-Achse.
In dem jetzt formulierten Kriterium kann man nun statt der z-Achse jede beliebige Gerade
betrachten, die den Graphen in mindestens 2 Punkten schneidet: Die Anzahl der Schnittpunkte
gibt dann die Mindestgroéfie des Grades an.

In dem folgenden Beispiel ist eine Gerade eingezeichnet, die den Graphen G(g) in 6 Punkten
schneidet. Also muss der Grad von g mindestens 6 sein.
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§4 Nullstellen und Stetigkeit

a. Approximation von Nullstellen. Wir haben im vorangehenden Paragraphen einige Me-
thoden zur exakten Losung von Polynomgleichungen kennengelernt (Bestimmung der rationalen
Nullstellen mittels Satz 1.7, Abspaltung des entsprechenden Linearfaktors durch Polynomdivi-
sion, Substitution in geeigneten Féllen). Diese Verfahren sind aber nicht immer anwendbar.

Dagegen ist die nun folgende Methode zwar immer anwendbar, aber rechenintensiv (man
kommt kaum ohne Taschenrechner aus) und sie fithrt nur zur nidherungsweisen Bestimmung
gewisser Nullstellen. Man geht davon aus, dass die Funktion an zwei Stellen a; < b; Werte mit
unterschiedlichem Vorzeichen hat; etwa:

f(a1) <0 und f(by) >0.

(Solche Stellen kann man etwa bei der Erstellung einer Wertetabelle finden.) Man schliefit dann,
dass zwischen a1 und by eine Nullstelle liegen muss. Dies ist richtig fiir ganzrationale Funktionen,
aber nicht allgemein! Wir wollen uns nun iiberlegen, warum dies so ist, und warum dies nicht
in jedem Falle stimmt. Man versucht die vermutete Nullstelle zwischen a; und b; einzugrenzen,
indem man den Funktionswert von f am Mittelpunkt ¢ zwischen a; und b; ausrechnet. Es gibt
drei Moglichkeiten:
1. f(¢) = 0. Dann haben wir eine Nullstelle gefunden, und das Verfahren ist beendet.
2. f(¢) > 0. Dann liegt zwischen a; und ¢ ein Vorzeichenwechsel vor, also suchen wir in diesem
Teilintervall (es ist halb so lang wie das Ausgangsintervall) weiter.
3. f(¢) < 0. Dann liegt zwischen ¢ und by ein Vorzeichenwechsel vor und wir suchen in diesem
Teilintervall weiter.
Mit dem neuen Teilintervall wiederholen wir unser Verfahren.

Wenn wir also nicht direkt auf eine Nullstelle stoflen, finden wir schliefflich eine Folge in-
einandergeschachtelter Intervalle

[al,bl] D [ag,bg] D [ag,bg] ... (1)

mit

flan) <0 und f(b,) >0 furallen. (2)
Wir betrachten nun die beiden ‘Eckpunkt’-Folgen (a,) und (b,). Nach (1) sind beide Folgen
beschréinkt und (a,,) ist monoton wachsend, wihrend (b,) monoton fillt. Beide Folgen haben
also einen Grenzwert (Monotoniekriterium). Da die Intervallingen l,, = b,, — a,, sich bei jedem
Schritt halbieren, bilden sie eine Nullfolge: a,, —b,, — 0. Damit miissen die Grenzwerte von (a,,)
und (b,,) iibereinstimmen. Nennen wir den gemeinsamen Grenzwert a:

lim a, =a= lim b,. (3)
n—oo n—oo

Wir behaupten nun, dass a eine Nullstelle von f ist, vorausgesetzt die beiden folgenden
Bedingungen sind erfillt:
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A) Die Funktion f ist an der Stelle a definiert!

B) Die Folgen f(ay) und f(b,) der Funktionswerte konvergieren, und zwar gegen f(a)!

Beide Annahmen sind fiir ganzrationale Funktionen erfiillt: A) ist iberhaupt kein Problem,
weil ganzrationale Funktionen auf ganz IR definiert sind. B) ist eine Folge der Grenzwertsétze:
Ist etwa f(z) = 2® — 22 + 1, so ist f(a,) = a2 — 2a, + 1, und wegen a,, — a konvergiert dies
gemiifl den Grenzwertsiitzen gegen a® — 2a + 1 = f(a). (Genauso argumentiert man fiir eine
allgemeine ganzrationale Funktion f(z) = aga® + ag_ 121 4+ ...+ a1z + ap.)

Mittels A) und B) schliefen wir folgendermafien weiter: Gemafl (2) ist f(a,) < 0. Daher
kann der Grenzwert dieser Folge (er existiert nach B) und ist gleich f(a)) nicht positiv sein:
f(a) < 0. Indem man die Folge f(b,) betrachtet, folgt: f(a) > 0. Beides zusammen ergibt:
f(a) =0.

(4.1) Satz: Ist f eine ganzrationale Funktion und sind a, b zwei Stellen, an denen f
unterschiedliches Vorzeichen hat: f(a) < 0 und f(b) > 0, oder f(a) > 0 und f(b) < 0, so liegt
zwischen a und b eine Nullstelle von f.

Mittels des Halbierungsverfahrens kann man beliebig kleine Intervalle finden, in denen eine
Nullstelle von f liegen muss. Man kann so Nullstellen von f beliebig genau approximieren.

Wir halten als wichtige Folgerung fest:

(4.2) Folgerung: Hat eine ganzrationale Funktion keine Nullstelle, so haben alle ihre Werte
dasselbe Vorzeichen! Ganzrationale Funktionen kénnen nur an ihren Nullstellen ihr Vorzeichen
wechseln!

b. Stetigkeit. Die Giiltigkeit des Satzes (4.1) ist nicht auf die ganzrationalen Funktionen
beschrénkt. Wir haben gesehen, dass es zum Beweis des Satzes (4.1) nur auf die Eigenschaften
A) und B) ankommt. Wir haben im Unterricht aber auch an Beispielen gesehen, dass man weder
auf die Forderung A) noch auf B) verzichten kann. (Bereits zur Formulierung von B) bendtigt
man A).)

Um die Eigenschaft A) zu sichern, miissen wir verlangen, dass die Funktion in dem Inter-
vall [a1,b1], mit dem wir starten, keine Definitionsliicken hat; sie muss an jeder Zwischenstelle
definiert sein. Um B) zu sichern, verlangen wir, dass die Funktion f fiir jede Stelle a in ihrem
Definitionsbereich D(f) die folgende Eigenschaft hat:

(S) Fiir jede Folge a,, € ID(f), die gegen a konvergiert, konvergiert die Folge f(a,,) gegen f(a).
Dies enthélt zwei Forderungen: 1. Die Folgen f(a,) miissen konvergieren und 2. der Grenzwert
muss gerade der Funktionswert f(a) sein.

(4.3) Definition: a) Eine Funktion f heifit stetig an einer Stelle a ihres Definitionsbereiches
genau dann, wenn die Bedingung S erfiillt ist.

b) Eine Funktion f heifit stetig, wenn sie an allen Stellen ihres Definitionsbereiches stetig ist.

Mit diesem Begriff konnen wir die Ergebnisse der Uberlegungen in a. wie folgt formulieren:
() Sind a < b zwei Stellen, an denen eine Funktion f Werte mit unterschiedlichem Vorzeichen

hat, und ist f iiber dem ganzen Intervall [a,b] definiert und stetig, so liegt zwischen a und

b eine Nullstelle von f.

Man kann dieses Ergebnis sogar ausbauen zu dem folgenden wichtigen

(4.4) Satz: (Zwischenwertsatz)Ist die Funktion f tiber einem Intervall [a,b] definiert und
dort stetig, so gilt: Jeder Wert d zwischen f(a) und f(b) (f(a) < d < f(b) bzw. f(a) > d > f(b))
wird an einer Stelle ¢ € [a, b] als Funktionswert angenommen:

d = f(c) fiir ein (geeignetes) c € [a, b] .

(4.4) ldsst sich vollig analog wie (4.1) beweisen; man muss lediglich 0 durch d ersetzen.
Man kann aber auch (4.4) unmittelbar aus () herleiten, ohne den gesamten Beweis zu modi-
fizieren. Dazu geht man von der gegebenen Funktion f zur Funktion g {iber, die definiert ist
durch g(z) = f(x) — d. Diese hat genau dort ihre Nullstellen, wo die Funktion f den Wert d
annimmt. Auflerdem erfiillt sie die Voraussetzungen von (x), denn aufgrund der Grenzwertsétze
sind Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten stetiger Funktionen wieder stetig! (Siehe
Ubungen (6) bzw. §5.) Aus (x) folgt dann die gewiinschte Behauptung. (Fiihren Sie einen der
beiden angedeuteten Beweise zur Ubung selbsténdig durch!)
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Anschaulich bedeutet dieser Zwischenwertsatz, dass es im Graphen von f keine Liicken gibt!
Dies ist die graphisch anschauliche Beschreibung der Stetigkeit: Uber einem zusammenhingenden
Stiick des Definitionsbereiches ist der Graph einer stetigen Funktion ebenfalls zusammenhdngend.

Wir bemerken, dass Satz (4.1) ein Spezialfall des Zwischenwertsatzes (4.4) ist, indem man
nédmlich d = 0 wihlt und beachtet, dass aufgrund der Grenzwertsétze alle ganzrationalen Funk-
tionen stetig sind.

(4.5) Satz: a) Summe, Differenz, Produkt und Quotient stetiger Funktionen sind stetig.
Insbesondere:

b) Alle ganzrationalen Funktionen sowie deren Quotienten, die rationalen Funktionen (siehe §5),
sind stetig.

¢) Die Wurzelfunktion f(x) = \/x ist stetig.

d) Die Betragsfunktion f(x) = |z| ist stetig.

Beweis: a) Wir argumentieren nur fiir den Quotienten (die anderen Félle sind noch einfa-
cher): Es seien also g und h zwei Funktionen, die an einer Stelle a definiert und stetig sind. Wir

wollen zeigen, dass dann auch die Quotientenfunktion f = { an der Stelle a stetig ist, wenn sie
dort definiert ist. Nun ist f(z) = % gerade dort definiert, wo der Nenner A(z) nicht den Wert
x

0 annimmt. Ist also a eine Stelle im Definitionsbereich von f, so gilt h(a) # 0.
GeméB Definition der Stetigkeit miissen wir fiir eine beliebige Folge x,, € ID(f) mit Grenz-
wert a die Folge der Funktionswerte

Fln) = g(wy,)

auf Konvergenz untersuchen. Da g bei a stetig ist und x,, gegen a konvergiert, muss g(x,,) gegen
g(a) konvergieren. Entsprechend gilt auch h(x,) — h(a):

9(xn) = g(a) und  h(zn) — h(a). (%)

Hierauf wenden wir nun den Grenzwertsatz fiir Quotienten an (siehe I Satz (4.4) c¢)). Wegen
xn, € ID(f) gilt h(x,) # 0 und wegen a € ID(f) entsprechend h(a) # 0:

hzp)#0 und h(a) #0. ()

Damit sind die Voraussetzungen des Grenzwertsatzes fiir Quotienten erfiillt und es folgt

flzn) = — === f(a) firn— oco.

Da diese Uberlegungen fiir alle derartigen Folgen x,, gilt, ist die Funktion f an der Stelle a €
ID(f) stetig.

b) Fiir die Funktion f(z) = z ist die Stetigkeitsforderung ganz selbstversténdlich erfiillt.
(Wenn z,, gegen a konvergiert, konvergiert f(x,) = x,, eben gegen f(a) = a.)
Genauso selbstversténdlich sind konstante Funktionen (f(z) = ¢) stetig.
Da die ganzrationalen Funktionen mittels Addition, Subtraktion und Multiplikation aus Kon-
stanten und f(x) = x aufgebaut werden, miissen sie nach a) stetig sein. Die rationalen Funk-
tionen sind Quotienten ganzrationaler, und daher ebenfalls stetig (an jeder Stelle ihres Definiti-
onsbereiches).

c) folgt aus dem in den Ubungen bewiesenen Grenzwertsatz fiir Quadratwurzeln: Sei f(x) =
vz mit Dy = R=% = [0, 00[. Sei a € Dy und x,, € Dy eine Folge mit x,, — a. Wegen z,, € ID;
gilt x,, > 0. Dann besagt der Grenzwertsatz fiir Wurzeln:

Tn, >0, z, = a= /T, — Va.
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Also gilt f(z,) — f(a) und die Stetigkeit von f(x) = \/x ist gezeigt.

d) Fir z > 0 ist f(z) = |z| = x identisch mit der ganzrationalen Funktion ¢(z) = =z,
also stetig. Entsprechend ist fiir x < 0 f(z) = —x identisch mit der ganzrationalen Funktion
h(z) = —z und dort ebenfalls stetig. Man muss nun noch die Stetigkeit an der Nahtstelle x =0
untersuchen. Dazu betrachten wir eine beliebige Folge a,, die gegen 0 konvergiert. Wir miissen
zeigen, dass dann auch f(a,) = |a,| gegen 0 konvergiert. Dies haben wir bereits frither gezeigt:
Eine Folge a,, ist genau dann eine Nullfolge, wenn die Folge der Betrége |a,,| gegen 0 konvergiert.

85 Rationale Funktionen

a. Definitionsliicken und Vorzeichenwechsel. In diesem Paragraphen wollen wir nun {iber
die bisherige Funktionsklasse der ganz-rationalen Funktionen hinausgehen und die umfassendere
Klasse der rationalen Funktionen kennenlernen und genauer studieren. So wie man die rationalen
Zahlen definiert hat als die Quotienten ganzer Zahlen (mit von 0 verschiedenem Nenner), so
definieren wir nun:

(5.1) Definition: Eine rationale Funktion f ist der Quotient zweier ganz-rationaler Funk-
tionen, wobei die Nennerfunktion nicht die Nullfunktion ist:

_9(@)

Dabei sind ¢g(z) und h(z) Funktionsterme beliebiger ganz-rationaler Funktionen, fiir h(z) ist
lediglich der Term ‘0’ ausgeschlossen.

Anmerkungen:

1) Unsere bisherigen ganz-rationalen Funktionen sind natiirlich auch rationale Funktionen im
Sinne dieser Definition, da man als Nenner die konstante Funktion » vom Wert 1 (h(z) = 1)
wéahlen kann.

2) Rationale Funktionen, die nicht ganz-rational sind, nennt man gebrochen rational.

3) Anders als die ganz-rationalen Funktionen sind rationale Funktionen im allgemeinen nicht
auf ganz R definiert, sie haben Definitionsliicken. Diese sind gegeben durch die Nullstellen des
Nenners h(x): An Stellen @ € R mit h(a) = 0 ist f(a) = ZEZ% nicht definiert, die Funktion
f besitzt dort eine Definitionsliicke. Der Definitionsbereich einer rationalen Funktion f mit
Nennerterm h(z) besteht also aus allen reellen Zahlen mit Ausnahme der Nullstellen des Nenners:

D(f) = R\ {a € R|h(a) = 0}.

f besitzt also nur endlich viele Definitionsliicken; ihre Anzahl ist hochstens so grofl wie der Grad
des Nenners h(z).
Betrachten wir einmal als Beispiel die rationale Funktion

fla) = S

Die Definitionsliicken sind leicht bestimmt, sie sind die Nullstellen des Nenners z? — 4 = (z —
2)(z 4 2), also £2. Der Definitionsbereich von f ist also D(f) = R\ {—2, +2}.

Wir wollen nun in &hnlicher Weise wie bei den ganzrationalen Funktionen die Vorzeichen-
verteilung bestimmen. Dies geht mit denselben Methoden, da auch hier der Funktionsterm aus
Linearfaktoren aufgebaut ist:

z+1

(x—2)(x+2)

Zwar kommen jetzt auch Linearfaktoren im Nenner vor, aber auf das Vorzeichen des Bruches
haben diese denselben Einfluss wie Linearfaktoren im Zé#hler. Dies bedeutet, dass die Funkti-
on f nicht nur an ihrer Nullstelle —1 das Vorzeichen wechselt, sondern auch an den beiden
Definitionsliicken +2.

flz) =
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Da fiir z-Werte grofler als +2 (d. h. grofler als alle Nullstellen und alle Liicken) sémtliche
Linearfaktoren positive Werte annehmen, hat f(z) dort positives Vorzeichen. Damit kénnen
wir bereits grofle Bereiche der Koordinatenebene schraffieren, in denen der Graph von f nicht

verlaufen kann:
y &

Wie wir gesehen haben, kénnen gebrochen-rationale Funktionen ihr Vorzeichen nicht nur an
Nullstellen, sondern auch an Definitionsliicken wechseln: Als mogliche Stellen fiir Vorzeichen-
wechsel kommen also die Nullstellen des Zahlers und die Nullstellen des Nenners in Frage. Nun
wechselt ein Quotient sein Vorzeichen aber nur dann, wenn der Zahler oder der Nenner, aber
nicht beide (1) ihr Vorzeichen wechseln. Damit erhalten wir

(5.2) Satz: a) Rationale Funktionen kénnen ihr Vorzeichen nur an ihren Nullstellen oder
ihren Definitionsliicken wechseln.

b) Eine rationale Funktion f wechselt bei a ihr Vorzeichen genau dann, wenn dort der Zéhler
oder der Nenner, aber nicht beide, eine Nullstelle ungerader Ordnung haben.

b. Grenzwerte von Funktionen. Aber dieses Ergebnis ermoglicht es noch nicht, einen
einigermaflen realistischen Verlauf des Graphen von f zu skizzieren, weil — anders als bei ganz-
rationalen Funktionen — der Graph von f wegen der Definitionsliicken bei 42 dort nicht die
2-Achse schneiden kann. Wir miissen also den Funktionsverlauf in der Néhe der Liicken genauer
studieren. Das gleiche gilt fiir den Verlauf des Graphen ‘fiir x — +o0’, weil auch hier neue
Phonomene auftreten.

Um das Verhalten in der Nihe von Liicken zu erfassen, untersuchen wir die Funktionswerte
an Stellen z # a ‘in der Ndhe’ der Liicke a (in unserem obigen Beispiel a = 2 oder a = —2) und
‘lassen dann x immer ndher auf a zulaufen’. Das bedeutet, wir untersuchen den Grenzwert der
Funktion bei a. Darunter verstehen wir das Folgende: Wir betrachten beliebige Folgen z,, mit
x, # a, die gegen a konvergieren, und untersuchen die Funktionswertfolge f(xz,) auf Konver-
genz. Hat fiir jede derartige Folge x,, diese neue Folge f(z,) einen Grenzwert, und zwar immer
denselben, etwa b, so sagen wir: Die Funktion f konvergiert fiir x — a gegen den Wert b:

(5.3) Definition: Essei f eine Funktion und a € R. a braucht nicht zum Definitionsbereich
von f zu gehoren, aber f muss in einer Umgebung von a definiert sein. Dann definieren wir:

f konvergiert fiir x — a gegen b, wenn fiir jede Folge z,, € ID(f) mit z,, # a und x,, — a die
Folge f(x,,) der Funktionswerte konvergiert, und zwar immer gegen denselben Grenzwert b:

lim z, =a = lim f(x,)=0. (%)

n—oo

Man nennt dann b den Grenzwert von f an der Stelle a und bezeichnet ihn mit lim f(z) = b.
r—a

. _ Fiir jede Folge x,, € ID(f) mit x,, # a und z,, — a
lim f(2) =6 = | 5itt F(n) — b.

Lésst man nur Folgen x,, zu mit x,, > a (‘x, konvergiert von oben gegen a’), so spricht
man vom oberen oder rechtsseitigen Grenzwert und bezeichnet ihn mit

li li .
lim f(z) oder lm f(z)
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Entsprechend definiert man den unteren oder linksseitigen Grenzwert

li}n f(x) oder lim f(z).

Wir betonen nochmals, dass die Forderung (x) fiir jede Folge x,, gestellt wird, und der
Grenzwert b der Funktionswertfolge f(z,) dabei immer derselbe sein muss. Erst dann kénnen
wir vom Grenzwert lim f(x) = b sprechen.

r—a

Mit Hilfe des Grenzwertbegriffes fiir Funktionen kann man die Stetigkeit (siehe §4) folgen-
dermaflen beschreiben:

(5.4) Bemerkung: Eine Funktion f ist an einer Stelle a € ID(f) stetig, wenn f bei a einen
Grenzwert besitzt und dieser gerade f(a) ist. In Kurzform:

f stetig bei a <= lim f(z) = f(a).

r—a

Noch stérker verkiirzt bedeutet die Stetigkeit bei a:
Grenzwert bei a gleich Funktionswert bei a.

Wir weisen auch darauf hin, dass in Definition (5.3) bei den Folgen z,, der Wert a ausge-
schlossen wird. Wenn a nicht zum Definitionsbereich von f gehort, ist dies automatisch der Fall.
Aber auch wenn a zu ID(f) gehort, wird dies verlangt. Um die Bedeutung dieser Bedingung
zu erkennen, betrachten wir einmal die Funktion f(x) = |sign(x)| aus den Ubungen (6). Nach
Definition gilt dann

L _ [+1 fallsx #0,
f(@) = [sign(z)] = {0 fallsz =0
Zur Untersuchung des Grenzwertes von f bei a = 0 miissen wir eine beliebige Folge x,, betrachten
mit z,, # a = 0 und z,, — a = 0. Dann gilt (wegen z,, # 0!) stets f(z,) = +1 und der Grenzwert
dieser Folge f(z,,) ist dann natiirlich ebenfalls +1. Da dies fiir jede derartige Folge z,, gilt, erhélt
man:
f besitzt an der Stelle a = 0 den Grenzwert +1:

lim f(z) = lim |sign(x)| = +1.
z—0 z—0

Da dieser Grenzwert aber nicht der Funktionswert f(0) = |sign(0)| = 0 ist, ist die Funktion f
an der Stelle a = 0 unstetig. Vergleichen Sie diese Ergebnisse mit Ihrer Skizze und iiberzeugen
Sie sich daran, dass es sinnvoll ist, hier vom Grenzwert +1 an der Stelle 0 zu sprechen.
[Ubung: Untersuchen Sie die Funktion sign auf Konvergenz an der Stelle 0.]

c. Polstellen und hebbare Definitionsliicken. Um das unterschiedliche Verhalten ra-
tionaler Funktionen an Liicken zu zeigen, betrachten einmal die folgenden drei Beispiele:

_x—i—l r+1 224+ x—2

fi(z) hlo)= o7, fl2)=

x—1" x—1
Alle drei Funktionen haben lediglich bei a = 1 eine Definitionsliicke, sie haben also den De-
finitionsbereich R \ {1}. Ihr unterschiedliches Verhalten an dieser Liicke erkennen wir durch
Untersuchung der Grenzwerte lim1 fi(z).

xTr—

Wir betrachten also Folgen z,, # 1, die gegen 1 konvergieren, und untersuchen die Folgen
der Funktionswerte:

Ty, +1

fi(zn) = fa(zn) =

Ty, +1 x2 4+ x, —2
Ty — 17 '

f3(xn) =

22 —2x, +1" Ty — 1
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Fiir die speziellen Folgen x,, = 0,9; 0,99; 0,999; ... bzw. 2z, = 1,1; 1,01; 1,001;... ergeben sich
dann folgende Werte

z ]0,9]0099] 0,999 [...] 1,001 | 1,01 [1,1
fi(z)|—19]=199] —1999 [...[ 2001 | 201 |21
f2(2)| 190 [19900{1999000]. . .[2001000]20100[210
fs(2)] 2,91 299 2,999 |...] 3001 |3,01]3,1

Das durch diese Werte zu vermutende Konvergenzverhalten gilt tatséchlich fiir jede entsprechen-
de Folge x,, bzw. z, und fithrt zu folgenden Aussagen:

I — o0, i -
acl/‘rnlfl(x) oo, xl\‘rnlfl(x) +00,

lim fQ(x) = +OO,
r—1

3.

fny £

[Anmerkung: Man sagt fiir eine Folge a,, (und sinngemé$ fiir eine Funktion), sie ‘konvergiere’
gegen +00, wenn sie iiber alle Grenzen wichst, und das soll heiflen, wenn fiir jede reelle Zahl S die
Folgenglieder a,, schlieflich oberhalb von S liegen. Entsprechend definiert man die ‘Konvergenz’
gegen —oo. Diese Sprechweisen sind suggestiv und niitzlich, aber es ist Vorsicht geboten. Da
+oo keine relle Zahl ist, sind solche Folgen nicht konvergent! (Daher die Anfithrungszeichen in
obiger Formulierung.) Die wichtigsten Beispiele fiir solche gegen +o00 ‘konvergenten’ Folgen, sind
Kehrwerte von positiven Nullfolgen.|

Wir wollen nun die obigen Konvergenzaussagen herleiten. Wegen x,, — 1 konvergieren alle
drei Nennerfolgen gegen 0, da alle drei Nennerfunktionen stetig sind und bei 1 eine Nullstelle
haben. Genauso stellt man fiir die Zahlerfolgen fest, dass sie in den entsprechenden Féllen gegen
2, 2, 0 konvergieren. Auflerdem beachten wir, dass das Vorzeichen der Nennerfolgen in fi(x,,)
und f3(z,) davon abhéngt, ob z, < 1 oder x,, > 1 ist; bei fo(x,) hingegen ist die Nennerfolge
22 — 2x, + 1= (v, — 1)? stets positiv.
Daher koénnen wir zunéchst die obigen Grenzwertaussagen fiir f; und fo folgern. Fiir f3 hin-
gegen ist das Grenzverhalten noch unklar, da Z#hler- und Nennerfolge gegen 0 streben. Diese
letztgenannte Tatsache folgt wegen der Stetigkeit von Zahler und Nenner daraus, dass Zahler
und Nenner von f3 an der Stelle a = 1 beide eine Nullstelle haben. Man kann daher aus bei-
den Termen den Linearfaktor x — a abspalten und dann kiirzen. Man erhélt so die folgende
Beschreibung von f3(z):

Ptz -2 (z—-1)(z+2)
-1 z—1

fa(z) =x+2firxz#1.

(Die oben berechneten speziellen Werte zeigen in der Tat f3(z,) = x, + 2.) Diese Beschreibung
ermoglicht nun die Grenzwertbestimmung auch fiir f3(x,,) bei beliebiger Folge z,, — 1 (z,, # 1):

falzn) =2, +2—>14+2=3.

Diese Berechnung der Grenzwerte der Funktionen f; bei a = 1 fiithrt zu den untenstehenden
Skizzen in der Nahe der Liicke a = 1.

Wir erkennen deutlich das unterschiedliche Verhalten der drei Funktionen bei ihren Liicken
bedingt durch die unterschiedlichen Grenzwerte an der Stelle a = 1. Im letzten Fall existiert
eine reelle Zahl als Grenzwert, und der Graph von f3 lisst sich durch Einsetzen eines geeigneten
Liickenwertes (hier 4+2) stetig komplettieren; wir sprechen daher von einer hebbaren Liicke. In
den beiden ersten Féllen ist dies nicht moglich; wir sprechen dann von einem Pol, und zwar bei
f1 von einem Pol mit und bei fy ohne Vorzeichenwechsel. Wir definieren also:
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Graph von f; Graph von fo Graph von f3

(5.5) Definition: Sei f eine rationale Funktion und a eine Definitionsliicke.
a) Wir nennen a eine hebbare Liicke von f, wenn f bei a eine reelle Zahl als Grenzwert hat:

lim f(z) existiert in R .

r—a
Wir nennen diesen Grenzwert dann den Liickenwert von f bei a.
b) Wir nennen a einen Pol, wenn gilt

li = 400, li — 400,
lim f(z) = Foo, lim f(z) = Foo

Wenn dabei rechts- und linksseitiger Grenzwert unterschiedliches Vorzeichen haben, spricht man
von einem Pol mit, andernfalls ohne Vorzeichenwechsel.

Worauf beruhte nun dieses unterschiedliche Verhalten der drei Funktionen. Ursache fiir die
Pole bei fi; und fs ist die Tatsache, dass a als Liicke Nullstelle des Nenners, aber nicht des
Zihlers ist. Bei f3 hingegen ist @ Nullstelle von Zahler und Nenner, und deshalb Z#hler- und
Nennerterm durch x — a kiirzbar. Kiirzt man durch x — a soweit wie méglich, so erhélt man
eine Ersatzfunktion fg mit dem Funktionsterm fg () =z + 1, die mit f3 an allen Stellen = # 1
iibereinstimmt. Dariiberhinaus hat fg bei x = a = 1 keine Definitionsliicke mehr. Man kann
daher den Grenzwert leicht bestimmen:

lim f3(x) = lim fy(x) = fa(1) =2,

wobei die vorletzte Gleichung aus der Stetigkeit von fs; an der Stelle @ = 1 folgt. Bei einer
hebbaren Liicke a ist der Liickenwert gerade der Wert der Ersatzfunktion an der Liicke. Wir
fassen unsere bisherige Diskussion zusammen:

(5.6) Fazit: a) Ist f eine rationale Funktion, f(z) = zg? ihr Funktionsterm mit ganz-

rationalem Zéhler g(x) und Nenner h(x), so sind die Nullstellen des Nenners h(zx) die Definiti-
onsliicken von f.

b) Ist eine solche Nullstelle a des Nenners keine Nullstelle des Zéhlers, so ist a Polstelle von f.

c) Ist dagegen a € R Nullstelle des Nenners h(zx) und des Zéhlers g(x), so spalte man in beiden
den Linearfaktor x — a so oft wie méglich ab (durch Polynomdivision) und kiirze. Man erhélt so
eine Ersatzfunktion f, die mit der gegebenen Funktion auBerhalb a iibereinstimmt, aber evtl.
zusétzlich auch bei a definiert ist. Man arbeite nun mit der Ersatzfunktion weiter.

d) Hat auch diese Ersatzfunktion f bei a eine Liicke, so ist a eine Polstelle von f und f.

Ist dagegen a keine Liicke der Ersatzfunktion, so ist a hebbare Liicke von f. Dies ist genau dann
der Fall, wenn der Zéhler g(x) der gegebenen Funktion f bei a eine Nullstellenordnung hatte,
die mindestens so grofl war wie die Nullstellenordnung des Nenners h(x) bei a. [Dann werden
nédmlich im Nenner h(z) alle auftretenden Linearfaktoren  — a gekiirzt und danach ist a keine
Nullstelle des Nenners mehr, also keine Definitionsliicke der Ersatzfunktion.]

e) Eine Liicke einer rationalen Funktion ist entweder hebbar oder ein Pol.
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d. Das Verhalten im Unendlichen und Asymptoten. Neben dem Verhalten bei
Liicken und der Vorzeichenverteilung interessiert uns nun noch das Verhalten rationaler Funk-
tionen ‘im Unendlichen’. Wihrend bei ganz-rationalen Funktionen vom Grad > 1 fiir z — £o0
die Funktionswerte ebenfalls gegen +0o oder —oo streben, kénnen bei gebrochen rationalen
Funktionen noch andere Phiénomene auftreten. Etwa bei den in c¢. betrachteten Beispielen f7,
f2 bzw. f3 stellt man fest:

lim fi(z) =1, lim fo(x) =0, lim f3(x) =o00.

T—00 T—00 T—00

Dies, und den folgenden allgemeinen Satz, erkennt man mit den Methoden aus Kap. I, §2 ¢
(Ausklammern der hochsten z-Potenz in Zidhler und Nenner):
(5.7) Satz: Sei f eine rationale Funktion mit dem Funktionsterm

™ + ap_12" 4+ ayr +ag
bmxm + bm—lxmil + st + blx + b[]

fz) =

und a,, # 0, b, # 0. (Also sind n der Zihlergrad und m der Nennergrad von f, a, der hichste
Koeffizient im Zéhler und b,,, der héchste Koeffizient im Nenner.)
a) Ist der Zihlergrad n kleiner als der Nennergrad m, n < m, so gilt

f(z) — 0 fiir z — +o0,

und wir sagen: Die x-Achse ist Asymptote (Schmiegegerade) fiir f.
b) Stimmen Zéhler- und Nennergrad iiberein, n = m, so gilt

f(x)—>a—n fiir x — +o0,
m

und wir sagen: Die Parallele zur x-Achse mit der Gleichung y = a,, /by, ist Asymptote fiir f.
c) Ist der Zihlergrad n gréBer als der Nennergrad m, n > m, so gilt

. +oo  fiir g >0,
xhi&f(x) - { —oo fiir 1‘% <0, -

Ist n —m gerade, so gilt fiir x — —oo dasselbe, wahrend bei n —m ungerade sich die Vorzeichen
umkehren:

T—00

— lim f(x) fiir n —m ungerade.
Tr—00

lim f(z)=

T——00

{ + lim f(z) fiir n —m gerade,

Beweis: Wir klammern im Zahler 2™ und im Nenner 2™ aus und erhalten

1 1— _
" ap,+ap—1x + -+ ax " +agr™"

T A S

f(=) (%)
Aus den Grenzwertsétzen erhilt man wegen b,, # 0: Der zweite Bruch konvergiert gegen a,, /by, .
Das Verhalten des ersten Faktors 2™ /2™ héngt nur von n und m ab:

Ist n = m, so ist dieser Faktor 1, und f(z) strebt gegen a,,/b,,, wie in b) behauptet.

Ist n < m, so ist m —n > 0 eine natiirliche Zahl und es gilt

= —0 flirz— +oco.
xrm rm—n
Aus (x) ergibt sich die Behauptung von Teil a).
Ist schlieBlich n > m, so ist n — m > 0 eine natiirliche Zahl und daher

n

. x . _
lim — = lim 2" = .
r—o0 M T—00
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Da a,, /b, nicht Null ist, folgt daraus gemé&8 () die erste Aussage von c). Fiir z — —oo gilt

lim "™ — { 00 f{lr n —m gerade,
P —oo fiir n — m ungerade,
und die zweite Behauptung von c) folgt.

Wir wollen nun den Fall c¢) (Z#hlergrad grofier als Nennergrad) noch etwas genauer unter-
suchen, und zwar mit Hilfe der Polynomdivision: Ist f eine rationale Funktion, so kann man den
Zahler mit Rest durch den Nenner dividieren. Betrachten wir einmal das Beispiel

_x2—|—3x
42

f(x)

Dividiert man den Zihler g(z) = 22 + 3z durch den Nenner h(z) = x + 2, so erhiilt man als
Quotient g(z) = z + 1 und als Rest r(z) = —2, also

% + 3z -2
= =z+1+ .
T+ 2 x4+ 2

f(x)

Damit haben wir f(x) dargestellt als Summe aus einem Polynomterm ¢(z) = x + 1 und einem
gebrochen-rationalen Term s(xz) = —2/(z + 2), bei dem der Z&hlergrad echt kleiner ist als
der Nennergrad. GeméB Satz (5.7) a) konvergiert s(z) gegen 0 fir z — foo. Wegen f(z) =
x+ 1+ s(z) bedeutet dies, dass der Abstand zwischen f(x) und z+ 1 gegen 0 strebt: Der Graph

yl

s(z) = f(z) — q()

von f schmiegt sich immer mehr der Geraden mit der Gleichung y = x + 1 an; f hat damit eine
Asymptote, ihre Gleichung ist gegeben durch y = = + 1.
Diese Uberlegungen kann man allgemein fiir beliebige rationale Funktionen f durchfiih-
ren, deren Zihlergrad gré(B?r ist als der Nennergrad: Mittels Polynomdivision erhilt man eine
_ 9(=

Darstellung von f(x) = ey in der Form

f(z) =q(x)+s(x), q(z) ganz-rational, s(z) — 0 fiir z — +o0.

Damit schmiegt sich der Graph von f dem Graphen der ganz-rationalen Funktion ¢ immer mehr
an. Auf diese Weise hat man eine weitere Methode, mit der man das Verhalten einer rationalen
Funktion f im Unendlichen bestimmen kann: Man dividiert den Zéhler von f durch den Nenner
mit Rest und untersucht den gefundenen Quotienten g(x). Das Verhalten der rationalen Funktion
f im Unendlichen stimmt dann mit dem von ¢ iiberein. Da ¢ ganz-rational ist, ist letzteres
bekannt. (¢ hat den Grad n —m und den héchsten Koeffizienten a,, /by, .)

Diese Uberlegungen zeigen auBerdem, dass auch im Falle ¢) Asymptoten existieren koénnen.
Ist némlich der Zihlergrad von f nur um 1 grdfler als der Nennergrad, so ist g(x) vom Grad
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1 und der Graph von ¢ eine Gerade mit dem Anstieg a, /b, an die sich der Graph von f
‘anschmiegt’.

Wir kénnen nun unsere anschauliche Vorstellung einer Schmiegegeraden in der folgenden
Definition festhalten und Satz (5.7) komplettieren:

(5.8) Definition: Sei f eine rationale Funktion. Eine Asymptote fiir f ist eine Gerade, die
Graph einer linearen Funktion ¢ ist mit der Eigenschaft: Der Abstand zwischen f(x) und ¢(z)
konvergiert gegen 0 fiir x — fo00. In Formeln:

f(z) —q(z) — 0 fir z — +o0.

Die in (5.7) a), b) genannten Asymptoten sind tatséchlich Asymptoten im Sinne dieser
allgemeinen Definition. AuBlerdem erhalten wir die folgende Komplettierung von Satz (5.7):
(5.9) Satz: Es sei f eine rationale Funktion.
a) [ besitzt genau dann eine Asymptote, wenn der Zéihlergrad hochstens um 1 gréBer ist als der
Nennergrad.
b) Ist der Zihlergrad echt kleiner als der Nennergrad, so ist die x-Achse Asymptote fiir f.
¢) Ist der Zihlergrad gleich dem Nennergrad, so ist die Parallele zur x-Achse mit der Gleichung
y = ay /by, Asymptote fiir f; dabei sind a,, bzw. b,, die Koeffizienten der jeweils hichsten x-
Potenz im Zéahler bzw. Nenner.
c) Ist der Zihlergrad um 1 grofSer als der Nennergrad, so erhélt man die Gleichung der Asym-
ptote, indem man den Zihler g(z) von f(x) durch den Nenner h(z) mit Rest dividiert: g(x) :
h(z) = q(z) Rest r(x). y = q(x) ist dann die Gleichung der Asymptoten. Ihr Anstieg ist das
Verhéltnis ay, /by, der héchsten Koeffizienten von Zéhler und Nenner von f(x).
d) Ist der Zihlergrad um mehr als 1 gréfler als der Nennergrad, so erhélt man durch den Gra-
phen von q keine Schmiegegerade, sondern eine Schmiegeparabel (vom Grade n —m), also den
Graph einer ganz-rationalen Funktion, dem sich der Graph der rationalen Funktion fiir xt — to0
anschmiegt.

ITI. Differentialrechnung

§6 Der Ableitungsbegriff

Unsere bisherigen Diskussionen in Kapitel II ermoglichen nur die Bestimmung der Nullstellen
und Liicken rationaler Funktionen und des Vorzeichens der Funktionswerte. Welchen Verlauf
jedoch die Funktion dort hat, kann aus den bisherigen Uberlegungen nicht entnommen werden.
So lassen die Berechnungen des Beispiels (x) auf S. 21f. nicht nur den dort skizzierten Verlauf,
sondern etwa auch den folgenden zu:

y“

By

Um nun den Verlauf zwischen zwei Nullstellen bzw. Liicken genauer zu erfassen, wollen
wir den Begriff des Anstiegs des Funktionsgraphen prézisieren. Wenn uns dies gelingt und wir
entscheiden konnen, in welchen Bereichen der Funktionsgraph steigt und wo er fdllt, so kénnen
wir den Verlauf des Graphen schon recht genau bestimmen.

a. Sekantensteigung, Differenzenquotient, Ableitung, Tangente. Der Begriff des
Anstiegs eines Funktionsgraphen ist fiir lineare Funktionen bekannt. Eine lineare Funktion, d. i.
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eine ganz-rationale Funktion vom Grade < 1, ist gegeben durch einen Funktionsterm der Form
f(z) = mxz+Dbmit reellen Zahlen m, b € R. Thr Graph ist eine Gerade mit dem y-Achsenabschnitt
b und dem Anstieg m. Dieser ergibt sich aus den Koordinaten zweier verschiedener Punkte
Py = (z1,y1) und Py = (22, y2) auf der Geraden durch

Ay -0
Axr  x9—x1

Geradenanstieg m =

Will man nun fiir einen beliebigen Funktionsgraphen den Anstieg bestimmen, so hat man
zunéchst das Problem, dass der Anstieg an verschiedenen Stellen verschieden ist. Wir miissen
also zunichst eine Stelle a fixieren und untersuchen den Graphen in der Nihe des Punktes
P = (a, f(a)). Dazu wihlen wir in der N&he von P einen weiteren Punkt Q = (z, f(x)) auf
G(f) (z # a) und verbinden beide durch eine Gerade. Eine solche Gerade durch zwei Punkte
des Graphen G(f) nennt man eine Sekante.

(z, f(=))

f(@) = f(a)

(a, f(a))

Der Anstieg dieser Sekante ist gegeben durch

x—a
Man nennt diesen Sekantenanstieg wegen der Form des Terms auch Differenzenquotient. Dieser
ist (bei fixierter Stelle a) von x abhéngig: Er stellt eine Funktion von = dar. Andert man z, so

dndert sich in der Regel der Sekantenanstieg. Etwa fiir die Funktion f gegeben durch f(z) = 2
und die Stelle a ist der Differenzenquotient dann gegeben durch

Dy 18 = fa) _a*—a®

r—a r—a

Will man den Anstieg von G(f) an der Stelle a, d. h. beim Punkt P = (a, f(a)) erfassen, so
ndhert man sich mit dem Punkt @ = (z, f(x)) immer mehr P, d. h. x n#hert sich immer mehr
a. Man untersucht dann das Verhalten der Sekantenanstiege D(x) bei Annéherung von z an a,
d. h. man fithrt den Grenziibergang x — a durch. Existiert dann der Grenzwert von D(z) fiir
x — a, so definiert man diesen als Anstieg von f an der Stelle a und bezeichnet ihn mit f'(a):

(6.1) Definition: Es sei f eine Funktion und a eine Stelle im Definitionsbereich. Dann
definiert man:

a) f ist an der Stelle a differenzierbar, wenn der Grenzwert

L @) = f(a)
r—a r—a

in R existiert.
b) Ist dies der Fall, so nennen wir den Grenzwert

) — tim T =@

den Anstieg von f an der Stelle a.
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c¢) Indem man jeder Stelle a, an der f differenzierbar ist, den Anstieg f’(a) zuordnet
a— f'(a)

erhiilt man eine neue Funktion f’, die sog. Ableitung(sfunktion). Ihr Definitionsbereich ist die
Menge
D(f")={a € D(f)| f ist bei a differenzierbar}.

d) Man sagt f ist differenzierbar, wenn f an allen Stellen ihres Definitionsbereiches differenzier-
bar ist.

Nachdem wir den Begriff des Anstiegs einer Funktion f an einer Stelle a definiert haben,
konnen wir nun auch den Begriff der Tangente prézise fassen:

(6.2) Definition: Gegeben ist eine Funktion f, die an der Stelle a differenzierbar ist, fiir
die also der Anstieg f’(a) definiert ist. Dann versteht man unter der Tangente an den Graphen
von f im Punkte (a, f(a)) die Gerade durch den Punkt (a, f(a)), die dieselbe Steigung hat wie
f an der Stelle a, deren Steigung also genau f’(a) ist.

Die Tangente an einen Graphen G in einem Punkt P € (G ist die Gerade durch
den Punkt P, die denselben Anstieg hat wie der Graph in diesem Punkt.

(6.3) Bemerkung: Die Tangente an den Graphen von f an der Stelle a, das soll heifien
im Punkte (a, f(a)), ist gegeben durch den Graphen der linearen Funktion

t(z) = fa) + f'(a)(x — a).

Wir nennen t die Tangentenfunktion zu f an der Stelle a

Beweis: Als Gerade ist die Tangente Graph einer linearen Funktion ¢(x) = ma + b. Dabei
ist der Anstieg m festgelegt; er soll gerade der Anstieg f’(a) der Funktion f an der Stelle a sein:
m = f'(a). Damit lautet die Tangentenfunktion ¢(z) = f’(a)z + b. Man muss nun b bestimmen.
Dazu verwenden wir die zweite Forderung bei der Tangentendefinition: Die Tangente soll durch
den Punkt P = (a, f(a)) verlaufen; das bedeutet, dass P auf dem Graphen von ¢ liegen, also
t(a) = f(a) sein muss:

fla)=t(a)=f'(a)-a+b, alsob= f(a)— f'(a) a.

Damit erhélt man — wie behauptet — die Tangentenfunktion

t(z) = f'(a)x + f(a) = f'(a) -a = f(a) + f'(a)(z — a).

b. Differenzierbarkeit und Stetigkeit. Man beachte, dass die Existenz des Anstiegs
f'(a) bzw. einer Tangente an einer Stelle a nicht selbstversténdlich ist. Zunéchst einmal kann
eine Funktion nicht differenzierbar sein, wenn sie nicht wenigstens stetig ist:

Differenzierbarkeit hat Stetigkeit zur Folge!

(6.4) Satz: Ist eine Funktion f an einer Stelle a differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.

Beweis: Wir miissen zeigen:

lim @) = fla) existiert in R = lim f(x) = f(a).

r—a Tr—a r—a
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Wir setzen voraus, dass der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert, und betrachten fol-
gende Darstellung fiir f(x):

(z—a) giltig fir z # a.

Aufgrund der Grenzwertsétze ergibt sich daraus

f(w):f(a)+w-(x—a) — f(a)+ f'(a)-0= f(a) firz—a,
X a \—,—/0
—f'(a)

was zu beweisen war.
Aber auch stetige Funktionen sind nicht notwendig differenzierbar. Typisches Beispiel ist
die Betragsfunktion:
(6.5) Beispiel: Die Betragsfunktion f(x) = |x| ist an der Stelle a = 0 nicht differenzierbar;
sie besitzt an dieser Stelle keine eindeutige Tangente.
Zur Begriindung betrachte man einmal die Funktion f nur iiber dem Intervall [0, co[. Dort
ist f(x) = x, der Graph in diesem Bereich eine Gerade mit Anstieg 1. Also
G IC) NN SR
N0 x—0 o\0 T
Betrachtet man jedoch den Bereich | — 00, 0], so gilt dort f(z) = —z und man erhélt als An-
stiegswert —1:

hmM: lim_—x:—l.
x 0 x—0 z,/0 T
f(z) — f(a)

Wenn aber die beiden einseitigen Grenzwerte von nicht iibereinstimmen, kann der

r—a
gesuchte (beidseitige) Grenzwert lirr[l) ... nicht existieren: f(z) = |z| ist an der Stelle 0 nicht
r—

differenzierbar. Geometrisch erkennt man dies an dem Knick, den der Graph dort hat.

Anschaulich gesprochen liegt Differenzierbarkeit vor, wenn der Graph glatt
ist und keinen Knick hat (wie bei der Betragsfunktion an der Stelle 0).

An allen anderen Stellen ist die Betragsfunktion jedoch differenzierbar. (Bestimmen Sie zur
Ubung die Ableitungsfunktion f’ samt ihrem Definitionsbereich!)

Als Gegenstiick zum obigen Beispiel wollen wir nun zeigen, dass alle rationalen Funktionen
differenzierbar sind:

(6.6) Satz: Rationale Funktionen f sind an allen Stellen ihres Definitionsbereiches differen-
zierbar; es existiert daher die Ableitungsfunktion f’ und diese hat denselben Definitionsbereich
wie f.

Beweis: Sei f eine rationale Funktion und a eine Stelle im Definitionsbereich von f. Wir
untersuchen den Differenzenquotienten

Dia) — L) = f(@)

r—a

Da f eine rationale Funktion ist, ist f(z)— f(a) und dann auch D(x) rational. Wegen des Nenners
x — a ist D an der Stelle a nicht definiert, a ist eine Liicke von D. Der Zdhler f(z) — f(a) ist
jedoch bei a definiert und hat dort den Wert f(a) — f(a) = 0; es lisst sich also im Zdhler der
Linearfaktor  —a abspalten: f(x)— f(a) = (x —a)g(x), wobei g eine bei a definierte (!) rationale
Funktion ist. Damit l&sst sich in D(z) der Linearfaktor kiirzen und man erhilt

D((L‘) _ ((L‘ — a)Q(x)

=q(z) firz#a.
r—a
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Da g bei a definiert und als rationale Funktion stetig ist, existiert

lim fo) = fla) _ lim ¢(x) = q(a) € R.

r—a Tr—a r—a

Dies bedeutet: f ist an der Stelle a differenzierbar. (Beachten Sie: ¢ ist nichts anderes als die
Ersatzfunktion D und die Liicke a von D hat sich als hebbare Liicke von D erwiesen.)

In den Ubungen haben Sie Gelegenheit, diesen Beweis an konkreten Beispielen nachzuar-
beiten und dabei dann explizite Formeln fiir f'(a) herzuleiten (siehe auch Abschnitt c.).

c. Die Ableitung der Potenzfunktionen. Wir wollen hier nun allgemein fiir beliebige
Potenzfunktionen die Ableitungsfunktion f’ explizit bestimmen.

(6.7) Satz: Die Potenzfunktionen f gegeben durch f(x) = x™ (n € IN) sind differenzierbar
und ihre Ableitungsfunktion f’ ist gegeben durch:

f'(z) =na™t.

Beweis: Wir betrachten eine beliebige Stelle ¢ und untersuchen den Differenzenquotienten

" —a”
D(zx) = —.
(2) = ——
Dieser lisst sich folgendermafien darstellen
" —a”
Dz)="——=2""1 4+az" 2 +a%z" 3+ .. +a" 2z +a" . (%)
x—a

Diese Formel haben Sie in Spezialfillen in den Ubungen selbst ermittelt. Man beweist (¥) am
besten durch Ausmultiplizieren

(x—a) (z"' + az"? + e + a"%x + a7t
= z" + ax™! + . + a" %2 4+ "z
— az" ! — %" 2 — - — a"lx — an

Folglich erhélt man fiir f(x) = 2™ als Ableitungswert

Looat—a - -
f'(a) = lim ~—— = lim ("' + az" ? +a
r—a T — Qa r—a
=a" ' 4ad" 2 +a?a" P+ ... +a" 2ata"!

=n-a"'.

anfS_’_"'_’_aanx_’_anfl)

Dies gilt fiir alle « € R = ID(f) und die Behauptung ist bewiesen.

Bei richtiger Interpretation ist Satz (6.7) auch richtig fiir n = 0. Fiir n = 0 erhélt man
die konstante Funktion f(z) = 2° = 1. Thr Graph ist eine Gerade parallel zur z-Achse, ihre
Ableitung also an allen Stellen 0. Allgemein gilt:

(6.8) Bemerkung: Konstante Funktionen f(x) = ¢ (c € R) haben die Ableitung f'(z) = 0.

f(z) = c konstant = f'(x) =0.

Wir wollen nun Satz (6.7) sogar ausdehnen auf negative Exponenten, d. h. auf die Kehrwerte

f(z) = ﬁ = 27" von Potenzfunktionen. Wieder miissen wir den Differenzenquotienten von f
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untersuchen. Sei also a eine Stelle des Definitionsbereiches von f, d. h. a # 0. Dann gilt fiir den
Differenzenquotienten (wieder unter Benutzung der oben hergeleiteten Formel (%))

1 1
- _ L1 a™

P — " 1 z"—a"

= ( )

x"a™’ x—a

T—a x"a™(x — a)

1
- (_x”a”

)(‘,L,nfl_i_a‘,L,an_’_CLQ‘,L,nfi%_’_'''_’_aan‘,L,_i_anfl)7

so dass man den Grenzwert bestimmen kann:

1
f'(a) = lim [(_x”a,” Y&t Far" P+ a®2" P L 4 a" P a )]

1 _ _ _ _ _
:(_ )(an 1+aan 2+a2an 3—}—...—1—0,” 2a+an 1)
aa™
n—1
na n
== a2n :_an+1'

Beschreibt man nun die Ausgangs- und Ableitungsfunktion nicht durch Briiche, sondern durch
Potenzen mit negativen Exponenten, so erhédlt man

fx)=2""= f'(z) = —nz ™!

und erkennt, dass Satz (6.7) in der angegebenen Form auch richtig ist fiir negative Exponenten:
(6.7") Satz: Fiir jede ganze Zahln € Z ist die Potenzfunktion f, gegeben durch f(z) = z™,
differenzierbar und ihre Ableitungsfunktion f’ ist gegeben durch

f'(x) =na"t.

Wir erwihnen bereits hier, dass dieser Satz sogar fiir gebrochene Exponenten im wesent-

lichen richtig bleibt. Wir werden dies aber erst spiter beweisen. Setzt man in (6.7") n = 1/2,
1
so erhélt man fiir f(z) = /z = 2/2 die Ableitung f'(z) = 2712 = NG Fiir diese Aussa-
x

ge wollen wir ad hoc einen Beweis geben und zugleich auf die dabei auftretende Problematik
hinweisen:

(6.9) Satz: Die Wurzelfunktion f(x) = \/z ist an allen Stellen a > 0 differenzierbar, und
die Ableitungsfunktion ist gegeben durch

1
PN

An der Stelle a = 0 ist die Wurzelfunktion nicht differenzierbar.
Zum Beweis untersuchen wir wieder den Differenzenquotienten:

Vi-a_  \i-a Vi~ a 1

f'(z)

rme (P (VAR | (- VaWETVa) Vet va
Damit kénnen wir an Stellen a > 0 den Grenziibergang x — a durchfiihren:
— 1 1 1
f'(a) = lim Voo vae lim = = :
P Te—a  sVEtva Vatva 2va

Beachten Sie, dass wir beim vorletzten Gleichheitszeichen die Stetigkeit der Wurzelfunktion
benutzt haben sowie die Tatsache, dass a # 0 ist.
Fiir die Stelle a = 0 muss man den Differenzenquotienten

Vi-Vi_Vi_ 1

xz—0 r T
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1
untersuchen. Fiir z — 0 hat aber — keinen Grenzwert in IR, sondern wiéichst iiber alle Grenzen:

Vv
17(0) existiert nicht!
Diese Resultate lassen sich auch deutlich am Verlauf des Graphen der Wurzelfunktion er-
kennen. Dieser Graph ist die obere Hélfte der an der Winkelhalbierenden des I./III. Quadranten
gespiegelten Normalparabel mit Scheitel (0,0) (siehe Skizze). Die Normalparabel hat in ihrem

yl

Scheitelpunkt die x-Achse als Tangente. Bei der Spiegelung geht diese in die y-Achse iiber.
Die y-Achse beriihrt also im Koordinatenursprung den Graphen der Wurzelfunktion. Fiir die
y-Achse ist aber keine Steigung definiert. Dies entspricht genau dem obigen Resultat, dass fiir
die Wurzelfunktion an der Stelle 0 der Anstieg f’(0) nicht existiert.

d. Erste Ableitungsregeln. Aufgrund von Satz (6.7") kennen wir nun erste Formeln
fiir die Ableitung der Potenzfunktionen f(z) = 2™ mit n € Z. Wir wollen nun versuchen
allgemein ganzrationale Funktionen f abzuleiten. Wichtiges Hilfsmittel sind dafiir die folgenden
Ableitungsregeln.

(6.10) Satz: (Erste Ableitungsregeln)

a) (Faktorregel) Ist eine Funktion g an einer Stelle a € ID, differenzierbar, so ist fiir jede reelle
Zahl ¢ € R auch die Funktion f = cg, die durch den Funktionsterm f(x) = c¢- g(x) gegeben ist,
bei a differenzierbar, und es gilt

f'(a) = (cg)'(a) = c-¢'(a).

b) (Summenregel) Sind g und h an einer Stelle a differenzierbare Funktionen, so ist auch ihre
Summenfunktion f = g+ h, gegeben durch den Funktionsterm f(x) = g(z) + h(z), bei a
differenzierbar. Es gilt dann

f'(a) = (g+h)'(a) = g'(a) + I(a).

Beweis: a) Wir miissen den Differenzenquotienten von f = ¢ - g zur Stelle a untersuchen.
Dieser ist gegeben durch

f@)=fa) _c-gl@)—c-gla) _ g —g(a)

r—a r—a r—a

Der Differenzenquotient von f = cg ist also das c-fache des Differenzenquotienten von g. Nun
ist g bei a differenzierbar; also existiert der Grenzwert

§'(a) = lim 9(x)—g(a)
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Dann existiert aufgrund unserer Grenzwertsétze auch der Grenzwert

F) =t T@ =T ()~ gla)

=c-g'(a).
r—a r—a r—a r—a

Ad b): Wieder betrachten wir den Differenzenquotienten von f:

f(z) = fla) _ (9(x) + h(x)) = (9(a) + h(a)) _ g(x) + h(zx) — g(a) — h(a)

T —a T —a r—a
_9(x) —g(a) N h(z) — h(a)
x—a x—a '
—g’(a) —h'(a)

Der Differenzenquotient der Summenfunktion f = g+ h ist also die Summe der Differenzenquo-
tienten von g und von h, und diese konvergieren gegen die jeweiligen Ableitungswerte. Geméaf
den Grenzwertsitzen erhdlt man daraus dann

o T@) = @) _ gl = gla) () = ha)
r—a r—a r—a r—a r—a r—a

— g'(a) + 1'(a).

Damit ist Teil b) bewiesen.

Achtung: Die Ableitungsregel fiir die Produktfunktion g-h werden wir erst spéter kennen-
lernen. Sie ist komplizierter als die Regel (6.10),b) fiir g + h: Die Ableitung der Produktfunktion
g+ h ist nicht das Produkt der Ableitungen! Dies kann man leicht an den uns schon bekannten
Ableitungsregeln fiir die Potenzfunktionen ablesen: Betrachten wir g(z) = 2 und h(z) = z3.
Dann ist ¢/(z) - b/ (z) = 2z - 32% = 623 offensichtlich nicht die Ableitung von g(z) - h(x) = z°.

Beliebige ganzrationale Funktionen werden durch Addition und Multiplikation mit Zahlen
aus den Potenzfunktionen f(x) = 2™ aufgebaut. Dabei sind fiir n beliebige natiirliche Zahlen oder
0 zuldssig. GeméfB (6.7) und (6.10) konnen wir daher alle ganz-rationalen Funktionen ableiten
und erhalten den folgenden

(6.11) Satz: Ganzrationale Funktionen f : R — IR sind differenzierbar. Ist die Funktion
f durch den Funktionsterm

f(@) = apz™ +ap_12" . ag2® + a1 + ag
gegeben, so ist die Ableitung f' : R — IR gegeben durch
() = napz™ ' + (n— Dap_12" 2 4+ ...+ 2492 +ay .

Insbesondere sehen wir, dass die Ableitungsfunktion wieder eine ganz-rationale Funktion ist,
deren Grad um 1 kleiner ist als der von f, wenn letzterer > 1 ist.

Wir miissen lediglich noch die letzte Aussage begriinden. f hat den Grad n, wenn a,, # 0
ist. Ist auBerdem n > 1, also n # 0, so ist natiirlich auch na,, # 0 und f’ hat den Grad n — 1.

§7 Monotonie und Extrema

a. Extremstellen und stationire Stellen. Nachdem wir nun in der Lage sind, beliebige
ganz-rationale Funktionen abzuleiten, wollen wir uns jetzt wieder der Frage zuwenden, was wir
aus der Kenntnis der Ableitung f’ iiber die Funktion f selbst erfahren kénnen.
(7.1) Definition: Sei f eine Funktion und a eine Stelle im Definitionsbereich von f.

a) Wir sagen: f hat bei a ein (lokales) Mazimum, wenn in einer (kleinen) Umgebung von a
fla) > f(x) gilt, d.h. genauer: es gilt f(x) > f(a) fir alle z € Dy, |r —a| < € mit einem
(kleinen) € > 0.

b) Entsprechend spricht man von einem (lokalen) Minimum , wenn f(a) < f(z) in einer Umge-
bung von a gilt.
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c¢) f hat bei a ein Extremum, wenn ein Maximum oder Minimum vorliegt.
Wir nennen a entsprechend Mazimums-, Minimums- oder einfach Extremstelle, und den zu-
gehorigen Punkt (a, f(a)) des Graphen von f nennen wir dementsprechend Hoch-, Tief- bzw.
Extrempunkt.

(7.2) Satz: (Notwendiges Extremstellenkriterium)
Es sei f eine Funktion und a € R.
a) Ist a eine Extremstelle von f im Innern des Definitionsbereiches und ist f bei a differenzierbar,
so ist a eine Nullstelle von f'.
b) Aber Achtung! Nullstellen von f' sind nicht unbedingt auch Extremstellen!

Der Beweis von a) ergibt sich unmittelbar aus der Definition von f’(a). Wir nehmen einmal

an, dass f’(a) > 0 ist. Dann muss auch der Differenzenquotient W, der sich dem positiven
Wert f’(a) ja immer mehr annédhert, schlieflich fiir z nahe bei a ebenfalls positiv sein:

w >0 fiir x € Dy hinreichend nahe bei a.

Dies bedeutet, dass der Zihler f(z) — f(a) und der Nenner x — a in der Nidhe von a stets
dasselbe Vorzeichen haben. Ist also z € IDy und = < a, so ist f(z) < f(a), und ist > a, so ist
f(z) > f(a). Da a im Innern des Definitionsbereiches liegt, gibt es Stellen € Dy mit z < a
und solche mit > a. Damit erkennt man, dass fiir  in der Ndhe von a sowohl Werte f(x)
ober- wie unterhalb von f(a) auftreten; a kann also keine Extremstelle sein. Genauso schliefit
man fiir f'(a) < 0 und erhélt insgesamt: Ist f'(a) # 0, so ist a keine Extremstelle von f, womit
Satz (7.2) a) bewiesen ist.

Der Beweis von (7.2) zeigt, dass an Stellen a mit f’(a) > 0 die Funktion f wichst, wihrend
sie an Stellen a mit f/(a) < 0 fallt. Ist dagegen f’(a) = 0, so kann man nichts Allgemeingiiltiges
iiber Wachstum oder Abnahme sagen. Man nennt daher die Nullstellen von f’ auch stationdre
Stellen von f:

Stationire Stelle von f = Nullstelle von f.

Den zugehérigen Punkt (a, f(a)) auf dem Graphen von f nennen wir entsprechend einen sta-
tiondren Punkt. Die stationdren Punkte eines Graphen sind also die Punkte, an denen die
Tangente waagerecht verlauft. Damit kann man Satz (7.2) a) grob so formulieren:

Innere Extremstellen sind notwendig stationére Stellen.

yl
b) Aber nicht jede stationére Stelle ist auch eine Extrem- G(f)
stelle. Dies zeigt der nebenstehend skizzierte Graph der
Funktion f(z) = 23: An der Stelle a = 0 gilt f'(a) =
3a? = 0, also ist a stationzire Stelle von f. Aber der Punkt z
(0,0) ist kein Extrempunkt von f.

Man nennt einen solchen Punkt einen Sattelpunkt.

Um also die Extremstellen einer differenzierbaren Funktion zu ermitteln, muss man zunéchst
die stationéiren Stellen bestimmen. Dies sind gerade die Nullstellen der Ableitung f’. Ob aber
bei einer Nullstelle a der Ableitung f’ tatséchlich ein Extremum von f vorliegt, und welcher Art
es ist (Maximum oder Minimum), héngt nun davon ab, welches Verhalten f vor und hinter der
Stelle @ hat. Dies wollen wir im néchsten Abschnitt genauer untersuchen.

b. Monotonieintervalle
(7.3) Definition: (Monotonie) Es sei f eine Funktion und I ein Intervall im Definitionsbereich.
a) Wir nennen f monoton wachsend iiber I, wenn fiir alle 21, x5 € I gilt:

x1 < xo = f(x1) < f(x2).
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Gilt in den Abschétzungen der Funktionswerte sogar f(z1) < f(x2), so nennt man f streng
monoton wachsend.
b) Entsprechend definiert man monoton fallend iber I durch

r1 < xo = f(x1) > f(x2).

c) Wir nennen eine Funktion f iiber I monoton, wenn sie entweder iiber ganz I monoton
wachsend oder iiber ganz I monoton fallend ist.
Beweisen Sie zur Ubung:
f ist (streng) monoton wachsend <= —f ist (streng) monoton fallend.
Diese Tatsache ermdoglicht es, viele Aussagen iiber monotones Wachstum unmittelbar auf mo-
noton fallende Funktionen zu iibertragen, ohne einen zweiten Beweis fithren zu miissen.
Das entscheidende Mittel zur Untersuchung der Monotonie von Funktionen ist der folgende
(7.4) Satz: (Schwacher Monotoniesatz) Ist f eine iiber einem Intervall I differenzierbare
Funktion und hat die Ableitung f’ iiber I nur strikt positive Werte: f'(x) > 0, so ist f iiber I
streng monoton wachsend.
Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir seine Bedeutung fiir die Funktionsuntersuchun-
gen darstellen. Aufgrund dieses Satzes ist die Untersuchung der Monotonie einer Funktion f
gleichbedeutend mit der Untersuchung der Vorzeichenverteilung ihrer Ableitungsfunktion f'!

Monotonieuntersuchung von f <« Vorzeichenuntersuchung von f’.

Wir kénnen also unsere Uberlegungen aus Kapitel IT auf die Ableitung f’ anwenden und so die
Monotonieintervalle der Ausgangsfunktion f bestimmen. Man geht dazu folgendermaflen vor:
1) Die Ableitung f’ berechnen.
2) Fiir die Ableitung f' die Nullstellen und die Vorzeichenverteilung bestimmen. (Fiir rationale

Funktionen wie in Kapitel II, §3 ausfiihrlich diskutiert.)

3) Gilt in einem Intervall I stets f'(x) > 0, so ist f in diesem Bereich streng monoton wachsend,
wéhrend bei f'(x) < 0 die Funktionswerte von f iiber I strikt abnehmen miissen.

Mit Hilfe der Monotonieintervalle kann man nun auch die Extremstellen ermitteln. Nach
Satz (7.2) kommen nur Nullstellen von f’ als innere Extremstellen in Frage. Der folgende Satz
gibt ein hinreichendes Kriterium dafiir, wann eine stationére Stelle tatséchlich Extremstelle ist.

(7.5) Satz: (Hinreichendes Extremstellenkriterium)

Sei f differenzierbar und a eine Stelle im Innern des Definitionsbereiches.

a) Hat f" bei a eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel, so besitzt f bei a ein Extremum. Genauer
gilt:

Wechselt f’ bei a sein Vorzeichen von ‘—’ zu ‘+’, so hat f bei a ein Minimum, wechselt f’ bei
a sein Vorzeichen von ‘+’ zu ‘—’, so hat f bei a ein Maximum.

b) Ist a zwar eine Nullstelle von f’, aber die Werte von f’ in der Néhe einheitlich positiv oder
einheitlich negativ (liegt also kein Vorzeichenwechsel vor), so hat f bei a auch kein Extremum,
sondern einen sog. Sattelpunkt.

Beweis: a) folgt aus Satz (7.4): Gilt ‘kurz vor’ a, d. h. in einem kleinen Intervall ]b, a] (mit
b<a), f'(r) <0,soist fin diesem Bereich geméf Satz (7.4) streng monoton fallend, also f(a)
der kleinste Wert von f in diesem Bereich; gilt ‘kurz nach’ a, d. h. in einem kleinen Intervall [a, c[
(mit ¢ > a), f'(x) > 0, so ist die Funktion f in diesem Bereich streng monoton steigend, also
auch hier f(a) der kleinste Wert. Damit hat man eine kleine ‘Umgebung’ ]b, ¢[ von a gefunden,
in der f(a) der kleinste auftretende Wert ist. Das heifit aber nichts anderes, als dass f bei a ein
lokales Minimum hat. Genauso argumentiert man fiir den anderen Vorzeichenwechsel und fiir
c).

Anmerkung: Sieht man einmal von den Funktionen ab, deren Ableitungsfunktion f” iiber-
all den Wert 0 annimmt, so haben alle differenzierbaren Funktionen, die Thnen im Mathematik-
unterricht begegnen werden, die folgende Eigenschaft: In der Nihe einer Nullstelle a von f’ liegt
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keine weitere Nullstelle von f” (die Nullstellen von f’ liegen isoliert) und einer der in b) oder c)
genannten Félle liegt vor. Daher kdnnen wir fiir differenzierbare Funktionen f, deren Ableitung
f! nur isolierte Nullstellen haben, Satz (7.5) kurz so formulieren:

Innere Extremstellen von f = Nullstellen von f’ mit Vorzeichenwechsel.

c. Der Monotoniesatz. Die auf diese Weise nicht erfassten Funktionen f mit Ableitungs-
funktion f’(x) = 0 sind aber wohlbekannt, denn es gilt der folgende wichtige

(7.7) Satz: Ist I ein Intervall (!) und f eine auf I differenzierbare Funktion, so sind folgende
Aussagen dquivalent:

i) f'(x) =0 fiir alle x € I.
ii) f ist auf I konstant: f(x) = c fiir allex € I.

Dass aus ii) die Aussage i) folgt, war bereits in (6.8) bemerkt worden; Die umgekehrte
Richtung i) == ii) ist der entscheidende Schritt. Dieser scheint anschaulich genauso klar, aber
Vorsicht: Die Stirke des Satzes liegt gerade darin, dass er fiir jede beliebige Funktion gilt,
insbesondere fiir die, fiir die wir eben noch keine Anschauung haben! Daher muss auch der
Beweis frei von der Anschauung durchgefiihrt werden.

Fiir diesen Beweis benotigt man den Monotoniesatz. Hierbei geniigt aber nicht der schwache
Monotoniesatz (7.4). Vielmehr muss dieser verschérft werden zum vollen Monotoniesatz, wie er
nachfolgend formuliert ist.

(7.8) Satz: (Monotoniesatz) Gegeben sei eine Funktion f, die iiber einem Intervall I dif-
ferenzierbar ist. Dann gilt die folgende Aquivalenz:

f'(z) >0 fiir allex € [ <= f ist monoton wachsend iiber I .

Entsprechendes gilt fiir f’(x) < 0 und monoton fallend.

Die Verschéirfung gegeniiber dem schwachen Monotoniesatz besteht darin, dass man als
Voraussetzung nur benétigt, dass f/(z) stets groBer oder gleich 0 ist. Man kann dann zwar
nicht mehr die strenge Monotonie folgern, wohl aber die Monotonie. Umgekehrt kann aus der
Monotonie gefolgert werden, dass f/'(z) > 0 sein muss. Man beachte, dass auch bei strenger
Monotonie nicht iiberall f’(x) > 0 gelten muss. Gegenbeispiel ist wieder die Funktion f(z) = 23,
die iiber ganz IR streng monoton wichst, aber ihre Ableitung f/(x) = 32z% nimmt dennoch an
einer Stelle den Wert 0 an.

Mit Hilfe des Monotoniesatzes (7.8) wird der Beweis von (7.7) sehr einfach: Ist f/(z) =0
auf ganz I, so ist natiirlich f/'(z) > 0 und f’(x) < 0 auf ganz I, so dass nach dem Monotoniesatz
fiir alle b > a sowohl f(b) > f(a) als auch f(b) < f(a), also f(b) = f(a) gilt. Damit ist f
konstant.

d. Beweise.

(7.10) Bemerkung: a) Eine Funktion f ist genau dann iiber einem Intervall I monoton wach-
send, wenn alle Differenzenquotienten > 0 sind:

fla2) = f(@1)

To — X1

>0 fir allexy,z0 € I, x1 # 9.

Und f ist streng monoton wachsend, wenn alle Differenzenquotienten > 0 sind.
b) Entsprechend ist f iiber I monoton fallend, wenn alle Differenzenquotienten < 0 sind bzw.
streng monoton fallend, wenn alle Differenzenquotienten < 0 sind.

Wir beweisen nur eine der vier Aussagen. Die iibrigen Beweise verlaufen analog. Wir haben
folgende Aquivalenzen:

f ist streng monoton wachsend iiber I
< f(x2) > f(x1) fiir alle x1,29 € I, 29 > 21
<= f(x2) — f(x1) und xo — x1 haben gleiches Vorzeichen fiir alle 1,24 € I

— M >0 fiir alle 1,29 € 1,11 # T2
To —I1
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Zum Beweis des schwachen Monotoniesatzes (7.4) miissen wir geméf (7.10) zeigen:
f(bl))*f(a) >
—a

Gilt auf einem Intervall I iiberall f'(x) > 0, so gilt fiir alle Differenzenquotienten
0 (a,bel,a#b).
Oder anders gewendet
Ist einer der Differenzenquotienten < 0, so muss an wenigstens einer Stelle z des Intervalls
der Ableitungswert f'(z) < 0 sein.
Fiir den Beweis ist entscheidend, dass wir ein Intervall zugrundegelegt haben, und wir werden
wesentlich die Vollstindigkeit der reellen Zahlen IR benutzen!
Wir gehen also davon aus, dass wenigstens ein Differenzenquotient < 0 ist. Es existieren daher
a,b € I, a < b mit W < 0, also f(b) < f(a). Wir betrachten nun den Mittelpunkt ¢
zwischen a und b. Da I ein Intervall ist, liegt ¢ in I (!) und f(c) ist definiert. Nun gibt es 2
Moglichkeiten:
Entweder 1) f(a) > f(c¢): Dann ist a < c und f(a) > f(c).
oder 2) f(c) > f(a): Dann ist ¢ < b und f(c) > f(a) > f(b).
In jedem Falle haben wir im Intervall [a, b] ein halb so langes Intervall [aq, b1] gefunden (ndmlich
[a, c] oder [c,b]), bei dem wiederum f(a1) > f(by) gilt. Wir kénnen nun dieses Verfahren der
Intervallteilung fortsetzen und erhalten eine Intervallschachtelung

[a, b] D [al,bl] D [ag,bg] Doy,

wobei stets f(ay,) > f(by,) ist. Aufgrund der Vollsténdigkeit von R enthilt diese Intervallschach-
telung genau eine reelle Zahl, die wir z nennen wollen: a,, < z < b, fiir alle n und z ist der
Grenzwert der Folgen (a,) und (by,).
Wir wollen daraus nun eine Folge c¢,, konstruieren, die gegen z konvergiert und fiir die alle
Differenzenquotienten
f(cn)_f(z) <0

PR (%)

sind. Wir definieren das Folgenglied ¢,, als a,, oder b,, jenachdem welcher der folgenden Fille
vorliegt:

1) z = ay,: Setzen wir dann ¢, = by, so gilt f(c,) — f(z) = f(bn) — f(an) < 0und ¢, — 2z =
by, — a, > 0, also ist (x) erfiillt.

2) z = b,,: Hier setzen wir ¢, = a,,, und wieder gilt (x).

3) f(an) > f(z) und a,, < z: Dann gilt flan) = 1(2) < 0, und wir setzen ¢, = a,.

ap — 2
bn) —
4) f(z) > f(by) und z < by,: Dann ist w < 0, und wir setzen ¢,, = b,,.

Wegen f(ay) > f(b,) und a,, < b, muss einer der 4 Fille eintreten. Wir erhalten so eine
Folge ¢,,, die wie a,, und b,, ebenfalls gegen z konvergiert, und fiir die alle Differenzenquotienten

flen) = f(2)

Cp — 2

<0

sind. Wegen ¢,, — z folgt dann durch Grenziibergang

Damit ist eine Stelle z € I gefunden mit f'(z) < 0, und der schwache Monotoniesatz ist bewiesen.
Wir kommen nun zum Beweis des Monotoniesatzes (7.8): Die Folgerung ii) = i) beweist
man mittels Bemerkung (7.10): Ist f monoton wachsend, so sind fiir alle z # a die Differenzen-

quotienten
f(z) — f(a)
Tr—a

>0.
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Damit muss auch der Ableitungswert f’(a), gegen den diese Differenzenquotienten konvergieren
(fiir x — a), ebenfalls > 0 sein.

Die umgekehrte Richtung i) = ii) folgern wir aus dem schwachen Monotoniesatz. Sei also 1)
erfiillt, d. h. f/(z) > 0 fir alle z € I. Dann gilt fiir jede negative Zahl m < 0 natiirlich f'(z) > m
(z € I). Wir fixieren m < 0 und ein beliebiges a € I und betrachten die

Hilfsfunktion g¢g(z) = f(z) — f(a) — m(xz —a) :

Nun gilt nach den Ableitungsregeln ¢'(z) = f/'(z) — m fir alle z € I. Wegen f'(z) > m ergibt
sich dann fiir die Hilfsfunktion g

g'(r) >0 firallexel.

Man kann also auf g den schwachen Monotoniesatz (7.4) anwenden und erhilt: g ist iiber [
streng monoton wachsend, also gilt fiir alle b€ I,b# a

g9(b) —g(a) _ f(b) = fla) =m(b—a) _ f(b) - f(a)

0 < == = — .
b—a b—a b—a i
(Beachten Sie g(a) = 0.) Wir erhalten also fiir jede negative Zahl m:
I i)
b—a

Dies bedeutet, dass die Zahl W oberhalb aller negativen Zahlen m liegt, also selbst nicht
negativ sein kann. Das heif3t:
)= (@) _

b—a -
Da diese Uberlegungen fiir jedes a € I und fiir jedes b € I, b # a gelten, ist damit gemif
Bemerkung (7.10) der Monotoniesatz bewiesen.

8 Hohere Ableitungen

Wir haben im vorhergehenden Paragraphen gesehen, dass man das Monotonieverhalten einer
differenzierbaren Funktion f mit Hilfe ihrer Ableitung f’ studieren kann. Und zwar ist das
Monotonieverhalten der Funktion f durch die Vorzeichenverteilung der Ableitungsfunktion f’
bestimmt. Insbesondere kann man dadurch die FExtremstellen der Funktion f als die Vorzei-
chenwechselstellen der Ableitungsfunktion f’ charakterisieren. Wir wollen uns nun mit weiteren
Charakteristika des Graphen G(f) einer Funktion f beschéftigen:

a. Kriimmung und Wendestellen. Wir wollen den Begriff der Krimmung eines Funk-
tionsgraphen mathematisch prézisieren. Wir veranschaulichen uns dazu einmal verschieden ge-
kriimmte Funktionsgraphen:

TN

Der erste Graph hat offenbar eine Rechtskrimmung, wihrend der zweite linksgekrimmi ist.
Wenn man nun einmal die Anderung des Anstiegs bei beiden Funktionen vergleicht, so erkennt
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man: Bei dem rechtsgekriimmten Graphen wird (mit zunehmendem z-Wert) der Anstieg immer
geringer, schliefflich sogar negativ! Beim linksgekriimmten zweiten Graphen hingegen wichst der
Anstieg (bei zunehmender z-Koordinate). Dies fiithrt zu der folgenden mathematisch prézisen
Definition des Kriimmungsbegriffes:

(8.1) Definition: a) Wir nennen eine differenzierbare Funktion f iiber einem Teilintervall
ihres Definitionsbereiches rechtsgekriimmt, wenn ihre Ableitung f’ iiber diesem Bereich monoton
fallt, und linksgekrimmt, wenn f’ in diesem Bereich monoton wichst.

yl
b) Unter einer Wendestelle einer Funktion f versteht
man solche Stellen a im Definitionsbereich, an denen die
Funktion ihr Kriimmungsverhalten dndert, das heifit: In /_\
einem kleinen Bereich ‘vor’ a ist f rechts- und kurz ‘nach’ :
a linksgekriimmt, oder umgekehrt. / * K

Wir halten fest: Das Krimmungsverhalten einer Funktion f ist durch das Monotonieverhal-
ten ihrer Ableitung f’ bestimmt. Dementsprechend sind Wendestellen einer Funktion f solche
Stellen a, an denen die Ableitung f’ ihr Monotonieverhalten éndert, also Extremstellen der
Ableitung f'.

Wendestellen von f = Extremstellen von f'.

Ist nun die Funktion f’ selbst auch differenzierbar, so sind geméf §7b. die Extremstellen von f’
gerade die Vorzeichenwechselstellen der néchsten Ableitung (f’)’.
Die Funktion f” = (f’)" ist die zweite Ableitung von f. Entsprechend definiert man die
héheren Ableitungsfunktionen &) = f = ("), f4 = (f®)) usw.
Formulieren wir die obigen Uberlegungen mit Hilfe dieser hoheren Ableitungen, so erhalten wir:
(8.2) Satz: a) Eine zweimal differenzierbare Funktion f kann nur (muss jedoch nicht!) an
solchen Stellen a eine Wendestelle haben, an denen die zweite Ableitung f" eine Nullstelle hat:
f"(a) =0
b) Wechselt die zweite Ableitung f” bei a ihr Vorzeichen, so besitzt die Ausgangsfunktion f bei
a eine Wendestelle.
c¢) Ist a zwar eine Nullstelle von f”, aber die Werte von f” in der Néhe einheitlich > 0 oder
einheitlich < 0 (liegt also kein Vorzeichenwechsel von f" vor), so hat f bei a auch keine Wen-
destelle.
Fiir zweimal differenzierbare Funktionen f, deren zweite Ableitung nur isolierte Nullstellen
hat, kann man kurz sagen:
Die Funktion f hat genau dort ihre Wendestellen, wo die Ableitung f’' Extremstellen hat,
bzw. wo die zweite Ableitung f" eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel hat.

Wendestellen von f = Nullstellen von f"” mit Vorzeichenwechsel.

b. Vorzeichenwechsel und Ableitungen. Ob eine rationale Funktion f an einer Null-
stelle a einen Vorzeichenwechsel hat, kann man an der Nullstellenordnung k (siehe Kap. II,
Definition (3.5), S. 19) der Funktion f an der Stelle a erkennen. Diese Nullstellenordnung kann
man leicht ablesen, wenn man alle Nullstellen von f bestimmt und den Funktionsterm in Li-
nearfaktoren zerlegt hat. Kennt man jedoch nur diese eine Nullstelle a, so muss man geméif
der Definition den Funktionsterm f(z) von f so oft wie moglich durch den Linearfaktor z — a
dividieren (mittels Polynomdivision) und so die Nullstellenordnung ermitteln. Wir wollen nun
noch eine andere Methode kennenlernen, bei der man mit Hilfe der Ableitung Vorzeichenwechsel
nachweisen kann. Diese Methode erfasst aber nur einfache Nullstellen! Sie benutzt die folgende

(8.3) Bemerkung: Es sei f eine differenzierbare Funktion. Dann gilt:

a) Ist f(a) =0 und f’(a) # 0, so hat f bei a einen Vorzeichenwechsel. Genauer:
b) Ist f(a) = 0 und f’(a) > 0, so hat f bei a einen Vorzeichenwechsel von ‘—’ nach ‘+’. Ist
f(a) =0 und f’(a) <0, so hat f bei a einen Vorzeichenwechsel von ‘4’ nach ‘—".
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Achtung: Ist f’(a) = 0, so kann man nichts iiber einen evtl. Vorzeichenwechsel von f an der
Stelle a sagen. Die Bedingung f’(a) # 0 in (8.3) ist nur eine hinreichende Bedingung fiir das
Vorliegen eines Vorzeichenwechsels, sie ist nicht notwendig. Sie besagt gerade, dass die Nullstelle
a von f von erster Ordnung ist. Vorzeichenwechsel von f an Nullstellen 3., 5. ... Ordnung
werden also durch (8.3) nicht erfasst. [Wir werden in §9 sehen, dass man jedoch mittels hoherer
Ableitungen auch die genaue Nullstellenordnung von f bei a bestimmen kann.]

Als Begriindung fiir (8.3) ist nur zu bemerken: Ist f/(a) > 0, so steigt f an der Stelle a, d. h.
‘kurz vor’ a sind die Werte f(z) kleiner als f(a) = 0 und ‘kurz hinter’ a gilt f(z) > f(a) =0
(Beweis von Satz (7.3)). Damit ist b) bewiesen. Fiir ¢) argumentiert man genauso.

c. Hinreichende Kriterien fiir Extrem-/ Wendestellen mittels hoherer Ableitun-
gen. Extremstellen sind ‘Vorzeichenwechselstellen’ der ersten Ableitung f’, wihrend Wendestel-
len ‘Vorzeichenwechselstellen’ der zweiten Ableitung f” sind (Sétze (7.4), (8.2)). Nun wissen wir
nach Bemerkung (8.3), dass fiir eine Funktion bei a ein Vorzeichenwechsel sicherlich dann vor-
liegt, wenn die Funktion bei a den Wert 0 hat, ihre Ableitung aber nicht! Fiir die Anwendungen
muss man nun aber genau im Auge behalten, fiir welche Funktion man einen Vorzeichenwechsel
feststellen will; fiir f oder f’ oder f”!

Beachtet man dies und kombiniert man nun (8.3) mit den Kriterien fiir Extrema (Satz (7.4))
bzw. fiir Wendestellen (Satz (8.2)), so erhélt man die folgenden, hiufig benutzten Kriterien:

(8.4) Satz: Es sei f eine 2- bzw. 3-mal differenzierbare Funktion und a € IR. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

E1) f hat bei a eine Extremstelle — f’(a) = 0.

E2) f'(a) =0A f"(a) >0 = f hat bei a ein Minimum.

E3) f'(a) =0A f"(a) <0 = f hat bei a ein Maximum.
W1) f hat bei a eine Wendestelle —> " (a) = 0.

W2) f"(a) =0A f"(a) #0 = f hat bei a eine Wendestelle.

E1l) und W1) sind wortliche Wiederholungen von (7.4),a) bzw. (8.2),a). Fiir W2) beachte
man, dass aus der Voraussetzung f”(a) = 0 A f”'(a) # 0 nach (8.3) a) (angewendet auf die
Funktion f” ) folgt: f” hat bei a einen Vorzeichenwechsel. Aus (8.2) b) folgt dann die Behaup-
tung von W2).

Genauso folgen E2) und E3) mittels (8.3) b), ¢) (angewendet auf f’) und (7.4) b).

Zum Schluss einige kritische Bemerkungen zu den im Schulbereich hiufig verwendeten Kri-
terien E2), E3), W2) von Satz (8.4):

1. Im Falle f'(a) = f”(a) = 0 erlaubt (8.4) keine Entscheidung iiber das Vorliegen eines Extre-
mums bei f. Dagegen ist oft ohne grolen Aufwand zu erkennen, ob f’ bei a einen Vorzeichen-
wechsel hat. Dies gilt insbesondere dann, wenn man alle Extremstellen von f bestimmen will,
also ohnehin alle Nullstellen von f’ bestimmen muss.

2. Gleiches gilt im Falle f”(a) = f"’(a) = 0 fiir Wendestellen.

3. Die Berechnung von f” ist fiir ganzrationale Funktionen problemlos. Fiir die gebrochen-
rationalen Funktionen dagegen kann die Berechnung einer dritten Ableitung bereits erhebliche
Probleme bereiten. Dagegen erfordert die Bestimmung der Nullstellenordnung von f” bei a einen
wesentlich geringeren Aufwand. (Man braucht nur die Funktion im Z#hler zu untersuchen, und
diese ist ganzrational! Siehe dazu die Beispiele fiir Kurvendiskussionen rationaler Funktionen.)
Fazit: In aller Regel ist die Untersuchung eines eventuellen Vorzeichenwechsels (bei f' bzw. f")
vorteilhafter als die unreflektierte Anwendung der Kriterien von Satz (8.4).

89 Weitere Ableitungsregeln

a. Produkt- und Quotientenregel. Bisher haben wir nur fiir Potenzfunktionen und darauf
aufbauend mittels der Faktor- und Summenregel (Satz (6.6)) fiir alle ganz-rationale Funktionen
die Ableitungen bestimmen kénnen. Um alle rationalen Funktionen differenzieren zu koénnen,
benstigen wir Ableitungsregeln fiir Produkte und vor allem Quotienten von Funktionen.

(9.1) Satz: Seien g und h zwei differenzierbare Funktionen.
a) (Produktregel) Ist f = g-h das Produkt von g und h, d. h. gegeben durch f(x) = g(z) - h(x),
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so ist f differenzierbar und die Ableitung berechnet sich als
f(@) =g'(x) - hz) + g(x) - W ().

b) (Quotientenregel) Ist f = ¢ der Quotient von g und h d. h. gegeben durch f(x) = %, S0
ist die Funktion f (an allen Stellen ihres Definitionsbereiches) differenzierbar und die Ableitung
berechnet sich als

g'(x)h(x) — g(x)h'(z)
(h(x))? '

f'(@) =

Merkregeln:

Ableitung eines Produktes: ‘Ableitung des ersten Faktors multipliziert mit zweitem Faktor plus
erster Faktor multipliziert mit der Ableitung des zweiten Faktors.’

Ableitung eines Quotienten: ‘Ableitung des Zdihlers multipliziert mit dem Nenner minus Zdhler
multipliziert mit der Ableitung des Nenners, und das Ganze dividiert durch das Quadrat des
Nenners.’

Als wichtige Folgerung von b) halten wir fest, dass alle rationalen Funktionen (auf ihrem Defi-
nitionsbereich) differenzierbar sind.

Beweis: a) Zum Beweis muss man den Differenzenquotienten W berechnen und den
Grenzwert fiir x — a untersuchen. Nun gilt

f(z) = fla) _ g(@)h(z) — g(a)h(a)

_ 9(@)h(x) — g(a)h(z) + g(a)h(x) — g(a)h(a)
_ 9@)h(z) — g(a)h(z) | g(a)h(x) — g(a)h(a)

Durch diese Umformungen haben wir den Differenzenquotienten von f durch die Differenzen-
quotienten von g und h ausgedriickt. Deren Verhalten fiir x — a ist bekannt, da g und h dif-
ferenzierbar sind: Ihre Differenzenquotienten streben gegen den jeweiligen Ableitungswert g’(a)
bzw. h'(a). Da h bei a stetig ist (Satz (6.4)), gilt lim, ., h(z) = h(a) und man erhélt aus den
Grenzwertsitzen insgesamt

) = 1 1)~ @
= lim M - lim h(z) + g(a) - lim M

r—a Tr—a r—a r—a Tr—a

= g'(a)h(a) + g(a)h'(a).

Zu b): Es sei a eine Stelle des Definitionsbereichs von f, also mit h(a) # 0. Wieder formen wir
zunéichst den Differenzenquotienten von f so um, dass er durch die Differenzenquotienten von
g und h ausgedriickt wird. Zunéchst ist

h(z)  h(a) h(z)h(a)
1
= h@)a) (9(x)h(a) = g(a)h(a) + g(a)h(a) — g(a)h(x))
1
- h(z)h(a) ((g(x) —g(a))h(a) — g(a)(h(x) — h(a))) ,
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und nach Division durch x — a erhalt man

fa)-fa __t g@-gl@, . W)= ha)
T —a h(x)h(a,)( r—a hla) = g(a) r—a )

Da h an der Stelle a stetig ist (Satz (6.4)) und h(a) # 0 gilt, folgt h(z) — h(a) # 0 und man
erhilt unter Anwendung der Grenzwertséitze

/ 1 f(x)_f(a)_ 1 / !
') = Jim T = s (9 @)h(a) — g(a)h )

was zu beweisen war.

b. Kettenregel. Eine weitere wichtige Regel betrifft die Ableitung von Funktionen, die
durch sog. Verkettung entstehen:
(9.2) Satz: (Kettenregel) Ist f die Verkettung zweier differenzierbarer Funktionen g und h, also
gegeben durch f(z) = g(h(z)), d. h. durch Einsetzung von h(z) in g, so ist auch f differenzierbar
und die Ableitung berechnet sich als

f'(z) =g'(h(x)) - W' (z).

Merkregel: Ableitung der Einsetzung einer (‘inneren’) Funktion in eine (‘duflere’) Funktion:
‘AuBere Funktion ableiten und innere einsetzen, mal innerer Ableitung’; noch prignanter, aber
auch unpriziser: ‘Aufere Ableitung mal innerer Ableitung’.

Beweis: Wir wollen den Beweis nicht in voller Allgemeinheit fithren. Zur Vereinfachung
nehmen wir an, dass h bei a streng monoton ist, dass also h(xz) # h(a) angenommen werden
kann. (Dies gilt fiir die schon frither betrachteten Funktionen mit isolierten Nullstellen der
Ableitung.) Wir erhalten unter dieser Annahme

f@) = fla) _ g(h(z)) — g(h(a)) _ g(h(z)) —g(h(a)) h(z)—h(a)

T —a T—a h(z) — h(a) T —a

Fiir z — a konvergiert der zweite Faktor gegen h’(a), wihrend im ersten Faktor ein Ausdruck
der Form % steht mit z = h(z) und b = h(a). Wegen der Stetigkeit von h (Satz (6.4)) an
der Stelle a folgt aus z — a sofort z = h(z) — h(a) = b. Fiir z — b konvergiert dann aber der
Differenzenquotient % gegen die Ableitung ¢'(b) = ¢'(h(a)). Also:

) — tim L2 =S 0)

r—a r—a

= g'(h(a)) - h'(a).

(9.3) Folgerung: a) Es sei m € Z eine ganze Zahl, m # 0 und f(z) = (z — a)™g(x)
mit einer differenzierbaren Funktion g. Dann ist f differenzierbar und es gilt f'(x) = (z —
a)™ H(mg(z) + g'(x)(z — a)).
b) Hat eine rationale Funktion f bei a eine Nullstelle der Ordnung k > 2, so hat f’ bei a eine
Nullstelle der Ordnung k — 1.
c) Hat f bei a eine einfache Nullstelle, so gilt f'(a) # 0.
d) Hat eine rationale Funktion f bei a eine Polstelle der Ordnung k > 1, so hat f’ bei a eine
Polstelle der Ordnung k + 1.

Zum Beweis von a) folgern wir zunéchst aus der Ketten- und allgemeinen Potenzregel (6.4'),
dass (z —a)™ als Ableitung die Funktion m(x —a)™ ! hat (die Ableitung der inneren Funktion
x — a ist 1!). Mit der Produktregel folgt dann

fll@)=m(z—a)" " g(2) + (& = a)™ - ¢'(z) = (x — )" (mg(z) + (z — a)g/(x)) .

Fiir den Beweis von b)/c) wiederhole man zunéchst die Definition der Nullstellenordnung
(II, §3, (3.5)). Ist a eine Nullstelle von f von der Ordnung k, so gilt geméfl dieser Definition
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f(x) = (x — a)*g(z) mit g(a) # 0. (Andernfalls kénnte man noch weitere Faktoren (z — a)
aus f(x) abspalten.) Dann folgt nach a) f/(x) = (x — a)*~! - h(z), wobei wir abkiirzend h(z) =
kg(z)+ (z—a)g'(z) schreiben. Wegen h(a) = kg(a)+0-¢'(a) = kg(a) # 0 hat dann fiir k—1 > 1
die Funktion f’(x) = (x — a)*'h(z) bei a eine Nullstelle der genauen Ordnung k — 1, withrend
bei k — 1 =0 folgt f'(a) = h(a) # 0.

d) Hat die rationale Funktion f bei a eine Polstelle der Ordnung k, so kann man f folgen-
dermaflen darstellen: @)

g(x
f((L‘) - ((L‘ _ a,)k

mit einer rationalen Funktion g, die bei a nicht den Wert 0 annimmt (sonst kénnte man x — a
abspalten, dann kiirzen und die Polordnung wire geringer!). Also gilt f(z) = (x — a)™% - g(x)
und daher (wie oben)

F(@) = (@ = ) (Rlgla) + (o - g/ (o)) = o it (@) £0.

Also hat f’ bei a ebenfalls einen Pol, jetzt jedoch mit der Ordnung k + 1.

Als Konsequenz dieser Uberlegungen erhalten wir die folgende Methode zur Bestimmung
der Nullstellenordnung mittels hoherer Ableitungen:

(9.5) Satz: Hat f bei a eine Nullstelle, so ist die Nullstellenordnung von f bei a die kleinste
Zahl k € IN mit f*)(a) # 0, oder anders formuliert: die Zahl k € IN mit

0=f(a) = f'(a) = f(a) = .= {5 V(@) und f®(a) #0. (+)

Beweis: Zunichst folgt aus (9.3), b): Ist f(a) = 0 und f'(a) # 0, so kann f bei a keine
Nullstelle einer Ordnung > 2 haben, also muss die Nullstelle einfach sein. Mit (9.3) ¢) folgt, dass
f bei a genau dann eine einfache Nullstelle hat, wenn f(a) = 0 und f’(a) # 0 ist. Damit ist
(9.5) fiir kK = 1 bewiesen.

Hat nun f bei a eine Nullstelle der Ordnung k& > 2, so hat f’ nach (9.3) b) bei a eine
Nullstelle der Ordnung k — 1, f” dann eine Nullstelle der Ordnung k — 2, usw. bis: f*~1) hat
bei a eine einfache Nullstelle, also f(*)(a) # 0. Damit ist (x) gezeigt.

Warnung! (9.3) b) ist nicht umkehrbar: Hat f’ bei a eine Nullstelle der Ordnung m,
so folgt nicht, dass f bei a eine Nullstelle der Ordnung m + 1 hat. Vielmehr braucht f dort
iiberhaupt keine Nullstelle zu haben! f(z) = 3z* und g(x) = 3z*+1 bestimmen zwei verschiedene
Funktionen mit derselben Ableitung f’(z) = ¢/(x) = 122°. Diese Ableitung hat bei 0 eine
dreifache Nullstelle. Wahrend zwar f bei 0 eine vierfache Nullstelle besitzt, hat g iiberhaupt
keine Nullstelle, da alle Werte von ¢ positiv sind. Hat f’ bei a eine m-fache Nullstelle, so hat f
bei a eine (m + 1)-fache Nullstelle, nur wenn a auch wirklich Nullstelle von f ist!

IV. Transzendente Funktionen

Bisher haben wir die folgenden Funktionenklassen studiert: die ganzrationalen Funktionen, dann
die rationalen (definiert als Quotienten ganz-rationaler) und schlieBlich noch Funktionen, die aus
Wurzelfunktionen zusammengesetzt waren (sie bezeichnet man auch als algebraische Funktio-
nen). Wir wollen nun wichtige Vertreter der Klasse der transzendenten (= nicht algebraischen)
Funktionen kennenlernen: die Exponentialfunktionen, insbesondere die Euler’sche Funktion, so-
dann damit verbunden die Logarithmusfunktionen und schlielich die ebenso wichtige Gruppe
der trigonometrischen Funktionen (Sinus, Kosinus, Tangens und deren Umkehrfunktion Arkus-
tangens, etc.). Ihnen allen ist gemein, dass man sie nicht durch algebraische Rechenoperationen
definieren kann; zu ihrer Definition gehtrt untrennbar der Grenzwertbegriff.
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§10 Exponential- und Logarithmusfunktionen

a. Die Exponentialfunktionen. Es sei im Folgenden b eine positive reelle Zahl. Dann haben
wir in der Einfiihrungsphase Potenzen b® von b fiir beliebige reelle Exponenten x definiert. Diese
Definition erfolgte schrittweise:
1. 2 =n € INy: Dann definierte!) man die Potenz b" als das Produkt aus n gleichen Faktoren
b
b"=b-...-b
N——
n—mal
und setzte (aus guten Griinden) b° = 1.
Auf der Grundlage dieser Definition erkennt man unmittelbar die folgenden fundamentalen

Potenzgesetze
(P1) bt =y
(P3)Fiirb>1: n<m <= b"<b",

giiltig fiir alle natiirlichen Zahlen n, m € INg.
2. x =n € Z: Man erweiterte die obige Definition durch die folgende Festsetzung?

1
A
bn

fir n € IN. Diese Definition war nicht willkiirlich, sondern zwangsldufig, wenn die Eigen-
schaft (P1) giiltig bleiben sollte. Denn gem#f (P1) muss gelten

1
b bt =b"t=p0 =1, alsob™" = o

Man kann dann zeigen, dass mit dieser erweiterten Definition die Eigenschaften (P1) — (P3)
giiltig bleiben (fir alle n,m € Z).
3. x =r = = € Q: Fiir beliebige rationale Exponenten r = n/m mit n € Z, m € IN erweiterte

b = Vb

Auch diese Definition war zwangsliufig, wenn die Eigenschaft (P2) giiltig bleiben sollte,
denn geméf (P2) muss gelten

man die Definition zu®

(b7 )™ = bwm ™ =b", also bm = Vbn.

Da b als positiv vorausgesetzt war, existiert die m-te Wurzel stets. Man kann dann wieder
zeigen, dass mit dieser erweiterten Definition die Eigenschaften (P1) — (P3) fiir beliebige
Exponenten in @) giiltig bleiben.
4. x € IR: Eine reelle Zahl x ist gegeben durch eine Intervallschachtelung von rationalen Zahlen
Ty Sit
[7“1,81] > [7“2,82] > [7“3,83] o...ox,

in der nur z enthalten ist. Wegen der Eigenschaft (P3) bilden dann auch die Potenzen von
b (wir setzen im Moment b > 1 voraus)

(B, 6% D[, 0% D ...

1) Diese Definition machte noch fiir jede beliebige Basis b € IR Sinn.
2) Wegen des Nenners b" wird hier benétigt, dass b # 0 ist.
3) Wegen der Wurzel */b" wird hier bendtigt, dass b > 0 ist.
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eine ineinanderliegende Folge von Intervallen. Wenn die Eigenschaft (P3) giiltig bleiben soll,
muss die gesuchte Zahl b* in der letztgenannten Intervallschachtelung liegen:

(B, 6% D [b™2,b%] D ... 3 b".

Wegen der Vollsténdigkeit der reellen Zahlen, existiert eine solche Zahl. Man kann (und
muss) nun zeigen, dass es nur eine Zahl in dieser Intervallschachtelung gibt, und definiert
dann dadurch b*. Auflerdem zeigt man, dass wieder die drei fundamentalen Eigenschaften
(P1) — (P3) giiltig bleiben, jetzt fiir beliebige reelle Exponenten.

Den Fall b < 1 fiihrt man mittels b* = (+)~* auf die Basis § > 1 zuriick.

Unter Verwendung des uns jetzt zur Verfiigung stehenden Grenzwertbegriffes kann man den
vierten Schritt der Definition von b* auch so beschreiben: Jede reelle Zahl x ist Grenzwert einer
Folge von rationalen Zahlen r,, (etwa der endlichen Abschnitte r,, der Dezimalzahldarstellung
von z). Dann ist b* der Grenzwert der Folge der Potenzen b":

r= lim r, = 0" = lim ™.
n—oo n—oo

Man sagt auch: Die auf @) bereits definierte Funktion f(z) = b* wird stetig auf R fortgesetzt.

Auf diese Weise ist nun fiir jede positive Basis b > 0 eine Funktion f definiert durch
f(z) = b*. Man nennt diese Funktion die Exponentialfunktion zur Basis b. (Im Kontrast zu den
Potenzfunktionen ist hier die Basis fest und der Exponent variabel.)

Bei den nun folgenden Untersuchungen der Exponentialfunktionen wird man nicht stéindig
die obige mehrstufige Definition benttigen, vielmehr benutzt man nur die folgenden Tatsachen
(aus denen sich aber, wie wir bereits gesehen haben, die frithere Definition zwangsléufig ergibt):

(1.1) Satz: Die Exponentialfunktion exp, zur Basis b > 0 ist definiert durch exp,(x) = b®
und hat die folgenden Eigenschaften:

a) b* > 0 fiir alle v € R, d. h. exp, nimmt nur positive Werte an, hat insbesondere keine

Nullstellen,

b) ¥ =1, b =b,

c) b*TY = b - bY fiir alle x,y € R,

d) (b)Y = b™Y fiir alle z,y € R,

e) firb>1gilt:x <y < b* <Y,

d. h. exp, ist streng monoton wachsend,

f) fiir b > 1 gilt:
lim b =00, lim b =0
Tr—00 Tr—r—00

Die Eigenschaften a), b), ¢), d) und e) ergeben sich aus der Definition sowie der Giiltigkeit
der Potenzgesetze (P1) — (P3). Fiir f) brauchen wir nur die erste Behauptung zu iiberpriifen,

denn wenn b* — oo fiir x — oo gilt, so folgt daraus b% — 0 fiir x — o0, also

1
lim b = lim b * = lim — = 0.
T——00 T—00 x—o00 bT

Fiir die erste Behauptung in f) muss man wegen der Monotonie lediglich zeigen, dass bei b > 1
die Folge der Potenzen (b™) unbeschréinkt ist. Dies ist anschaulich plausibel. Man beweist es
formal korrekt mit Hilfe der ‘Bernoullischen Ungleichung’ 8" = (1+ (b—1))" > 1+ n(b—1) fiir
alle n € IN. Fiir b > 1, also b — 1 > 0, wéchst dann bereits die untere Schranke 1 + n(b — 1)
iiber alle Grenzen, also erst recht b”. Die Bernoullische Ungleichung selbst haben wir mittels
‘vollstandiger Induktion’ bewiesen.

Ubung: Formulieren Sie die zu e) und f) analogen Aussagen fiir b < 1 und folgern Sie sie
aus Satz (1.1).

4L2 Mathematik (Kg) 53 17. Januar 2004



b. Differenzierbarkeit der Exponentialfunktionen. In diesem Abschnitt wollen wir
die analytischen Eigenschaften der Exponentionalfunktionen (wie Stetigkeit und Differenzier-
barkeit) untersuchen. Wir betrachten unmittelbar die Differenzierbarkeit und studieren daher
das Verhalten des Differenzenquotienten der Funktion f(z) = b® zur Stelle a:

f(x) = fla) _b" 0"

T —a r—a

Setzt man darin h = x — a, also * = a + h, und benutzt die fundamentale Eigenschaft aller
Exponentialfunktionen (%1% = b* - bY), so erhiilt man

b* —b° _ path — pa _ bt — b :ba.bh—l

T—a h h h
Wenn man nun den Grenziibergang x — a durchfiihrt, so bedeutet dies dasselbe wie h — 0. Da
im letzten Term der Faktor b® unabhéngig von h ist, erhdlt man

== ()

Damit ist die Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion f(z) = b* (unabhéngig von der be-

trachteten Stelle a) auf die Existenz des einen Grenzwertes limy_q th*1 zuriickgefiihrt. Den

Nachweis der Existenz dieses Grenzwertes wollen wir auf einen spiteren Abschnitt verschieben.
Wir setzen im Folgenden voraus, dass dieser Grenzwert existiert, und bezeichnen ihn mit L(b):

ph—1
20 = i =

Die Bedeutung dieses Grenzwertes erkennt man, wenn man in obiger Formel (x) a = 0 setzt:
F1(0) =" L(b) = L(b) ;

L(b) ist also gerade der Ableitungswert der Exponentialfunktion f = exp, an der Stelle 0. Damit
haben wir gezeigt:

(1.2) Satz: Wenn die Exponentialfunktion exp, zu einer Basis b > 0 an der Stelle 0
differenzierbar ist, wenn also der Grenzwert

existiert, dann ist exp, an allen Stellen a € IR differenzierbar und der Ableitungswert ist
expy(a) = L(b) - expy(a). Damit gilt also:

exp, = L(b) -exp, mit L(b) = expy(0).

Die Ableitung einer Exponentialfunktion ist ein festes Vielfaches der Exponentialfunktion selbst.
c. Logarithmusfunktionen. Wir betrachten im Folgenden der Einfachheit halber nur
Basen b > 1 (alle Resultate gelten in analoger Form auch fiir b < 1, nicht aber fiir b = 1). Nach
(1.1), e) wissen wir, dass die Exponentialfunktion streng monoton wéchst. Auflerdem wissen wir
aufgrund der Grenzwertaussagen (1.1), f), dass b® sowohl beliebig grofie positive Werte annimmt
als auch positive Werte, die beliebig nahe bei 0 liegen. Dann wird auch jeder dazwischenliegende,
also jeder positive Wert als Funktionswert b* angenommen, denn nach Satz (1.2) (Existenz von
L(b) vorausgesetzt) ist exp, differenzierbar, also erst recht stetig (III, (4.1)). Der Graph weist
also keine Liicken auf (Zwischenwertsatz II, (2.4)). Damit ergibt sich der typische Verlauf einer
Exponentialfunktion mit b > 1, wie er in der folgenden Skizze fiir b = 2 dargestellt ist.
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f(z) =2°

Es ist also jede positive Zahl y als Potenz b* von b darstellbar: y = b*. Und wegen (1.1) e)

ist dabei der Exponent = eindeutig bestimmt; dieser ist der sogenannte Logarithmus von y zur
Basis b:

Der Logarithmus log (y) einer positiven Zahl y zur Basis b ist der (eindeutig) bestimmte
Exponent x € R mit b* = y:

z =logy(y) <= y=10".

Ist also y = b™ = exp,(z), so ist umgekehrt x = log,(y); die Logarithmusfunktion log,, ist
die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion expy,.

Aus den Eigenschaften (1.1) der Exponentialfunktionen entnimmt man daher unmittelbar
entsprechende Eigenschaften fiir die Logarithmusfunktionen:

(1.3) Satz: Die Logarithmusfunktion log, zur Basis b > 1 hat die folgenden Eigenschaften:
a) logy, hat den Definitionsbereich |0, col.
b) log,(1) =0, log,(b) = 1,
c) log,(zy) = log,(x) + log,(y) fiir z,y > 0,
d) logy(z") = r-logy(x) fiirx > 0, r € R,

e) fiirz,y >0 gilt: z <y <= logy(z) < log,(y),
d. h. log,, ist streng monoton wachsend,

f)

lim logy(z) = —oo, lim logy(z) = co.
z\0 T—00

Den Graphen der Logarithmusfunktionen gewinnt man aus dem Graphen der Exponen-
tialfunktion, indem man die Koordinaten x und y vertauscht. Dies bedeutet, dass die beiden
Graphen spiegelbildlich zueinander sind bzgl. der Winkelhalbierenden des I./III. Quadranten:
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Aufgrund der engen Beziehung zwischen Exponential- und Logarithmusfunktion kénnen wir
nun auch letztere differenzieren. Dazu betrachten wir den Differenzenquotienten

log;,(x) — log,(a)
T —a '

Wir fiithren voriibergehend folgende Bezeichnungen ein: y = log,(x) und ¢ = log,(a). Dann gilt
aufgrund der Definition des Logarithmus z = Y und a = b°, und der obige Differenzenquotient
nimmt folgende Gestalt an:

r—a by — e be=be
y—c

log,(z) —log,(a)  y—c 1 (%)

Der Nenner dieses letzten Doppelbruches ist aber nichts anderes als der Differenzenquotient der
Exponentialfunktion zur Basis b.

Wir miissen nun den Grenziibergang x — a durchfithren und zeigen zunichst: Strebt eine
Folge z,, gegen a, so strebt y,, = log,(z,) gegen log,(a) = ¢

Ty — a =y, = logy(z,) — log,(a) =c.
(Wir zeigen also zunéchst die Stetigkeit von log, und dann erst die Differenzierbarkeit.)

Sei also x,, eine beliebige Folge, die gegen a konvergiert. Um zu zeigen, dass y, gegen c
konvergiert, miissen wir zeigen, dass fiir jede positive Zahl £ > 0 die Abschéitzung c — e < y, <
¢ + ¢ fiir fast alle n richtig ist (vgl. Definition der Konvergenz in 1., §2, S. 7). Aufgrund der
strengen Monotonie der Exponentialfunktionen gilt

beTE < b < bOtE
Da die Folge x,, gegen a = b° konvergiert, folgt daraus
b€ < x,, < b°TE fiir fast alle n.
Wendet man nun auf diese letzte Ungleichung die streng monotone Logarithmusfunktion log,
an, so erhilt man

logy, (b)) < logy (z,,) < log, (b°T) fiir fast alle n.
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Dies heif3t aber nichts anderes als
c—e <y, <c+e fir fast allen.

Damit haben wir gezeigt: Strebt = gegen a, so strebt y gegen log,(a) = ¢. Dann strebt aber
der Nenner in (x) (dies ist der Differenzenquotient der Exponentialfunktion exp, an der Stelle
c) gegen den Ableitungswert expy(c) = expy(c) - L(b). Da dieser Wert # 0 ist, erhalten wir aus
dem Grenzwertsatz fiir Quotienten:

lim logy, (z) — logy(a) _ 1 I .
z—a T —a lim &=t L(b)-b¢ L(b)-a’

y—c Y€

Damit ist der folgende Satz gezeigt:
(1.4) Satz: Fiir alle b > 1 ist die Logarithmusfunktion log;, auf ihrem Definitionsbereich
10, oo differenzierbar und es gilt
1
logy (z) = —— -
Ogb(x) L(b)

8

§11 Der natiirliche Logarithmus und die Eulersche Zahl e.

a. Der natiirliche Logarithmus. Wir wollen nun die bei der Ableitung der Exponential-
funktionen aufgetretene Grofie L(b) (definiert fiir alle b > 0) genauer analysieren. Als Ablei-
tungsiibungen differenzieren wir einmal die Funktionen f(z) = a*b” (a,b > 0) und g(z) = a™
(a >0, r € R). Wir erhalten mit der Produkt- bzw. Kettenregel

f'(z) = L(a)a® - b* + a® - L(b)b” = (L(a) + L(b)) - a®b” , sowie

g'(z) = L(a)a™ -r =rL(a)-a"™ . (1)

Nun kann man aufgrund der Potenzgesetze die Funktion f und g auch anders darstellen
F(@) = (@) baw. g(x)= ()",
und erhélt daraus (durch unmittelbare Anwendung der Ableitungsregel (1.2))
f'(@) = L(ab) - (ab)® und ¢/() = rL(a)- ()" (2)
Ein Vergleich von (1) und (2) zeigt die folgenden bemerkenswerten Formeln
L(ab) = L(a) + L(b) und L(a") =7+ L(a) fir allea,b>0,r€ R,. (3)

Diese beiden Eigenschaften haben wir als typische Eigenschaften einer Logarithmusfunktion
kennengelernt (siehe (1.3), ¢), d)). Dies fithrt zu der

Vermutung: L ist eine Logarithmusfunktion.
Wenn man dies beweisen will, muss man eine Basis finden, zu der L die Logarithmusfunktion
ist. Wir suchen also eine Zahl e mit

L =1log, d. h. L(b)=log,(b) firalleb>0.
Fiir eine solche Zahl e, muss also gelten:
L(b) = log (b) <= F®) =¢logcl) —p = o = p1/EO),

Dabei gilt die letzte Aquivalenzumformung falls L(b) # 0 ist. Ist dies aber der Fall, so ist durch
die letzte Gleichung ein Kandidat fiir e gefundem:

e=bYL®) fiir irgendein b > 0 mit L(b) #0.

4L2 Mathematik (Kg) 57 17. Januar 2004



Ein solches b ist aber leicht zu finden: Wire ndmlich L(b) = 0, so bedeutet dies nach (1.2)
expy(z) = 0 fiir alle x, also ist expy(x) = b® konstant. Dies ist aber nur fiir b = 1 mdglich. Fiir
alle anderen b # 1 gilt L(b) # 0.

Wir definieren nun die Zahl e z. B. durch

e = 2U/L2)
Dann gilt
1
L(e)=L(2Yt®) = —— . [(2)=1.
(€)= L@/HD) = 2o L(2)

Wegen L(e) > 0 ist e streng monoton wachsend (siehe (1.2)), also e > 1. Nun zeigen wir
L =log,:

L(b) = log,(b) <= L(e"*%") =log,(b) G log,(b) - L(e) = log,(b) -

Wegen L(e) = 1 ist die letzte Gleichung wahr, also L = log,. Damit ist L eine Logarithmusfunk-
tion, und wir definieren

(2.1) Definition: Die Funktion L = log, wird natirliche Logarithmusfunktion genannt
und mit In bezeichnet. Thre Basis e heifit Eulersche Zahl. Die Exponentialfunktion exp,(z) = e*
zur Basis e wird kurz e-Funktion genannt und einfach als die Ezponentialfunktion exp (ohne den
Index e) bezeichnet.
Aus (1.4) erhalten wir

(2.2) Satz: Die natiirliche Logarithmusfunktion In hat die Ableitungsfunktion

1
' (z) = =
() =+
Beweis: Nach (1.4) gilt wegen L(e) = 1
1 1 1
In'(z) = log! =——=—.
(o) = logl(e) = 5 7 = 7

b. Die e-Funktion. Wir wollen nun die verschiedensten Charakterisierungen der Euler-
schen Zahl e bzw. der e-Funktion zusammentragen:
(2.3) Satz: (Charakterisierungen von In und e)
a) In(a) ist der Anstieg der Exponentialfunktion exp, zur Basis a an der Stelle 0, d. h. In(a) =
. h
}IL% E(a —1).
b) e ist die positive reelle Zahl # 1 mit In = log,.

c) e ist die Basis des natiirlichen Logarithmus ln.
d) e ist die positive reelle Zahl mit In(e) = 1.
e) e ist die positive reelle Zahl mit (e*) = e*.

1
f) e ist der Grenzwert der Folge (1 + —)".
n

Von diesen Aussagen sind nur noch wenige zu begriinden: a) ist die hier zugrundegelegte
Definition des natiirlichen Logarithmus. b), ¢) und d) sind Ausformulierungen der gewéhlten
Definition der Eulerschen Zahl; beim Nachweis der Existenz von e haben wir gezeigt, dass es
nur eine Zahl mit der Eigenschaft c) gibt. e) ergibt sich aus Satz (1.2) mittels a) und d):

(") = L(e)-e* =1In(e)-e” =e".
a) d)
Lediglich f) scheint eine véllig neue Beschreibung der Zahl e zu sein. Sie ist hier aufgenommen,

weil sie oft als Definition gewihlt wird. Zum Beweis von f) logarithmieren wir die zu untersu-
chende Folge z,, = (1 + 1)™ und erhalten (wegen In(1) = 0)

In(1+2) In(1+21)—In(1)
1+

Yn = In(z,) = In((1 + %)”) =n-In(1+ %) _

1
n

4L2 Mathematik (Kg) 58 17. Januar 2004



Diese letzte, scheinbar unnétig komplizierte Form von y,, ist offenbar der Differenzenquotient

W der Funktion In an der Stelle a = 1 mit dem z-Wert x = 1 + % Fir n — oo gilt

r — 1 = a und wir erhalten

In(1+ 1) —1In(1 1 —In(1
lim gy = lim ”1) ) _ oy @ =) gy g
n— o0 n— o0 (1 + E) —1 z—1 r—1 (2.2)

Aus In(z,) =y, — 1 folgt wegen der Stetigkeit der e-Funktion

T, =€ —el =¢,

wie in f) behauptet.

In diesem Satz fehlt eine wichtige Charakterisierung des natiirlichen Logarithmus In als
diejenige Stammfunktion von f(z) = 1 iiber dem Intervall ]0, 00, die bei 1 den Wert 0 hat
(siehe spéter, Integralrechnung).

Die wesentlichste Eigenschaft der e-Funktion ist die Aussage e). Diese verschirfen wir zu
dem folgenden Satz iiber die Losungen einer fundamentalen Differentialgleichung:

(2.4) Satz: (Die Differentialgleichung f = k- f) Es sei k eine reelle Zahl und f eine Lésung
der Differentialgleichung f' = k- f, d. h. f ist eine differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft
f'(z) =k - f(z) fiir alle x € R. Dann gilt:

Es gibt eine reelle Zahl ¢ € R mit: f(z) = c-e®.

Alle Losungen der Differentialgleichung f' = k - f sind also Vielfache der Exponentialfunktion
ek — (ek)ac
Dabei ist dann der Faktor ¢ gerade der sog. Anfangswert f(0) von f: c = f(0).

Beweis: Wir betrachten die Quotientenfunktion

_ f(=)

9(z) ="

Da die e-Funktion nur positive Werte annimmt, ist g auf ganz R definiert. Berechnet man (mit
der Quotientenregel) die Ableitung von g so erhilt man fiir alle x

[(w) e — (@) kekt fw) — f() ke

, —
9 ((L‘) - e2kx - ekx

Wegen f/(z) = k- f(x) ist der letzte Term 0, also ¢’(z) = 0 fiir alle z. Dann muss g aber konstant
sein (III, Satz (2.7)). Also gibt es eine reelle Zahl ¢ mit g(z) = ¢ fiir alle . Das bedeutet:

f(z)=c-€e* firallez e R.

Setzt man in diese Gleichung x = 0 ein, so erhilt man f(0) = ¢, wie behauptet.

Dieser Satz ist die entscheidende Grundlage fiir die universelle Bedeutung der Exponen-
tialfunktion. Bei allen Naturvorgéingen, bei denen die Anderungsgeschwindigkeit (f’(z)) einer
Grofle f(z) proportional zur GroBe f(z) selbst ist, ergibt sich f als Vielfaches einer Exponential-
funktion. Beispiele sind radioaktive Zerfallsprozesse, elektrische Entladungsprozesse, aber auch
Wachstumsprozesse in der Biologie oder Aufladungsvorgénge in der Elektrizitdtslehre; iiberall
werden die entscheidenden Grofien durch die e-Funktion beherrscht.

Es ist schwer, die Bedeutung der e-Funktion inner- wie auflerhalb der Mathematik zu
tiberschétzen!

c. Die Regeln von de I’"Hospital. Dies sind keine besonderen Regeln fiir Exponential-
funktionen, sondern sie stellen eine sehr allgemein anwendbare Methode zur Bestimmung von
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Grenzwerten dar. Sie werden hier behandelt, da sie bei der Untersuchung transzendenter Funk-
tionen haufig benutzt werden.

Es geht um die Bestimmung von Grenzwerten von Funktionen der Form f(z) = %. Sind
g und h stetig und bei a definiert, so wissen wir aufgrund der Grenzwertsitze bereits:

. 9(@) _ gla)
h(a)#0:>£ljgm—mv (1)
h(a) =0, g(a) #0 = limmzioo. (2)

Offen ist der Fall g(a) = h(a) = 0. Welchen Wert dann lim,_., % annimmt, kann man in

vielen Fillen mit Hilfe der Differentialrechnung untersuchen. Folgende Uberlegungen enthalten
die Grundidee der Regel von de I’Hospital im einfachsten Fall.
Unter der Voraussetzung g(a) = h(a) = 0 gilt:

g(z) _g(e)—gla) _gle)—gla) x-a _ “EY
h(z)  h(x) — h(a) r—a h(z) —h(a) — ha)=he) *

Wir erhalten also einen Quotienten der Differenzenquotienten von g und A. Sind nun g und h
differenzierbar bei a, so strebt der Zéhler gegen ¢’(a) und der Nenner gegen h'(a). Der ganze
Bruch strebt dann gegen Z, EZ% — vorausgesetzt h'(a) # 0! Insgesamt ergibt sich so die folgende

zusétzliche Regel fiir bei a differenzierbare g, h:

3)

Anwendungsbeispiele:

im =
z—0 e — 1

. et —e " el +e 1+ e?
lim = = .
r——1 (I,'2 -1 2671 2

Nun kann es aber sein, dass auch h'(a) = 0 ist, wie in folgendem Beispiel:

et —1
lim 5
r—0 x

Darauf ist (3) dann nicht anwendbar. Wohl aber die folgende umfassende Form der Regel von
de "Hospital, deren Beweis jedoch nicht so einfach wie der obige ist.

1. Regel von de ’Hospital: (Grenzwerte vom Typ %) Es sei a eine Stelle im oder am
Rande des Definitionsbereichs von g und h. Beide Funktionen seien in einer Umgebung von a
differenzierbar und dort gelte h'(x) # 0. Dann gilt:

/
lim o) = Jim () =0 = Jim 253 =ty 271,

(4)

vorausgesetzt der letztgenannte Grenzwert existiert in IR oder ist gleich +o0.
Die Vorteile dieser allgemeinen Form sind

1. Anwendbarkeit auch bei h'(a) = 0,

2. rekursive Anwendbarkeit bei ¢’(a) = h'(a) =0

3. Anwendbarkeit, wenn g, h bei a nicht definiert sind.
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Die néchsten drei Beispiele belegen jeden dieser Vorteile:

et — e”
lim = lim — = oo,
x—0 2 z—0 22 (2)
e 2"+ 1 2e%—2e" | 4e*® —2e"  4—2
lim—— = lim ——— = lim = =1,
x—0 (I,'2 r—0 2x r—0 2 2
1
1 1 T 1
limM:hmx—H: T |
z—0 1 — e z—0 —e” x—0 —((L‘ + 1)63j

—

Die zweite Regel von de I’'Hospital betrifft Grenzwerte vom sog. Typ %, d. h. lim,_,, %
im Falle lim,_,, h(z) = £oo. Aufgrund der Grenzwertsétze ist uns hierzu bekannt:

lim h(z) = +o0, g bei a beschrinkt = lim 9(x) =0. (5)

z—a T—a h((L‘)
Mit Hilfe der Differentialrechnung kann man weitere Félle behandeln:
2. Regel von de I’Hospital: (Grenzwerte vom Typ %) Es sei a eine Stelle im oder am

Rande des Definitionsbereichs von g und h. Beide Funktionen seien in einer Umgebung von a
differenzierbar und dort gelte h'(x) # 0. Dann gilt:

, . g(@) . g'(z)
lim h(w) = koo = lim 3 o5 = lim 2575 (©6)

vorausgesetzt der letztgenannte Grenzwert existiert in IR oder ist gleich +o0.
Als wichtigstes Anwendungsbeispiel dafiir formulieren wir:
Folgerung: Die Exponentialfunktion wéchst stirker als jede Potenz:

k

lim = =0 fiir alle k > 0,
x—o0 et
. h(x) o . .
lim =0 fiir jede ganzrationale Funktion h .
Tr—0o0 €

Enstprechend gilt: Die Logarithmusfunktion In wéchst schwécher als jede Potenz:

=0 fiirallek >0,

lim =0 fiir jede nicht konstante ganzrationale Funktion h .
+o5 ()
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§12 Die trigonometrischen Funktionen

a. Definition am Einheitskreis. Wir betrachten den sog.
Einheitskreis, den Kreis vom Radius 1, in einem kartesischen
Koordinatensystem und beliebige Punkte P darauf. Diese kon-
nen auf verschiedene Weisen beschrieben werden (siehe Skizze):

Sin(t)- ...... P
1. Durch den Winkel o zwischen positiver z-Achse und der :

Verbindung vom Zentrum zu P. Dieser Winkel wird mit ei- 1 -\t =arca
nem Vorzeichen versehen, positiv bei Drehung gegen Uhr-
zeigersinn und negativ im umgekehrten Fall. cos(t) |1 =

2. Durch die Mafizahl ¢t der Liange des den Winkel beschrei-
benden Kreisbogens auf dem Einheitskreis, das sog. Bogen-
maflt = arc a des Winkels, wieder mit dem entsprechenden
Vorzeichen je nach Drehrichtung.

3. Durch die beiden Koordinaten von P. In Abhéngigkeit vom
Bogenmaf t erhalten die Koordinaten von P einen Namen:
Die z-Koordinate ist der Cosinus cos(t), die y-Koordinate
ist der Sinus sin(t).
Auf diese Weise sind die trigonometrischen Funktionen sin und cos fiir beliebiges t € IR definiert.
Fiir 0 <t < 7, d. h. fiir Winkel a zwischen 0% und 90° erhiilt man aus dem Strahlensatz die
bekannte Beschreibung von Sinus und Cosinus am rechtwinkligen Dreieck:

. Gegenkathete Ankathete
sin(a) = ——, cos(«)

Hypotenuse ’ B Hypotenuse ’

wobei préziser formuliert jeweils die Lange der entsprechenden Dreiecksseiten gemeint ist. Diese
Beschreibung ist aber nur fiir spitze Winkel richtig, wihrend die obige Definition am Einheits-
kreis allgemeingiiltig ist.

Aus der Definition am Einheitskreis entnimmt man unmittelbar die folgenden grundlegen-
den Eigenschaften:

—1 <sin(t) < 41, —1 < cos(t) < +1 (1)

Genauer ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras:

sin?(t) 4 cos?(t) = 1 (2)

Weiter gilt:

sin(t 4 27) = sin(t)

sin und cos haben die Periode 27 : {cos(t + 27) = cos(t) )

Indem man den Punkt P mit dem an der z-Achse gespiegelten Punkt vergleicht, erkennt man:

cos(—t) = cos(t): cos ist achsensymmetrisch,
sin(—t) = —sin(¢):  sin ist punktsymmetrisch.

(4)

Mit Hilfe einer genauen Zeichnung des Einheitskreises erhilt man etwa den folgenden Verlauf
der Graphen der beiden trigonometrischen Funktionen:
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cos — |

sin

In dieser Skizze erkennt man eine Reihe weiterer Symmetrien, die sich alle aus entsprechen-
den Symmetrien am Einheitskreis ergeben. (Siehe Skript zur Einfithrungsphase.) Eine besonders

wichtige wollen wir hier noch festhalten: Verschiebt man den Graphen der Cosinus-Funktion um

% nach rechts, so erhilt man den Graphen der Sinus-Funktion: cos(t — %) = sin(t). Umgekehrt

ergibt dieselbe Verschiebung beim Sinus-Graphen den Graphen von — cos: sin(t — 5 ) = — cos(t).

cos(t — 5) =sin(t), sin(t— 5) = — cos(t) (5)

b. Additionstheoreme und Ableitung der trigonometrischen Funktionen. Wir
bemerken zunéchst, dass aufgrund der obigen Definition die trigonometrischen Funktionen stetig
sind: Nahert sich ndmlich das Bogenmaf t einem festen Wert ¢y, so ndhert sich der zugehorige
Punkt P = (cos(t), sin(t)) auf dem Einheitskreis dem Punkt (cos(tp), sin(tp)), insbesondere also
cos(t) — cos(tp) und sin(t) — sin(tp).

sin und cos sind stetig. (6)

Wir wollen dies nun zur Differenzierbarkeit verschérfen. So wie die Ableitungsformel fiir die
Exponentialfunktionen auf deren Funktionalgleichung exp(x + y) = exp(x) - exp(y) beruhte,
benstigen wir fiir die Ableitung der trigonometrischen Funktionen die

Additionstheoreme: Fiir beliebige a,b € R gilt:

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) ,
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b), sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) .

Reduktion des Beweises:
1. Aufgrund der Symmetrien und Periodizititen der trigonometrischen Funktionen geniigt es
diese Beziehungen fiir 0 < a,b < /2 zu beweisen.
2. Die jeweils in einer Zeile stehenden Formeln sind #quivalent (man ersetze b durch —b und
benutze die Symmetrien von sin und cos), so dass nur je eine bewiesen werden muss.
3. Wegen (5) ergeben sich die Formeln der zweiten Zeile aus denen der ersten.
4. Es geniigt also der Beweis einer der 4 Formeln.
Einen geometrischen Beweis fiir eine dieser Formeln finden Sie im Lehrbuch Analysis 1, S. 58.
Arbeiten Sie ihn griindlich durch.
Mit Hilfe der Additionstheoreme kénnen wir die Differenzierbarkeit von sin und cos an einer
beliebigen Stelle x zuriickfithren auf die Differenzierbarkeit an der Stelle 0: Setzt man in einem
der Additionstheoreme b = & — a so erhélt man

sin(x) = sin(a) cos(z — a) + cos(a) sin(z — a) (A)
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Sind nun cos und sin an der Stelle 0 differenzierbar, so sind nach der Kettenregel cos(z —a) und
sin(z —a) an der Stelle x = a differenzierbar. Mit Faktor- und Summenregel folgt dann aus (A),
dass auch sin(x) an der Stelle a differenzierbar ist mit

sin’(a) = sin(a) cos’(0) + cos(a) sin’(0) fiir jedes a € R.
oder in vertrauterer Darstellung:

sin’(x) = sin(z) cos’(0) + cos(z) sin’(0) . (7)

Damit braucht man nur noch die Differenzierbarkeit beider Funktionen an der Stelle 0 zu un-
tersuchen. Wir zeigen nun, dass beide Ableitungswerte existieren, und zwar:

sin(0) =1 und cos’'(0) =0. (8)
Die Bestimmung dieser Grenzwerte beruht auf der Abschétzung: 1
in(t
cos(t) < —SH;( ) <1 firt#0. (%)

/—1—

Der nebenstehenden Skizze entnehmen wir: sin(t) < ¢ < d (bei
t > 0und ¢t < Z). (Diese anschaulich einsichtigen Tatsachen
ergeben sich durch einen Léngen- (sint < ¢) und durch einen sin(2) t\|d
Fliachenvergleich (¢ < d). Eine priizise Begriindung erfordert ge-

von krummlinig begrenzten Fldchenstiicken, die wir im Rahmen
der Integralrechnung behandeln werden.) Mit Hilfe des Strahlen-

naue Begriffe der Bogenlénge von Kurven und des Fldcheninhalts cos(t) /1 x

sin(t)
cos(t)”

satzes erhalten wir fiir die Grofle d: % = Insgesamt folgt

also:
sin(t)

cos(t)

sin(t) <t sowie t<

Mit den iiblichen dquivalenten Umformungen erhilt man dann (x).

Im Fall t < 0 argumentiert man sinngeméf.

Wegen limy .o cos(t) = cos(0) = 1 folgt aus (%) mit dem Schachtelungssatz die Existenz des

Grenzwertes )
lim sin(t)
t—0 t

=1.

Also ist sin an der Stelle 0 differenzierbar mit sin’(0) = 1.

Da cos(t) in einer Umgebung von 0 positiv ist, erhilt man aus (2), dem Satz des Pythagoras,
cos(t) = 4/1 —sin?(t). Da sin an der Stelle 0 differenzierbar ist, erhalten wir mit bekannten
Ableitungsregeln und der Kettenregel dann: cos ist an der Stelle 0 differenzierbar und es gilt

cos’(0) = S N (—25sin(0) sin’(0)) = 0.

24/1 — sin?(0)

Insgesamt erhalten wir nun aus (7) und (8): sin ist iiberall differenzierbar und es gilt sin’(z) =
cos(z). In gleicher Weise untersucht man die Differenzierbarkeit von cos. Insgesamt folgt damit
der fundamentale

Satz: Die trigonometrischen Funktionen sin und cos sind differenzierbar, und es gilt:

sin’ = cos, cos’ = —sin .
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c. Die Schwingungsdifferentialgleichung. Die trigonometrischen Funktionen sind zu-
néchst (schon dem Namen nach) mit geometrischen Fragen verkniipft. Thre besondere universelle
Bedeutung in der Physik und allgemein in den Naturwissenschaften verdanken sie aber einer
anderen Tatsache. Aufgrund der obigen Ableitungsregeln erhalten wir sin” = — sin und cos” =
— cos. Die beiden Funktionen sin und cos sind also Lésungen der Gleichung f” = —f. Man
nennt dies eine Differentialgleichung, weil hier eine Beziehung zwischen f und deren Ableitungen
hergestellt wird.

Das entscheidende Resultat ist nun: Jede Losung dieser Differentialgleichung ist durch die
beiden trigonometrischen Funktionen darstellbar. Dies hat zur Folge, dass iiberall, wo physika-
lische Groflen der obigen (oder einer eng verwandten) Differentialgleichung geniigen, notwendig
die trigonometrischen Funktionen in Erscheinung treten. Die physikalischen Gréfien verhalten
sich also periodisch, es liegen harmonische Schwingungen vor. Daher nennt man diese Differen-
tialgleichung (und eng verwandte) auch Schwingungsdifferentialgleichung.

Satz: (Die Differentialgleichung f” = —f)

a) Ist f eine zweimal differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft f"” = — f, so gibt es geeignete
Konstanten a,b € R mit
f(z) = asin(z) + bcos(x) . 4

Dabei sind a = f'(0) und b = f(0) die sog. Anfangswerte von f. (a,b) 7 b

b) Jede solche Funktion lésst sich auch in folgender Form darstel-

len: T \A4
f(w) = Asin(z + ) -

</

mit A > 0, A2 = a® + b? und dem Winkel ¢ mit Acosy = a und a
Asing = b (siehe nebenstehende Skizze, fiir A # 0 ist ¢ eindeu-

tig im Bereich | — w, 7]). Damit hat der Graph von f folgendes

Aussehen:

A gibt also den gréfiten Wert von f an (physikalisch: die Amplitude der Schwingung) und ¢ die
sog. Phase (oder den Phasenwinkel) der Schwingung im Start(zeit)punkt.

Beweis: a) Gesucht sind Zahlen a, bmit f(x) = asin(x)+b cos(x). Dies ist nur eine Gleichung
fiir zwe: Unbekannte. Durch Ableiten erhélt man jedoch eine zweite: f/(x) = a cos(x) — bsin(z).
Damit hat man ein System von 2 Gleichungen fiir 2 Unbekannte:

f(z) = a sin(z) + b cos(z)
f'(z) = a cos(x) — b sin(z)

Diese 16se man wie iiblich nach a,b auf. Multiplikation der ersten Gleichung mit sin(z), der
zweiten mit cos(z) und Addition ergibt

f(z)sin(z) = a sin®(x) + b sin(z) cos(x

f'(z) cos(z) = a cos?(x) — b sin(z)cos(z

—

— f(z)sin(z) 4+ f'(x) cos(x) = a(sin’(x) + cos?(z)) = a.

4L2 Mathematik (Kg) 65 17. Januar 2004



Genauso erhilt man
b= f(z)cos(z) — f'(x)sin(z) .

Man {iberpriift leicht, dass die so gefundenen Terme fiir a,b die behauptete Darstellung in a)
liefern. Man muss aber noch zeigen, dass a,b tatsédchlich Konstanten sind und nicht von =z
abhéngen!

Erst hierfiir wird die Voraussetzung an f benutzt: f”/ = — f. Mit ihrer Hilfe zeigen wir, dass
die fiir a, b gefundenen Funktionsterme die Ableitung 0 haben, also konstant sind:

(f(x)sin(z) + f'(x) cos(x))" = f'(x) sin(x) + f(z) cos(x) + ["(x)cos(x)+ f'(x)(—sin(x))

= /() cos(x) + (~f(x)) cos(x) = 0.

Genauso zeigt man, dass b konstant ist. Setzt man in der Darstellung f(x) = asin(x) 4 b cos(x)
x = 0 ein, so erhédlt man f(0) = a-0+b-1 = b, und entsprechend gewinnt man aus der
Darstellung fiir f' auch die letzte noch offene Behauptung von a): f'(0) = a.

Fiir die Darstellung b) benutzt man die Additionstheoreme:
Asin(z + ¢) = A - (sin(x) cos(¢) + cos(x) sin(p)) = A cos(p) - sin(z) + Asin(p) - cos(x) .
Dies ist gleich f(x) = asin(x) + bcos(z), wenn folgendes gilt:
a=Acos(p) und b= Asin(yp).

Der Satz des Pythagoras ergibt a? 4b? = A?(cos?(ip) +sin®(¢)) = A% und der Winkel ¢ ist dann
bestimmt durch

% = cos(y) , % =sin(¢), bzw. (a,b) = (Acos(p), Asin(y)),
wie in der Skizze dargestellt.

Anmerkung (nicht nur fiir Physiker): Die allgemeine Schwingungsdifferentialgleichung lautet
f" = —kf mit positivem k. Setzt man w = vk, so erhélt man die handlichere Form f” = —w?f,
die man durch den Ansatz f(z) = g(wz) auf die vorangehende Differentialgleichung zuriickfiihrt:

Die Kettenregel zeigt f'(x) = wg'(wz), f’(x) = w?g”(wx), so dass aus f” = —w?f sofort
folgt: ¢" (wx) = —g(wz) fiir jedes x. Mithin ist g eine Losung der Differentialgleichung ¢” = —g.
Nach dem vorangehenden Satz folgt also g(x) = asin(z) + bcos(xz) = Asin(z + ¢). Damit ergibt
sich der

Satz: Jede Losung der sog. Schwingungsdifferentialgleichung f" = —w?f ist von der Form

f(z) = asin(wz) + bcos(wx) = Asin(w(z + z9))

mit f(0) =b, f'(0) = wa, A= +Va?+b? und (a,b) = (A cos(wzg), Asin(wzyp)).
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V. Integralrechnung
Gegenstand der Integralrechnung ist das uralte Problem der Berechnung von Fldcheninhalten
und Volumina. Aber auch Bogenldngen werden mit Hilfe der Integralrechnung ermittelt.

§13 Flicheninhalt und Integral

a. Grundprinzipien der Flichenberechnung. Die Flichenberechnung stellt kein grofles
Problem dar, solange die Flichenstiicke geradlinig begrenzt sind: Man kann sie in Dreiecke
‘zerschneiden’ und Dreiecksflichen kann man nach der Formel Fldche gleich Grundlinie mal

Hohe durch 2 berechnen. Diese Formel wiederum erh&lt man dadurch, dass man ein beliebiges
Dreieck mittels einer Hohe in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt und diese durch geeignete
Verdopplung zu Rechtecken ergénzt. Insgesamt erhélt man so ein Gesamtrechteck, das doppelt
so grof} ist wie das gegebene Dreieck. Die Fliache dieses Rechtecks ist das Produkt g - h der
Kantenléingen. Die Hélfte davon ist dann die Dreiecksfléiche.
In diesen kurzen Bemerkungen sind schon die elementarsten Eigenschaften des Fldcheninhalts
angesprochen:
1. Rechtecksfliche = Produkt der Kantenléngen. (Dies ist im Kern die Definition des Fléchen-
inhalts.)
2. Zerschneidet man Flichenstiicke, so addieren sich die Einzelflicheninhalte zum Gesamt-
flicheninhalt.
3. Deckungsgleiche (kongruente) Flidchenstiicke haben denselben Flécheninhalt.
Schliellich wollen wir noch eine weitere, ebenso offensichtliche Eigenschaft formulieren, die aber
fiir das folgende auch ebenso fundamental ist:
4. Liegt ein Flachenstiick vollstdndig in einem anderen, so ist sein Flacheninhalt héchstens so
grof} wie der des umfassenderen Fliachenstiicks.
Diese vier Eigenschaften sind die Grundregeln iiber Flacheninhalte, auf denen die nachfolgenden
Uberlegungen basieren. Sie sind hier explizit formuliert, um die Fundamente deutlich offen zu
legen. Zugleich sollen dies die einzigen Eigenschaften sein, die wir {iber Flidcheninhalte verwenden
werden.

b. Intervallzerlegungen. Das eigentliche Problem ist die Flachenberechnung fiir krummli-
nig begrenzte Flachenstiicke. Durch geeignetes Zerschneiden
kann man sich auf Flachenstiicke beschrianken, die wie skiz- v
ziert zwischen dem Graphen einer Funktion und der z-Achse
liegen und seitlich durch Parallelen zur y-Achse begrenzt
sind. Mit a und b bezeichnen wir die Lage der seitlichen Be-
grenzungen und es sei ¢ < b. Diese Bezeichnungen werden
wir im folgenden stets verwenden. 1

A

Da man krummlinig begrenzte Flachenstiicke nicht in
Rechtecke (oder allgemeiner, in geradlinig begrenzte Fli-
chenstiicke) zerlegen kann, versucht man den Flidcheninhalt zuniichst anzundhern, indem man

a 1 655:
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das Flachenstiick durch Rechtecke auszuschopfen versucht und dann den Fehler untersucht. Die-
se Methode des Ausschipfens wurde bereits von Archimedes zur Bestimmung der Kreisfliche
und damit der Zahl 7 verwendet.

Das folgende, systematische Vorgehen geht auf den Mathematiker Bernhard Riemann
(1826-1866) zuriick. Gegeben ist eine Funktion f (deren Graph die Randkurve des Fléchenstiicks
bildet) sowie ein Intervall J = [a,b] (a < b), wodurch die anderen geradlinigen Berandungen
gegeben sind (siehe die obige Skizze). Wir unterteilen das uns interessierende Fléchenstiick in n
(schmale) Streifen, wobei n irgendeine natiirliche Zahl ist. Eine solche Unterteilung von J wird
festgelegt durch Auswahl von n + 1 Stellen in J:

a=20<2r1<..<Tp<...<xp_1<xp,=">0.

Ein solches System von Zahlen nennen wir eine Zerlegung Z des Intervalls. Die dadurch entste-
henden n Teilintervalle

Jk = [wk,l,xk] (k = 1,...,n)

haben die jeweilige Breite hy = xp — x_1. Als Maf fiir die Feinheit der Zerlegung wihlen wir
die grofite auftretende Breite hy eines der Teilintervalle Ji, und bezeichnen sie mit h(Z).

Von besonderem Interesse sind die dquidistanten Zerlegungen, bei denen alle hj einander
gleich sind: hyx = h. Fiir diese gilt dann bei n Streifen

Streifenbreite: h = b-a ,
n

Zerlegungsstellen: zp =a+kh (k=0,...,n).

Die folgende Skizze veranschaulicht ein Beispiel einer solchen Zerlegung in gleichlange Teilinter-
valle. Dabei ist a = %, b=4,n=7und h = bfT“ = 1. Die interessierende Gesamtfliche ist mit

)
dickerer Strichstdrke umrandet.

yl

o>

T T S T4 Iz
a = o z7r = b

c. Ober- und Untersummen. Man versucht nun den Flécheninhalt einzuschachteln durch
die sog. Ober- und Untersummen. Um diese zu definieren, muss die Funktion f iiber dem ganzen
Intervall J = [a,b] definiert und dort beschrdinkt sein, d. h. ihre Werte miissen zwischen einer
oberen und einer unteren Schranke liegen. Wir betonen, dass die Funktion insbesondere auch
an den Randstellen a und b definiert sein muss!

In unseren nachfolgenden Formulierungen werden wir jedoch der Einfachheit halber mehr
voraussetzen: Der Graph soll iiber dem interessierenden Bereich J = [a, b] keine Liicken auf-
weisen. Dies bedeutet, dass die Funktion f tiber dem Intervall J = [a,b] stetig sein soll. Mit
geringen Modifikationen bleiben die Aussagen allgemein giiltig. Wo dies nicht der Fall ist, wird
die Stetigkeit ausdriicklich gefordert.

Ebenfalls der Einfachheit halber beschranken wir uns im folgenden soweit wie moéglich auf
dquidistante Zerlegungen.

Untersummen: Man bildet aus jedem Streifen ein moglichst grofies Rechteck, das ganz un-
terhalb des Graphen bleibt, so dass also sidmtliche Rechtecke zusammen vollstéindig im dick
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umrandeten Fléchenstiick enthalten sind (siehe Skizze). Die Hohe des jeweiligen Rechtecks wird

Untersumme Obersumme

yl yl

Pl
Pl

bestimmt durch den kleinsten Wert, den die Funktion f im Bereich des entsprechenden Teilin-
tervalls J, = [zr_1, 2] annimmt. Wir bezeichnen diesen kleinsten Wert im k-ten Streifen mit
f(z). Dabei gibt z; eine Stelle im Intervall J, = [xx_1, x| an, an der die Funktion f diesen
kleinsten Wert erreicht.

Die Summe der Flicheninhalte der so gebildeten n Rechtecke ist dann die sog. Untersumme
U,(f) von f zu n gleich breiten Streifen:

Un(f) = hf(z1) + hf(z2) + .o+ hf(2) = b (f(21) + f(22) + - 4 f(20) -

Sie ist also ein Produkt aus der Streifenbreite h = bfT“ multipliziert mit einer Summe von n

Funktionswerten, und zwar fiir jedes der n Teilintervalle der kleinste Funktionswert.

Obersummen: Hier geht man analog vor, nur bildet man nun aus jedem Streifen ein Recht-
eck, das den Bereich zwischen Graph und z-Achse vollstindig umfasst, dessen obere Begrenzung
also oberhalb des Graphen liegt (siehe obige Skizze rechts).

Die Hohe des jeweiligen Rechtecks wird bestimmt durch den grdfiten Wert, den die Funktion
f im Bereich des entsprechenden Teilintervalls Jj, = [z_1, zx] annimmt. Wir bezeichnen diesen
grofsten Wert im k-ten Streifen mit f(Z). Dabei gibt Zj, eine Stelle im Intervall Jy, = [x4—1, k]
an, an der die Funktion f diesen grofiten Wert erreicht.

Die Summe der so gebildeten n Rechtecksflichen ist dann die sog. Obersumme O, (f) von
f zu n gleichbreiten Streifen:

On(f) =hf(Z1) + hf(Z2) + ...+ hf(Zn) = h- (f(Z1) + [(Z2) + ...+ f(Zn)).-

Sie ist also wieder ein Produkt aus der Streifenbreite h = bfT“ multipliziert mit einer Summe

von ebenfalls n Funktionswerten, nur eben diesmal fiir jedes der n Teilintervalle der grifte
Funktionswert.

Aufgrund dieser Definition und den einleitend genannten Grundprinzipien jeglicher Flachen-
berechnung (insbesondere der so selbstverstéindlichen Eigenschaft 4.) gilt nun die folgende Be-
ziehung fiir den gesuchten Flidcheninhalt A des dick umrandeten Flichenstiicks in obiger Skizze.

Un(f) < A<Op,(f) fir jegliche Zahlen n, m. (1)

Diese Beziehung bedeutet eine Einschachtelung des gesuchten Flicheninhalts A zwischen ex-
plizit berechenbare Werte. (Es sei angemerkt, dass diese Beziehung nicht nur fiir dquidistante
Zerlegungen gilt: Untersummen sind generell hchstens und Obersummen mindestens so grof3
wie der Flidcheninhalt A.)

d. Das Integral. Dass man nun aus dieser Finschachtelung des Flichenwertes eine préizise
Bestimmung von A gewinnen kann, beruht auf den folgenden Uberlegungen. Verfeinert man eine
Intervallzerlegung Z etwa durch Halbierung aller Intervalle, so wichst die Untersumme und die
Obersumme fillt. Zusammen mit (1) ergibt dies:
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Begriindung: Zerlegt man ein Intervall in zwei Teilintervalle, so miissen die Werte der Funktion
auf den zwei neugebildeten Teilintervallen natiirlich mindestens so grof§ sein wie der kleinste
Wert fiir das gesamte Intervall; die Untersumme kann also nicht absinken. Entsprechend kann
die Obersumme nicht anwachsen.

Anmerkung: Fiir diese Argumentation ist entscheidend, dass man von einer gegebenen Zer-
legung zu einer feineren Zerlegung iibergeht, indem man nur neue Stellen hinzufiigt. Man kann
auf diese Weise etwa U,, mit Us,, oder Us,, vergleichen, i. a. jedoch nicht U,, und U,,41.

Betrachtet man nun von Uy (f) ausgehend die durch Halbierung entstehende Untersummen-
folge, so ist diese monoton wachsend:

Ur(f) SUa(f) SULf) SUs(f) <. SUan(f) <o

Da sie gemidfl (1) auBerdem auch noch beschriankt ist, muss sie konvergieren! Dasselbe gilt
sinngeméf fiir die monoton fallende Obersummenfolge. Fiir die in IR existierenden Grenzwerte
gilt dann (wiederum nach (1))

Man erkennt nun: Haben Unter- und Obersummenfolgen denselben Grenzwert, so ist dieser
gerade der gesuchte Flidcheninhalt A. Dies ist der Grund fiir folgende Definition:

Definition: Eine iiber einem Intervall J definierte und beschrinkte Funktion f heifit iiber
J integrierbar, wenn die durch fortgesetzte Halbierung entstehenden Ober- und Untersummen-
folgen denselben Grenzwert haben:

f integrierbar <= lim Usn(f) = lim Oan(f).

n—oo n—oo

Man definiert dann das Integral als den gemeinsamen Grenzwert:

n—oo n—oo

b b
/f:/f(x)dx: lim U (f) = lim Ogn(f).

Lesen Sie: Integral der Funktion f in den Grenzen von a bis b oder etwas kiirzer Integral von a
bis b f(z)dz.

Die Schreibweise f; f(z) dz ist historisch gewachsen. Das Zeichen [ ist ein stilisiertes S, das
an die Summenbildung erinnern soll, und das dx symbolisiert die in den Ober- und Untersummen
auftretenden Differenzen x,,1 — z) von x-Werten. Fiir uns hat das dz keine eigenstéindige

Bedeutung, es ist nur Bestandteil des Integralsymbols fj ...dx.

Ohne den technisch etwas aufwendigeren Beweis vermerken wir, dass nicht nur die durch
fortgesetzte Halbierung entstehende Untersummenfolge Usn (f), sondern die gesamte Untersum-
menfolge U, (f) konvergiert (diese braucht allerdings nicht monoton zu sein), und zwar gegen
denselben Grenzwert. Um dies zu zeigen, muss man verschiedene Intervallzerlegungen ‘ineinan-
der mischen’ und daher beliebige Intervallzerlegungen (nicht nur dquidistante) betrachten. Der
Beweis zeigt dann sogar, dass die Untersummenfolgen zu beliebigen Intervallzerlegungen Z,,
konvergieren, wenn nur deren maximale Intervallbreite h(Z,,) gegen 0 strebt. Der Grenzwert ist
dann immer derselbe.

Gleiche Aussagen gelten fiir Obersummen. Wenn also fiir eine Zerlegungsfolge Ober- und
Untersummen denselben Grenzwert haben, so gilt dies fiir alle Zerlegungsfolgen Z,,:

Satz: Ist f im oben definierten Sinne iiber J = [a, b] integrierbar, so gilt allgemein fiir die
vollstdndige Unter- und Obersummenfolge:

b
| f= U5 =t 0,(7).

n—oo n—oo

‘ Das Integral ist der gemeinsame Grenzwert der Ober- und der Untersummen.
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Es gilt sogar noch mehr. In Verallgemeinerung der Ober- und Untersummen kann man auch
beliebige Zwischenstellen vy € Ji = [zr_1, 2k (nicht notwendig Stellen minimaler oder maxi-
maler Werte) betrachten, etwa die jeweilige Mitte vy des Intervalls Ji. Nach erfolgter Wahl der
Zwischenstellen vy definiert man dann (in Analogie zu Unter- und Obersummen) die zugehérige
Riemann-Summe:

Ro(f) = f(v1)(z1 —x0) + f(v2) (w2 — 1) + ... + fon)(Tn — Tp—1) -

Da die Funktionswerte f(vy) zwischen den minimalen und maximalen Werten von f in dem
jeweiligen Intervall liegen, liegt die Riemannsumme R,,(f) zwischen der Unter- und Obersumme
der zugehorigen Intervallzerlegung: U, (f) < R, (f) < O,(f).

Ist nun die Funktion f iiber J integrierbar, so haben U, (f) und O, (f) denselben Grenzwert
fab f, nach dem Schachtelungssatz muss dann auch die dazwischen liegende Riemann-Summe
R, (f) gegen das Integral konvergieren und man erhélt den folgenden umfassenden Satz:

Satz: Ist f im oben definierten Sinne iiber J = [a,b] integrierbar, so sind alle Riemann-
summen R, (f) (zu Zerlegungsfolgen Z,, mit h(Z,) — 0) konvergent mit dem Integral fab f als
gemeinsamem Grenzwert.

[ = m ).

Das Integral ist der gemeinsame Grenzwert aller Riemannsummen. ‘

e. Integrierbare Funktionen. Wir wollen nun Beispiele fiir integrierbare Funktionen
kennenlernen. Um eine Funktion f iiber einem Intervall J = [a, b] integrieren zu kénnen, muss
zundchst einmal die Funktion an allen Stellen des Integrationsintervalles J = [a, b] definiert
sein, insbesondere auch an den Randstellen ¢ und b! Um die Ober- bzw. Untersummen bilden
zu konnen, muss die Funktion iiber dem Intervall J beschrinkt sein.

Da die Ober- bzw. Untersummenfolge bereits als konvergent nachgewiesen ist, ist die ent-
scheidende Forderung bei der Integrierbarkeit die Gleichheit der beiden Grenzwerte. Dies kann
man dann auch folgendermaflen charakterisieren:

Bemerkung: Eine beschrinkte Funktion f iiber einem Intervall J ist genau dann inte-
grierbar, wenn die Differenz von Ober- und Untersummen eine Nullfolge ist:

f integrierbar <= lim (O, (f) — U,(f)) =0.

n—oo

Eine erste, zugleich aber auch weitgehende Antwort auf die Frage nach Beispielen integrier-
barer Funktionen ist der folgende Satz.

Satz: Jede iiber einem Intervall J = [a,b] definierte und dort monotone Funktion f ist
integrierbar.

Monotone Funktionen sind integrierbar.

Es gilt genauer fiir dquidistante Ober- und Untersummen:

On(f) = Un(f) = |f(0) = fla)l . (4)

Beweis: Es geniigt den Zusatz zu beweisen, denn dann ist die Differenz von Ober- und
Untersumme eine Nullfolge (n im Nenner, alle anderen Gréen sind konstant!)

Sei fiir den Beweis von (4) die Funktion f iiber dem Intervall J = [a, b] monoton wachsend.
Dies bedeutet fiir jedes Teilintervall J, = [zx_1, zx] einer Zerlegung Z, dass der kleinste Funk-
tionswert am linken Rand x;_; und der gréfite Wert am rechten Rand xj des Teilintervalls Jj

4L2 Mathematik (Kg) 71 17. Januar 2004



erreicht wird. Also gilt mit den obigen Bezeichnungen f(zx) = f(zx—1) und f(Z;) = f(xy) und
folglich

Un(f) = h(f(z0) + ...+ flan-1)) wnd On(f) = h(f(z1) + ...+ fza)) -

Bildet man die Differenz, so fallen die iibereinstimmenden Summanden heraus und es ergibt sich

On(f) = Un(f) = h- (f(2n) = f(20)) = h- (f(b) = f(a)).

Die nebenstehende Skizze veranschaulicht
das obige Resultat fiir monoton steigen-
de Funktionen. Der Unterschied zwischen fO) —
Ober- und Untersumme ist der Flichen-
inhalt der Rechtecke, die vom Graphen
durchschnitten werden. Schiebt man diese
Rechtecke (wie Baukltze) zusammen, so
erhilt man das an der y-Achse skizzierte
Rechteck. Dessen Breite ist die Streifen-
breite h und die Hohe ist gerade f(b) —
f(a), so dass dieses Rechteck den Flichen-
inhalt h- (f(b) — f(a)) hat.

Fiir eine monoton fallende Funktion —
erhélt man entsprechend

yl

f() = f(a)

On(f) = U (f) =h-(f(a)— f(b)). f(a) prw iy

In jedem Falle erhilt man die obige Formel
und damit die Integrierbarkeit von f.

Neben den monotonen sind die stetigen Funktionen die zweite wichtige Klasse integrierbarer
Funktionen.

Satz: Jede iiber einem Intervall J = [a, b] definierte und dort stetige Funktion f ist iiber J
integrierbar.

Fiir diesen Satz konnen wir den Beweis nur ein wenig plausibel machen. Streben in einer

Zerlegungsfolge die Intervallbreiten zp — x,_1 gegen 0, so wird der Abstand der Stellen z; und
Z, die ja zwischen xj_1 und xp liegen, ebenfalls gegen 0 streben. Da die Funktion f stetig
ist, muss dann auch der Abstand f(Zy) — f(zx) zwischen grofitem und kleinstem Funktionswert
in einem Teilintervall beliebig klein werden. Dies fithrt dazu, dass die Differenz von Ober- und
Untersumme ebenfalls gegen 0 strebt.
Die Problematik dieses ‘Beweises’ liegt in den letzten Schritten, da ndmlich zugleich die Anzahl
der Summanden in Ober- und Untersumme unbegrenzt wichst. Um obigen ‘Beweis’ zu retten,
muss man zeigen, dass man eine universelle, von k& unabhéngige Abschétzung fiir f(Zx) — f(zx)
finden kann. Dies ist der Fall!

§14 Die Berechnung von Integralen und der Hauptsatz
Wir wollen uns nun mit der exakten Berechnung von Integralen auseinandersetzen.

a. Berechnung mittels Ober-/Untersummen. Wenn wir auf der Basis der Definition
Integrale berechnen, miissen wir Ober- oder Untersummen in Abhédngigkeit von n bestimmen
und dann den Grenzwert fiir n — oo ermitteln. In einem ersten Beispiel wollen wir ein Integral
mittels Ober- und Untersummen berechnen, dessen Wert wir aufgrund elementargeometrischer
Uberlegungen bereits kennen.
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1. Beispiel: f(z) =z und 0 =a < b.
Gemif} der geometrischen Deutung des Integrals ist dieses Integral

fob f gerade der Flicheninhalt eines Dreiecks der Breite b und der Jf ) =b |
Hohe f(b) = b (siehe nebenstehende Skizze) und muss daher den

Wert
b 1
/ xdr = =b?
0 2 1

haben. Wir wollen dieses Integral nun einmal gemé&f} der Definition

als Grenzwert von Obersummen berechnen. b
Es ist also a = 0, b > 0. Die dquidistante Zerlegung von J = [0, ]
in n gleich breite Streifen hat dann die Daten (s. o.)

Streifenbreite: h = 9 ,
n

Zerlegungsstellen: xy =kh=Fk-

S|
=
Il
JO
2

Da die Funktion f monoton wéchst, wird auf jedem Teilintervall J, = [z_1, xx] der kleinste
Wert am linken Rand z;_; und der grofite Wert am rechten Rand xj angenommen. Also ist der
grofite Wert

f(Zk) :f(xk):xk:kh (k=1,...,n).

Damit ist die n-te Obersumme
O.(f)y=h(f(Z1)+...+ f(Z,)) =h(h+2h+3h+ ...+ nh)

bQ
:h2(1+2—|—3—|—...—|—n):ﬁ-(1+2+3+...+n).

Mit dieser Darstellung ist noch keine Berechnung des Grenzwertes der Obersummen moglich.
Zwar konvergiert der erste Faktor b%/n? gegen 0 fiir n — oo, aber zugleich wichst die Summe
in der Klammer unbegrenzt.

An dieser Stelle benttigt man eine Summenformel fiir die in der Klammer auftretende
Summe der ersten n natiirlichen Zahlen. Dafiir gilt

1
1+2+...+n:%.

Diese Formel haben wir bereits im Rahmen der ersten Ubung des 3. Semesters bewiesen: Uber-
einstimmung der Folgen 5) und 9) von Ubungsblatt (1). (Siehe auch Skript I §1 b., S. 2) Diese
Formel kann man aber auch unmittelbar einsehen (Gauf-Anekdote!).

Mit dieser Formel ergibt sich nun

> nn+1 b n+1
On(f):_Q.%ZE. —.

Nach den Grenzwertsitzen gilt
. n+1
lim =

n—oo n

1.

(Wiederholen Sie die Berechnung der Grenzwerte im Unendlichen fiir rationale Funktionen!)
Damit erhalten wir insgesamt

n—|—1_62

n— oo 2 n—oo n 2

b bQ
/ f=lim O,(f) = =+ lim
0
Dieses Ergebnis ist im Einklang mit der elementargeometrischen Berechnung des Integrals.
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2. Beispiel: f(z) =22 und a =0 < b. vt f(@) =2"
Hier berechnen wir erstmals den exakten Flicheninhalt eines
krummlinig begrenzten Flachenstiicks. Wir konnen die obigen Zer-
legungsdaten h = % und zp = k-h weiterverwenden. Auflerdem ist
auch diese Funktion iiber dem Integrationsintervall [0, b] monoton
wachsend, also gilt wieder f(Z) = f(x1) = f(kh). Fiir f(z) = 22
bedeutet dies dann f(Z;) = f(kh) = (kh)?, also

On(f) = h-(h? + (2h)* + ...+ (nh)?) B
=h3- (12422433 4+... +n?). AN >

Hier benttigt man nun eine Summationsformel fiir die Summe der
ersten n Quadratzahlen:

1)(2 1
12+22+32+...+nQ:n(njL )6( nt ).

(Siehe dazu auch Skript S. 3.) Mit dieser Formel ergibt sich dann

W o+ D@2n+1) b (n+1)(2n—|—1)'

T n3 6 6 n2

On(f)

Der letzte Bruch stellt in Abhéngigkeit von n eine rationale Funktion dar mit gleichem Zé#hler-
und Nennergrad. Also ist der Quotient der fithrenden Koeffizienten der Grenzwert fiir n — oo:

=2

lim =

(n+1)@2n+1) 2
2 1

n—oo n

und damit
b 3
b 1
= lim O,(f) = —-2=-b%.
i f=lm On(f) =4 3

Damit haben wir eine erste Flachenformel fiir ein krummlinig begrenztes Fliachenstiick:

b 1
/ 22 dr = =b3.
0 3

n
In gleicher Weise erhélt man unter Verwendung der Summationsformel Z n® =
k=1

n?(n+1)2
4

b
1
(siehe S. 3) die Integrationsformel / 23 dr = 164. Damit haben wir fiir die ersten Potenzfunk-

0
tionen folgende Integrationsformeln fiir b > 0:

b b 1 b 1 b 1
/1dx:b, /xdx:—bQ, /xde:—b?’, /w3dx:—b4.
0 0 2 0 3 0 4

(Dabei ergibt sich die erste Formel als Flichenformel fiir ein Rechteck der Breite b und der Hohe
1

)
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b. Erste Integrationsregeln. Wir wollen in diesem Abschnitt einige allgemeine Integrati-
onsregeln kennenlernen, mit deren Hilfe man Integrale zerlegen und auf einfachere zuriickfithren
kann.

Satz: (Intervalladditivitét) Ist a < b < ¢, so ist jede Funktion f, die iiber den Intervallen
[a, b] und [b, c] integrierbar ist, auch iiber |a, c] integrierbar und es gilt

/:f=/abf+/bcf-

Die Formel ist fiir Funktionen mit positiven Werten geometrisch unmittelbar einsichtig. Will
man den Satz fiir beliebige Funktionen und einschliefllich der Integrierbarkeitsaussage beweisen,
betrachtet man Zerlegungen der beiden Teilintervalle und fiigt diese zu einer Zerlegung des
Gesamtintervalls zusammen. Dabei ist man dann gezwungen nicht nur dquidistante, sondern
allgemeinere Intervallzerlegungen zu betrachten.

Die obige Relation bleibt sogar bei beliebiger Lage der drei Integrationsgrenzen a, b, c giiltig,
wenn man folgende Vereinbarung trifft:

b a
I
a b

Diese Definition ist versténdlich, wenn man einmal die Formel fiir dquidistante Untersummen
betrachtet, in der der Faktor h = bfT“ auftritt. Wenn hier nun die Rollen von a und b vertauscht
werden, dndert sich das Vorzeichen. Wir werden spéter mit der Integralformel (S. 79) ein weiteres
Argument dafiir kennenlernen, dass diese Ausdehnung der Integraldefinition sinnvoll ist!

Die weiteren Integrationsregeln betreffen die Abhéingigkeit des Integrals von der zu inte-
grierenden Funktion (dem Integranden).

Satz: Sind f, g zwei integrierbare Funktion iiber dem Intervall [a,b] und ist ¢ € IR eine
Konstante, so sind auch cf und f + g integrierbar und es gelten die

b b
Faktorregel: /cf(x)dx:c-/ f(z)de,

b

Summenregel: / " @) & g(a)) do = / " f(a) do + / o) da.

Um dieses allgemeine Resultat zu beweisen, gehen wir auf die Definition zuriick und unter-
suchen die Ober- und Untersummen bzw. allgemein beliebige Riemannsummen. Wir berechnen
fiir beliebige Intervallzerlegungen Z und Zwischenstellen v die Riemannsummen:

n

Ru(cf) =Y cf(o)(oy —ap—1) = c- Y flop)(wn — cx-1) = ¢~ Ra(f),

k=1 k=1
Ra(f+9) =) (flon) £ g(on) (@ — 2p1) = Y flon) (@ —2p1) £ Y glvr) (@x — z1-1)
k=1 k=1 k=1

= Ru(f) = Ru(g) -

Eine Riemannsumme zu f + ¢ ist also die Summe der Riemannsummen zu f und zu g; entspre-
chend fiir die Differenz und Vielfache.
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Nun konvergieren fiir die integrierbaren Funktionen f und g alle Riemannsummen gegen
das zugehorige Integral. Mit Hilfe der Grenzwertsétze folgt also aus den obigen Beziehungen
sofort:

b
lim R,(cf)=c- lim Rn(f):c-/ f

b b
Jim Ro(f+9)= lim R(f)+ lim R(o)= [ 2 [ g.

Also haben alle Riemannsummen R, (cf) denselben Grenzwert c - fab f. Dies bedeutet, dass cf

integrierbar ist mit
b b
/ cf = lim Rn(cf):c-/ f-
a n—oo a

Ebenso folgt die Summenregel.

Abschlielend sei in diesem Abschnitt noch die folgende Abschdtzung fiir Integrale genannt.
Satz: Sind a < b und f, g integrierbar iiber dem Intervall J = [a, b], so gilt:

b b
flz)<g(z) fira<z<b = /f(x) dx < /g(x) dx.

Daraus erhélt man (sogar fiir beliebige a # b):

s<flx)<S = s <

Begriindung: Mit den obigen Regeln erhélt man

/abg—/abf=/ab(g—f)=/abh-

Die Funktion h = g — f nimmt iiber J keine negativen Werte an, also ist auch jede Untersumme
von h grofler oder gleich 0. Dann kann auch das Integral, das ja der Grenzwert der Untersummen
ist, nicht negativ sein:

b
h(z) >0 fﬁrallex€J=>/h >0.

Damit ist die erste Abschitzung bewiesen.
Wendet man diese erste Abschétzung auf s < f(z) < S an, so erhélt man fiir a < b:

b b b

s(b—a):/sdx < /f(x)dx < /de:S(b—a)

a a

Nach Division durch b — a (> 0!) ergibt sich die zweite Abschétzung. Ist nun b < a, so gilt

1 a
= b/b f < S, woraus wegen

entsprechend s <
a

aib'/f:zg_—li'(_l)/bf:bia/bf

b a

die Behauptung auch in diesem Fall folgt.
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c. Integralfunktionen und der Hauptsatz. Dieser Satz ist das zentrale Resultat der
Differential- und Integralrechnung. Er stellt eine iiberraschende Verbindung her zwischen zwei
scheinbar vollig verschiedenen Fragestellungen und Konzepten. Auf der einen Seite die Differen-
tialrechnung, die den Begriff der Steigung von Kurven und darauf aufbauend die Untersuchung
von Funktionsverldaufen zum Thema hat, und auf der anderen Seite die Integralrechnung, deren
zentraler Begriff der Fldcheninhalt ist.

Um den Hauptsatz formulieren zu kénnen, betrachten wir das Integral fab f einer Funktion
f ebenfalls als Funktion, und zwar in Abhéngigkeit von der oberen Grenze. Um zu betonen, dass
wir die obere Grenze als Funktionsvariable betrachten, bezeichnen wir diese mit x. Man muss
dann aber die Integrationsvariable anders benennen.

Definition: Ist f iiber einem Intervall J integrierbar und a € J, so definiert man die
Integralfunktion (zum Integranden f und Startwert a)

Integralfunktion I,(x) :/ f:/ f(t)dt

Beachten Sie, dass diese Integralfunktion nicht nur fiir x > a, sondern auch fir fir z < a
definiert ist: fax f=- f; f. Und fiirr z = a gilt

L= [ r=0.

Insbesondere haben Integralfunktionen also immer eine Nullstelle, und zwar beim Startwert a.
Der zentrale Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt nun:
Hauptsatz: Ist eine Funktion f stetig tiber einem Intervall J, so ist jede Integralfunktion I,
von f iiber dem Intervall J (a € J) differenzierbar und ihre Ableitung ist die Ausgangsfunktion

f:

Il(z) = f(z) fiir allex € J.

Beweis: Da eine Integralfunktion I, durch einen neuen, komplizierten Prozess definiert ist,
konnen wir zu ihrer Ableitung keine der bekannten Ableitungsregeln nutzen; wir miissen auf die
Definition zuriick: Die Ableitung ist Grenzwert der Differenzenquotienten. Dies bedeutet hier:

I(x+ h) —I,(z) '

I4(x) = lim

Um den Hauptsatz zu beweisen, muss man also zeigen, dass dieser Grenzwert fiir jedes x genau
f(z) ist.

Wir wollen vor dem eigentlichen Beweis die geometri- ¥}
sche Grundidee in folgender spezieller Situation verdeutli-
chen: f habe nur positive Werte und es sei a < x < x + h.
Dann kann man die Differenz I,,(z + h) — I,(x) geometrisch
veranschaulichen als den Flacheninhalt des nebenstehend
skizzierten Streifens. Den Differenzenquotient M
erhilt man dann, indem man den Flicheninhalt dieses Strei-
fens durch h, d. h. durch seine Breite dividiert. Dieser Quo- a z 4 =
tient gibt also die Hohe eines flichengleichen Rechtecks an z+h
(siehe Skizze).

Wenn nun die Streifenbreite h gegen 0 strebt, muss wegen der Stetigkeit von f die Hohe
des skizzierten Rechtecks gegen f(z) streben:

La(wth)—1q(x)
h

lim
h—0

Io(x+h)—I(x)
) — f(x).
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Da diese geometrischen Uberlegungen nur fiir eine spezielle Konstellation (f(x) > 0, a <
x < x+ h) giiltig sind, wollen wir nun einen allgemeingiiltigen Beweis fiithren. Er basiert auf den
Integrationsregeln aus dem vorangehenden Abschnitt. Aufgrund der Intervalladditivitit gilt

z+h T z+h
La(e +h) — I(x) = /f—/f: /f.

Also ist der Differenzenquotient darstellbar als

T _ T z+h
LN =@ 1 ™,

h h

Ist nun s = f(z) das Minimum der Funktionswerte von f iiber dem Intervall von x bis x 4+ h und
S = f(Z) das entsprechende Maximum (z < z, Z < z+h), so gilt gem#f der Abschétzungsformel
(S. 76):

x+h

fe)=s <3 [ 1 <s=12).

Wegen z < z,Z < x + h miissen die Stellen z und Z gegen x streben, wenn h gegen 0 strebt.
Wegen der Stetigkeit von f ergibt sich dann: f(z) — f(z) und f(Z) — f(z). Da also beide
Schranken gegen denselben Grenzwert f(x) streben, muss nach dem Schachtelungssatz (siehe
S. 9) auch der dazwischen eingezwéngte Differenzenquotient konvergieren, und sein Grenzwert
ist dann ebenfalls f(x):

I(x+h) —I,(z)

1) < ) < 1(2)
fir h — O: ! ! !
flz) < I (z) < fl2)

Also I](xz) = f(x) und der Hauptsatz ist bewiesen.

d. Stammfunktionen und die Integralformel. Eine wichtige Konsequenz des Haupt-
satzes ist die folgende, duflerst effektive Methode zur Berechnung von Integralen mittels Stamm-
funktionen.

Definition: Unter einer Stammfunktion einer Funktion f versteht man eine differenzierbare
Funktion F, deren Ableitung f ist:

F ist Stammfunktion von f <= F’' = f.

Hinweis: Ist F' eine Stammfunktion von f, so sind alle Funktionen F'(z) + ¢ (c € R eine
Konstante) ebenfalls Stammfunktionen von f, denn die Ableitung einer Konstanten ist 0. Also
hat eine Funktion f immer unendlich viele Stammfunktionen — oder gar keine. Letzteres kommt
aber fiir die Ihnen bekannten Funktionen kaum vor, denn es gilt:

Folgerung aus dem Hauptsatz: Jede iiber einem Intervall J stetige Funktion besitzt
eine Stammfunktion.

Dieses Resultat ist um so bemerkenswerter, als stetige Funktionen weit komplizierter sein
konnen, als die Thnen bisher bekannten Funktionen (die in der Regel differenzierbar sind).

Fiir das Folgende ist von fundamentaler Bedeutung, dass man fiir Funktionen iiber einem
Intervall eine vollstéindige Ubersicht iiber alle Stammfunktionen hat:

Satz: Sind F| und F, zwei iiber einem Intervall J definierte Stammfunktionen derselben
Funktion f, so gibt es eine Konstante ¢ € IR mit

Fi(z) = Fy(x)+c¢ firallex e J.
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus einem fundamentalen Satz der Differentialrechnung:
Die Differenzfunktion F; — F; hat die Ableitung F| — F}, = f — f = 0, ist also gem&f Satz (2.7)
(S. 44) iiber dem Intervall (!) J konstant:

Fi(z) — Fy(z)=c firallexe J.

Dies ist aber genau die Behauptung.
Kombiniert man nun dieses Ergebnis mit dem Hauptsatz, erhilt man die folgende wichtige
Integralformel: Es sei J ein Intervall und f eine stetige Funktion tiber J. Dann gilt fiir
beliebige a,b € J:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) fiir jede Stammfunktion F von f.

Beweis: Nach dem Hauptsatz ist I, eine Stammfunktion von f iiber dem Intervall J. Ande-
rerseits ist nach Voraussetzung F’ ebenfalls eine Stammfunktion von f {iber demselben Intervall
J. Also existiert eine Konstante ¢ € IR mit der Eigenschaft

Ia(x):/xf:F(x)—i—c fiir alle z € J . (%)

Es gilt nun nur noch ¢, die sog. Integrationskonstante zu bestimmen. Dazu beachten wir, dass
Integralfunktionen immer eine Nullstelle haben, namlich

a
L@ = [ 1=0.
a
Indem wir (x) fiir x = a auswerten, erhalten wir
0=F(a)+ec, also c=—-F(a),

und damit -
/ f=F(x)— F(a) furallexe J.

Indem man x = b setzt erhilt man schlieffilich die behauptete Integralformel.

In den Ubungen haben wir ein Vielzahl von Beispielen fiir die Effektivitit dieser Integral-
formel kennengelernt. Bei der Anwendung der Integralformel muss man zunéchst eine Stamm-
funktion F fiir den Integranden f finden und diese dann an den Integrationsgrenzen auswerten.
Dabei haben wir die folgende Schreibweise verwendet:

a

b b
[1=[1@as=[F@)] = Fo) - F

e. Bestimmung von Stammfunktionen. Die Berechnung von Integralen auf diesem
Wege steht und féllt mit der Kenntnis oder Ermittlung von Stammfunktionen zu gegebenen
Funktionen. Da es sich dabei um den zur Ableitung umgekehrten Prozess handelt, kann man
aus Ableitungsregeln immer auch Regeln zur Ermittlung von Stammfunktionen gewinnen. Erste
Beispiele sind

Satz: (Stammfunktionen fiir Potenzfunktionen)Fiir n € R, n # —1 gilt:

1
F(z) = 1x”+1 ist ein Stammfunktionsterm fiir f(x) = x™.
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Satz: (Stammfunktionsregeln) Wir setzen voraus, dass F, G Stammfunktionen fiir f, g sind.
Dann gelten die folgenden Regeln fiir Stammfunktionen:
a) Summenregel:

F + G ist Stammfunktion von f + g.

b) Faktorregel: Fiir beliebige Konstanten ¢ € R gilt:

cF' ist Stammfunktion von cf.

c¢) Lineare Substitutionsregel: Fiir m,n € R, m # 0 gilt:

1
— F(mx 4+ n) ist ein Stammfunktionsterm fiir f(mz + n).
m

Aufgrund der Regeln a),b) kann man fiir alle ganzrationalen Funktionen unmittelbar eine
Stammfunktion angeben und dann mit der Integralformel entsprechende Integrale problemlos
berechnen:

Folgerung: Ist f(z) = apz" +a, 12 ' +...+axx? +a1x+ag eine ganzrationale Funktion,
a Ap— a a
nogntt g 4+ 28 e g

so ist durch
F = —
(x) n+1 n 3 2

eine Stammfunktion von f gegeben.

Man beweist alle diese Behauptungen, indem man die vorgebliche Stammfunktion ableitet
und feststellt, dass sich die gewlinschte Funktion ergibt. Generell ist der Nachweis, dass eine
vorgegebene Funktion tatséichlich Stammfunktion ist, einfach durch Ableiten zu fithren (s. o.).
Viel schwieriger ist es jedoch, eine Stammfunktion zu ermitteln. Anders als das Ableiten fiihrt
dies bereits bei rationalen Funktionen zu erheblichen Problemen. Wihrend die Ableitung einer
rationalen Funktion stets wieder eine rationale Funktion ist (Quotientenregel), gilt bei der Suche
nach Stammfunktionen nichts entsprechendes: Es gibt rationale Funktionen, die keine rationale
Stammfunktion besitzen. Ganz konkret gilt:

1
Satz: Die Funktion f(x) = — hat iiber dem Intervall |0, 00[ als Stammfunktion In(z),
x

den natiirlichen Logarithmus! Uber dem gesamten Definitionsbereich ID; = R\ {0} ist eine
Stammfunktion gegeben durch
F(z) =In(|z]).

Beweis: Eine der fundamentalen Eigenschaften von In war die Ableitungsregel In’(x) = %
Also ist In (definiert iiber |0, 0o[) eine Stammfunktion von f. Fiir die weitere Behauptung muss
man iiber dem anderen Teilintervall | — oo, 0] die Funktion

F(z) =In(|z|) =In(—2z) firz<0

ableiten. Dies ergibt nach der Kettenregel:

Also hat das angegebene F iiberall auf seinem Definitionsbereich D = R\ {0} die gewiinschte
Ableitung F'(z) = L.
Warnung: Nicht alle Stammfunktionen von f(z) = X sind von der Form In(|z|)+c¢ (c € R).

Auch G(z) = In(|z|) + sign(z) ist eine Stammfunktion von f, ohne dass G(z) — F(z) = signx
iiber dem Definitionsbereich Dy = Dp = R\ {0} konstant ist. Die Ursache daftir ist, dass
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hier der Definitionsbereich kein Intervall ist! (Der Satz iiber den Zusammenhang zwischen den
verschiedenen Stammfunktionen einer Funktion (siehe S. 78) gilt nur iiber Intervallen!)

815 Fliche, Volumen, Bogenlinge

a. Fldchen zwischen Graph und z-Achse. Unsere Einfithrung des Integrals in §13 orientierte
sich am Problem der Flachenberechnung. Dabei hatten wir die Fléche zwischen dem Graphen
einer Funktion und der z-Achse in den Grenzen von a bis b betrachtet. Wir hatten gesehen
(siehe S. 70), dass dieser Flidcheninhalt gleich dem Integral fab f ist. Allerdings hatten wir bei der
Herleitung benutzt, dass a < b ist und die Funktion f iiber dem Integrationsintervall J = [a, b]
ausschlieBlich Werte > 0 hat (siehe nachfolgende Skizze links). Dadurch war sichergestellt, dass
Unter- bzw. Obersummen als Summen von Rechtecksflichen interpretiert werden konnten und
ihr gemeinsamer Grenzwert gleich dem Flacheninhalt A ist. Hat f ausschliefSlich Werte < 0, so
sind fiir @ < b auch alle Ober- und Untersummen und das Integral fab f < 0. In diesem Falle gibt
das Integral dann gerade das Negative des Flidcheninhalts A an (siehe rechte Skizze).

Wir fassen zusammen:
Bemerkung: Haben die Funktionswerte von f im Integrationsintervall J = [a, b] ein einheitli-
ches Vorzeichen, so ist das Integral fab f gleich dem Flacheninhalt A des Fliachenstiicks zwischen

Graph und z-Achse in den Grenzen von a bis b, versehen mit dem entsprechenden Vorzeichen
von f.

b
Fo +A falls f(z) >0 fir alle x € J = [a, }],
| —A falls f(x) <0 fiir alle z € J = [a, b].

Warnung: Flicheninhalte sind immer positiv, Integrale kénnen auch negativ sein!

Wir kénnen nun diese Tatsache umkehren zu einer Methode, Flacheninhalte durch Integrale
zu berechnen. Fiir Funktionen, die im Integrationsinvtervall ihr Vorzeichen nicht &ndern, ist der
Fliacheninhalt A bis auf das Vorzeichen gleich dem Integral, also:

Fiir Funktionen, die iiber einem Intervall [a, b] ihr Vorzeichen nicht &ndern, ist der
Fldacheninhalt A der Flache zwischen dem Graphen von f und der z-Achse im Bereich
zwischen a und b gleich dem Betrag des Integrals:

A:|/abf(x)dx|.

Will man fiir beliebige Funktionen diesen Flidcheninhalt berechnen, so muss man das Intervall
[a, b] in einzelne Abschnitte unterteilen, in denen f das Vorzeichen nicht éndert (in der Skizze die
Intervalle [a, c], [c,d] und [d, b]) und darauf dann die obige Formel anwenden. Die Grenzen dieser
Abschnitte sind die Vorzeichenwechselstellen von f im Intervall [a, b]. Mit den Bezeichnungen
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der Skizze ist dann der Flidcheninhalt A zwischen dem Graphen von f und der z-Achse in den

Grenzen von a bis b

A:A1+A2+A3:|/acf|+|/cdf|+|/dbf|.

Wir fassen zusammen:

Um die Fliche zwischen dem Graphen einer Funktion f und der z-Achse in gegebe-
nen Grenzen a, b zu bestimmen, muss man also:

1. Die Nullstellen von f mit VZW im Innern von [a, b] ermitteln.

2. Von Nullstelle zu Nullstelle bzw. Rand integrieren.

3. Die Betrége der ermittelten Integrale addieren.

b. Flichen zwischen Graphen. Wir wollen nun allgemeiner Flichen zwischen zwei Gra-
phen berechnen. Wir werden sehen, dass sich dieses Problem auf das soeben geloste zuriickfithren
lésst. Es gilt ndmlich der folgende

Satz: Sind f und g zwei integrierbare Funktionen iiber einem Intervall [a,b], so ist
die Flédche zwischen ihren Graphen in den Grenzen von a bis b genauso grof wie die
Fliche zwischen dem Graphen der Differenzfunktion h = f — g und der x-Achse in
denselben Grenzen.

yl

Beweis: Zunichst unterteilen wir das Integrationsintervall in Teilintervalle, in denen f — g
sein Vorzeichen nicht wechselt. In jedem dieser Abschnitte verlduft dann eine der Funktio-
nen stdndig oberhalb der anderen, etwa f oberhalb von g wie in obiger Skizze. Unter diesen
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Umsténden ist die gesuchte Fliche A zwischen beiden Graphen gerade die Differenz fab f— fj g
zweier Integrale und aufgrund der Summenregel fiir Integrale gilt dann:
b b b b
A= / f—/ g:/ (f—g):/ h falls f(x) > g(z) iber [a, b].
() Ja a a a
Dabei ist (%) geometrisch unmittelbar einsichtig, wenn — wie in obiger Skizze — g keine negativen
Werte hat. Aber auch wenn g sein Vorzeichen éndert (siehe unten links), bleibt die Beziehung (x)
giiltig. Um dies zu erkennen, verschiebt man beide Funktionsgraphen gemeinsam so weit nach

y4 y4

oben, dass im betrachteten Bereich beide Funktionen oberhalb der xz-Achse verlaufen. Bei einer
solchen Verschiebung dndern sich weder die eingeschlossene Fliche noch die Differenzfunktion
f—g, also auch nicht deren Integral. Man kann daher stets die im rechten Bild skizzierte Situation
erreichen, in der wir die obige Beziehung (*) und damit den Satz bewiesen hatten.

Durch diesen Satz ist die Berechnung der Fléiche zwischen den Graphen zweier Funktionen
f, g zuriickgefiihrt auf die oben beschriebene Berechnung der Fliche zwischen einem Graphen
(dem der Differenzfunktion h = f — g) und der z-Achse:

Um die Fliache zwischen den Graphen zweier Funktionen f, g in vorgegebenen Gren-
zen a, b zu bestimmen, muss man also:

1. Die Differenzfunktion h = f — g bilden.

2. Fiir h(!) die Nullstellen mit VZW im Bereich [a, b] ermitteln.

3. Die Funktion h von Nullstelle zu Nullstelle bzw. Rand integrieren.

4. Die Betrége der ermittelten Integrale addieren.

Schlielich wollen wir noch die Fliache ermitteln, die von zwei Graphen eingeschlossen wird.
Darunter versteht man den Bereich, der rundum von den Graphen begrenzt wird, also den
Bereich zwischen den beiden Graphen vom ersten bis zum letzten Schnittpunkt.
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Um die von zwei Funktionsgraphen eingeschlossene Fliache zu bestimmen, muss man also:
1. Die Differenzfunktion h = f — g bilden.

2. Fiir h sdmtliche Nullstellen ermitteln.

3. Von Nullstelle zu Nullstelle integrieren.

4. Die Betrége der ermittelten Integrale addieren.

c. Volumina von Rotationsko6rpern. Nicht nur Fldchen, sondern auch Volumina kann
man durch Integrale berechnen. Wir wollen hier sog. Rotationskorper betrachten. Sie entstehen

yl
o

durch Rotation einer Fliche um die x-Achse. Wir wollen das Volumen des sich ergebenden
Rotationskorpers bestimmen, wenn das rotierende Flachenstiick in den Grenzen von a bis b
durch den Graphen einer stetigen Funktion f begrenzt ist.

Um dieses Volumen zu bestimmen, schopft man den Rotationskorper durch die Rotati-
onskorper zu Untersummen aus. Deren Volumen ist berechenbar, denn es setzt sich aus lauter
‘Scheiben’ zusammen, deren Hohe gerade die Breite h der Intervalle ist und deren Radius der
entsprechende Funktionswert f(zx) (2 jeweils eine Stelle in einem der Streifen). Als Volumen

yl
o

einer solchen Scheibe erhélt man (unter Verwendung der Fléchenformel fiir Kreise)

m f2 ) b= (f(2) b

Summiert man nun diese Volumina fiir sémtliche Streifen der Unterteilung auf, so erhilt man
gerade eine Untersumme fiir das Integral fabw - f3(x) dx. Fiir n — oo bzw. h — 0 konvergieren
die Untersummen dann gegen dieses Integral, das damit das gesuchte Volumen darstellt:

b
Rotationsvolumen: V' :7T/ 2(z) de.

d. Die Bogenlinge. Aber auch zur Berechnung der Lénge von Kurvenstiicken kann man
das Integral verwenden. Das Kurvenstiick sei als Graph einer Funktion f in den Grenzen von
a bis b gegeben. Zur Berechnung unterteilen wir es durch Zwischenpunkte und verbinden diese
durch Geradenstiicke (Sehnen), wie in der Skizze angegeben.
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Anstieg m

Die Lénge einer einzelnen Sehne berechnen wir mit Hilfe des Satzes des Pythagoras wie folgt:
Hat die waagerechte Kathete die Lénge h, so hat die senkrechte die Lange m - h, wenn m der
Anstieg der Sehne ist. Also ist die Lange der Sehne

Isehne = VR? + (mh)? = h- /14 m?, m der Sehnenanstieg .

Man kann nun zeigen (siehe den nachfolgenden Mittelwertsatz), dass der Sehnenanstieg m im
k-ten Streifen zugleich auch Tangentenanstieg von f an einer gewissen Zwischenstelle vy in dem
Streifen ist, also die Sehnenlédnge folgende Form annimmt:

lSehne = h RV 1 + (f’(’l)k))Q .

Summiert man nun alle diese Langen auf, so erhilt man eine Riemannsumme R, fiir die Funk-
tion /14 (f’(z))?. Man definiert daher die Bogenlénge als den Grenzwert fiir h — 0 dieser
Riemannsummen. Dies ist aber gerade das zugehorige Integral (wenn es existiert):

b
Bogenlénge: l:/ V14 (f'(z))?de.

Mittelwertsatz
...der Integralrechnung: Ist f eine stetige Funktion iiber [a, b], so gilt

b
/ f(z)dz = f(v)-(b—a) fiir ein passendes v € [a, b].

...der Differentialrechnung: Ist f eine Funktion mit stetiger Ableitung iiber [a,b], so
gilt:

f(b) = f(a)

b = f'(w) fiir ein passendes w € [a, b].
—a

Die nachfolgenden Skizzen veranschaulichen beide Aussagen. Das Rechteck in der linken Skiz-
ze hat den Flécheninhalt f(v)- (b — a). Dieser stimmt mit dem Inhalt des dick umrandeten
Flachenstiicks unter dem Graphen von f iiberein. Man nennt den Wert f(v) den Mittelwert von
f iiber dem Intervall von a bis b:

b
Mittelwert: u(f) = fv) = bi a/ f
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Die rechte Skizze veranschaulicht den Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Der Differen-
zenquotient W stellt den Anstieg der Sekante dar. Diese stimmt mit einem Ableitungswert
f'(w), also einem Tangentenanstieg iiberein. Der Mittelwertsatz besagt also:

e Jeder Sekantenanstieg ist gleich dem Anstieg der Funktion an einer Zwischenstelle; oder
mit anderen Worten:
e jede Sekante verlduft parallel zu einer Tangente an den Graphen an einer Zwischenstelle.

Beweis der Mittelwertsétze: a) Es sei s = f(z) der kleinste und S = f(Z) der groBite Wert
von f im Intervall [a, b]. Bei den Integralabschéitzungen (siehe S. 76) hatten wir daraus bereits
gefolgert

b
fe)=s< i [ r<s=72).

Da f stetig ist, muss nach dem Zwischenwertsatz (s. S. 25) auch der zwischen f(z) und f(Z)
liegende Mittelwert p(f) ein Funktionswert von f sein:

1
b—a

b
wu(f) = / f = f(v) fiir ein geeignetes v € [a, b] .

Dies ergibt den Mittelwertsatz der Integralrechnung.
b) Der zweite Mittelwertsatz wird mit dem Hauptsatz auf den ersten zuriickgefiihrt. Die
Funktion f ist eine Stammfunktion von f’, also folgt aus der Integralformel:

b
10) - f@ = [ 1)
Damit ergibt sich nun unter Anwendung von a) auf f’:

f)—f
b—a

a b
():bia-/Gf’(x)dx:f'(w) fiir ein w € [a, b] .

§16 Erginzungen
In diesem Abschnitt wollen wir zwei weitere Integrationsregeln kennenlernen. Unser Ausgangs-
punkt ist die Tatsache, dass jede Ableitungsregel unmittelbar als eine Regel fiir Stammfunktio-
nen verstanden werden kann.

a. Substitution. Oft entsteht eine Funktion aus einer einfacheren, indem man fiir die
Funktionsvariable einen Term einsetzt (substituiert). So entsteht etwa e” T* aus e* durch die
Substitution z = x2 4+ 2. Die Substitutionsregel gibt an, unter welchen Umstinden und wie man
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fiir solche komplizierteren Funktionen eine Stammfunktion finden kann. Substitutionsregel:
Ist u eine differenzierbare Funktion und g eine stetige Funktion, so gilt:

/ ’ (u(e)) - o (2)de = / " o) d.

(a)

Beweis: Sei G eine Stammfunktion von g. Dann gilt geméf der Kettenregel:

G(u(x)) = G'(u(@)) - u'(x) = g(u(x)) - v'(z) .

Damit ist durch G(u(z)) also eine Stammfunktion fiir g(u(x))u’(x) gegeben und mit der Inte-
gralformel folgt daraus:

b

/ gt (@)ds = [Gu(e)] = Glu(t) - Gu(w) = [6()] = ((j) 9(2) dz.

Dies ist aber genau die Behauptung.

Die Anwendung der Substitutionsregel ist leider nicht so einfach wie der obige Beweis.
Geeignete Substitutionen z = wu(z) zu finden, bei denen ein kompliziertes Integral einfacher
wird, ist eine Kunst und als solche Folge umfangreicher Ubung und Erfahrung. Fiir uns soll
zunéchst das folgende Vorgehen ausreichen:

Will man die Substitutionsregel zur Berechnung eines Integrals fab f verwenden, versucht man
den Integranden f(x) in der Form f(z) = u/(x) - g(u(z)) darzustellen. Man sucht also in dem
zu integrierenden Funktionsterm f(z) einen Teilterm u(x), dessen Ableitung u'(x) ebenfalls
darin auftritt. Durch den Vergleich f(z) = g(u(x))u/(z) ermittle man ¢g und fiir ¢ dann eine
Stammfunktion G.

Beispiel: f(x) = ze®”.

Mit u(z) = 22, also v/(z) = 2z, nimmt dieser Funktionsterm die Form f(z) = v'(z) - $e%®)
an. Durch Vergleich mit f(z) = u/(z) - g(u(z)) kann man dann auch die Funktion g ablesen:
g(z) = %ez. Die Substitutionsregel liefert nun eine Stammfunktion fiir u/(x)g(u(x)), wenn eine
Stammfunktion G fir g bekannt ist. Durch die Substitutionsregel erfolgt eine Verlagerung des
Problems von der Ausgangsfunktion f(z) = ze®” auf die (einfachere) Funktion g(z) = %, fiir
die natiirlich G(z) = %e* eine Stammfunktion ist. Damit ist G(u(z)) = e = v’
Stammfunktion der urspriinglich gegebenen Funktion f.

Tip: Wenn man mit Hilfe der Substitutionsregel eine Stammfunktion fiir einen Integranden
gefunden hat, sollte man in jedem Falle dieses Ergebnis durch Ableiten iiberpriifen! Nach er-

folgreicher Uberpriifung ist die gesamte Herleitung unwichtig. Hier etwa: %e”Z hat als Ableitung

1 .
2 eie

geméf der Kettenregel: %e””Z 2 = ze® .

Besonders wichtige Integraltypen, die mit der Substitutionsregel berechnet werden konnen,
sind [ % und [wuw'. Konkrete Beispiele fiir diese Typen sind [tanz dz = [ 222 dg und [sinz-
cosx dx.

In(|u(z)|) ist eine Stammfunktion fiir

2u?(z) ist eine Stammfunktion fiir u(z) - u'(z).

Zum Nachweis braucht man nur die angegebenen Stammfunktionen mit der Kettenregel abzu-
leiten.

Warnung: Wenn man die erste Regel zur Berechnung eines Integrals fab 7;/(%)

iiber dem Integrationsintervall [a, b] vollstéindig definiert sein muss,

dx verwenden

will, beachte man, dass %
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insbesondere muss u dort iiberall differenzierbar sein und es darf keine Nullstelle von u zwischen
a und b liegen! Erst wenn dies gesichert ist, gilt

b, " ”
[ ) - it = L1 20,

u(z)

Wenn aber w im Intervall [a, b] keine Nullstelle hat, miissen u(b) und u(a) dasselbe Vorzeichen
u(b

haben (u ist stetig) und folglich ist u(( )) positiv, also ’Z((Z)) = )) Insgesamt folgt also:
b,
u nullstellenfrei tiber [a,b] —> / u'(z) dr = In &
u(x u(a)

b. Partielle Integration. Diese Regel ergibt sich aus der Produktregel fiir die Ableitung;
statt partieller Integration spricht man daher auch von Produktintegration.

Partielle Integration: Sind u, v differenzierbare Funktionen iiber dem Intervall [a, b], so
gilt:

()" = ' (z)v(z) + u(z)v'(z)

Diese Regel ergibt sich aus der Produktregel: Wegen (u(z)v
'(z) gegeben, also

ist durch u(x)v(z) eine Stammfunktion fir v’ (z)v(z) + u(x)v’(

b

b
/ (v (z)v(x) + u(z)v'(z)) de = [u(m)v(m)} :
a a
Mit der Summenregel fiir Integrale folgt hieraus die Behauptung.

Der Name partielle Integration erkldrt sich daraus, dass diese Integrationsregel keine
vollstéindige Berechnung des Integrals einer Produktfunktion zulésst, sondern nur eine partielle.
Das Problem wird vom Integral der Funktion v'v auf das Integral der Funktion uv’ verlagert.
Dennoch kann in vielen Fillen die partielle Integration erfolgreich zur vollsténdigen Berechnung
von Integralen fiithren.

Die Anwendung der partiellen Integration ist nicht so problematisch wie bei der Substitu-
tion. Man muss den Integranden so in Faktoren zerlegen, dass man fiir einen Faktor (hier v’
genannt) eine Stammfunktion (hier u) kennt. Man verlagert dann das Problem von der Berech-
nung von [ u'v auf die Berechnung von [ uv’. Dieses Integral muss man dann weiter untersuchen.
Zum Beispiel:

/abxln(x)dx— T In(x /— - :[%Qm(x)K—/abgdx

= [%2 In(z) — ZL

Hierbei war /() = x gewéhlt und v(z) = In(z).

Auf die gleiche Weise lassen sich alle Integrale der Form f; 2™ In(z) dx mit Hilfe der parti-
ellen Integration vollstdndig bestimmen: Man wihle jeweils v'(x) = 2™ und v(z) = In(z). (Was
ergibt sich fiir n = 07?)

c. Anwendung: Die Kreiszahl 7. Neben der Eulerschen Zahl e ist die Kreiszahl 7
die zweite fundamentale transzendente Zahl. Diese haben wir definiert als das Bogenmaf} des
gestreckten Winkels, also als die Lénge eines Halbkreisbogens vom Radius 1.

1. Geometrische Definition:

Die reelle Zahl 7 ist die Lange des Halbkreisbogens vom Radius 1.
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Daneben ist eine zweite Beschreibung der Zahl m moglich, die wir bereits bei der Berechnung
von Rotationsvolumina benutzt haben:
2. Geometrische Definition:

Die reelle Zahl 7 ist der Flacheninhalt des Kreises vom Radius 1.

Dies sind zwei vollig verschiedene Definitionen, und es ist auf den ersten Blick absolut nicht
erkennbar, warum die Mafizahl des Flidcheninhaltes des Einheitskreises exakt gleich der Maf-
zahl der Lange des Halbkreisbogens sein sollte. Aber dies ist doch der Fall, wie wir nun mit
analytischen Mitteln (der Integralrechnung) zeigen wollen:

Beide geometrische Definitionen von 7 sind gleichwertig.

Dazu werden wir zunéchst beide Definitionen in eine ;
analytische Form bringen. Mit dem Satz des Pytha-
goras beschreiben wir den oberen Halbkreis als Funk-
tionsgraphen: Fiir die Punkte (z,y) auf einem Kreis
vom Radius r gilt 2 4+ y? = r2, und daher fiir y > 0
(oberer Halbkreis!) y = v/r2 — 2. Damit ist der obere
Halbkreis Graph der Funktion x z

Fla) = VT

Wir benétigen im folgenden r = 1.
Gemaf der ersten geometrischen Definition ist m die Bogenlénge des Graphen von f in den
Grenzen von —1 bis 1:

w:/llmdx:Q/ol\/de.

Wir berechen den Integranden:

1 1 x
,x :—1—1‘2 —2 . _21- e — ,
fe) = 30 —at) e (-2 =~
2 1— %422 1
1 !/ 2:1 x — =
+ fi(z) +1—x2 1— a2 1—a2’

1 1
VIR = [ =

Hier treten nun Probleme mit dem o. g. Integral auf: Der Integrand —=

V1—z2
stellen +1 nicht definiert, so dass das o. g. Integral im Sinne unserer Definition ebenfalls nicht

existiert. (Solche Probleme sind der Grund fiir Erweiterungen des Integralbegriffs, die wir evtl.
im 6. Semester thematisieren werden.)

ist an den Rand-

Um eine auch mit unserem Integralbegriff sinnvolle analytische Beschreibung der Zahl w
zu gewinnen, betrachten wir nur einen Kreissektor vom Winkel 30°. Die beiden geometrischen
Definitionen besagen dann, dass dessen Bogenmafl 7/6 und die Fliche {5 ist.
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yl
1 =%
A=z : (@) = VT—2?
A=¢V3:
300 .
60°
3 1z

Da cos(60°) = % ist, konnen wir die Kreisbogenlédnge [ = ¢ als Integral in den Grenzen von 0

bis % beschreiben:

1. analytische Definition:

T /% 1 d
— = ——dx
6 0 \/1—1‘2

Auch die Flache des Sektors kann durch ein Integral beschrieben werden, wenn man die Drei-

ecksfliche subtrahiert. Diese betréigt
1 1 1 3 1
'§'f<§>—z\/;—§“§-

DN | —

ADreieck =

Man erhélt so die folgende

1
2. analytische Definition: 17T_2 = /2 V1 —ax2de — %\/g
0

Um zu zeigen, dass beide Definitionen von 7 gleichwertig sind, muss man folgende Gleichung
nachweisen: ) )
2 1 2 1
7dx:2/ V1—2a2de— V3.
/0 V 1-— (I,'2 0 4
Beweis: Wir wenden die partielle Integration an auf
: :
/ \/l—xde:/ 1-vV1—22de
0 0

mit v/(z) =1, v(z) = V1 — 22. Wir erhalten so

3 1 2 1
J1_ 2 — /1 — 2% - .
/0 1—2z%dx [w 1 x}o /0 T Wi

1\/§ 3 x2 d
2V4 /0 V1—a?

1\/5 T g2 1 ; : 1 ;
= \or | —det | ——da
2V 4 /0 V1— 22 /0 V1— 22
1 1

1 2 2 1
:—\/§_/ \/1—x2dx+/ ——dzx.
4 0 o V1—2a2
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Im ersten Augenblick sieht es so aus, als hétten wir uns im Kreis gedreht: Ein Term auf der
rechten Seite ist das Ausgangsintegral. Aber dies ist nur scheinbar eine Sackgasse: Man kann die
entstandene Gleichung nach dem letzten Integral auflosen und erhélt

3 1 CR|
2 \/1—1‘2d1‘——\/§=/ —dx
/0 4 0 \/1—1‘2

womit gerade die Behauptung bewiesen ist.

d. Flicheninhalt und Bogenlinge von Kreisen. Wir leiten nun mit Hilfe der Integral-
rechnung die bekannten Flachen- und Umfangsformeln fiir Kreise her. Da Fliche und Umfang
des Einheitskreises geméf c. als m bzw. 27 bekannt sind, geniigt es, das folgende Verhalten von
Fliache und Umfang bei Streckung (oder Stauchung) zu beweisen.

Streckung von Kreisen:

Die Fliche eines Kreises vom Radius 7 ist das r2-fache der Fliche des Einheitskreises,

also A = 7r2.

Der Umfang eines Kreises vom Radius r ist das r-fache des Umfangs des Einheitskreises,

also U = 2mr.

Dies bedeutet: Streckt (oder staucht) man einen Kreis um den Faktor r, so multipliziert sich
der Umfang mit dem Streckungsfaktor r, wihrend sich die Fliche mit dem Quadrat des Stre-
ckungsfaktors dndert.

Beweis: Wie in ¢) stellen wir die Fliche A, eines Viertelkreises vom Radius r als Integral

A, _/ mdx—/ \/ 12 1—”6—2 dr =17 - / 11— 2dx

Auf das letzte Integral wenden wir lineare Substitution an, und zwar mit u(z) = £ und g(z) =
V1—22 Esist u/(z) = i konstant. Daher 148t sich die Substitutionsregel problemlos anwenden:

/ (/1 de = / )dx = T/OT g(u(x))u'(z)dx

u(r) 1
:r/ g(z)dz:r/ V1—22dz=rA;.
0

u(0)

dar:

Insgesamt ergeben beide Formeln A, = r? - A;, wie behauptet. Zusammen mit der Definition
von 7 als Flidche des Einheitskreises erhalten wir die bekannte Flédcheninhaltsformel.

Mit denselben Rechnungen wie in Abschnitt c. (fiihren Sie sie zur Ubung durch!) beschreiben
wir die Lénge eines 30°-Kreisbogens vom Radius r als

z—/fédx
" 0o Vr2—zx2?

‘Kiirzt’ man den Integranden mit r und wendet dann wieder lineare Substitution an (u(z) =
so erhélt man

),

Rk

de=r-1.

3 1 3 1
r = / T dr=r- / —
0 \/1—(;) 0 \/1—1'2
Die allgemeine Fldachen- und Umfangsformel zeigt, dass bei einem Kreis das Verhéltnis von
Fliache zum Umfang gleich § ist. Dies iibertréigt sich dann sinngemf auf Kreissektoren: Auch
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hier ist das Verhéltnis von Fliche zur Lénge der Kreisbogen gleich 5. Damit kann man die Fléche

l=r-arc(a)

von Kreissektoren, die man auch als Kreisbogendreiecke bezeichnet, wie folgt aus der Bogenlénge
[ (und damit aus dem Bogenmaf arc(«) des Zentralwinkels) berechnen:

L o

A= -l:§r -arc(a)

r
2
Die erste Form dieser Flachenformel besagt geometrisch gesprochen: Die Fliche eines Kreisbo-
gendreiecks ist das Produkt aus ‘Grundlinien-’ und Bogenlénge geteilt durch 2. In dieser Form
erinnert sie sehr an die {ibliche Flichenformel fiir Dreiecke, da der Kreisbogen senkrecht zur
‘Grundlinie’ steht, also die ‘Hohe’ im Kreisbogendreieck ist.
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