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4L2 Mathematik (Kg) 1. Februar 2004

Ubung (1)V

1) a) Skizzieren Sie grob die Graphen der Funktionen f1,..., fs gegeben durch

file) =2, folz) =22, f3(x) = (3)",
fa(x) =3%, f5(zx) =logsz(z) und fe(x) =37".

b) Welche Beziehungen bestehen zwischen den Graphen? Welche sind monoton
steigend, welche fallend?

2) a) Definieren Sie log,(x), den Logarithmus von z zur Basis a. Unter welchen Be-
dingungen an a und z ist er definiert?
b) Welche zweistelligen natiirlichen Zahlen haben einen ganzzahligen Logarithmus
zur Basis i)2 ii)3 iii)4 iv)5 wundv) 10?7
c) Welche zweistelligen natiirlichen Zahlen sind Potenzen von a mit ganzzahligen
Exponenten fiir a =2, 3, 4, 5, 107
d) Welche Werte haben die 10er-Logarithmen von 3-stelligen Zahlen? Welcher Zu-
sammenhang besteht zwischen 10er-Logarithmen und Stellenzahl?

3) a) Formulieren Sie die Rechengesetze fiir Logarithmen.
b) Begriinden Sie: loga(%) = —log, (b) und log,(Vb) = % -log, (b).
c¢) Berechnen Sie:
i) logy(v8), ii) 10g3(\7§)
iii) log;o(v/10000), iv) log, ((V2)72).
4) Zeigen Sie fir a,b > 1: log, (aloga(b)) = 1 und folgern Sie log, (b) - log,(a) = 1.
5) Losen Sie die folgenden Gleichungen:
a) 371 =8l  b) (V2)"t =(¥8)", o200 =47, ) (5t =3
6) Losen Sie die folgenden Gleichungen:
a) logy(x) = 3, b) logs(z) = %, c) log,(0,25) = —1, d) loggs(x) = i.
7) Ein Gramm einer radioaktiven Substanz zerfillt so, daf nach der Zeit ¢ (in Stunden)
noch 0, 8 Gramm vorhanden sind. Wann sind nur noch 0,5 Gramm vorhanden?
8) Licht verliert beim Durchgang durch eine Glasscheibe 5% seiner Intensitéit. Wie-

viele Glasplatten hat es durchlaufen, wenn es nur noch 25% seiner urspriinglichen
Helligkeit hat?
9) a) Berechnen Sie mit dem Taschenrechner:
lg(4-10'2), 1g(0,25 - 10712), 1g(2), log, (10), In(10).
b) Losen Sie mit Hilfe des Taschenrechners:
—lg(c) = 4,2, 4,2 —lg(c) = 14, lg(4z) = =5, logs(x) = 3, 5.

1) Kopie von Ubung (9) aus dem 2. Semester

AL2 Mathematik (Kg) 1 1. Februar 2004



4L2 Mathematik (Kg) 1. Februar 2004
Ubung (1) — Lésungen

1) b) Die Funktionen f; und f; sind Umkehrfunktionen voneinander, also sind ihre
Graphen spiegelbildlich zueinander bzgl. der Winkelhalbierenden im I./III. Qua-
dranten. Dasselbe gilt fiir die Funktionen f; und f5. f3 und fg sind identische
Funktionen, denn f3(z) = (3)* = 37% = fg(x). SchlieBlich sind die Graphen von f4
und fs spiegelbildlich zueinander bzgl. der y-Achse, denn fg(z) = 377 = fy(—x).
Monoton steigend sind die Wurzelfunktion f5, die Exponentialfunktion f; und ihre
Umkehrfunktion f5 (weil deren Basis jeweils 3, also grofer als 1 ist); die Exponen-
tialfunktion f3 ist monoton fallend, weil die Basis kleiner als 1 ist. Die Funktion f;
ist insgesamt weder monoton fallend noch steigend; betrachtet man jedoch Teilin-
tervalle, so kann man genauer sagen: Uber dem Intervall | — 0o, 0] ist f; monoton
fallend, iiber [0, +oc[ monoton steigend.

2) a) Der Logarithmus log,(x) von x zur Basis a ist der Ezponent, mit dem man a
potenzieren muf}, um x zu erhalten:

y =log,(x) < a¥ =ux.

Er ist definiert fiir a > 0, a # 1 und beliebige z > 0. Der Definitionsbereich einer
Logarithmusfunktion ist das Intervall |0, +oo[ aller positiven Zahlen.
b) 16, 32, 64, b)27, 81, «c¢) 16, 64, d) 25 undd) 10.
c) ist dieselbe Frage wie b) nur in anderer Formulierung: ‘Logarithmus’ ist im Grun-
de ein anderes Wort fiir ‘Exponent’ (siehe a)).
d) Dreistellige Zahlen z liegen zwischen 102 = 100 und 103 = 1000: 10?> < z <
103. Fiir die Logarithmen zur Basis 10 bedeutet dies (wegen der Monotonie!)
log;(10?) < logio(z) < log;o(10%) <= 2 < log;, < 3; der Logarithmus hat
eine 2 vor dem Komma. Nimmt man also vom 10er-Logarithmus einer natiirlichen
Zahl den ‘ganzen Anteil’ (die Zahl vor dem Komma) und erhsht ihn um 1, so erhélt
man die Stellenzahl.

3) a) Da log, die Umkehrung der Exponentialfunktion zur Basis a ist, erhilt man aus
den bekannten Potenzgesetzen a® - a¥ = a**¥ und (a*)” = a"* die Logarithmenre-
geln (fir 1 # a > 0, b,c > 0 und r € R beliebig)

log, (b - c) =log,(b) +log,(c), log,(b") =1 -log,(b).

b) Nach dem zweiten in a) formulierten Rechengesetz gilt fiir 1 # a > 0, b > 0:

1 " 1
loga(g) = loga(b_l) == loga(b> und loga( \/l_)) = loga(bl/n) = E ’ loga(b) :

. 1 1 1
) 1) log(VB) = logs (8%) = & -log,(2%) = 2 -3 = &
i) logy(Y9) = 1 - logy(3%) = 2 = 1

iii) log;,(v/10000) = % - log;((10%) = %,
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4) Es ist nach Definition des Logarithmus a'°%«(®) = b, also
log, ("% () — log,(b) = 1.

Andererseits kann man die linke Seite nach den Rechengesetzen fiir den Logarith-
mus berechnen und erhélt

logy (a'%: ")) = log, (b) - log, (a) .

Beide Formeln zusammen ergeben die zweite der behaupteten Gleichungen.

5) a) 3771 = 81=3% | logg «) 2% = 47 =92 | Jog,
— r—1=4 | +1 — r? = 2x | —2x
— T =5 — 22-22 =0
L ={5} — z(r—-2) =0
— z=0Vzx=2
L ={0,2}

b (W) = (
@2+t = (VB
2

<
— 230t = 9§ | log,
= J(z+1) =22 | -8
— dr+4 = 3x | =3z —4
— r = —4
L ={-4}

Q) (1) = 3 | log,
> (—z+1)-logs(3) = =
— (—z+1)-(-1) ==
= r—1=2z | +zx
— -1 =20
L :@:{}

6) Man beachte die Definitionsbereiche: In a), b) und d) tritt die gesuchte Grofle x
jeweils als Argument einer Logarithmusfunktion auf; diese sind nur fiir positive
Zahlen definiert, also gilt fiir diese drei Félle ID = {x € R |z > 0} = |0; 00]:

a) logy(z) =3 <= z=2=8: L ={8},
1 1
b) logg(x):?<:>x237:\7/§: L = {V3},
1
d) log25(x):Z — z=2"4=52=\5 . L={/5}.

In ¢) tritt = als Basis einer Logarithmusfunktion auf, also ist hier der Definitions-
bereich D ={z € R|xz>0Axz # 1}:

11
log,(0,25) = —1 <= 0,25 =2"! < 1o =4 L= {4}.
X

7) Gesucht ist die Zeit ¢ mit 0,8" = 0,5. Auch ohne Taschenrechner kann man eine
gute Niherung wie folgt bestimmen: 0,8 = 8 - 107!, also 0,82 = 82-1072 = 0, 64,
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0,8 =83.10"3 =2%.1073 = 512- 1072 = 0,512. Nach 3 Stunden ist also noch
geringfiigig mehr als die Hilfte vorhanden. Die gesuchte Halbwertzeit diirfte also
etwas grofler als 3 Stunden sein.

Losung der Gleichung 0, 8" = 0,5 mit Hilfe des dekadischen Logarithmus log;, = lg:

1g(0,5)

0.8 =0,5 = 10,8 = 1g(0,5) += ¢-15(0,8) =15(0.5) = t = -

Dieser Losungswert fiir ¢ ist mit dem Taschenrechner berechenbar:

_ —0,3010299995 -
= -0,096910013 77

und bestétigt unsere obige Abschéitzung.

8) Bei jedem Durchgang durch eine Glasplatte reduziert sich die Intensitét I des Lich-
tes auf 95%, also wird pro Platte die Intensitit mit dem Faktor ¢ = 0,95 multi-
pliziert. Die Intensitdt I(n) nach dem Durchgang durch n Platten betrdgt also
I(n) = 0,95". Gesucht ist nun die Zahl n, fiir die die Intensitét 0,25 ist.

~ log(0,25)

0,25 =0,95" <= log(0,25) =log(0,95") = x -10g(0,95) <= = ———=

und der Taschenrechner liefert (mit log = lg)

—0,602059991
0, 022276394

~ 27,03

Bei 27 Platten ist also die Intensitét noch grofer als 25% und bei 28 bereits kleiner.
9) a) lg(4 - 10'2?) ~ 12, 60206, 1g(0,25 - 10712) ~ —12, 60206.

(Beachten Sie, daf 0,25 - 10712 der Kehrwert von 4 - 10'2 ist!)

1g(2) ~ 0,30103, log,(10) =1g(10)/1g(2) = 1/1g(2) ~ 3,32193, In(10) ~ 2, 30259.

b) —lg(c) = 4,2 < lg(c) = —4,2 < c¢=10"%2~6,30957 - 1075,

4,2 —lg(c) = 14 <= lg(c) = —9,8 < c=10"98 ~ 1,58489 - 10710,

lg(da) = —5 <= 4z =10"° < z=1-107°=2,5-10"% = 0,0000025,

logs(z) = 3,5 <= x =335 =33.32 = 27\/3 ~ 46, 76537.
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4L2 Mathematik (Kg) 30. September 2003
Ubungen (2)

Ubungen aus dem Lehrbuch:
1) Rechnen mit Logarithmen: S. 86, Aufgaben 13-15
2) Erste Ableitungsiibungen: S. 86, Aufgaben 5-6; S. 93, Aufgabe 4
3) Tangenten: S. 86, Aufgaben 7-9; S. 93, Aufgaben 5, 7
4) Ableitungsiibungen: S. 94, Aufgaben 1-3,6,7
5) Erste Funktionsuntersuchungen: S. 90, Aufgabe 4 d)—f), a)—c); S. 93, Aufgabe 6
6) Funktionsuntersuchungen: S. 95, Aufgaben 12-15
7) Tangenten: S. 97, Aufgaben 24-27
8) Funktionsscharen: S. 97/98, Aufgaben 28-30, 32-36
9) Extremwertaufgaben: S. 96, Aufgaben 21-23
10) Anwendungen: S. 98/99, Aufgaben 37-41

Hinweis: Die Bearbeitungsreihenfolge ist gegeniiber dem
ausgeteilten Aufgabenblatt veréindert! (Aufgaben 4) und 5)
sind ausgetauscht; bei den Funktionsuntersuchungen S. 90,
Aufgabe 4) wurde erst d)—f) und dann a)—c) bearbeitet.
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4L2 Mathematik (Kg) 30. September 2003
Ubungen (2) — Lésungen

1) S. 86, Aufgabe 13:
a) 2, b) -2, c) %,
d) 3, e) 2—In(k), f) In(2) + 3,
g) 3 (In(3)-1), h) 3k, o5
i3 k) 3 D V3,
m) % n) 20.
S. 86, Aufgabe 14:
a) In(Zhh), b) In({HE=L) = n(=5L),
¢) In(Grte—s) = In(55), d) —a3 — 22
S. 86, Aufgabe 15:
a) L={e’}, b) L={}, c) L={e*—1},
d) L={Ve—Vve}, ¢ L={2} f) L ={In(2)},
g) L={2mn(3)}, b L={="2=} i) L={n@)}
i) L= {xy/20)

2) S. 86, Aufgabe 5:
a) f'(x) = 2e%*, b) f(t) = 7etL, c) fl(t)=—et,
d) fl(z)=—e"%, e) fl(¥)=2e"+1, 1) [f'(x)=ke"™,
g) f'(z)=aue"™, h) KW(z)=-2 e T
S. 86, Aufgabe 6:
a) fU(x)=(-1)"-e", b) f(x) =5"e,
Q) fM(t) = AneA, Q) fO ) = (ke
S. 93, Aufgabe 4:
a) fl(@)=57, (@) =—Gioe b)) @) =5as + L @) = —5ame
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¢) f(3) = iy +(3) 3%, f(2) = —frhyer + In(3)2 37,

Q) fe)=2, f'(z) =2, ¢) f'(t) = i £'(2) = — e,
£) W) =55 M) = —5ipe 8) F@) =2 ()=,

h) f(z) =2z+2 f(x) =2

3) Wir wiederholen die allgemeine Tangentengleichung: Ist f an der Stelle a differen-
zierbar, dann ist die

Tangentengleichung: y = f(a) + f'(a) - (x — a).

Hierbei ist a die Beriihrstelle, (a, f(a)) der Beriihrpunkt der Tangente mit dem
Graphen.
S. 86, Aufgabe 7: Ergebnisse:

f(l') a = ]- CLZO a:]_ a =
e’ = (x+2) y=x+1 Yy =ex y=e?(x—1)
e% y=2f(a:+3> y=3(@@+2) |ly=ye (z+1) |y=5-2
Z e eve
3e10 y:w—%-(w+11)yz%(x+10)y=315[-(3;'+9)yzﬁ-(w+8)

Die Tangentengleichungen sind in faktorisierter Form angegeben, so dass man die
Schnittstelle der Tangente mit der z-Achse unmittelbar ablesen kann.
Schnittstellen der Tangenten mit der x-Achse:

f(x) la=—-1la=0la=1|a=2
er -2 | —-1] 0 1
e2 -3 | =2 -11] 0
3eto | —11 | —-10| —9 | -8

Es zeigt sich: Bei f(z) = e (1. Zeile) ist die Schnittstelle der Tangente mit der
x-Achse immer gleich @ — 1 (siehe nachfolgende Aufgabe 9), bei f(z) = eZ ist sie
immer gleich a — 2 und bei f(z) = 3es liegt die Schnittstelle immer bei a — 10.
Welche iiber Aufgabe 9 hinausgehende Vermutung entnehmen Sie daraus? Beweisen
Sie sie wie Aufgabe 9.

S. 86, Aufgabe 8: Die Tangente an den Graphen von f(x) = e an der Stelle
a = 0 ist gegeben durch die Funktion t,(z) = €* + e¢®(x — a) = 1 4+ x. Damit ist
f(z) = €” in der Ndhe von 0 (in ,erster Naherung®) gegeben durch

e* =~ 1+ z fiir x nahe bei 0.

Insbesondere e = %992 ~ 1,002, =001 = 100\[ ~ 1— 0,001 = 0,999 und
el = Wer1]1.
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S. 86, Aufgabe 9: a) Die Tangentenfunktion zu f(x) = e” ist t,(x) = f(a) +
fl(a)(z —a) = e* + e*(x — a), wobei a die Beriihrstelle ist. Die Nullstelle von t,
ergibt sich zu:

ta(r) =0 <= e’ +e%(x—a)=<= e (x—a+1)=0 < xz=a—1.

Damit ist die Nullstelle der Tangente gleich a — 1, wenn a die Beriihrstelle ist. Dies
ist genau die behauptete Aussage.

b) Geometrische Konstruktion der Tangenten an den Graphen der e-Funktion: Man
fille das Lot vom Beriithrpunkt (a,e®) auf die z-Achse, gehe auf der z-Achse 1
Einheit nach links und zeichne die Gerade durch diesen Punkt (a — 1,0) und den
Berithrpunkt b = (a, f(a)).

Zusatz: Ist f(x) = c-e¥, so ist die Nullstelle der Tangentenfunktion ¢, gerade a — k:

e

ta(:v):f(a)+f’(a)(x—a):c-e%+%-e%-(w—a)zé-e (k+z—a),

ta(z) =0 <= k+rx—a=0 <= x=a—k.

Dies beweist die sich in Aufgabe 7 aufdriangende Vermutung.

S. 93, Aufgabe 5: Gesucht sind Tangenten, die parallel zu der gegebenen Gera-
den verlaufen, d.h. die dieselbe Steigung wie diese Gerade haben. Wir formen die
Geradengleichung um:

2 7
20 —3y+7=0 < 3y=220+7 < y:§w+—.

3
Damit hat die Gerade die Steigung m = % und gesucht sind die Stellen x mit
P =3
Fir f(z) = Inx gilt: f'(z) = % Also miissen wir die folgende Gleichung losen:
2 1 2
)=z <= —=- <= = .
Jlw) =3 z 3 T

Nur an der Stelle % hat der natiirliche Logarithmus In eine Tangente parallel zur
gegebenen Geraden. Die Tangentengleichung lautet

y:f(a)~|—f’(a)(a:—a)zln%+§(x—%):%gj—1+1n3—1n2.

S. 93, Aufgabe 7: Wir berechnen die Tangentenfunktion zur Funktion f(x) =
In(1+ ) an der Stelle a = 0: Nach der Kettenregel ist f/'(z) =1In'(1 +2)-1= IJ%I
und damit die Tangentenfunktion

t(x) = f(0) + f'(0)(z —0) =In(l) + x = =z.

Damit gilt fiir z nahe bei 0 (in ,erster Ndherung*)

In(1 + z) ~ x fiir  nahe bei 0.
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oder adquivalent:

In(z) ~ x — 1 fiir = nahe bei 1.

Also In 1,05 ~ 0,05, In0,99 ~ —0,01 und In(1 — £-) ~

__Dp_
100 100°

4) S. 94, Aufgabe 1):

a) f(z) ="t +3e7 27 477 — —el T3
fl(x) =e"* —6e 2 —el 7% 4 Zel 73
f(x) = e® ™ $ 1272 el 261_396.

b) f(z) =501 4 0,25¢%0FL — 20371

X
Y

NI

1
f'(@) = —05e7 1 4t Jet

x

NI

1 4
f”(l') _ 07056—0,1x + 4e4x—|—1 _ gei_

c) flx) = (e —1)? 4+ (e + 1) =2e** +2, f(x) =4e**, f'(x)=8e*".
d) flx)=(e "+ 12+ (e 1) =22 +2
Fila) = —4e, () = s
e) f(x) = (e_z;ez)2 + (%)2 — E_QI-ZQ-%EQI + 62z—22-6_2z — % . (6293 _|_€—29:),

f/(l') — 62x o e—2x, f”(l') —9. (62x _|_e—2x) — 4. f(ZE)

f) f(z)=e*"* —dx, flx)=e""*—4, f'(z)=¢e""
B f@)=e " tr—1, fo)= e+l [la)=e
W) f@) =T~ 1030, fl) = —e = 2a 403, ()= e~ 2.
i) fa) = 72— 3¢ 102,
f(x) = 212 + 3e %! 4 27, f(z) = %gj _ 3wt 4 o
e —e+e Tt +1

em_ez+e—21:_|_e—m

) fa) =
fl(x) =2e* —e” =272 —e™7  fl(z) =4e* —e” +4e " f e ",

S. 94, Aufgabe 2):
a) f(z) = —4% = —(eH)T = —e? 04,
f'(x) = —In4-e*™ = —1In4-4%,  f'(z) = —(In4)? - 4*.
1

b) f(il'}) - 0’25x = (Z)m =477 = e—xln4

fl(x) =—Ind-e % = _In4.47 () = (In4)?-47%.
¢) flz) = (V2)* = (22)* =27,
fl(z)=In2-2°,  f'(z) = (In2)%.27.

Y

1
d) f(a:) — 2x+1 _ 323571 4 5333 _ 3,
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3
f'(z) =In2-2*t1 —2In3. 3%~ 4 5:52,

f"(z) = (In2)?- 2"t —4In3 3271 1 3.

S. 94, Aufgabe 3):
a) f(z) =x-e",

fl@) =02z —2)e “+ (=20 +3)- (—e®) = (—2® + 42 —5) -7,

f"(z) = (—2z+4)e "+ (—2? +4x—5)(—e %) = (2> —62+9)e ® = (x—3)%e 7.
f) f(z)=(4—2%)e" + (a* —4)e” ",
() = (—22)e” + (4 — 2%)e” + 2z~ + (2* — 4)(—e™ %)
= (—2? — 2z +4)e” + (—2® + 2z + 4)e ",
() = (—22—2)e" + (—2* —22+4)e” + (—20+2)e * + (—x? +224+4)(—e ")

(=2 — 4z + 2)e” + (2% — 4w — 2)e ™",

S. 94, Aufgabe 6):

e
Q) f@) =,
etx—e’-1  e(r—1)
fray =S SRl
() = (e"(x —1)+e”)- x42 —e(zr—1) 2z
x
(" x) o —2e"(x— 1) e"(a? -2z +2)
B a3 B a3 '
Alternativ mit Produkt- statt Quotientenregel:
fz) =z te”,
! -2 x -1 _x -2 x ex(x_ 1)
fllx)=—a"e"+a " =a % (-1+12) = SR
x

f”(.T) _ _|_2x—3ex _ x—2ex _ x—2ex + x—lex

2_2 2)e®
:x_36$-(2—2x+x2):(x T )e‘

3
b) fla) = .
, (—e ") x4+1)—e ™1 e *(—x—2)
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(—e % (—z—2)+e @ (=1))(z+1)2—e % (—2—2)-2(x +1)

" .
Jiw) = (x +1)*
ez 41)-(z+1)—e (22 —4) e "(a* +4x+5)
(x+1)3 N (r+1)3
1
— — x 1 —1
) @) = o = "+ )7,
! (o 1 -2, T _ —e”’
fla) =+ )7 =
f”(l‘) — 2(636 + 1)—3693 .eT — (ex + 1)—2 . eT
_x( T -3 T T _ ex(ex — 1)
e’ +1
d) f(z) = 1
poon o et(et=1) = (e +1)e” 2"
f(l') - (eg;_1>2 - (633_1)2’
—2e%(e® — 1)? +2e% - 2(e® — 1) - e®
" o
f (l’) - (ex _ 1)4
_—2e"(e — 1) +4e**  2e"(e” + 1)
N (er —1)3  (e2 —1)3
e) Erweitert man den gegebenen Funktionsterm mit e” so erhélt man
e * 1
flz) =

eT4+1 1+er
Dieser Aufgabenteil stimmt also mit c¢) iiberein.

S. 94, Aufgabe 7):
a) f(r)=In(z+1)+In(x—-1), f'(x)= %ﬂ + L.

b) f(z) = In(2?) —|—1n(§) —In(2z) =2Inz —Inz — (In2+Inz) = —In2,

f'(x) =0
In(vz) —1 ! —11 Inx =1 ! >
c) In( w)—n(%)——nx+§ nr=—lnuz, f(w)—a.
d) f(z)=2>-lnz+1, f(z)=20-1
e) f(z) =In(2x+1) —In(2x — 1), f'(z) = 212+1 — 212_1 = (2I+1_)El2$_1).
f) f(x) =xlnz, f(r)=lnzx+z-—=1+1Inz.
1
g) f(z) = 2®Inx, f’(x)z?a:lna;—l—xQ-E:x(1—|—21nx).
1
h) f(a:):ﬂ:x_l-lnx,
! 1 l1—-Inz
f’(x):—a:_Q-lnaH—x_l-E:x 2. (~lnz+1) = 5
1 21
i) f(z) =(lnz)* =In’z, f(z)=2Inz —= ;LT
1
. x , Inz—z-5 Inzx-1 1
€T :—7 €Tr) = = = —_
) f@) Inx /(@) In® z In® z Inz In“z

k) f(z) = (2> —4)Inz, f’(w):2x1n$+(x2—4)-§
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3 1 1 1 1
1) f(l’)ZIIl _ :ln3x—1n(x—1), f/(x)zgl_x _x—12:5_1'—1
m) f(@) =1n 2 4:_1n(x2_4>’1 f/(x)__x;—zl 2= g
/ o T
W fle) I+ 1), 0 = =

5) S. 90, Aufgabe 4 d): f(z) = (2* — 1)e”.
Der Definitionsbereich ist ganz R.
Nullstellen: Wegen e* > 0 sind die Nullstellen von f genau die Nullstellen von
22 — 1, also 1, und es liegt in beiden Fillen ein Vorzeichenwechsel vor.
Grenzwerte: Der Grenzwert fiir x — oo ist offenbar oo, widhrend zur Bestimmung
des Grenzwertes fiir t — —oo die aus der Regel von de I’'Hospital gefolgerte Tatsache
lim, o ﬁ—: = 0 benotigt wird. Man erhélt damit

2 2
lim (22 —1)e” = lim ((—2)* = 1)e”* = lim o1 lim © — lim 1o 0.

r— —00 T— 00 T— 00 et r—oo er r—oo et

Ableitungen: Mit der Produktregel erhéilt man
f'(z) = 22e” + (2% — 1)e” = (2® +22 — 1) - €%,
f"(x) = 2z +2)e* + (2% + 22 — 1)e” = (2 + 4z + 1)e”.

Extrem- und Wendestellen: Da e® > 0 ist, sind die Nullstellen und Vorzeichenver-
teilung von f’ und f” durch die beiden quadratischen Terme gegeben:

flz)=0 <= 22 4+22-1=0 <= z=-1+V2,
f"(2) =0 <= 2’ 4+4e+1=0 < z=-2+3.

In allen Féllen liegen Vorzeichenwechsel vor (quadratische Terme mit 2 verschiede-
nen Nullstellen!), so dass die Funktion f an den Stellen —1 + /2 Extrem- und an
den Stellen —2 + /3 Wendestellen hat.

Wegen f'(z) >0 <= 22+2x—1> 0ist f’ schliefllich monoton steigend, also hat f
an der letzten Extremstelle —1++1/2 ~ 0,41 ein Minimum und bei —1 —+v/2 ~ —2.41
ein Maximum.

yl
1 4
I e
T I 4 4 4 + 4 s
W
T
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S. 90, Aufgabe 4 e): f(z) = z%e ",

Der Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: Es ist f(x) = 2%2e™® > 0 und f(z) =0 <= x = 0. Damit ist 0 einzige
Nullstelle von f, und zwar ohne Vorzeichenwechsel. Zugleich erkennt man, dass 0
Minimumstelle von f ist (s. u.).

Grenzwerte: Es ist

22
lim 2%¢™® = lim — =0,
r— 00 r—oo ex
lim z%e™® = lim z%¢® = .
r——0o0 Tr— 0o

Ableitungen: Mit der Produktregel erhélt man
f(x) =2ze @ + 2% % (—1) = — (2% —22) -7,
f"(x) = =2z — 2)e ® + (2% — 22)e™ " = (2® — 4z + 2)e .

Extrem- und Wendestellen: Wieder sind wegen e~* > 0 die Nullstellen und Vorzei-
chenverteilung von f’ und f” durch die quadratischen Faktoren gegeben:

fl)=0 <= 2° —-20=0 < 2=0 V =2,
f'2)=0 <= 22 —424+2=0 < z=2+2.

In allen Féllen liegen Vorzeichenwechsel vor (quadratische Terme mit 2 verschiede-
nen Nullstellen), so dass 0 und 2 Extrem- und 2 4 /2 Wendestellen von f sind.
Da 0 Minimumstelle von f ist, ist +2 Maximumstelle.

yl

W2

S. 90, Aufgabe 4 f): f(z) =z(x — 1)e™ .

Der Definitionsbereich ist wieder IR. Nullstellen sind 0 und 1, beide mit Vorzeichen-
wechsel. Das Vorzeichen von f(x) ist gleich dem Vorzeichen von z(x — 1) (da e™*
immer positiv ist), also ist f(x) schlielich positiv.

Die Grenzwerte im Unendlichen sind

-1
lim z(z —1)e”* = lim 2z 1) =0,
T— 00 T— 00 e’
lim z(z —1)e”* = lim (—z)(—x — 1)e” = lim z(z + 1)e” = 0.
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Die Ableitungen von f(x) = (22 — z)e™% sind:

fl@)=02r—1De 4 (22 —x)-e - (=1) = (—2®> + 3z — 1)e ™,
f'(x) = (22 +3)e " + (=2 + 3z — 1)e ™ - (1) = (2* — 5z +4)e " .

Zur Bestimmung der Nullstellen von f’ und f” braucht man nur die quadratischen
Faktoren zu untersuchen:

3 5 3 1
fl(x)=0 <= 2° -324+1=0 < xzii\/gziiﬁ\/g’

') =0 <= 22 -52+4=0 <= (z—4)(z—-1)=0 <= =1V z=4.

In allen Fillen liegen Vorzeichenwechsel vor, also sind %:l: %\/5 Extrem- und 1 sowie
4 Wendestellen von f.

Das Vorzeichen von f'(z) = (—a? + 3z — 1)e™® ist gleich dem Vorzeichen des
quadratischen Terms —z2? + 3z — 1, also schlielich negativ. Daher ist die letzte
Extremstelle ein Maximum, die andere hingegen ein Minimum.

yl

r—2
S. 90, Aufgabe 4 a): f(z) = i+ .
efE
Definitionsbereich: Wegen e > 0, also 1 + e” > 1 wird der Nenner niemals 0, so
dass die Funktion auf ganz R definiert ist: ID(f) = R.
Nullstellen: Die Nullstellen der Funktion sind die Nullstellen des Z&ahlers, also

flz) =0 <= " =2 <= zr=1In2.

In 2 ist die einzige Nullstelle von f. Es liegt ein Vorzeichenwechsel von — zu + vor,
da e” und folglich auch e* — 2 monoton wachsen.

Grenzwerte: Wegen lim e” = 0 folgt
—_— Tr——00

—-2.

er—2 0-2
1. == 1 = pr—y
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Fiir x — oo gilt €* — co. Um das Verhalten des Bruches zu studieren, klammern
wir in Z#éhler und Nenner (den dominierenden Term) e® aus:

ei(l—e%) —e%
flz) = i =71
Gx(e—I‘Fl) E—I"‘l
Wegen lim e% = 0 folgt
2

-= 1-0
1 =1 e = =1

A = T = o

Ableitungen: Mit der Quotientenregel berechnen wir

;o ef(1+e”)— (e —2)e”  3e”
) = (14 ex)2 (14 e7)2
vy 3e"(14e")? —3e” - 2(1+e%)e”  3e”(1+e”) — 6e*”
1) = (14 ev)4 B (14e%)3
_3e"(1—¢€")
(1 +en)?

Extremstellen: Da e® keine Nullstellen hat, hat auch f’ keine Nullstellen, f also
keine Extremstellen.
Wendestellen: Wegen e® # 0 gilt:

') =0 < 3e"(1-€e")=0 <= 1-e"=0 < =1 < 2 =0.

Bei = 0 hat f eine Wendestelle, denn f” dndert dort sein Vorzeichen: Da e* > 0
ist, ist das Vorzeichen von f” bestimmt durch 1—e®, und 1—¢e® ist monoton fallend,
dndert also an seiner Nullstelle das Vorzeichen (von + zu —). f wechselt an der
Stelle 0 also seine Kriimmung von links- zu rechtsgekriimmt.
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xX —x

S. 90, Aufgabe 4 b): f(z) = %

et +e
Definitionsbereich: Es ist e” +e™* > 0, also hat der Nenner von f keine Nullstelle:
f ist auf ganz R definiert.

Symmetrie: Der Graph von f ist punktsymmetrisch, denn

e~ _ e et _ e
f=w) = et fet et fe T —f(@).
Nullstellen: Es gilt
f@)=0 <= " —e"=0 <= e"=¢" < x=—x < x=0.

Einzige Nullstelle ist z = 0.

Grenzwerte: Wegen der Punktsymmetrie brauchen wir nur die Grenzwerte fiir
r — 00 zu bestimmen. Aus den bekannten Grenzwerten lim,_ ... e* = oo und
lim, ,oce™® =lim,_,_o €* = 0 erhalten wir

lim (e £e7 %) = lim e* = 0.

r—00 rT—00
Zahler und Nenner von f(z) konvergieren also gegen co. Um den Grenzwert des
Quotienten berechnen zu kénnen, klammern wir wieder (den dominierenden Term)
e’ aus:
et — e % ex(]_ _ e—2x) 1— e—2x

- eT 4+ e~ = - 6x(1_|_e—2x) - 1_|_e—2x

und erhalten so
1—e 2% B 1-0

li =1 = =1
dm @)= i e = 75
und wegen der Punktsymmetrie lim,_,_ f(z) = —1.

Ableitungen: Mit der Quotientenregel erhalten wir

(e —e - (=1)(e"+e ™) —(e" —e ")(e* +e 7 (—1))

/ —_—
f (‘T) - (€I+€_I)2
_ (ez + e—z)Q _ (ez _ e—z)Q _ eQm + 2+ e—2(E _ (621 — 24 6_2I)
(ez + e—z)Z (em + e—m)2
4
(em + e—m)Q ’

und ausgehend von f’(z) = 4-(e*+e~%)~2 mit der Produkt- und Kettenregel dann

v _ 8(e” —e™7)
//x:_86x+ex 3'€I—€I:——.

@) = 8" 4o () =

Extremstellen: f’ hat keine Nullstellen, f also keine Extremstellen; genauer: f’

ist immer positiv, f also monoton steigend. Dies zeigt zugleich, dass f an seiner

Nullstelle x = 0 das Vorzeichen von — zu + wechselt.
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Wendestellen: Da f und f” bis auf den Faktor —8 denselben Zihler haben, hat
auch f” bei 0 eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel, 0 ist Wendestelle von f.

—T

S. 90, Aufgabe 4c): f(z) = 1€+ex.

Definitionsbereich: Wegen 1 + ¢* > 0 hat der Nenner keine Nullstellen, f ist also
auf ganz R definiert.

Nullstellen: f hat keine Nullstellen, da der Zahler e™” stets positiv ist.
Grenzwerte: Fiir x — oo strebt der Zahler von f gegen 0 und der Nenner gegen oo,
der Bruch also gegen 0: lim,_. o f(x) = 0.

Fiir x — —oo strebt der Zahler gegen oo und der Nenner gegen 1, der Bruch also
gegen oo: lim, ., f(x) = oco.

Hinweis: Indem man den Bruchterm fiir f(x) mit e® erweitert, erhédlt man die
folgende etwas iibersichtlichere Darstellung

e T 1

T 1+er er(lter)

()

Aus ihr entnimmt man unmittelbar, dass f keine Nullstellen hat und die Grenzwerte
von f lim, o f(z) =0 und lim,_,_ f(z) = oo sind.
Ableitungen: Mit der Quotientenregel berechnen wir (unbedingt kiirzen!)

() = —e T(14e%)—e e _—eT -2
(1+e7)? (1+4e%)2’
() = e T(1+e®)2+ (e +2)-2(1+¢€%) e _ e (1 +e")+2e" (e ™ +2)
(1+ev)? (1+e)3
et +3+4e”
 (1T+em)s

Extremstellen: Der Term fiir f/(z) zeigt, dass f’ nur negative Werte hat, f also
monoton fallt. Insbesondere gibt es keine Extremstellen.
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Wendestellen: Genauso erkennt man, dass f” nur positive Werte hat, f also stets
linksgekriimmt ist und insbesondere keine Wendestelle hat.

yl

S. 93, Aufgabe 6:
a) Da Logarithmen nur fiir positive Zahlen definiert sind, ist der Definitionsbereich

D(f) =]§)a00[- :
f(z) = g2 f(z) = =
Nullstellen von f’:

1
S =0<= 1-2>°=0 < z=+1.
i

Aber Achtung: Mit f ist auch f’ nur auf |0, co[ definiert, —1 gehort also nicht zum
Definitionsbereich von f’. Daher ist nur +1 Nullstelle von f’. Wegen f”(1) = -2 <
1

0 liegt ein Maximum vor. Der Wert des Maximums betrégt f(1) = —5.

Nullstellen von f” gibt es nicht, also auch keine Wendestellen.
b) Definitionsbereich ID(f) =] — 1, oo].

/ 1 1! 1
floy=1= 7@ = ooy
/" hat einzige Nullstelle bei z = 0. f”(0) = 1 > 0, also liegt ein Minimum vor; der
Wert des Minimums ist f(0) = 0.
f” hat keine Nullstellen, f also keine Wendestellen.
c¢) Der Definitionsbereich ID(f) = {z | |z| > 0} = {z € R | z # 0} zerfillt in zwei
Teilintervalle | — oo, 0] und ]0, co[. Man untersucht dann die Funktion auf den beiden
Teilstiicken getrennt. Wegen des Betrages in der Definitionsformel fiir f(z) gilt
f(—=z) = f(z), also ist der Graph von f symmetrisch zur y-Achse. Daher braucht
man nur den Verlauf von f iiber |0, 00| zu studieren. Dort gilt f(z) = 1 + In(x).
Der Graph von f entsteht in diesem Bereich durch Verschiebung des bekannten
Graphen von In(z) um 1 nach oben.
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Skizzen:

a)

6) S. 95, Aufgabe 12 a): Funktionsuntersuchung f(x) = e?**~1 — e**1.
Der Definitionsbereich ist ganz R.
Nullstellen:

el — ot e 1=+ 1 = z=2.

flx) =0 <= ¢
Um gleichzeitig auch einen evtl. Vorzeichenwechsel erkennen zu koénnen, benutzt
man am besten die folgende faktorisierte Form von f(x):

f@) =€t (e 2-1)=0 <= " 2=1 <= 2-2=0.

Da der Faktor e®t! stets positiv ist und e*~2 — 1 monoton steigt, muss f an seiner
Nullstelle das Vorzeichen wechseln, und zwar von — zu +. (Diese Faktorisierung
wird auch im Folgenden niitzlich sein.)

Grenzwerte: Fiir z — oo streben e?*~! und e**! gegen oo, es ist dann aber nicht
klar, wohin die Differenz e?*~! — e**! konvergiert. Um das zu erkennen, benutzen
wir wieder die obige Faktorisierung und erhalten fiir x — oo:

flz) =T (e" 2 ~1) — c0.
— 00 — 00
———

— 00

Der Grenzwert fiir x — —oo ergibt sich einfacher:

flx)=e>*1 —e™! 50 firr — —oo.
——

—0 —0

Ableitungen:
f’($) — 262x71 . eerl _ eerl . (26x72 . 1>,
f”(ﬂl’) — 462x71 . eerl _ eerl . (4ex72 . 1)
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Als Nullstellen der Ableitungen findet man

1
[l@)=0 = 2" =1 < " =2
<~ r—2=—-In2 <= r=2—-1n2~1,31,
() =0 <= 4e** 1 =1 <= v-2=—-In4 <= 2=2-1n4~0,61

In beiden Fillen liegt ein Vorzeichenwechsel vor, denn der Faktor 22~ — 1 bzw.
4e?*=1 _1 ist monoton wachsend; es findet also jeweils ein Vorzeichenwechsel von —
zu + statt. Die Extremstelle 2 — In 2 ist somit eine Minimumstelle. Der Berechnung
der y-Koordinaten von Tief- und Wendepunkt sind gute Ubungen zum Rechnen
mit Logarithmen und Exponentialfunktion:

3 3 3

_ 3-21In2 3-ln2 _ € e 5 1 L, e
f2-In2)=e ¢ _(eln2)2_eln2_e '(2_2_5)__1’
e3 e3 1 1 3e3

f(2 . 1Il4) _ 63—21n4 . e3—ln4 _

— = 3- —_— =) = — —
(eln4)2  ¢lnd ¢ (42 4) 16

Damit ist 7 = (2—In2, —<) ~ (1,31; —5,02) der Tief- und W = (2—In4, —32) ~
(0,61; — 3,77) der Wendepunkt von f.

yl

S. 95, Aufgabe 12 b): Funktionsuntersuchung f(z) = e* —z — 1.

Der Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: Bei der Aufstellung einer Wertetafel oder genauem Hinsehen erkennt
man, dass z = 0 eine Nullstelle von f ist: f(0) = e — 0 — 1 = 0. Die weite-
re Funktionsuntersuchung wird zeigen, dass 0 die einzige Nullstelle ist und dort
kein Vorzeichenwechsel vorliegt. [Eine algebraische Losung der Nullstellengleichung
e’ = x + 1 etwa durch Logarithmieren ist nicht moglich, da die Unbekannte nicht
nur im Exponten, sondern auch als Basis auftritt. Solche Gleichungen sind nur bei
Vorliegen zusétzlicher Besonderheiten exakt 16sbar, ansonsten miissen Naherungs-
verfahren wie etwa das Newton-Verfahren angewandt werden.]
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Grenzwerte:

T 1
lim (e* —z—1)= lim ¢ -1—- — — — ) =00,
r—00 T— 00 S~~~ ex ex
— 00
0 0

I T g —1) = +oo.
$_1}I_Iloo(€ x—1) =400
—0

Die letzte Berechnung zeigt zugleich, dass sich f(z) beim Grenziibergang r — —oo
immer weniger von a(x) = —z — 1 unterscheidet:

lim (f(z) —a(z)) = lim e*=0.

r— — 00 r— — 00

Der Graph von a ist eine Asymptote fiir f beim Grenziibergang x — —oo.

Ableitungen: f'(z) = e — 1, f"(x) = €”. Damit ist f” stets positiv, der Graph
von f also linksgekriimmt. Die einzige Nullstelle von f" ist x = 0: f(z) =0 <
e* =1 <= 1z = 0. Wegen der Linkskriimmung hat f bei 0 ein Minimum. Dies
zeigt zugleich die obigen Behauptungen iiber die Nullstellen von f.

yl

S. 95, Aufgabe 12 c): Funktionsuntersuchung f(z) = z —e” .

Diese Aufgabe ldsst sich auf Teil b) zuriickfithren, denn ersetzt man in der hier
gegebenen Funktion z durch x + 1, so erhélt man f(x +1) = 2 + 1 — e*T171 =
—(e” —x — 1), und dies ist genau das Negative der in b) gegebenen Funktion. Dies
bedeutet, dass der hier gesuchte Graph von f aus dem in b) bestimmten Graphen
durch Verschiebung um 1 nach rechts und Spiegelung an der z-Achse entsteht. Alle
Ergebnisse von b) lassen sich dann unmittelbar hierauf iibertragen.
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Skizze:

Hier nun eine Funktionsuntersuchung nach iiblichem Muster, z. B. weil man diesen
Zusammenhang nicht gesehen hat oder weil man nicht zuvor b) behandelt hat oder
auch nur zur Ubung:

Der Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: Eine Nullstelle von f ist bei x = 1 zu finden. Ob es weitere gibt,
entscheiden wir aufgrund der nachfolgenden Funktionsuntersuchung, insbesondere
der Monotonie.

Grenzwerte:
lim (( 2z —e" ') =—00,
z——00 ~—
——00 —0
: x—1 : x—1 T
lim (z — e ") = lim " +( —1) = -0
T — 00 T— 00 S~~~ em—l
—o0 S~~~
—0
——
——1

Die erste Grenzwertberechnung zeigt, das durch a(z) = = eine Asymptote von f
fiir ¥ — —oo gegeben ist: lim, . _(f(z) — a(r)) = lim;__(—€*"1) = 0. Der
Graph von f schmiegt sich fiir x — —oo dem Graphen von a an.

Ableitungen:

f($) =T —= 61_17 f/($> =1- 61_17 f”(‘r) = _eI—l‘

Man erkennt, dass f” nur negative Werte hat, f also rechtsgekriimmt ist. f’ hat
nur eine Nullstelle:

fl(x)=0 <= " '=1 = 2-1=Inl=0 <= z=1.

Da f rechtsgekriimmt ist, hat f bei 1 ein Maximum. Dies ist zugleich die Nullstelle
von f. Also kann f keine weiteren Nullstellen haben; alle anderen Werte von f sind
negativ. (Skizze siehe oben.)

S. 95, Aufgabe 12 d): Funktionsuntersuchung f(z) = 2 + 3z — 2°%,
Definitionsbereich ist wieder ganz R.

Nullstellen: Die Nullstellengleichung 2 + 3z = 2**! ist algebraisch nicht angreifbar,
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da die Unbekannte x zugleich im Exponenten und in der Basis auftritt. Man findet
in einer einfachen Wertetabelle aber, dass x = 0 und x = 2 Nullstellen von f sind.
Dass es keine weiteren Nullstellen geben kann, zeigt die nachfolgende Funktionsun-

tersuchung.
Grenzwerte:
24 3x
1- _x—|—1:_ . x—i—l‘i_ — )
x_l}f_noo(Q +3x—2""") 00, xILII;OQ ( TS 1) 00
— — 00 —0 — 00 W—/
—0

Die Berechnung des ersten Grenzwertes zeigt zugleich, dass durch a(x) = 2 + 3z
eine Asymptote von f fiir x+ — —oo gegeben ist.
Ableitungen: Wir stellen f durch die e-Funktion dar:

fl@) =243z 2" =24 30— (M?)"! =24 3z — T
flz)=3—em?E+tD) 2 =327+ . |n2,
f"(x) = —2*+1.1n?2.

f” hat nur negative Werte, also ist f stets rechtsgekriimmt. Wir bestimmen die
Nullstellen von f:

3
L = em2@H) — In3—In(ln2) =In2- (z + 1)
n

In3 — In(In 2
g 32 Ly
In2

Wegen der Rechtskriimmung hat f an dieser Stelle ein Maximum. Da dieses Maxi-
mum das einzige Extremum von f ist, ist f vor dem Maximum monoton wachsend
und dahinter monoton fallend, kann also nur 2 Nullstellen besitzen: Aufler den bei-
den bereits angegebenen Nullstellen gibt es somit keine weiteren. Zur Kontrolle:

Der maximale Funktionswert von f ist positiv:

In3 — In(In 2)
In2

fl@) =0

f( ~ 1)~ 1,01.

Skizze:
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10e*

Der Definitionsbereich ist ganz R, da der Nenner nie 0 wird.

Nullstellen: f(z) =0 <= €3 =1 <= 2z = 0. Es liegt ein Vorzeichenwechsel
von — zu + vor, da e3? und also auch e3* — 1 monoton wichst.

1
Grenzwerte: f(z) = — - (e** —e™®). Also

S. 95, Aufgabe 12 e): Funktionsuntersuchung f(z) = ¢

10
1 1 ( 2x —x) _ li 1 ( 2x —x) _
i 10 T8 T A 10 N TS o°
— 00 —0 —0 —00

1 1
Ableitungen: f'(x) = o (2e** +e7), f(x) = — - (4e** — e~ *). Offenbar nimmt
f' nur positive Werte an: f ist monoton steigend.
1
S(4€7 — 1) =0 ei’”ﬁ:Z

1 2

() =0 < < 3r=—1In4

10e®

Damit hat f” nur eine Nullstelle; es liegt ein Vorzeichenwechsel vor, da 4e3* mo-
noton wéchst. Also hat f an dieser Stelle einen Wendepunkt.
Skizze:

yl

S. 95, Aufgabe 12 f): Funktionsuntersuchung f(z) = 2% — 0,52% — 2.

Der Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: Eine algebraische Losung der Nullstellengleichung ist nicht moglich,
aber man findet = 2 als eine erste Nullstelle. Ob es weitere gibt, entscheiden wir
nach der Funktionsuntersuchung.

G o Bs st fa) =27 (1— 5~ 2y _ge g B Ly
renzwerte: s 1S T) = : — - — ) = : — 07 — =), alSO:
—W 92.9¢ i 21—‘,—1 2m—1
x? 1
: _ 3 T _ _ —
A ) = g 2 s — ) =
—00 M~~~
—0 —0
lim f(r) = lim (2° —0,5-2°-2) = —00.
T— —00 T——00 N~ e —
—0 00
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1’2

2
Ableitungen: f(z) = 236—?—2 = eman—%—Q, f'(z) = e*M2.In2—x = 2% In2—u,

f"(z) = 2% - In*2 — 1. Wir untersuchen auf Nullstellen:

1
f(z)=0 < 2% = 25 — zln2 = —In(In’2) = —2In(In2))
2In(In 2
o= 20D L 6.

f" wechselt an dieser Stelle sein Vorzeichen von — zu + (27 -In® 2 wiichst monoton),
also liegt hier eine Wendestelle von f. Diese ist zugleich eine Extremstelle von f’
(1), und zwar eine Minimalstelle (da f’ vorher fillt und hinterher steigt). Also sind
alle Werte von f’ grofler oder gleich dem Wert von f’ an dieser Minimalstelle

2In(In(2) _ 2In(In2) In2 2In(In2)
/ _ — 1 2 . 2111(111 2) —
A In2 J=In2-e + In2 In22 In2
1 21n(1n2)~039>0
~ In2 In2 '

Alle Werte von f’ sind folglich positiv und f ist monoton wachsend. Damit kann f
nur die bereits oben gefundene Nullstelle = 2 haben.

Skizze:
yl

1 ' Z
W

S. 95, Aufgabe 13 a): Funktionsuntersuchung f(z) = 4ze™".
Der Definitionsbereich ist ganz R.
Nullstellen: Die einzige Nullstelle ist 0, mit Vorzeichenwechsel.

Grenzwerte:
. Adx . _ .
lim — =0, lim 4zxe™ = lim (— 4z " ) = —00.
z—oo e¥ T——00 z—00 SN
Ableitungen:
fl@)=4-e"+4z-(—e")=4(1—2z)e ",
ffla)y=4-((-1)- e+ (1 —2) (e %)) =4(x —2)e ™.
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Die Nullstellen sind unmittelbar ablesbar: f’ hat nur die Nullstelle 1, mit Vorzei-
chenwechsel von + zu —, also ist 1 eine Maximalstelle von f. f” hat nur die Null-
stelle 2, mit Vorzeichenwechsel, also eine Wendestelle von f. Der Hochpunkt ist

= (1,f(1)) = (1, %) =~ (1;1,47), der Wendepunkt ist W = (2, f(2)) = (2, &) ~
(2:1,08).

yl

S. 95, Aufgabe 13 b): Funktionsuntersuchung f(z) = z%e”.
Siehe S. 90, Aufgabe 4 e): Dort wurde die Funktion z2e~% untersucht. Die Graphen
sind spiegelbildlich zueinander bzgl. der y-Achse.

S. 95, Aufgabe 13 c): Funktionsuntersuchung f(z) = (z* + 3z + 2)e™*
Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen sind —1 und —2, denn 22 + 3z +2 = (z + 1)(x + 2) (Vieta!). An beiden
Stellen wechselt f sein Vorzeichen.

Grenzwerte:

lim (xQ + 3z +2)e”* =0 ("'Hospital), lim (1’2 +3zr+2)e " =00.

Tr— 00 r— — 00

Ableitungen und deren Nullstellen:

f(z)
f(x)

f(2)=0 < 2°+2-1=0 < z=—

2z +3)e " + (22 + 3z +2)(—e %) = (-2 —z + 1)6_30 ,
(22 —1)e™ +(=a? —z +1)(-e™") = (2® —z — 2)e™",

f”(a:):0<:>x2—a:—2:0<:>(a:+1)( —2)=0 <= z=-1V z=2.

An allen Nullstellen liegt ein Vorzeichenwechsel der jeweiligen Funktion vor, also
sind —1 und 2 Wendestellen von f und —% + é Extremstellen von f. Das Vorzei-
chen von f’ ist das Vorzeichen von —2% — 2 + 1 (e™® > 0!), also ist f’ schliellich
negativ, f schliefllich fallend und die grofite Extremstelle eine Maximalstelle, die
andere eine Minimalstelle Damit liegt ein Hochpunkt bei H ~ (0,62;2,28) und ein
Tiefpunkt bei T' = (-5 — %5° ,f( )) (—1,62; —1,19). SchlieBlich sind die
Wendepunkte Wy = ( 1;0) und W2 ( ,13) & (2,1,62)
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S. 95, Aufgabe 13 d): Funktionsuntersuchung f(z) = (z* — 2z + 2)e”.
Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen existieren nicht, da die quadratische Gleichung z? — 2z + 2 = 0 keine
Losungen hat.

Grenzwerte:

lim (2% —2x 4+ 2)e* =00, lim (2% — 22 4 2)e” =0 (I’'Hospital).

Tr— 00 r— — 00

Ableitungen:

f'(z) = 22 — 2)e* + (2® — 22 + 2)e” = z%e”,

f'(x) = 2ze® + 2%e” = (2? + 2x)e” .
/" hat nur eine Nullstelle, bei 0, ohne Vorzeichenwechsel; f hat also keine Extrem-
stellen, aber eine Sattelstelle bei 0.

f” hat die beiden Nullstellen 0 und —2, beide mit Vorzeichenwechsel, also neben
der Sattelstelle 0 eine weitere Wendestelle bei —2.

yl
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-1
S. 95, Aufgabe 13 e): Funktionsuntersuchung f(z) = i —.

Siehe S. 90, Aufgabe 4 d): Dort wurde die Funktion (z? — 1)e® untersucht. Die
Graphen sind spiegelbildlich zueinander bzgl. der y-Achse.

S. 95, Aufgabe 13 f): Funktionsuntersuchung f(z) = (2* — 4)e”.
Definitionsbereich ist ganz R.

Nullstellen: f hat nur eine Nullstelle: v/4, mit Vorzeichenwechsel von — zu +.

Grenzwerte:
lim (23 — 4)e® = o0, lim (x3 —4)e® =0 ('Hospital).
Ableitungen:

f'(x) = 3z%e® + (2° — 4)e® = (2° + 327 — 4)e”,
f"(z) = (322 + 62)e” + (23 4 322 —4)e® = (2 + 622 + 6x — 4)e”.

Zur Nullstellenberechnung von f’ und f” muss man kubische Gleichungen losen.
Nullstellen von f’: +1 ist Losung von z2 + 322 — 4 = 0. Polynomdivision ergibt:
23 +312—4 = (x—1)(2® +42+4) = (x—1)(z+2)2. Damit hat f” die Nullstellen +1
mit Vorzeichenwechsel, und —2 ohne Vorzeichenwechsel. Damit ist +1 eine Extrem-
und —2 eine Sattelstelle von f.

Nullstellen von f”: Als Sattelstelle ist —2 auch Wendestelle, also Nullstelle von f”,
d.h. von 3 + 622 4 62 — 4. Polynomdivision durch x + 2 ergibt: 2% + 622 + 6x — 4 =
(z + 2)(2? + 42 — 2). Nullstellen von 22 + 4z — 2 sind z = —2 £ /6. Damit hat
f" neben —2 noch zwei weitere Nullstellen —2 + /6, beide mit Vorzeichenwechsel,
also Wendestellen von f.

Wir erhalten den Tiefpunkt 7" = (1, f(1)) = (1, —3e) ~ (1; —8,15), den Sattelpunkt
S = (-2, f(-2)) = (-2,—1%) ~ (—2; —1,62) und die beiden weiteren Wendepunkte
Wi = (=2—6, f(—2—6)) ~ (—4,45; —1,08) , Wa = (=2 + /6, f(—2+6)) ~
(0,45; —6,13).
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S. 95, Aufgabe 14 a): Funktionsuntersuchung f(z) =lnz — z.
Definitionsbereich ist der Bereich der positiven reellen Zahlen: ID(f) =]0, 00|, da In
nur fiir positive Zahlen definiert ist.

Nullstellen sind algebraisch nicht bestimmbar, da die Unbekannte x sowohl unter
dem Logarithmus wie auflerhalb auftritt. Wir untersuchen zunéchst den Verlauf
des Graphen und kommen dann auf die Nullstellen zuriick.

Grenzwerte:
1
lim f(z) = lim x- (H —1) = —oc0 (I'Hospital),
xr—00 r—00 x
—0
i{%ﬂx) = il\r%( Inx —z) = —00.
Ableitungen:

Fe)=2-1, )=

Damit hat f” nur negative Werte, f ist also stets rechtsgekriimmt.

Einzige Nullstelle von f’ ist 1. Wegen der Rechtskriimmung von f ist 1 eine Maxi-
malstelle von f: T'= (1, f(1)) = (1, —1). Da dies die einzige Extremstelle von f ist,
ist —1 der grofite Wert, den f annimmt: f hat nur negative Werte, insbesondere
keine Nullstellen!

x2

S. 95, Aufgabe 14 b): Funktionsuntersuchung f(z) = Inz + 2% — 1.
Definitionsbereich ist |0, oco].

Nullstellen sind wieder nicht algebraisch bestimmbar. Man kann aber x = 1 als
Nullstelle erkennen. Ob es weitere Nullstellen gibt, untersuchen wir spéter.
Grenzwerte:

Inz 1
. Y 2 T N ; 2 _ )= _—
mlirr;of(x) _xlglgox (xQ +1 . ) =00, ilil%(lna:—ka: 1) 00.
~
—0 —0
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Ableitungen:
1 1
/ = — 2 " = — 2
fi(x) x+ x, f(x) x2+

f'(z) ist tiber dem Definitionsbereich ]0, 00| immer positiv, also ist f monoton
wachsend, hat insbesondere keine Extremstellen.

f'(z) = 296;2_ ! hat die beiden Nullstellen 4/ 2, beide mit Vorzeichenwechsel. Aber

nur \/g = % liegt im Definitionsbereich, ist also Wendestelle von f. Der Wende-
punkt ist W = (1=, f(-1)) = (0,71; —0,85).

V27 A2
91
1
X
-1
S. 95, Aufgabe 14 c): Funktionsuntersuchung f(z) = In (i )-
-z

Definitionsbereich:

>0

f(z) definiert <= ;B_ .

— (—1>0ANT—2>0) V (z—1<0 A T7T—2<0)
= (>1 ANT>2) V(<1 ANT<z) <= 1l<z<T.

J/

Widerspruch

Damit ist der Definitionsbereich des offene Intervall |1, 7].

Nullstellen:
r—1
f(a:):0<:>7 =l zr-1=T—20 < z=.
—x
Grenzwerte: Wir bestimmen zunéchst die Grenzwerte der inneren Funktion % an

den Randern 1 und 7 des Definitionsbereiches:
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Daher folgt

-1 —1
ii/rr#ln(;_x)zzli_)rgolnz:oo, ii\rr;ln(j_x):lii%lnz:—oo.

Ableitungen: Es ist f(z) =In(z — 1) — In(7 — x), also

1 1 1 1
/
(@) ()= —— .
1 1 1 1

P = o V"t T

Im Definitionsbereich |1, 7] von f sind z — 1 und 7 — x positiv, also hat auch f’ nur
positive Werte: f ist monoton wachsend und hat keine Extremstellen.

g (-1 =(T—x)* 12z —48 .
=0 = 0="r= e o ~ @ 1e@ o " h

Damit hat f” bei 4 eine Nullstelle. Wegen des linearen Zahlers 122 —48 liegt offenbar
ein Vorzeichenwechsel vor: 4 ist Wendestelle von f.

y

S. 95, Aufgabe 15 a): Funktionsuntersuchung f(z) = z*(Inz — 2).
Definitionsbereich ist |0, oco].

Nullstellen: Uber dem angegebenen Definitionsbereich hat 22 keine Nullstellen. Der
Faktor Inz — 2 hat nur eine Nullstelle:

Inz—2=0 < Inz =2 < z=2¢€2.

Es liegt ein Vorzeichenwechsel von — zu + vor, da Inx monoton wichst.
Grenzwerte: Ein Grenzwert ist klar:

lim 2% - (Inz —2) = co.
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Fiir den Grenzwert bei 0 wollen wir die Regel von de I'Hospital anwenden und
formen zunéchst folgendermaflen um:

1
lim 2°(Inz — 2) = lim (z*Inz — 22%) == lim nlx
z—0 z—0 \/(')/ =0 —

Bei dem letzten Limes ist die Voraussetzung der zweiten ['Hospitalschen Regel
erfiillt: Der Nenner konvergiert gegen co. Also

2

1
Inz = . T
lim — = lim —%- = lim(——-) = 0.
z—0 5 z—0 — = z—0 2
xT xT

Anmerkung: Auf diese Weise kann man generell zeigen:

lim (z* Inz) = 0 fiir k£ > 1.

r—0

Auch an der Stelle 0 wird der Logarithmus von beliebigen Potenzen dominiert.
Ableitungen:

f’(x):Qx(lnx—Q)—l—xZ-i:x-(21nx—3),

2
f”(x):(anx—S)—l—x-E=21na:'—1.

Einzige Nullstelle von f’ (im Definitionsbereich von f) ist z = e2 = v/e? ~ 4,48.
Es liegt ein Vorzeichenwechsel von — zu + vor, da In x monoton wéchst: Also hat
f hier ein Minimum. Der Tiefpunkt ist

3 e3

e3 (5-2)= (Ve3, —5) ~ (4,48 —10,04).

[N/

T = (e2, f(e?)) = (e

Einzige Nullstelle von f”(z) = 2lnz — 1 ist 2 = ez = /e; es liegt ein Vorzeichen-
wechsel vor, da 2Inx monoton ist, also hat f an dieser Stelle einen Wendepunkt:

W= (e, f(eh) = (eh e (5 —2) = (Ve,— ) ~ (165 — 408),
y.
1:
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S. 95, Aufgabe 15 b): Funktionsuntersuchung f(z) = 3z — 2z lnz.
Definitionsbereich ist wieder ID(f) =]0, co].

Nullstellen: Uber diesem Definitionsbereich gilt z > 0 und daher

3
2

() =0 < 2(3—-2Inz) =0 < 3=2Inz <= x=c¢

Da 3 — 2Inz monoton fillt (und der Faktor x tiber ID(f) immer positiv ist), liegt
ein Vorzeichenwechsel von + zu — vor.
Grenzwerte:

xli_}rg(}(i%x —2zlnzx) = xh_}ng@w -(3—2Inz) = —oco (I'Hospital),

— 00

iiirh(?)x —2zlnz) =0 (I'Hospital).
—0

Ableitungen:

f'(x) =3—(21nx+2x-é) =1-2Inz, ['(z)= —;.

Damit hat f” nur negative Werte (im Definitionsbereich von f) und f ist rechts-
gekriimmt; Wendestellen existieren nicht.

Einzige Nullstelle von f’ ist x = ez = Ve. Wegen der Rechtskriimmung hat f hier
einen Hochpunkt:

H=(e?, f(e?)) = (e7,e7 (3 — 2Ine?)) = (Ve,2ve) ~ (1,65;3,3).
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2
S. 95, Aufgabe 15 c): Funktionsuntersuchung f(z) = zlnz — %

Definitionsbereich ist ID(f) =]0, co].

Nullstellen: Man wird auf die algebraisch nicht angreifbare Gleichung Inz = 7
gefithrt. Wir kommen auf die Nullstellen spéter zuriick.
Grenzwerte:
lim f(@) = tim 22 (8 -1y = Coo, lim f(@) = lim(zme—) = 0
Jim f(z) = lim z - ~3) =00, lim/fz)=limgng—--)=0.
—0 —0
Ableitungen:
/ 1 1 1
f(x)zlnxﬁ—x-;—x:lnx—x—l—l, ff(x)=—=-1.
x

f” hat nur eine einzige Nullstelle, und zwar bei 1; es liegt ein Vorzeichenwechsel
von + zu — vor, da + monoton fillt. Also hat f’ (!) an dieser Stelle ein Maximum
und f eine Wendestelle.

Da diese Maximalstelle die einzige Extremstelle von f’ (!) ist, nimmt f’ hier seinen
groBiten Wert an; dieser ist f/(1) = 0. Daher kann f’ keine weiteren Nullstellen
und f keine Extremstellen besitzen. Die Wendestelle 1 ist wegen f’(1) = 0 eine
Sattelstelle. Der Sattelpunkt ist S = (1, f(1)) = (1,—3).

y

1t e ...... ...... ...... T .......

7) S. 97, Aufgabe 24:

Da g ganzrational vom Grade 2 sein soll, hat der Funktionsterm von g die Form
g(z) = ax® +bx+cmit a,b,c € R und a # 0. Zwei Graphen beriihren sich an einer
Stelle, wenn sie dort im Funktions- und Ableitungswert iibereinstimmen. Gesucht
ist also g mit den Eigenschaften g(0) = f(0) und ¢’(0) = f'(0). Wegen f(z) = e*
und f'(x) = e* gilt f(0) =1 und f/(0) = 1.

Die gesuchten Funktionen g miissen also die Bedingungen ¢(0) = 1 und ¢’(0)
erfiillen. Wegen g(z) = az? + bx + c ist g(0) = ¢ und ¢'(x) = 2az + b, ¢’(0)
Also sind die gesuchten Funktionen gegeben durch

=1
=b.

g(x) =ax®* +z+1 (a #0).
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Fir f(z) = e™® gilt f'(r) = —e™® und daher f(0) = 1, f'(0) = —1. Die gleiche
Rechnung ergibt nun als Lésungen g(z) = ax? —z + 1 (a # 0).

/

S. 97, Aufgabe 25: Wie in der vorangehenden Aufgabe setzen wir an: g(z) =
az? +br+ec. Esist f(z) = In(z+1) und f/(z) = —1;. Die Bedingungen an g lauten
daher g(0) = f(0) =In1 =0 und ¢’(0) = f'(0) = 1 = 1. Dies fithrt zu folgenden
Bedingungen fiir die unbekannten Koeffizienten a, b, c:

Also sind die gesuchten Funktionen gegeben durch g(z) = ax? + z,
Fir f(x) = ln(x%rl) = —In(z + 1) erhélt man g(r) = ax?® — z.

a=1a=2
N y‘

o=
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S. 97, Aufgabe 26:

a) Die allgemeine Tangentengleichung (fiir eine Funktion f und die Beriihrstelle
a) lautet y = f(a)+ f'(a)(z—a) = f'(a)-z+ f(a) — f'(a)-a. Dies verlduft durch
den Ursprung, wenn der y-Achsenabschnitt f(a) — f/(a) - a = 0 ist. Gesucht
sind also die Beriihrstellen a mit

fla)=f'(a)-a < Ina==--a=1 < a=ce.

a
Damit verlduft nur die Tangente mit Berithrpunkt a = e durch den Ursprung;

sie hat die Gleichung

1 1
y=lna+ —(r—a) < y=1+—-(r—e) =
a e

o8

yl

b) Hier ist f(a) =In(a+ 1) und f’'(a) = a—1|—1' Also suchen wir solche a mit

1 a
1n(a+1):a+1-a:a+1 < (a+1)In(a+1)—a=0.

Diese Gleichung enthilt die Unbekannte a im Logarithmus und auflerhalb,
ist daher nicht einfach rein algebraisch auflésbar. Aber a = 0 ist als Losung
erkennbar (dies ergibt sich auch daraus, dass f(0) = 0 ist und der Graph von
f selbst durch den Ursprung verlduft). Ob es aber weitere Losungen dieser
Gleichung gibt, erkennen wir erst nach einer geeigneten Monotonieiiberlegung:
An der Stelle a = 0 hat die Funktion (a 4+ 1)In(a + 1) — a eine Nullstelle, die
zugleich einziges Extremum dieser Funktion ist. Es gibt also keine weiteren
Nullstellen und damit keine weiteren Losungen des gestellten Problems: Die
einzige Tangente an den Graphen von f, die durch den Ursprung verlauft ist,
die Tangente im Ursprung: y = f(0) + f/(0)(x — 0) = x.
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S. 97, Aufgabe 27:

a) Diese Aufgabe lasst sich auf 26 a) zuriickfiithren, da f(x) = e® die Umkehrfunk-
tion zu der in Aufgabe 26 a) behandelten Funktion In ist. Die Graphen sind also
spiegelbildlich zueinander bzgl. der Winkelhalbierenden im I./III. Quadranten.
Spiegelt man die in 26 a) gefundene Tangente y = £ an der Winkelhalbieren-
den, so erhélt man x = ¥ <= y = ex und der in 26 a) gefundene Beriihrpunkt

(e, 1) liefert durch Spiegelung den Berithrpunkt (1, e) in dieser Aufgabe.

Inzx

Rechnerische Losung: f(x) = e*, f'(x) = e®. Gesucht ist also die Beriihrstelle
a mit (siehe 26 a))

fla) = fl(a)a <= e* =¢€%a < a=1.

Die gesuchte Tangente ist y = e® +e%(x —a) =e+e(z — 1) = ex.
b) f(x) =e* %, f(x) = e F. Also

fla)=f(a)a <= e F =e""a —= a=1.

Die Beriihrstelle ist ebenfalls immer a = 1, der Beriihrpunkt (1, e'~*) und die
Tangentegleichugn y = e' =% . z.
Fiir f(x) = e*®, f'(z) = kek® ergibt sich:

1
ekt =kef . g = a=—.
k

Die Beriihrstelle ist %, der Beriithrpunkt (%,e) und die Tangentengleichung
Y = ex.

8) S. 97, Aufgabe 28: Da die Graphen von f; und g spiegelbildlich zueinander
bzgl. der y-Achse sind und der Berithrpunkt P = (0,1) auf der y-Achse liegt,
bilden die beiden Tangenten ebenfalls ein zu y-Achse symmetrisches Dreieck, das
deshalb insbesondere gleichschenklig ist.

a) Hier muss man also nur die Rechtwinkligkeit iiberpriifen. Diese ist gegeben,
wenn der Winkel zwischen Tangente und z-Achse 45° betriigt (siehe Skizze).
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Dies bedeutet, dass der Tangentenanstieg +1 oder —1 sein muss. Da der An-
stieg f,.(0) = k ist, bedeutet dies k = £1.

b) Das Dreieck wird durch die Nullstellen der Tangentenfunktionen und den
Punkt (0, 1) bestimmt. Die Tangentengleichungen lauten kx + 1 oder —kx + 1.

Die auf der z-Achse liegende Seite hat die Lange % Die Lange ¢ der anderen
Dreiecksseiten berechnet man nach dem Satz des Pythagoras: ¢* = 12 + (%)2

Also liegt ein gleichschenkliges Dreieck vor, wenn

2 1
(E)2:02:1+(E)2 e 4=k’ +1 & k¥*=3 «— k=4V3.

S. 97, Aufgabe 29:
a) Esist f'(x) =e®+xe® = (z+1)e”, f'(z) =+ (z+1)e” = (x+2)e”. Damit
ist —2 die einzige Wendestelle von f und die Wendetangente von f hat die
Gleichung

U= F-2) + (- +2) = -2 — L@t =L @4
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Wegen g(x) = —f(—=z) ist der Graph von g punktsymmetrisch bzgl. des Ur-
sprungs zum Graphen von f, folglich auch Wendepunkt und Wendetangente.
Damit ist die Gleichung der Wendetangente von g

1 1
—y:—e—Q(—x+4) = y:—e—Q(x—él).

Rechnerisch: ¢'(z) = e + x(—e ™) = (—x + 1)e ", ¢"(z) = —e " + (—x +
1)(—e™*) = (z — 2)e™ ", Wendestelle +2, Wendetangente y = g(2) + ¢'(2)(x —
2)=2¢e2—e2(z—2)=—e"2(z—4).

b) Wir berechnen sukzessive:

fulz) = e + 2 ket® = (ka + 1)k,
V(1) = keP® + (kx + 1) - ke*® = (k?z + 2k)er™

2
Wendestelle: x = 7
Wendet t 2 2 X +2) : A
n ngente: = —= —e ‘(r+-)=—=x— —.
endetangente: y 1€ - = o2

Die Wendetangenten von fi haben alle denselben Anstieg —e%.
Die Funktionen g sind nichts anderes als die Funktionen f_j; die Ergebnisse
sind in den vorangehenden also voll enthalten (ersetze jeweils k durch —k).

¢) Die Wendepunkte von f sind

2 2 2 2
W — \— —_ =l —— -
Fiir die Koordinaten der Wendepunkte gilt also x = — %, Yy = —%6_2 =z-e 2
Also liegen alle Wendepunkte auf der Geraden mit der Gleichung y = e 2.
Wegen g = f_ gilt dies auch fiir die Wendepunkte der gy.

Die Extremstellen von fj sind —%, die Extrempunkte demzufolge

By= (-5 =) = (-3, —pe ).

Die Extrempunkte liegen alle auf der Geraden mit der Gleichung y = e~ 'z.

. 97, Aufgabe 30:

a) fr hat genau dann eine Nullstelle, wenn die quadratische Gleichung z2? +4x+ k
eine Nullstelle hat, also genau dann, wenn der Radikand in der p, g-Formel
4 — k>0, also k < 4 ist. Fiir die Ableitung gilt

0)]

fil@) =Rz +4)e " + (2* +4z +k)(—e %) =
(—2® =20+ (4 —k)e ™ =—(2*+22+k—4)e ",

fr hat eine Extremstelle genau dann, wenn der quadratische Faktor in f; Null-
stellen mit Vorzeichenwechsel hat, wenn er also zwei verschiedene Nullstellen
hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Radikand 1 — (k — 4) > 0, also
k < 5 ist. Da diese Bedingung fiir k < 4 selbstverstéindlich erfiillt ist, ist die
Behauptung gezeigt.
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b) Zun#chst gilt generell: Ist eine Funktion zwischen zwei Nullstellen liickenlos
definiert und stetig, so muss sie dazwischen auch eine Extremstelle haben. Es
ist also hier nur etwas zu zeigen, wenn fi nur eine Nullstelle hat. Aber auch
dann muss es eine Extremstelle geben, weil nach ’Hospital

lim (2% + 4z + k)e ™™ =0

ist: ‘Rechts’ von der Nullstelle muss noch eine Extremstelle liegen. [Im Unend-
lichen liegt sozusagen noch eine weitere Nullstelle.]

S. 98, Aufgabe 32:
a) Definitionsbereich ist ID(f) = R.

Ableitungen:
fr(x) =1—ke”, J(x) = —ke”.
' hat nur negative Werte, f ist also iiberall rechtsgekriimmt und hat keine Wen-
destellen. Einzige Nullstelle von f; ist = —Ink (k > 0!); wegen der Rechts-

kriimmung hat fi hier ein Maximum. Der Hochpunkt ist
Hy = (—Ink, f(=Ink)) = (=Ink,—Ink +1—ke ™" = (=Ink,—Ink).
b) Die beiden Koordinaten der Hochpunkte stimmen jeweils {iberein; die Hoch-

punkte liegen auf der Geraden mit der Gleichung y = .
Fiir die Zeichnung des Graphen von f; benétigen wir weitere Informationen:

Grenzwerte:
z+1
li — 1 T 1) — —
A At =g A7 =
—o0 S~~~
—0
li = 1l 1— e = —00.
Lo )= A g il L=
——00 —0

Nullstellen: f; hat bei 0 eine Nullstelle. Diese ist zugleich die einzige Extremstelle,
so das f1 keine weiteren Nullstellen besitzen kann. [Die nachfolgende Skizze enthélt
neben dem geforderten Graphen von f; in dickerer Strichstérke zur Veranschauli-
chung auch einige weitere Graphen fj. Die Gerade, auf der die Hochpunkte liegen,
ist gepunktet eingezeichnet.]

yl

o=
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S. 98, Aufgabe 33: a) Es ist f|(z) = —e* + (k —z)e* = (k — 1 —x)e” = 0. Da
die lineare Funktion £ — 1 — x bei z = k — 1 ihre einzige Nullstelle, und zwar mit
Vorzeichenwechsel hat, hat fi genau einen Extrempunkt Fp = (k—1, fr(k—1)) =
(k —1,ek1).

b) Fiir die Koordinaten von Ej, gilt: x = k — 1 und y = ¥~ = ¢%, also liegen alle
Extrempunkte der fi auf dem Graphen von y = e”.

S. 98, Aufgabe 34: Wir untersuchen zunéchst die Randgrenzwerte und das Mo-
notonieverhalten der Funktion fi(x) = e* —x + k.

lim (e —z+ k)= lim ex(l—x_k

T —00 r— 00 et

lim (" —z+k)= lim (e —x+k) =00,

r— — 00 r— — 00

—0
fr(x) =¢" —1.

) =00,

Also hat fj nur eine Extremstelle, und zwar bei 0. Wegen der Randgrenzwerte muss
es ein Minimum sein; der Tiefpunkt ist T} = (0, fx(0)) = (0,1 + k). Die Anzahl der
Nullstellen héngt nun davon ab, ob der Tiefpunkt iiber, auf oder unter der z-Achse
liegt. Damit gilt:

0 fallsk+1>0,d.h. k>—-1,
Anzahl der Losungen von e* — k + k = 0 ist { 1 fallsk+1=0,d.h. k=1,
2 fallsk+1<0,d.h. k< —1.

S. 98, Aufgabe 35: Wir berechnen die beiden Ableitungen
' (x) =ae® —be ™, f(x) = ae® +be ™™ = f(x).
Nullstellenberechnung;:

x 2r

() =0 < ae® =be™™ < ¢ .

Y

x 2r

<~ €

() =0 < ae® = —be” »

1. Fall: 3 > 0: Dann hat die erste Gleichung genau eine Losung In( %), wéhrend die

zweite Gleichung unlosbar ist, da e?* immer positiv ist. Also hat f keine Wende-
stelle, wihrend die Nullstelle von f’ eine Extremstelle sein muss, da f”(x) # 0 fiir
alle x.

2. Fall: 3 < 0: Dann erhélt man genau umgekehrt: Die erste Gleichung ist unlésbar,

wahrend f” genau eine Nullstelle ln(—g) hat, die eine Wendestelle von f ist, da
f"" = f’ nie 0 wird.

S. 98, Aufgabe 36:
a) Die allgemeine Tangentengleichung lautet y = f(a) + f'(a)(x — a). Also bei
fe(z) =+ -Inz und f(z) = 2

tk(a:):%lnl%—%(a:—l):%(a:—l).
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Der Tangentenanstieg ist %, der Normalenanstieg also —k (2 Geraden sind senk-
recht zueinander, wenn die Anstiege im Produkt —1 ergeben). Damit lautet die
Normalengleichung

ng(r) = —kxr+b.

Da die Normale durch (1,0) verlaufen soll, muss gelten 0 = —k +b < b=k,
und die Normalengleichung lautet vollsténdig

ng(r) = —kx+k.

b) Wir betrachten die y-Achse als ‘Grundseite’ des Dreiecks. Da P = (1,0) die
Spitze des Dreiecks ist, betrdgt die Hohe 1. Die Lange der Grundseite ergibt sich
aus den y-Achsenabschnitten von Tangente und Normale; sie betrégt k + % Damit
ist die Dreiecksfliache

A(k):%-(m%m:%-(m%).

Gesucht ist der Wert von k, fiir den A(k) maximal ist. Wir untersuchen also die
Funktion A auf Monotonie:

1 1 -1 (k-=1(k+1)

Da k > 0 ist, ist nur & = 1 eine Nullstelle von A’; A hat hier ein Minimum, da A’
das Vorzeichen von — zu + &ndert. Der minimale Flécheninhalt ist A(1) = 1.
9) S. 96, Aufgabe 21:
a) Gesucht ist die lineare Funktion g(z) = maz + n, auf deren Graph die beiden
Punkte liegen. P, = (0,1) gibt den y-Achsenabschnitt n = 1. Der Anstieg ist

m = £=¢ = e — 1 und die Funktionsgleichung also g(z) = (e — 1)z + 1.
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Skizze:

AR R
b) Wir untersuchen die Differenzfunktion d(x) = g(z)— f(x) = (e—1)z+1—e® auf

Extremwerte im Intervall [0,1]. Da 0 und 1 die Schnittstellen beider Graphen
sind, hat d dort den Wert 0: d(0) = d(1) = 0.

dz)=e—1—€e"=0 <= e"=e—1 < z=1In(e—1).

d'(x) dndert an dieser Nullstelle das Vorzeichen von + zu —, da —e® monoton
fallt. Also hat d hier ein Maximum; der Maximalwert ist

din(e—1))=(e—1)In(e—1)+1—emCE D = (e —1)In(e—1) —e+2~ 0,21.

S. 96, Aufgabe 22:
a) f(z) =Inl = —Inz. Der Graph von f ensteht also aus dem bekannten Gra-
phen von In durch Spiegelung an der z-Achse:

y
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In die Skizze ist bereits ein solches achsenparalleles Rechteck eingezeichnet.
Sein Fldcheninhalt betragt (in Abhéngigkeit von der eingezeichneten Grofie
x):

Alz) =z - f(r)=—x-Inzxfir 0 <z <1.

Die Randwerte von A sind lim,_,o A(z) = —lim, o zlnz =0 und A(1) = 0.

1
Ax)=—-lnz—2-—=—(lnz+1).
x
Einzige Nullstelle von A’ ist e=! = % Hier hat A" einen Vorzeichenwechsel von
+ zu —, da — Inz monoton fallt; A hat hier also ein Maximum. Der maximale
Flacheninhalt betréigt

Ale™)=—e ! Infe ) =et.

b) f(x) = e *. Diese Funktion ist die Umkehrfunktion der in a) gegebenen Funk-
tion, denn y = e™* <= lny = —x <= —Iny = z. Die beiden Graphen von
a) und b) sind also spiegelbildlich zueinander bzgl. der Geraden mit der Glei-
chung y = z. Aufgrund der Symmetrie erhélt man hier denselben maximalen
Flacheninhalt.
Zur Ubung hier die entsprechenden Uberlegungen und Rechnungen fiir f(z) =
e ”.

yl

Wieder ist in die Skizze ein solches achsenparalleles Rechteck eingezeichnet.
Sein Fldcheninhalt betragt (in Abhéngigkeit von der eingezeichneten Grofie

x):
Alz) =z - f(z)=x-e " fir 0 <z.

Die Randwerte von A sind lim,_,, A(z) = 0 (I’'Hospital) und A(0) = 0.
Alx)=e"+a(—e ) =e"(1—1x).

Einzige Nullstelle von A’ ist also 1, und zwar mit Vorzeichenwechsel von +

zu — (1 — x fdllt monoton). A hat hier also ein Maximum. Der maximale

Flacheninhalt betragt
A1) =e 1.
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S. 96, Aufgabe 23: Ein beliebiger Punkt des Graphen von f ist von der Form
(z, f(x)). Sein Abstand vom Koordinatenursprung (0,0) ist nach dem Satz des
Pythagoras /x2? + f2(x). Wir untersuchen (entsprechend dem gegebenen Tipp)

yl
!
1_
— [V z? +f2(CC)
z 1 z

das Abstandsquadrat
h(z) = 2% + f*(x).

a) In diesem Falle ist f(z) = e*™! und damit h(z) = 2% + €2*72. Die Rand-
grenzwerte von h sind lim,_, h(x) = lim,_, o, h(z) = co. Es muss also ein
Minimum existieren (was auch anschaulich klar ist). Nullstellen von h'(z) =
2z + 2212 gind nicht einfach rein algebraisch bestimmbar. Man findet jedoch
durch Einsetzen x = —1 als eine Nullstelle von h’. Dass dies die einzige ist,
erkennt man an der zweiten Ableitung, h”(x) = 2 + 4e2**2, die nur positive
Werte annimmt. Also ist A’ monoton wachsend und kann daher nur die eine
Nullstelle —1 haben. An dieser hat h ein Minimum, da wegen h”(x) > 0 die
Funktion A linksgekriimmt ist. Der Punkt des Graphen von f mit dem ge-
ringsten Abstand vom Koordinatenursprung ist P = (=1, f(—1)) = (-1, 1).
Der minimale Abstand ist daher

VR(=1) =1+ f2(-1) =V1+1=12.

b) Hier ist f(x) = In? = Inz — 1. Dies ist wieder die Umkehrfunktion von a),
denny =lnz -1 <= y+1=Inz <= eY"! = 2. Damit ist der Graph
von f spiegelbildich zum Graphen aus a) beziiglich der Winkelhalbierenden im
L. /III. Quadranten. Dadurch @ndert sich das geometrische Problem nicht: Der
geringste Abstand zu (0,0) ist v/2, er wird im gespiegelten Punkt (1,—1) =
(1, f(1)) des Graphen von f angenommen.

Wieder zur Ubung hier die entsprechenden Uberlegungen und Rechnungen fiir
f(z) =1In Z. Die zu untersuchende Funktion ist hier

h(z) = 2?4+ f*(z) = 2> + (Inz — 1)? fir > 0.

Die Randwerte sind wieder limy_,oc h(z) = lim,_.o h(x) = oo.

1 2
h(z)=2x+2(Inz—1)-—=2z+ —(lnz — 1)
T T
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Wieder kann man die Gleichung h’(z) nicht einfach algebraisch 16sen. Bei der
Erstellung einer Wertetabelle kann man zwar auf die Nullstelle x = 1 stoflen:
h’'(1) = 0, aber der Nachweis, dass dies die einzige ist, bleibt schwierig. Der
Weg iiber A" fiithrt auch nicht unmittelbar zum Ziel. Wieder ist eine geeignete
Faktorisierung der Terms hilfreich:

W) =2 @ +nz—1).
A

Wir untersuchen nun nur noch x? — 1+ 1Inz. Diese Funktion hat bei x = 1 eine
Nullstelle. Sie ist fiir > 0 monoton wachsend (Ableitung 2z + 1), kann al-
so keine weiteren Nullstellen besitzen. [Beachten Sie: Durch das Abspalten des
nullstellenfreien (sogar positiven) Faktors 2 wird die Ableitung des verbleiben-
den Faktors viel einfacher; seine Monotonie reicht aber fiir die hier anstehende
Frage aus!]
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4L2 Mathematik (Kg) 15. November 2003
Ubungen (3)

Bestimmung von Stammfunktionen
1) Stammfunktionen ganzrationaler Funktionen: S. 45, Aufgaben 3—4
2) Notwendige Umformungen von f(z): S. 45, Aufgabe 5-6
3) Vermischte Stammfunktionen: S. 45, Aufgabe 7
4) Stammfunktionen mit vorgeschriebenen Werten: S. 49, Aufgabe 13-14

Integralberechnungen
5) Erste Integrale: S. 49, Aufgabe 7
6) Symmetrische Integrale: S. 49, Aufgabe 8

Lineare Substitution
7) Stammfunktionen: S. 50, Aufgabe 1; S. 51, Aufgabe 3 a)—e)
8) Integrale: S. 51, Aufgabe 4, a)-g), i)-1)
Exponentialfunktionen
9) Stammfunktionen: S. 86, Aufgabe 10; S. 94, Aufgabe 4
10) Integrale: S. 94, Aufgabe 5; S. 86, Aufgabe 12

Der Logarithmus in der Integralrechnung
11) Stammfunktionen: S. 95, Aufgabe 8
12) Integrale: S. 93, Aufgaben 10-11
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4L2 Mathematik (Kg) 15. November 2003
Ubungen (3) — Ldsungen

1) S. 45, Aufgabe 3: Angegeben ist jeweils ein Stammfunktionsterm F'(x). Weitere
sind gegeben durch F(z) + ¢ mit beliebiger Konstante ¢ € R.

L 5 L 6 L 7
a) =L b) g% c) -
1 1
d) ﬁxn e) 51'8 f) —z°
a  nt1 h 15 15 15
I ) 3T AT ) g +be
j) bz k) 0O ) —=x

S. 45, Aufgabe 4:

a) éxﬁ + ix‘l + %1‘3 + %1‘2 +x b) %wG — §x5 +z* — %x?’ + 212 — 3z
c) —%x6+%x4—§x2+\/§-x d) 3-(2xz— %015%—%1'6)

e) é - (—0,12° — %14 + %w) f) §w5 — gw?’ + kaz? + k*x

g) % - (5 — §w5 + %wﬁ) h) %Ha:k“ - %wk + 3z

2) S. 45, Aufgabe 5: Man muss zunéchst den gegebenen Funktionsterm so umfor-
men, dass man eine Summe von Vielfachen von Potenzfunktionen (mit moglicher
weise negativen oder gebrochenen Exponenten) erhélt. Erst dann kann man auf-
grund der Potenzregel Stammfunktionen finden. Angegeben ist jeweils ein moglicher
Stammfunktionsterm F(z).

1
a) f(x):ﬁ+1+x2:x_2+1+a:2,

1 1 1 1
F(z) = _—133_1 +x+ gw?’ =7 +x+ gw?’,

1 1
b) f(z) = = — 4=z} — 4,
NE
1 .
F(z) = 122 — 4z = 2\/z — 4z,
2
7
1
c) f(a:):x;; =2’ +272,
1 1 1 1 2" -6
Fp) — ~6 4~ =1 2.6 _ L _
(x) 630 +_1x T . o
-1 1 1
d)f(:z:)—\/E =1l—-—=1—2"72,
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S. 45, Aufgabe 6: Hier sind (bis auf h),i)) nur ganzrationale Funktionen gege-
ben, aber sie sind nicht in der Polynomdarstellung (Summen von Vielfachen von
Potenzfunktionen); man muss sie durch Ausmultiplizieren erst in diese Standard-
form bringen. (In Sonderféllen sind andere Wege moglich, siehe spéter.) Wieder
gibt F'(x) jeweils einen moglichen Stammfunktionsterm an.

1
a) flx) = (x+1)? =2? + 2z +1, F(x):§x3+x2+x,

4
b) f(z) =2z —3)  =42®> — 122+ 9, F(z)= gx?’ — 6% + 9,
1 4 1 1
0 fla) = (57°) =1g2% Fla) = 7o,
1, 2. 1,

d) f(z) =2*(x—1)* = 2®(2® - 20 +1) = 2° —22* +2°, F(z) = 6% —5x5+zx ,

1 1 1
e) f(x) = 11’2(1'+ 2)? = 11'2(1'2 +d4r+4) = 11‘4 + 23 + 22,
1 1 1
F(g) = — 2P 4 244 4 2,3
(z) 50" +41‘ +3a:,

1 7
f) f(z) =8(x +2)(x —9) =8(2* — 7Tz —18), F(z) = 8(51'3 - 51'2 — 18z),
1 1 1 2 k
8) f(w) = a(@® = 2ka + k%) = 2a® = 222 + ke, F(2) = oot = 2o + 2%,
. B S R
h) f(l'): x 23': +x :2 —2_1._3w2+w3,
x
2 1 1 2 1 1
Flp)— “p-1_22_3 Lt a__2 12 3, 14
() —% 5% % +4x 5%~ % +4x,
2vVx5 — 3 )
i) f(z) = T/E =(2x%—3) 272 =222 — 32 2,
2 3 1 2
F(x):_l'g—Tl’Ez—l’g—G\/E
37 IV T3

3) S. 45, Aufgabe 7: Angegeben ist jeweils ein moglicher (wenn auch nicht der
naheliegendste) Stammfunktionsterm F'(z). Ein zweiter ist etwa gegeben durch
F(z) + 1.

1 3 1
a) fx) = =3z* + = - 2% — 1= -3 + 22 — 1, F(x):—gx5+§x3—x+133,
x
L 7 2 L g, 4 3
= - 4 F(z) =— —x° —1
b) f(x) 5% + 4a=, (x) 6% + 3% 7,
3
c) f(z) =5 — 622, F(a:):5a:—gx10+200,
d)f(a:):T:—QaH—élx, Flzx)=—z"+2" — 71,
1 2
e) f(z) = (2* —1)? = 2% — 22 + 1, F(a:):§x9—gx5+a:+1,
422 — 5 ) 5)
£) fla) = =2 =452, F(z) = 4o — —za~' 41024 = 4o + ~ + 1024,
x — x
2x — x° 2 1 2 1
g) f(z) = a:xga: =202 — 22, F(a:):_—1x’1—§x3+13:—;—§x3+13,
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1 1 1
F(z) = 4z — ?wﬁ + Tt =266 = 4w — 10T — — — 266,
b} - X
2
1)f(x>:—ﬁ+?:4x P+ TeT? F(o) =807 —Ta + o =8Vr - —+ .

4) S. 49, Aufgabe 13: Man bestimmt zunéchst irgendeine Stammfunktion F'(x).
Dann ist (iiber einem Intervall) jede Stammfunktion von der Form F(z) 4 ¢ mit
einer Konstanten ¢ € IR. Man muss nun das ¢ so bestimmen, dass F5(x) = F(x)+c¢
bei a eine Nullstelle hat: Fy(a) = F(a) + ¢ = 0. Man erkennt: ¢ = —F'(a), Fa(z) =
F(x) — F(a). Dies bedeutet:

Ist F' irgendeine Stammfunktion von f, so ist F(x) — F(a) die
Stammfunktion von f mit einer Nullstelle bei a.

Die nachfolgende Tabelle enthélt in der letzten Spalte die gesuchten Stammfunk-
tionen mit Nullstelle bei a:

f(x) a F(x) F(a) Ergebnis
a) 3x+4 -3 527 4+ 4a 3 S22 +4a—3
b)| T2 +22+3 |-1 ta® 4+ 2% + 3 —13 2% + 2 + 3w + 2
c) 2?2+ 2z +1 0 28+’ 4w 0 23+’ 4w
d) 5z +20% + Tx+2| 1 |32t + 22 + La? + 22| § (32t + 2% + Da? + 22— 5
e) L =z2 1 —zl=-1 —1 -141
f) Jr=a7? 1 207 = 2/ 2 2T — 2

S. 49, Aufgabe 14: Hier ist nun nicht eine Nullstelle, sondern eine c¢-Stelle (das
ist eine Stelle mit Funktionswert ¢) vorgeschrieben. Man geht jedoch genauso wie
in der vorangehenden Aufgabe vor: Ist F' irgendeine Stammfunktion von f, so ist
zunéchst F(z) — F(a) eine Stammfunktion, die bei a den Wert 0 hat; addiert man
nun ¢, so erhilt man das Gewiinschte:

Ist F irgendeine Stammfunktion von f, so ist F(z) — F(a) + ¢ die
Stammfunktion von f, die bei a den Wert ¢ hat.

Die nachfolgende Tabelle enthélt in der letzten Spalte die gesuchten Stammfunk-
tionen mit Funktionswert ¢ an der Stelle a:

F(z) F(a)| F(x)—F(a)+c
Za? + b 36 Ta? 4 bz — 33
3% — sa? + 5z — % |32 — J2% + b +

Spt 4+ 5224 3

(x—4)3 -3

a)| Tx+5 |—4
V|22 — 2+ 5|2
)| 3a® + bz St 4 2a2

3z —42 4 =3 (@-4)?

o

e AN YN e

e}

o,
o |5
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5)

S. 49, Aufgabe 7:
2
1 2
a) / (32° — 22" +1)da = [—xG —Z2° + x]
0

2 5 0
1 2 106
=(=.20-2.25492)—(0)= —
(2 5 +) () 5’
3 4
== (z— =-3-3)--1-1)=—"=-60
b [ de= 7wt =63 - j0-19 = = ,
1
1 1 2 11
6 5 4 7 6 5
325 — 2 d—[— - ——]
c) /_1(x+x %) dx 7x+2x £
_<1+1 2) ( 1+1+2)_2 4 18
S \7 2 5 72 5 7 5 35

Bei den nachfolgenden Aufgabenteilen sind die Integranden nicht iiberall definiert,
aber es liegen keine Definitionsliicken im Integrationsintervall, so dass die Integrale
wohldefiniert sind.

-1 2 3 4 -1
3—2 4x° — 3
d) / i z dx:/ (3272 — 24 4x — 327%) dx

2
—_92 X _92

_[_3_ 2_3]_1_ _ 3 __x
_[ ~ 242~ _2_(3+2+2+1) (2+4+8+8)— R

2 2
e) / (3 — 7+ 5z%) dx:/ (2272 — 7+ 52%) dx
1 1

2

2
= [—2w—1—7x+x5] =(-1-14+432)— (-2—-7+1) = 25,
1

— [ _ 10 ]1=—_20———10 — 32,
[33” v (3 )= (3-10)
2. 6 2
6 8 -1 1 1
h) / T x;/f dx:/ (32* + 4272 — 27 ?)dx
1 2z 1 2
3 1 1 7.9 96 1 3 1 207
-2 - 12 = (= 24+ =) —(2 O 2
[5:5 +82% + oo ] (5+8\/_+4) (z+8+5) =5 + 8v/2,
26 9 2
2 — 7 1
i) /de: (20 — 7z~ 2)dx
1 x 1

— |a? - 143:%]? = (4-14V2) — (1 — 14) = 17 — 142,

S. 49, Aufgabe 8: Diese Integrale kann man genauso wie in der vorangehenden
Aufgabe mit Hilfe der Integralformel berechnen. Es fillt jedoch auf, dass in allen
Féllen die Integralgrenzen symmetrisch zu 0 liegen. In solchen Féllen kann man
Symmetrien der Integranden ausnutzen (siehe gesondertes Ubungsblatt).
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1
/ (423 + 2x) dx = [1‘4+x]_1:2—2:0,
2 2 16 16 32 16
/Qx— :[§x3—4x]_2:(——8)—(—§ 8) =% —16=—=.
3,1 1 3. ,1 3
/ o = 3t)dr = g2t - 1| =GP -G -P=0
/ (32 + 5z dw—[w3+w5]::(33+35)—(—33—35)
(3% +35%) =2-3%. (14 3?%) = 540,
2 2 2 128 128
e) /_2(4x5 ~3)dz = [§x6—3x]_2 = (5 =6~ (- +06) =12,
4 1 1 414 1 1 128
f) /_4(1’3—x2)dw: [Zw4—§x3]_4:(43_5,43)_(43+§'43):_?,
S. 50, Aufgabe 1:
a) f@) = (Br - 9% )= 53— 4)° 3 = (3~ 4)
b) f(r) = 52— 50)°, Fla)= 52— 50)' = = (2 5a),
_ —2 _ -2 _ 5. -1 =+
o) f(z) A 250 +1)"2, Fla) = —2 (5 +1)7" - SRSy
4 _1 11 8
d) f(x):mzél(iix—l) 2, Fx)=4-2-3xz—1)2- 3 g\/?)w—l,
S. 51, Aufgabe 3 a)—e)
2) Fa) = (o - 5)%
F(x):%(2x+3) ; é(2x+3)
IRV VRS S T ST
F(z) = (52 —4) I (57— 4)%;
F(a;):%(2—395)5-_%:—1%(2—3:5)5,
b) F(x) = §(3x+7)4é: ﬁ(3x+7)4’
)= 5@ -2 = =52 -2,
F(x)—i(2x+2)5-1—i(2x+2)5
15 2 30 ’
1 1 11 11
c) F(a:):z-—(4a:—1)4-——5-5(1—4:1:)3 _—:a-(4x—1)4+ (1 —4x)
1 1 1



:—1—25-(3—0553)5—4—10-(2x+03)4
D f@) = g = =07 F@) = o= =g
f@) = (2xi7)2 — 3204 7)2 F(:L‘):—3-(2:L’+7)_1-%——2(2x3+ -
f(z) = 3 _06?51:)2 =0,5-(3-0,5z)"2
F(z) =-05-(3—05z)""- _3,5 =3 _‘BM,
f(w>=ﬁ=\/5-(ﬁ-w+4>‘2,
F(x):—x/ﬁ-(x/i-x+4)—1-i2:—%-ﬂ;+4,
e) f(x):\/xlﬂ:(x—ul)_%, F(z)=2-(z4+4)7 =2z 14
) = 52”:2-(5”)—%, Flz) =225+ ) —4V5 17,
f@) = r==1 (-2, F@=j-20-nb 5 =-3v-=
f(a:):\/%_x:?) (20)° . F)=3-2(22)% %:3@.
8) S. 51, Aufgabe 4:
a) /12(4x+1)2dx:[%(4x+1)3&]j=?—;—f—;=%,
b) /_11(1x—4>3da:— E(%x—@‘* 3
_ z | ((% _4>4_(_% ) __11960,
) /_:4(—3:B—|—2)4da:: [—(—3x+2)5 1]:1: %5(145—55)= 1785233,
d) /12 (3$i4)2 dx /12(3x—|—4)_2da:
e et -hod

9
f) /O \/%dx:/;(mﬂ) zdx:[Q-(Qa:H)% %]4:\f—ﬁ:2,
o) /O1 3 _52x)2 da::/ol 5(3 — 22) 2 dr =[5 (~(3 — 22) ) }2]01
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:g.[(3_253)—1]::_.(___):_

h) Der Definitionsbereich des Integranden f(x) = (\/6 —3x)~ 1 ist | — o0, 2[, ins-

besondere ist er bei 2 nicht definiert, das Integral ff f(z)dz daher nicht definiert.
Nachfolgend eine Skizze des Graphen und des Integrationsbereiches.

1 x

2

0

AR DGR Uk U T o

0
1 33 3. 157
VI TR R T
1 1 1 1 . L
k) A Q%ﬂay45ﬂﬂii)m:ié(@x+2) + 3z +2)72) dx
2 1

16 456
)_(4\[_3):_?_4\@% — 96,86.

9) S. 86, Aufgabe 10:

2) F(z) = ¢, b) F(z) = e+, ¢) Flz) = % 3
Q) F(e) = 575, o) Fla) = ¢, £) F(z) = —% LeBet2,

412 Mathematik (Kg) 8 Ubungen (3) — Losungen



S. 94, Aufgabe 4:

1 3 1
a) F(x) = 3e**t1. 5= 3 et b) F(z) =2 **1. — 2~ %11
1 1 1
¢) F(z) = —0,5e*" 2% . — =¢° 2%, d) F(x) = E(e”‘" —e ),
)
1
e) flx)=(e" —e )2 =e** —24¢ 2, F(z)==e*" — 20— 3¢ 2
1 1
f) f)=(e*+e ) =e** +2+e 2, F(z)= 56230 + 2z — 56_230 :

10) S. 94, Aufgabe 5:

3
2 32 2
2 Bxd = |:_ 3x] e 9_ 3 - — 3‘ 6_1 %5388767’
a)/l o 36 13 S 36 (e )

1 1 3
b) / 3¢~ dor = [ - 3e—$] = 3¢ 14 3e=3¢— > ~ 7,05,
—1

¢) /3 (€% — e™®) dzx = {ex + e—x]: — (B 4ed) (e 2+ e?)

1 1
=e” —e€ ——62+63 ~ 12,61,

T op)dr = | —e T 4+ = — e l4pZ41="1_
d)/o(e x)dx [ e 21’]0 e 5

0

1 0 1 1 1

e)/ (e —x —1)dx = [ex——xQ—x] =l—(e'—Zz+1)=-—-=-=0,13,
-1 2 -1 2

1 1 1 1
f) / (e —1)?dx = / (€** —2e” +1)dw = [—62I —2e” + w]
0 0 2

e2

1, 1 5
=(=e*—2 1)—(z—2)=— -2 -~ 0,76
(56 —2e+ )= (5= = 5 — 2+ =076,

S. 86, Aufgabe 12:

1 1
a) /kemdx:e<:> [kex]ozeﬁke—k:eb}k: 61%1,58
0 € -

b) / (e" + kz)dr =2 «— [em + —3;'2] =2
0 2 lo

k
<:>e+§—1:2<:>k=2(3—e)%0,56
k
c) /emdx:e<:>ek—1:e<:>k:1n(e+1)%1,31
0
2 2
d) /kek:’“‘da::e—1<:> [ekx]oze—lﬁe%—lze—l
0

2k

1
<~ e :e<:>2k:1<:>k:§
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11) S. 95, Aufgabe 8:

3 2 1
a) f(x)z;—?%—x_l:3x_1—2x_2+(1‘—1)_1,

2
F(z) =3In|z|+ 22~ +In|z — 1 :31n|x|+5—|—1n|w—1|,

1—2—2%—2* 1, _ _
b) f(z) = 5,2 25(1' 21— 2?),
1 1 1 1 1 1
F(l‘)zi(—l‘ 1—1n|x|—x—gx?’):—2——§1n|x|—§x—61’3,
)= — 1 P@) = timp—a 4+ lmje s
c) f(x) = z)=-1In|zr — — ,
3(x—4) 2(x+3)’ 3 2
d) f) = —> S il P =n2et1—In[3r—1]+2In |2+ 1]
YT w1 3e—1 Lar1 TV ! PR

Anmerkung: Auch Fy(z) = In |22+ 1| —In |3z — 1|+ 21n |z + 2| ist eine Stammfunk-
tion von f. Wie erkldren Sie den scheinbaren Widerspruch?
—32% + 2 — 5z — 3

1
e) f(x) = p = -3z + 5~ 5x~ 1 — 3072,

3 1 3
F(x) = —51'2 + §x—51n\x\ + =

2 3
f) f(w)—;—x—_H, F(z)=2In|z| —3In |z + 1|,
2 3
§) 1) = 2w~ e Fla)=2lnle —1] ~3lnjr +2],
x—4 1 P
h) f(x) = v 1+ - (notfalls Polynomdivision!),
F(z) =z +In|z - 5|,
. 2x+1 2
1)f(x>:2x—1:1+2x—1’ F(z) =2+ In|2z — 1]

Das in den Beispielen h), i) angewendete Verfahren lésst sich auf alle rationalen
Funktionen anwenden, bei denen der Nenner linear ist: Man fithrt zunéchst Po-
lynomdivision durch; als Ergebnis erhélt man eine ganzrationale Funktion g(z) +

eine rationale Funktion der Form

mit Konstanten a, b, ¢ € IR. Eine Stamm-
ar +

funktion der letzteren ist F'(z) = £ lax + b|.
a

12) S. 93, Aufgabe 10:

01 — 6
a) —dr=|ln|z]] =mlh6—-In2=In-=1In3,
-2 2

_9 X

61 e
b)/ —da::[ln|a:|] =lne—1Inl=1,
1 T 1

2

1 2 1

c)/ —dz = [ln|a:|] =In2-In-=mn2-(Inl—-1In2)=2In2,
0’51' 0,5 2
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d)/ —dr=Inl—In5=—1Inb,
5 X

b
1 1
e/f) Das zu berechnende Integral / — dx ist wegen des Pols von — nur definiert,
0 T

x
wenn a,b > 0 oder a,b < 0, also a, b gleiches Vorzeichen haben. Dann ist 2 positiv
und es gilt:
b
1 b b b
/ —dz =Inlb| —In|al :11r1u zln‘—‘ =In-.
o T lal a a

Man erhélt also in e) und f) dasselbe Ergebnis:

b
1 b
Haben a, b gleiches Vorzeichen, so gilt: / —dr =1n—.
o T a

Man kann diese allgemeine Formel natiirlich auch zur Berechnung der vorangehen-
den Aufgaben a)-d) benutzen.

412 Mathematik (Kg) 11 Ubungen (3) — Losungen



4L2 Mathematik (Kg) 25. November 2003

1)

3)
n

5)
6)
7)

Ubungen (4)

3 — 2% und der

a) Bestimmen Sie die Fldche zwischen dem Graphen von f(z) = x
x-Achse in den Grenzen von a = —2 bis b = 3.
b) Bestimmen Sie die Fliche zwischen dem Graphen von f(x) = z° — 3z und der

z-Achse in den Grenzen von —3 bis +3.

Bestimmen Sie die Fliache, die vom Graphen von f und der z-Achse eingeschlossen
wird:

a) f(z) =2° —2°,

b) f(x) = 2% — 422,

c) f(z) = 2* — 523 + 622

Flécheninhalt zwischen Graph und x-Achse: Lehrbuch S. 61, Nr. 3

Flacheninhalt zwischen zwei Graphen: Lehrbuch S. 61, Nr. 4
(Tip zur Nullstellenberechnung von f): Substitution z = /x.)

Lehrbuch S. 61, Nr. 5
Lehrbuch S. 61, Nr. 8

Es sei f(z) = 2* — 422 + 3.

a) Der Graph von f schliefit mit der Geraden durch die beiden Tiefpunkte ein
Flachenstiick ein. Wie grof} ist der Flacheninhalt?

b) Wie grof} ist die Fliche, die der Graph von f mit der Tangente durch den
Hochpunkt einschlief3t?

AL2 Mathematik (Kg) 1 25. November 2003



4L2 Mathematik (Kg) 1. Februar 2004
Ubungen (4) — Lésungen

1) a) Wir bestimmen zun#chst die Bereiche zwischen a und b, in denen f sein Vorzei-
chen nicht &ndert. Dazu berechnen wir die Nullstellen mit VZW in diesem Bereich.

2 —rt=0 = P1l-2)=0 = 2=0V z=1.

Beides sind Nullstellen mit Vorzeichenwechsel, da von ungerader Ordnung.

Das Intervall [a,b] = [—2, + 3] wird durch die beiden Nullstellen 0 und 1 in drei
Teilintervalle [—2,0], [0,1], [1,3] zerlegt, in denen f sein Vorzeichen nicht &ndert.
Wir berechnen fiir alle drei Intervalle die Integrale:

0 i ]
1 1 0 16 —32 52
3 4 4 5
— Y de = -2t — = —0— (= -5 = -2 = 104
/_2(”3 v)dr =g =g (T35 5 ™
1
rl 1 71 1 1 1
3 4 4 5
—aNdr = -2t — 2% =2 — - =_— =005
/O(x v)de =g =5 =375 =0~ O
3 i ]
1 1 3 81 243 1 568 142
3 4 4 5
—adr = |cat - 22| = (-2 - =T = 2= 984,
/1(”3 wde=|pat =2t = (T - )= 5 ’
Der gesuchte Flacheninhalt ist daher
52 1 142
A= —+ —+ — =10,4+ 0,05+ 28,4 = 38,85
5+20+ 5 4+ 0,00 + 2o, ;

b) Wieder berechnen wir die Nullstellen mit VZW:
° =32t =0 <= 2*'(2-3)=0 < =0V z=3.

Die Nullstellen sind 0 (ohne VZW) und +3 (mit VZW). Beide Nullstellen liegen
im Intervall [a,b] = [-3, + 3], aber da 3 am Rand des betrachteten Intervalls liegt,
findet im Intervall kein VZW statt. Es geniigt also in diesem Fall, das folgende
Integral zu berechnen:

3 6 6 6 6 6
1, 3 .78 36 36 36 _3 3
5 4 6 5
_ 324 :[_ _2 ] — (o) (T -T2y = 9.2~ 9916,
/_3(”3 v)de = |gr'—5v| =G5 (G5 5

Der gesuchte Fliacheninhalt ist daher A = 291,6.
2) a) Wir bestimmen die Nullstellen von

flx)y=2° -2 =21 -2 =2°(1 + 2)(1 — 2).

Die beiden ‘duflersten’ Nullstellen sind a = —1 und b = +1, die einzige weitere
Nullstelle mit VZW ist 0. Wir berechnen also

1
1 1 1 1 1 1

/(373—375)6137:[—334——:56] - _Z=_.
0 4 6 lo 4 6 12
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Wegen der Punktsymmetrie des Integranden ergibt das Integral [ 31 f den negativen
Wert —1/12. Der gesuchte Fliacheninhalt ist

b) f(z) = 2* — 422 = 22(2 — 2)(z+2) hat die Nullstellen —2, 0 und +2. Die beiden
dulersten sind —2 und +2, bei der dritten liegt kein VZW vor, daher berechnen
wir f_22 f. Wegen der Achsensymmetrie von f gilt

4 3] 2 (32 32 128
:L‘ . -
0 5 3

2 2
1
/_2(1' x“)dx ; (z x%)dx =2 [51' 3 ) 15

12
Der gesuchte Fliacheninhalt ist daher A = 1—58

c) f(z) = z* — 52® + 622 = 2%(2® — 5z + 6) = 2?(x — 2)(z — 3) hat die Nullstellen
0, 2 und 3. Die duflersten sind 0 und 3, bei der dritten dazwischen findet ein VZW
statt. Daher berechnen wir

2
1. 5, .2 32 12
/of [5:,: Lot 2a| =2 n =

3 5 4
/2f [533 ST = (g 2 ) - = 5= g

Die gesuchte Flache ist daher

12 21
A=2,2 _0 4s
5 20 20

3) a) Die Nullstellen von f(z) = % —52% 44 bestimmt man durch Substitution z = x2:
22 —5244=0 = (z—4)(z—1)=0 < 2=4V z=1.

Die Losung der Gleichung 2 = z ergibt fiir f die vier Nullstellen +1, +2. An allen
Stellen findet ein VZW statt. Wir integrieren von Nullstelle zu Nullstelle. Da f
achsensymmetrisch ist, geniigt es, die folgenden Integrale zu berechnen:

1
1 5 1
/ (x* —52% +4)dr = [—a:5——a:3+4x] = ﬁ,
0 5 15

5
_ 2 44—
3 0 3+

] =

2
1, 5 232 40 38 22
4 2 5 3
_ 522 +4)d :[_ _2 4] —(22_Z 0 2
/1(:,: P fd)de = |22’ = 2o x| = (T -5 H8) - =1

Der gesuchte Flicheninhalt ist dann das Doppelte (wegen der Symmetrie) der Be-
trige dieser Integralwerte, also

(38 n 22
15 15

) =38

Ergebnisse zu b) und c):

b) Nullstellen: 0 doppelt und 1 sowie 2 einfach. Fliche A = % + % =

D[
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c) Graph ist punktsymmetrisch, Nullstellen sind 0 und +2. Die Fldche betrégt
A=9.16 _ 32

4) a) Differgnzfugktion h(z) = f(z)—g(z) = 2* —2? — (42% —4) = 2* — 522 +4. Dies ist
genau die Funktion f aus der vorangehenden Aufgabe a) (S. 61, Nr. 3a). Nun sind
die Schnittstellen von f und g gerade die Nullstellen von h und die Flachenstiicke
zwischen den Graphen von f und ¢ sind genauso grofl wie die Flachenstiicke zwi-
schen dem Graphen von h und der z-Achse. Deren Gesamtflacheninhalt wurde
bereits in der vorangehenden Aufgabe zu A = 8 bestimmt.
c) Hier ergibt sich ebenfalls h(z) = f(z) — g(x) = 2* + 23 — 32 +2 — (2% 4 522 —
3z —2) = 2 — 522 + 4 und damit dasselbe Ergebnis wie unter a).
b) Als erstes bestimmen wir die Differenzfunktion h(z) = f(x) — g(x) = 2° — 2% —
43 +42% = 2 (23 — 2% —42+4). Diese hat bei 0 eine doppelte Nullstelle. Eine weite-
re Nullstelle von h ist x = 1 und Polynomdivison ergibt h(z) = z?(z —1)(2? —4) =
2?(z—1)(2+2)(x—2). Die duflersten Nullstellen von h sind —2 und +2; dazwischen
liegt nur ein VZW vor, und zwar bei +1. (0 ist doppelte Nullstelle, dort also kein
VZW.)
Zur Berechnung der Fliache zwischen dem Graphen von h und der z-Achse miissen
wir also zwei Integrale bestimmen:

1 1
/ h(x)dx = [11’6 - 11'5 —z*+ éx?’]
6 -2

L 5 3
1 1 4 32 32 32
= (- 14+ )—(=4+= 16— =
<6 5 +3) (3+5 3)
_3 489
10 57 10
2
1 1 4 .72
/ h(x)dx = [—xG — -z’ -2t + —x?’]
L 6 5 37 11
32 32 32 1 1 4
= (= -==_16 Y (e,
(3 5 3) (6 5 +3)
16 3 4
15 10 30°

Da die Funktion A in den beiden Integrationsbereichen ihr Vorzeichen nicht dndert,
sind die Betréige der Integrale gleich den Flécheninhalten der entsprechenden Fl&-
chenstiicke und die gesuchte Gesamtflache ist

99 41 169

"3 B
Diese zwischen dem Graphen von h und der z-Achse eingeschlossene Fléache ist
genauso grofl wie die gesuchte Fliche, die zwischen den beiden Graphen von f und
g eingeschlossen ist.
d) Wieder berechnen wir als erstes die Differenzfunktion h(x) = 2% — 2% +2—1 und
deren Linearfaktorzerlegung. Erste Nullstellen liegen bei x = +1 und Polynomdi-
vision ergibt h(x) = (2% —1)(2? — 2 +1). Da der Faktor 2% — x + 1 keine Nullstellen
besitzt, hat A nur die beiden Nullstellen +1.
Wir berechnen also das Integral f_ll h und beachten die symmetrischen Grenzen.
Dies ergibt

! ! 1 8
/(3:4—a:3+a:—1)dx:2/(w4—1)da::2-(——1):__'
—1 0 5 5
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8
Der gesuchte Flacheninhalt betriagt also A = £

e) Hier ist wegen des Pols von f bei 0 Vorsicht angebracht. Der Pol darf in keinem
der nachfolgenden Integrationsintervalle liegen!
Wir beginnen wie iiblich. Die Differenzfunktion ist

xt —5x? +4

hz) = = — (—a? +5) = >

22
Deren Nullstellen bestimmen wir mittels Substitution:

h(z) =0 < 2* =527 +4=0 <= 22 —52+4=0 A z=2?
= (z—4)(z—=1)=0 A z=2?
= 2’ =4V arP=1 = x=42 V z=+1

Dies sind 4 verschiedene Nullstellen einer ganzrationalen Funktion vierten Grades,
also alle mit Vorzeichenwechsel. Die Integrationsintervalle sind daher [-2, — 1] und
[1,2]. Das Integrationsintervall [—1,1] entfillt, da darin der Pol 0 von f und h liegt!
Wegen der Achsensymmetrie von h braucht nur ein Integral berechnet zu werden:

2

2 2 1 9
/h(w)d:v=/(4a:‘2+x2—5)dx: —4x_1+—x3—5x] ——
1 1 3 3

1

Die beiden Graphen schlieflen zwei kongruente Flachenstiicke vom Inhalt % mitein-
ander ein. Der Gesamtflicheninhalt ist A = %.

Die nachstehende Skizze beider Graphen (begriinden Sie kurz den Verlauf) zeigt die
Problematik des Pols von f: Im Bereich zwischen den Schnittstellen 41 umschlielen
die Graphen von f und g kein Flichenstiick.

/ Py
f) Der Definitionsbereich von f ist IR, wiahrend g nur fiir positive x definiert ist.

Der gemeinsame Definitionsbereich beider Funktionen ist also das Intervall ]0,00].
Uber diesem Definitionsbereich gelten dann die folgenden Aquivalenzen:

1 7T 2
—§x+§—\/—5 =0 <= —oVr+TV2—6=0 < 2= A—23472-6=0 (%)
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Die kubische Gleichung 23 —72z+6 = 0 hat eine Nullstelle bei z = 1. Polynomdivision
ergibt 23 — 7246 = (2 — 1)(22 + 2 — 6). Den quadratischen Faktor zerlegt man nach
Vieta in 22 4+ 2 — 6 = (2 — 2)(z + 3) und erhiilt somit die folgende Faktorisierung
22 —T24+6=(2—1)(z —2)(z +3). Also
() <= 2=V A (z-1)(z-2)(2+3)=0
= z=Vz A (z=1V z2=2V z=-3)
— V=1V V=2

<— r=1V z=4.

Wir berechnen also folgendes Integral, das hier positiv ausfallt und daher zugleich
den gesuchten Fldcheninhalt angibt:

4
1 7 1 1 7 114
/ (—sz+ - —22 2)de = [——x2+—x—4x§]
1

3 3 6 3 1
8 28 7 1
=(-3t3 8- (-gt3-9=3

5) Da die Flichen zwischen zwei Graphen genauso grof sind, wie die Flichenstiicke
zwischen der Differenzfunktion und der z-Achse, untersuchen wir nur letztere. Wir
faktorisieren die Differenzfunktion durch Ausklammern und mit dem Satz des Vieta:

f(z) —g(z) = 32% — 1822 4 242 = 3z(2? — 62+ 8) = 3z(x — 2)(x — 4).

Damit liegen 3 Nullstellen 0, 2, 4 vor, jeweils mit Vorzeichenwechsel. Also schlief3t
der Graph der Differenzfunktion zwei Fléchenstiicke mit der x-Achse ein; eines liegt
ober-, eines unterhalb der z-Achse. Um nun zu zeigen, dass beide gleich grof} sind,
berechnen wir das Gesamtintegral von 0 bis 4 und zeigen, dass dieses den Wert 0
hat:

4
3 4
/(3x3—18x2+24x)dx: Z:,:4—63:""’+123:2] —3.4°6-4°412.42=0
0 0

6) Da die Punkte auf der Parabel liegen sollen, gilt y; = (—=1)?> = 1 und y2 = 4. Der
Sekantenanstieg ist damit m = %_11) = 1. Die Sekantengleichung daher y = x + b,
wobei wir das b bestimmen, indem wir einen der Punkte in die Sekantengleichung
einsetzen: 4 = 2+ b <= b = 2. Damit ist die Sekante Graph der Funktion
g(x) =z +2.

Gesucht ist nun der Inhalt des von den Graphen von f(z) = z? und g(x) = r+2 ein-
geschlossenen Fliachenstiicks. Die Schnittstellen beider Graphen (aus Gradgriinden
hochstens zwei) sind bereits durch die beiden Punkte bekannt: —1 und 2. Wir

berechnen also das Integral der Differenzfunktion in diesen Grenzen:

2
1 1 2 9
2 2 2
—r—dr=|z2®— 2 —2] —
/_1(35 r —2)dx 30 T 5 z| 5

Der gesuchte Fliacheninhalt betrdgt also 4,5. (Das negative Vorzeichen des Inte-
grals zeigt, dass zwischen den beiden Schnittpunkten die Parabel unter der Sekante
verlauft.)
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7) Der Graph von f ist achsensymmetrisch. Wir bestimmen zunéchst die Tiefpunkte.
f'(z) = 42® — 8z = 4x(2® — 2) hat die Nullstellen 0 sowie £1/2, alle einfach, alle
mit VZW, also alle Extremstellen von f. Da der fithrende Koeffizient von f positiv
ist, sind £v/2 Minimumstellen und 0 eine Maximumstelle. Die Extrempunkte sind
also

T = (—V2,f(—V2)) = (=V2,-1), Th=(2,-1) und H =(0,3).

a) Die Gerade durch die Tiefpunkte ist eine Parallele zur z-Achse. Sie ist Graph der
Funktion g(z) = —1. £+/2 sind die einzigen Schnittstellen dieser beiden Graphen
(f(x) =g(x) <= 2* —422 +4=0 <= (22 -2)2 =0 <= x = =+/2). Dader
Graph achsensymmetrisch ist, berechnen wir nur

V2 V2

1 4 V2 4 8 32
—g) = 4—424d:—5——34] —V2(C-2 ) =223
/O(f 9) /o (x*—4x*+4) dx £ 3x+x0 \/_(5 3+) B

64+/2
und verdoppeln diesen Wert. Der gesuchte Flacheninhalt ist A = —\/_

5
b) Der einzige Hochpunkt ist H = (0, 3); die Tangente hat den Anstieg 0, so dass
sie Funktionsgraph von g(z) = 3 ist. Die Schnittstellen von f und g sind

fx)=g(x) <= 0=2* -4 =222 —4) <= =0V z=142.

Da f — g bei 0 eine doppelte Nullstelle hat, also kein VZW vorliegt, berechnen wir
nur

2 2 1 4 .12 32 32 128
—g)=2- L 4eNde =2 |25 — -3 =2 (22 -8y = 2%
/2(f g) /O (1‘ z )dw [51‘ 317 ]O (5 3) 15

128
Der gesuchte Fliacheninhalt ist nun A = —.

Nachfolgend eine Skizze des Graphen und der Fléichenstiicke. Beachten Sie, dass
zur Berechnung der Flécheninhalte keine detaillierte Untersuchung des Funktions-
graphen notwendig war, aber zur Veranschaulichung ist eine grobe Skizze immer
niitzlich.

N
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4L2 Mathematik (Kg) 1. Februar 2004
Ubungen (5)

Rotationsvolumina:
1) Lehrbuch S. 63, Nr. 18-23

2) Auf dem Grabstein des Archimedes soll sich das ne-
benstehende Diagramm befunden haben. Es stellt den
Querschnitt durch drei Rotationskorper dar.

a) Um welche Rotationskorper handelt es sich?

b) Leiten Sie mit Hilfe der Integralrechnung allgemeine

Volumenformeln fiir diese Rotationskorper her.

¢) In welchem Verhéltnis stehen die Volumina der drei

Rotationskorper aus nebenstehender Skizze zueinander?
Bogenléngen:

3) Berechnen Sie die Bogenldngen der Funktionsgraphen zu folgenden Funktionster-
men f(x) tiber dem angegebenen Intervall [a,b]:

a) f(x) = in —In(vz),a=4,b=09.

b) f(z) = %(1’—3)\/5, a=4b=9

rt+3
c) f(z) =
Partielle Integration:
4) Lehrbuch S. 146 oben(!), Aufgabe 2

5) a) Machen Sie sich an den Beispielen der vorangehenden Aufgabe klar, dass man
folgende Integraltypen mittels partieller Integration berechnen kann. Dabei sei p
eine beliebige ganzrationale Funktion.

,a=1,b=2.

b
/ p(x)e” dr : Partielle Integration mit u'(z) = e* , v(z) = p(x),
b
/ p(x)In(x)dx : Partielle Integration mit u'(z) = p(z), v(z) = In(x),

Beurteilen Sie den unterschiedlichen Rechenaufwand in den beiden Féallen.
b) Bestimmen Sie eine Stammfunktion zu In(x), indem Sie oben p(z) = 1 wihlen.

6) Berechnen Sie auf der Basis der oben gefundenen Stammfunktion von In(z) die

Integrale ff In? und ff In®.
Integration durch Substitution:

7) Lehrbuch S. 144/145, Nr. 2, 6
8) Lehrbuch S. 146, Nr. 1 a)—c), g)-1)
9) Lehrbuch S. 147, Nr. 7, 10
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4L2 Mathematik (Kg) 1. Februar 2004

1)

)

Ubungen (5) — Lésungen

Ergebnisse:

2 448
18. Funktionsterm f(x) = % + 2, Rotationsvolumen V = =
)
19. Schnittstellen: a =0, b = 37

Man muss die Rotationsvolumina fiir beide Randkurven berechnen und sub-
strahieren. Der Betrag der Differenz ist dann das gesuchte Rotationsvolumen.

1385 2885
1 ]_ 1 . = — = —
Rotationsvolumina: V; 22 m, Vo 22 m, .
Die Differenz ist dann das gesuchte Volumen: V = -5

1
20. a) Parabelgleichung y = — 22,

20
1
b) Umkehrrelation x = 2—0y2 (damit die z-Achse Drehachse wird),

Randfunktion f(z) = v/20z, Volumen (in m3): V = 6407 ~ 2010,6.
21. Volumen V = 774571'.

16
22. a) Schnittstellen a = 0, b = 4, Fliche A = 3
64 96

b) (Siehe 19.!) V; = 57 Vo=32m, V = =
23. Anwendung der Formel ergibt

2 L 3" 3 L3 9 1 3
V—7T|:T’l’ 3x]r_h—7r (r 3" re(r h)+3(7’ h)?),
woraus nach geduldigem Ausmultiplizieren und abschlieSfendem Ausklammern von
h? die behauptete Formel folgt.

a) Die einzige Symmetrieachse der Querschnitte ist die senkrechte Mittellinie. Durch
Rotation entstehen eine Kugel (der Radius sei r), ein Zylinder und ein Kegel mit
Grundkreisradius » und Héhe h = 2r.

b) siehe Unterricht.

c¢) Das Volumenverhéltnis dieser Korper betrégt 1: 2 : 3 fiir Kegel : Kugel : Zylinder,
denn:

1 2 4
2 3 3 2 3
VKegel = 571'7’ - 2r = 571'7’ s VKugel = 571'7’ s VZylinder =7re - 2r = 2nr°.

Ergebnisse:
1 1 3 65
a) f'(z) = %/_— % 1+ f'(x)? = % +\%—£, Bogenliange [ = ln(g) + Vi 16,66.
T 1 T 1 22
b) f’ =— - — 1 "z)2 ="+ —,B 14 l=—.
) f'(z) 5 Nk + f'(x) 5 + Nk ogenlinge 3
2 2
/ z 1 x 1 . 17
=~ /1+f(2)? =" +—, Bogenl -
c) f'(x) 5 92 + f'(x) 5 + 5,2 ogenlinge [ D
Ergebnisse der Aufgabe 2 auf S. 146, oben(!):
a) —2m b) 72 — 4 c) - (7% —6)
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d) & e) —2m f) 1,

3

g) e — 2~ 0,71828, h) 6 — 2e ~ 0,56, i) 2In(2) — 7~ 0,64,
8 7

) —1n(2) — ~ ~ 1,098.

) 3@ -g=1,

5) a) Mit den angegebenen Setzungen ergibt partielle Integration im ersten Fall

/abp(:v)em dr = [p/(:v)e”‘"]z — /abp'(x)e”‘" di .

Das letzte Integral ist wieder von demselben Typ, jedoch ist der ganzrationale Fak-
tor nun p’(x) und damit um einen Grad kleiner als p(z). Man kann nun denselben
Prozess wiederholen, und zwar solange, bis der Grad 0 ist (und damit der ganz-
rationale Faktor eine Konstante). Das entstehende Integral ffc - e¥dx ist dann
unmittelbar berechnenbar.

Im zweiten Fall erhélt man durch partielle Integration

b b
[ pem@as = P@wE) - [ e - La.

Dabei sei P eine (ganzrationale) Stammfunktion von p, und zwar ohne absolutes
Glied. Damit ist P(z) durch z teilbar und folglich der Integrand P(z) - 1 im letz-
ten Integral selbst eine ganzrationale Funktion, so dass dieses Integral problemlos
berechnet werden kann.

Man bemerkt, dass im zweiten Fall eine einmalige Anwendung der partiellen In-
tegration unmittelbar zum Ergebnis fithrt, wihrend im ersten Fall die partielle
Integration mehrfach angewendet werden muss (so oft wie der Grad von p angibt).
b) Hier ist p(z) = 1 und man wéahlt P(x) = x. Dann erhélt man nach obigem
Schema

b

b b
/ 1-In(x)dx = [wln(x)]z —/ x - idx: [wln(x)]l; — [w]z = [zIn(z) —x]a.

Der so gefundene Funktionsterm z In(z) — x ist damit eine Stammfunktion fiir In(z)
(was man durch Ableiten iiberpriifen kann).

6) Wir benutzen den in der vorangehenden Aufgabe ermittelten Stammfunktionsterm
z(Inz — 1) fiir Inz und erhalten mit partieller Integration

b b
1
/ In(z) - In(z) de = [z(Inz —1) -lna:]b —/ z(lnx — 1) —dx
a S~~~ Y~~~ “ a T
u'(z)  wv(z)

= [z(In®z — lnx)]z — /b(lna: —1)dzx
= [a:(an x — lnx)}z — [z(lnz —1) - x}z

= [a:(anx —21na:—|—2)]l;

und unter Verwendung dieses Resultats
b
/ In?(z) - In(z) dx
) b
= [x(ln2x —2lnz + 2) -lnx]a - / (In®z —2Inz + 2)dx
= [a:(lnga: —2In*x + 21naj)}z - [a:(anx —2lnz+2)—2z(lnz—1) + Zx}z
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= [x(lngx—3ln2x+61nx—6)]z

Damit ist z(In®*z — 2Inz + 2) ein Stammfunktionsterm fiir In*z und z(In®z —
3In®z +6lnz + 6) einer fiir In® 2. (Die Uberpriifung dieser Resultate ist eine gute
Ableitungsiibung (Produkt-, Kettenregel).)

7) S. 144, Nr. 2.:

a) Wihle u(z) = 2? + 1, also v/(z) = 2z und somit z = 1u/(z). Daher
4 4 u(4)
1 1 171 117 2456
/0 x(2? +1)%dx = 5/0 w(z)? -/ (x) dx = i/u(o) 22 dz = §[§z3]1 =5
b) Wihle u(z) = 223 — 1, also v/(z) = 62 und 2? = u'(z). Daher
/_1 2?2223 — 1)dx = 6/_1 u(z) - u'(z)de = E/U(—UZCZZ = 6[§Z2]—3 = 18.
c) Wihle u(z) = 222 + 3z — 1, also v/(x) = 4z + 3. Daher
1 1 u(1) 1 4 955
/ (42 + 3)(222 4 32 — 1)%dx = / w(z)® - (x) dx/ 2 dz = [—z4] =—
0 0 u(0) 4 1 4

d) Wihle u(z) = 22 4 1, also u/(z) = 2z und = = 1u/(x). Daher

2

-2 -2 u(—2)
Sx 5 1 5 1
do = = — W/ (2)d :—/ ~d
/_1 22+ 1 v 2/_1 u(x) w(w)de 2 Ju-1y 2 ‘
5 5 5 5 5
= 2| m(=D)]) = S(n() ~m(2) = 2m(3).

3
e) Wiihle u(z) = 422 — 1. Integralwert: g(ln(7) —In(3)).

f) Wihle u(x) = 2% — x + 1. Integralwert: In(13) — In(3).
g) Wihle u(z) = 2?4 1, also v/(z) = 22 und 2 = Ju/(z). Daher

[4dex:%[4m-u’(x)dx

1 [u® 172 3117 17 2
3y VEET2l5P ), T VI 52

4
h) Wihle u(z) = 222 + 4. Integralwert: v/6 — 3

i) Wihle u(z) = 22 + 1. Integralwert: V5 — v/2.
j) Wihle u(x) = 322 + 5, also u'(z) = 62 und = = +u/(z). Daher

2 2
T 1 1
Y gp== ! (z)d
/1 (3x2 +5)4 v 6/1 u(z)4 u'(z)dz

_ 1 /u(2) Z74 dz _ 1 |: B lzg] 17 _ 489
6 Ju(1) 6 8 5030912
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In den abschlieBenden beiden Aufgaben k) und 1) werden zwei Typen von Integralen
behandelt, die man generell mittels Substitution berechnen kann. Ich schreibe hier
u(x) statt f(x), um an unsere Notation der Substitutionsregel anzuschlieBen.

k) Ein Beispiel fiir diesen Typ war Aufgabenteil b) (bis auf einen zusétzlichen
Faktor).

/abu(x) () da = /1:(?) ds = [%%]:Ebi - %(u(b)Q — u(a)?).

1) Dies ist ein duflerst wichtiger Integraltyp. Beispiele dafiir waren d) — f). Man
nennt dies die logarithmische Integration, denn es gilt (sofern das Integral definiert
ist, d. h. sofern u zwischen a und b keine Nullstelle hat):

/() b1 , u(®) 1 u(b)
/a w(z) dx:/a o) ' (z) de = /u(a) ;dz: [ln|z|]u(a)
)] ) )

(@)~ lua)' T u(a)

=In|u(b)| — In|u(a)] = In wa) n wla)
Man beachte bei der letzten Beziehung, dass u(b) und u(a) dasselbe Vorzeichen
haben (sonst hitte die stetige Funktion u zwischen a und b eine Nullstelle) und
folglich % positiv ist.

S. 145, Nr. 6.:

a) Wir setzen u(z) = 22, also v/(z) = 2z und x = $u/(z). Daher

b b u(b) 2
2 1 1 1 b 1, 2 2
x d = — u(x) -’ = — ? = —|: Z] = — b — e .
/a xe® dx 2/a e u'(x) dx 2/u(a) e®dz 51¢7] . 2(6 e”)

b) Wir zerlegen das Integral und wenden auf den ersten Summanden die Substitu-
tionsregel mit u(z) = 322 an:

b b b b
1
/ (xe?’f""2 +2x)dx = / ze3 dz +/ 2udr = 8 / @) ! (z) dx + (b — a?)

1 u(b) 1
=5 [ez]u(a) + (b* — a®) = 6(631)2 — 63“2) + (b* — a?).
c¢) Hier hat man es lediglich mit linearer Substitution u(z) = 2z + 1, v/(x) = 2 zu
tun: ,
/ 20+ gy — |:162$+1j|b _ 1(e2b—|—1 _ ePatly,
i 2 o 2
1 2 2
d) Man wihlt u(z) = 22 und erhélt als Integralwert: Z(e% — 2,

e) Mit u(z) = In(z), also u/(x) = < ist dieses Integral vom Typ der vorangehenden
Aufgabe 2.k):

2 2 2 e
1 1
/ n(x) dr = / In(z) - = dx = / u(z) - (z)de = / zdz
1@ . v 1 u(1)
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2

f) Setzt man hier u(z) = z*, so erhélt man

1 u(2)

/12x1n(w2)dx =3 /12 In(u(z)) - o' (z) dz = 5 /u(l) In(z) dz .

Man muss dann entweder eine frither berechnete Stammfunktion von In benutzen,
oder diese erneut mittes partieller Integration berechnen. Man erhilt so als Inte-

gralwert

4 3
=4In(2) — =.
1 n() 2

/12 zln(z?) dx = % [z In(z) — z]

Man kann das Integral aber auch unter Verwendung der GesetzmafBigkeiten fiir
den Logarithmus (In(2?) = 2In(x) fiir 2 > 0!) vereinfachen und direkt partielle
Integration anwenden (vgl. Aufgabe 5a)):

2 2 1 9 24 1
In(z?) =2 1 =2|=z%-1 —2/—2-—
/1wn(a:') /1xn(x) [21' n(x)]l 1 5% xdw
2 3
:41n(2)—/ xdx:41n(2)—§.
1

8) S. 146, Nr. 1:
a) Substitution u(z) = 2, also v/(z) = 2z, ergibt f(z) = e*(®) . «/(z). Nach der
Substitutionsregel muss man eine Stammfunktion fiir e* bestimmen und in diese
u(x) einsetzen. Man erhélt so F(x) = e”” als eine Stammfunktion von f

b) Substitution u(z) = 2®, also v/(z) = 32? und somit 2* = u/(z). Damit wird
flz)=3- e®(®) . /(). Wieder ist nur eine Stammfunktion fiir e* zu bestimmen.
1
Man erhélt so F(x) = gexg als einen Stammfunktionsterm fiir f(x).
1
¢) Substitution u(z) = —3; eine Stammfunktion ist F(z) = _56—13

g) Substitution u(z) = 2% —1; damit ist f(z) = 3 \/1(—)”@’(1') und man bendtigt eine
1

Stammfunktion fiir = 2~ 2. Diese ist durch z+2 - 2 = 2./z gegeben. Setzt man
fiir z nun u(x) ein, so erhélt man schliefflich v/ z? — 1 als gesuchte Stammfunktion.

h) Substitution u(z) = 23 — 1; eine Stammfunktion ist — ————.
3(x3 —1)

i) Substitution u(x) = ? + x; eine Stammfunktion ist F(x) = V22 + z.
j) Substitution u(x) = % + 1; eine Stammfunktion ist F(z) = —

4(z2 +1)%
k) Substitution u(z) = In(z). Dies ergibt v/(z) = 1 und damit hat f(z) die Form
11 1,
f($) - 11’13,T ; - U($)3 u (‘T)

Geméf3 Substitutionsregel muss man nun eine Stammfunktion fiir Z% = 273 bestim-
men (etwa —32~?) und in diese u(z) einsetzen. Man erhilt so F(z) = —3p— als

Stammfunktion fiir f(x).
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1) Diese Funktion ist hochstens fiir x > 0 definiert (In ist nur dort definiert!), also
gilt V2?2 = x und damit ist die hier gegebene Funktion

Wegen des Wurzelterms im Nenner ist f nur definiert fiir In(x) > 0, d. h. > 1.
Die Bestimmung einer Stammfunktion verlduft nun wie in k), nur dass der Exponent
3 durch 1 ersetzt ist. Man erhélt als Stammfunktion F(z) = 2+/In(z).
9) S. 147, Nr. 7:
a) Es ist
2 —2r+1 2z
J@) = 22 +1 _1_x2+1'

b) Berechnung der Extremstellen von f:

2(x% +1) — 2z - 2x r? —1

fO="—m e ~ @y

Damit sind +1 die einzigen Nullstellen von f’, beide mit VZW, also Extremstellen
1

von f. Da f keine Definitionsliicken hat, ist das zu berechnende Integral / f(x)dx
-1

wohldefiniert.

Zur Bestimmung einer Stammfunktion benutzen wir die Zerlegung von a). Fiir den
zweiten Summanden kann man Substitution mit u(x) = 2% + 1 verwenden. Dann
gilt

2x u'(z)
241 wu(x)’

Man erhélt also ein logarithmisches Integral (vgl. Aufgabe 8), S. 144 Nr. 2 k)).
Eine Stammfunktion ist dann In(u(x)). Insgesamt erhélt man als Stammfunktion

von f(z):

F(z) =2 —In(z® +1).

Das Integral ist dann

/_1f(a:)dx:F(1)—F(—1):2.

S. 147, Nr. 10:

a) Die Funktion ist auf ganz IR definiert, sie ist punktsymmetrisch: f(—x) = —f(z),
und hat bei 0 die einzige Nullstelle. Dort liegt ein VZW vor.

Wir berechnen die Ableitung mittels Produkt- und Kettenregel:

f(x) = e 2% 4 Bx-e 77 (—z) = ez 2(1 —z?).

F(x) = (=23) - 5e™ 3% 4 (1 —2?) -5e~ 2% . (—x) =5e 2% x(a® — 3).
Damit hat f’ die einzigen Nullstellen bei +1, beide mit VZW, also beide Extrem-
stellen von f.

f” hat drei einfache Nullstellen, némlich 0 und ++/3, ebenfalls mit VZW, so dass
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hier Wendestellen von f liegen.

Da f’ schlieBlich negativ ist (der e-Faktor ist immer positiv, 1 —22 hingegen schlief3-
lich negativ), muss die Funktion f schlielich fallen. Der letzte Extrempunkt ist
daher ein Hochpunkt. Aus Symmetriegriinden ist die andere Extremstelle bei —1

ein Tiefpunkt:
5

H=(1,f1) =1, N

Die Wendepunkte sind

)7T:(_17_ )

2
NG

Wo =(0,0), Wi=(£V3, +

5\/;)

Ved
Skizze:

T

b) Wegen der Symmetrie geniigt es ein Integral zu berechnen. Wir benutzen dazu

die Substitutionsregel (mit u(z) = —32? und v/(z) = —z):

/ f——5/ et(®) . v (z )dx:—5L?:j§)ezdz:—5[ez];% =5(1—%).

c¢) Genauso berechnet man

und ermittelt als Grenzwert (mit den Grenzwertséitzen sowie der Tatsache e — 0
fiir z — —o0):

k
lim/ f=5-(1-0)=5.

k—oo Jo

Man kann diesen Grenzwert deuten als den Flacheninhalt des unbegrenzten Fla-
chenstiicks zwischen dem Graphen und der positiven z-Achse. Dieses Flachenstiick
hat zwar eine unbegrenzte Ausdehnung aber einen endlichen Flécheninhalt.
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