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2d Mathematik (Kg) 1. Februar 2010
Ubungen (1)

1) Auf den Skizzenbldttern Normalparabeln (1) bzw. (2) sind ausschlieBlich Normal-
parabeln skizziert.
a) Bestimmen Sie Gleichungen fiir die auf Blatt (1) skizzierten Graphen.
b) Fiihren Sie dasselbe fiir Blatt (2) durch.

2) Beschreiben Sie die Losungsmengen der folgenden Relationsgleichungen:

a) y=a>+1, g) y+6=2a

b) y=—-22-4, h) y—4=—2?,

c) y=—(z+2)? i) y—(z+4)*+1=0,
d) y=(r-2)2+3, )oy=—((z-2)7°+3),
e) y=(z+1)%+4, k) y—2=(zx+2)2?

f) y=3z—4, ) y?=u.

3) Welche der nachfolgenden Relationsgleichungen lassen sich dquivalent in Scheitel-
punktsform umformen? Geben Sie die Losungsmenge an.

a) y=az2+2x+1, f) y+2=—22+2x—1,
b) y=-—2%—4x —4, g) y—1=2a%— 2,
c) y=a%—6z+9, h) y—4=2%— 4z,
d) y—1=2%+42 +4, i) y=a%—4x,
e) y+3=u122-10z+ 25, j) y=a%—4x+5.
4) Bestimmen Sie die Graphen der Funktionen mit den nachfolgend definierten Funk-
tionstermen:
a) f(r) =2 +4z -7 f) fl@)=(-2+2)*+5,
) flz) = (:1:—4) + 2z, g) fl@)=a?+Tz—1,
) f(x) =—a®+42 -6, h) f(z)=—a®—a+1,
) f(z) =2%+bz—2, i) fl@)=(@+2)?-2>-4,
e) f(x)=—(x—2)%+8x+3, i) flx)=2®+5(x+1).
5) Bestimmen Sie die Graphen der nachfolgend definierten Funktionen.
a) f(x)=02r—-2)?2—(x—1)2?+5,d) f(x)=42>+ (2% +1)(1 - 22),
b) f(x )—2(:1:—1) —3(x —1), e) flz)= %332%—23:—7,
c) f(x)=—-32%24+6x+5, f) flz)=3(x—-2)(3—ux).

6) a) Gegeben ist eine nach unten gedffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S =
(4,2). Wie lautet eine Gleichung fiir die Symmetrieachse dieser Parabel? In wievie-
len Punkten trifft die Parabel die x-Achse?

b) Man verschiebt die Parabel aus a) um 3 Einheiten nach unten und um 2 Einhei-
ten nach links. Bestimmen Sie eine Gleichung fiir diese verschobene Parabel und
beantworten Sie fiir diese neue Parabel die Fragen von a).

7) Gegeben ist die Funktion f mit dem Term f(z) = 222 + 4z — 7. Untersuchen
Sie, welche Werte f annehmen kann. Gibt es einen kleinsten Wert f(x), den die
Funktion f annimmt? An welcher Stelle z nimmt sie ihn ggf. an? Gibt es auch
einen grofiten Wert, den f annimmt?

8) Eine Parabel hat ihren Scheitel im Punkt S = (2,—1) und verlduft durch den
Punkt P = (3,1). Bestimmen Sie eine Gleichung, deren Lésungsmenge diese Para-
bel ist. In welche Richtung ist die Parabel geoffnet? Ist sie enger oder weiter als die
Normalparabel?
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Normalparabeln (1)
6 7 8 12 3 4 5!
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Normalparabeln (2)
8 1 3 6

yl
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1)

Ubungen (1) — Lésungen

a) Alle skizzierten Normalparabeln entstehen durch Verschiebung aus der Normal-
parabel Nr. 1 mit der Gleichung y = 2?. Man muss nur aus der Lage des Scheitel-
punkts die Verschiebung ablesen und erhilt dann die folgenden Gleichungen:

1 y=a? 5 y=(r—8)?2-5
2 y=x2+2 6: y=(x+7)72-6
3 y=a?-4 7. y=(x+6)2+1

4: y=(x—5)? 8 y=(r+4)?2-3

Man erhélt also in allen Fillen eine Gleichung der Form y = (z — 25)? + ys,
wobei (zg,ys) = S der Scheitelpunkt ist. Man nennt diese Gleichung auch die
Scheitelpunktsgleichung fiir die Parabel.

b) Hier sind einige Normalparabeln nach unten geodffnet. Sie erhidlt man, indem
man zunichst die Normalparabel Nr. 1 an der z-Achse spiegelt (das Ergebnis ist
die ebenfalls dicker gezeichnete Normalparabel Nr. 2 mit der Gleichung —y = 2
bzw. y = —2?) und diese dann verschiebt. Man erhilt also fiir die nach oben gedff-
neten Normalparabeln eine Gleichung in der bisher behandelten Scheitelpunktsform
y = (z — xg5)? + ys, wihrend sich fiir die nach unten gedffneten Normalparabeln
Gleichungen in der Form y = —(z —z5)% +ys ergeben. Beide Gleichungstypen kann
man zusammenfassen als:

Allgemeine Scheitelpunktsgleichung: y=a(x — xs)2 +ys .

Dabei ist hier a = 4+1; und zwar a = +1 bei nach oben und a = —1 bei nach unten
geoffneten Normalparabeln.
Als Gleichungen fiir die ‘Normalparabeln (2)’ erhélt man so:

1. y=a? 5: y=—(x —5)>

2: y=—a? 6: y=(x—8)?2~-3
3 y=(r—4)?2-2 7 y=—(z+6)%+2
4: y=—a?+4 8 y=(r+7)?2*+1

Die Gleichungen a)-e) haben simtlich die Form y = +(x — x5)% + yg, so dass die
Losungsmengen Normalparabeln sind. Der Scheitel ist dann durch S = (zg,ys)
gegeben und das Vorzeichen des Quadrats (z — 25)? gibt die Offnungsrichtung an.
Damit ist dann die Lage der Normalparabeln eindeutig beschrieben:

a) Scheitel S = (0,1), nach oben geofinet,

b) Scheitel S = (0,—4), nach unten geoffnet,

c) Scheitel S = (—2,0), nach unten geoffnet,

d) Scheitel S = (2,3), nach oben gedffnet,

e) Scheitel S = (—1,4), nach oben gedftnet.

f) ist eine lineare Funktionsgleichung. Die Losungsmenge also eine Gerade, und
zwar mit dem y-Achsenabschnitt —4 und Anstieg 3.

Die Gleichungen g)-k) lassen sich durch einfache Aquivalenzumformungen in Schei-
telpunktsform bringen, so dass die Losungsmenge ebenfalls Normalparabeln sind:

g) <= y=2a%—6, Scheitel S = (0, —6), nach oben gedfinet,

h) < y=—22+4, Scheitel S = (0,4), nach unten geoffnet,

i) < y=(r+4)2—-1, Scheitel S = (—4,—1), nach oben gedffnet,

j) = y=—(x —2)? -3, Scheitel S = (2,—3), nach unten gedffnet,
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k) < y=(r+2)2+2, Scheitel S=(-2,2), nach oben gedffnet.

1) Die gegebene Gleichung y? = z ist zwar auch quadratisch, aber hier ist das y qua-
driert und nicht die Variable x. Daher hat die Gleichung zwei verschiedene Lésungen
mit gleicher z-Koordinate: (1,1) und (1,—1). Also kann sie nicht dquivalent zu ei-
ner Funktionsgleichung y = f(z) sein und erst recht nicht in Scheitelpunktsform
y = a(r — xg)? + ys umgeformt werden.

Dennoch kann man die Ahnlichkeit mit einer Scheitelpunktsgleichung benutzen,
um die Losungsmenge zu ermitteln. Vertauscht man in der gegebenen Gleichung
y? = z die Variablen x und v, so erhiilt man die bekannte Gleichung z? = y; deren
Losungsmenge ist die nach oben gedffnete Normalparabel mit Scheitel im Koordi-
natenursprung (erste Skizze).

Welche geometrische Bedeutung hat nun die Vertauschung der beiden Variablen?
Zunéchst einmal bedeutet dies, dass man die Benennung der Koordinatenachsen
ausgetauscht hat (zweite Skizze). Um danach wieder die vereinbarte Lage der Ach-
sen zu erhalten, muss man das gesamte Bild an der (gestrichelt gezeichneten) Win-
kelhalbierenden im I./III. Quadranten spiegeln! Dann nimmt die y-Achse die Lage
der x-Achse ein und umgekehrt. Dies fithrt dann zur dritten Skizze. Die Losungs-
menge von = = y? ist also (im korrekt orientierten Koordinatensystem) eine nach
rechts gedffnete Normalparabel mit der z- Achse als Symmetrieachse und dem Schei-
telpunkt S = (0,0)!

Graph von y = z? Umbenannte Achsen Graph von z = y?
yl
Yy
11 1
1 T Y 1 x

Die obigen Uberlegungen gelten allgemein fiir beliebige Relationen. Vertauscht man
in einer Relations(un)gleichung die Variablen = und y, so erhélt man die sog. Um-
kehrrelation. Deren Graph entsteht aus dem urspriinglichen durch Spiegelung an
der 45°-Linie. Beachten Sie, dass der letzte Schritt nicht eine Drehung um 90° be-
deutet, denn dabei wiirde dann die z-Achse zwar richtig liegen, aber die y-Achse
wiirde nach unten weisen.

3) Bei dieser Aufgabe benutzt man die binomischen Formeln, um die gegebenen Glei-
chungen in Scheitelpunktsform umzuformen. Die Lésungsmengen sind also wieder-
um Normalparabeln, deren Scheitelpunkt und Offnungsrichtung nachfolgend ange-

geben sind:

a)y=2>+2r+1=(z+1)3 Scheitel S = (—1,0), nach oben offen,
b)y=—(2? +4x +4) = —(x + 2)?, Scheitel S = (—2,0), nach unten offen,
c) y=a?—6x+9=(xr—3)? Scheitel S = (3,0), nach oben offen,
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d) <= y=(x+2)?+ Scheitel S = (—2,1), mnach oben offen,
e) «— y=(r—-5)?— Scheitel S = (5,—3), mnach oben offen,
fyy+2=— (2—2:L°-|- ) —(z —1)2

— y= (93 —-1)2 - Scheitel S = (1,—2), nach unten offen,
g) <= y=a2-2x+1= (93 —1)2, Scheitel S = (1,0), nach oben offen,
h) < y=22—4do+4=(z—2)% Scheitel S = (2,0), nach oben offen,
i) < y+4=22—-4dzx+4=(r—2)*

— y=(r—-2)%—4, Scheitel S = (2,—4), nach oben offen,

j) y=a?—4x+4 + 1= (x—2)2+1, Scheitel S =(2,1), nach oben offen.
Die Idee fiir den Ansatz bei i) ergibt sich aus dem Vergleich mit h), wo auf der
rechten Seite derselbe Term steht. Dieser wurde durch Addition von 4 zu einem
vollstandigen Quadrat; also kann man bei i) dies ebenfalls durchfithren, um zur
gewiinschten Scheitelpunktsform zu kommen. Ahnlich ging man bei j) vor, nur
dass man statt 4 zu addieren die 5 in 4 4+ 1 aufspaltete, um ein volles Quadrat zu
erhalten.

4) Die meisten Terme lassen sich mittels quadratischer Ergénzung in Scheitelpunkts-
form iiberfithren, so dass der Graph eine Parabel ist, deren Scheitel und Offnungs-
richtung ablesbar sind.

a) f(x) =a? +4ox —7T=a2%+40+ 22 -4 — 7= (2 +2)? — 11. Der Graph ist eine
nach oben gedffnete Normalparabel mit Scheitel S = (-2, —11).

b) f(x) = (x—4)*+22 =22 -8r+16+2x =22 —62 +32 -9 +16 = (zr—3)2+T;
der Graph ist eine nach oben gedffnete Normalparabel mit Scheitel S = (3,7).

c) flw) = —a? +42 —6 = —(22 —42) —6 = —(22 —4x +2%2 —4) — 6 =
—((z—2)2-4) -6 = —(—-2)2+4—-6 = —(x — 2)2 — 2. Der Graph ist eine
nach unten gedffnete Normalparabel mit dem Scheitel S = (2, —2).

d) flz) =a?+5x—2=a?+5zx+ (3)? =& — 2= (z+ 2)* — 23, der Graph ist
eine nach oben gedffnete Normalparabel mit dem Scheitelpunkt S = (—35, —=22).

e) f(x) = —(2? —dr+4)+8r+3=—-22+120 -1 = —(22 - 122+ 62— 36) — 1 =
—((x — 6)2 = 36) — 1 = —(x — 6)% + 35; der Graph ist eine nach unten gedffnete
Normalparabel mit dem Scheitelpunkt S = (6, 35).

f) f(x) = (-2 +2)2+5=(—(z—2))> +5= (z — 2)? + 5; der Graph ist eine nach
oben ge('jffnete Normalparabel mit Scheitel S = (2 5)

g) flx) =a?+Te+ (3 -2 —1=(z+ 1) -5 der Graph ist eine nach oben
gedffnete Normalparabel mit dem Scheitel S (— 47 )

h) f(z) = —(2%+2)+1 = — (22 +z+(3)?-D)+1= (x+ P+i41 = —(z+1)%+32;
der Graph ist eine nach unten geodffnete Normalparabel mlt Scheitel S = (—1,2)
i) f(z) = 2% + 42 + 4 — 2% — 4 = 4z; der Graph ist eine Gerade durch den Koo
natenursprung mit dem Anstieg 4.

j) fx) =a?+5(x+1) =2’ +52+5=(x+3)? - 22 +5= (z+ 2)? — 2. Der Graph
ist also eine nach oben gedffnete Normalparabel mit dem Scheitel S = (—2,—2).

5) a) fz) =2z —-1))>2 - -1)2+5=4x—-1)2-(z—1)2+5=3(x—1)2 +5.
Also ist der Graph von f eine nach oben gedffnete Parabel mit Scheitel S = (1,5);
sie ist enger als die Normalparabel.

b) f(z) =2z —-1)2-3@x—-1) =2@*-20+1) 32 +3 = 222 — 4z + 2 —
3z + 3 = 222 — 7Tz + 5. Die Funktion ist also quadratisch, ihr Graph folglich eine
Parabel, und zwar nach oben getffnet und enger als die Normalparabel (Faktor vor

2 ist 2, also positiv und betraglich gréler als 1). Um die Lage der Parabel, also
den Scheitelpunkt, zu bestimmen, iiberfithren wir den quadratischen Term f(x) in
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Scheitelpunktsform:

7 7 7 49
— 9?2 _ _o2 ! _o2_ L fye
f(x) x® —Tr+5 (x 2x)+5 (z 21‘-1—(4) 16)+5
7 49 40 7 9
= 2r— - - — 4+ — =92z —-)> -2
- -gtg =273

Der Graph der Funktion f ist also eine nach oben getffnete Parabel, enger als eine
9

Normalparabel, mit dem Scheitelpunkt S = (%, —3)-
c) Wieder liegt eine quadratische Funktion vor; der Graph ist eine Parabel, nach
unten gedffnet und enger als die Normalparabel. Wir bestimmen nun noch den
Scheitelpunkt: f(z) = —32%24+6x+5 = —3(22 —22)+5 = —-3(22 —22+1—-1)+5 =
—3(z—1)2+3+5=—3(x —1)? + 8, der Scheitel ist S = (1,8).

d) f(z) =423 + 222 + 1)(1 — 22) = 423 + 222 —42® + 1 — 20 = 222 — 22 + 1.
Wieder ist die Funktion f quadratisch, ihr Graph eine nach oben getffnete Parabel,
die enger als eine Normalparabel ist. Scheitelpunktsbestimmung:

1 1
fl@) =22 =204+ 1=20" —2) + 1 =2(" —z+(5)" - ) +1
1 1 1 1 1 1
=2z —=)Y =) +1=22 - —=4+1=2(x—=)2+=
(@=5P - P+1=2a— 37— s +1=2a- 5+

Der Scheitelpunkt liegt bei (3, 3).
e) Der Graph ist eine nach oben gedffnete Parabel, weiter als die Normalparabel.
Wir berechnen den Scheitelpunkt:

1 1 1
f(a:):—w2+2x—7:1(1‘2+8x)—7:Z(a:2+8x+42—16)—7

4
1 1 1

= 42 - - .16 —-7= - 4)? —11.
FGRE PR

Der Scheitel ist S = (—4, —11).

f) f(z) = 2 (x—2)(3—12) = 3(3z — 2® — 6+ 2z) = — 1% + 22 — 2. Die Funktion ist
also quadratisch und ihr Graph somit eine Parabel: Diese ist nach unten getffnet
und weiter als die Normalparabel. Wir bestimmen wie iiblich den Scheitelpunkt:

1., 1, 5.5 25
= (2% — —2=——(2® = ) R R
f(2) = —5(a* —5a) 5(@® =50+ (3)" =)
1 5, 25 24 1 5, 1
B R TR T i 1C it VA TR

Der Scheitel ist folglich S = (2, 35).

6) a) Eine Gleichung fiir die Symmetrieachse ist = 4. Da der Scheitel oberhalb der
x-Achse liegt und die Parabel nach unten geoffnet ist, trifft sie die x-Achse in zwei
Punkten.

b) Die verschobene Parabel ist wieder eine nach unten getffnete Normalparabel,
jetzt allerdings mit dem Scheitelpunkt bei (4 — 2,2 — 3) = (2, —1). Eine Funktion
f mit dieser Parabel als Graph ist also gegeben durch f(z) = —(z — 2)% — 1.
(Scheitelpunktsform a(z — xg5)? + ys mit 25 = 2 und ys = —1; der Faktor a ist in

diesem Falle —1, da die Parabel eine nach unten gedffnete Normalparabel ist.) Diese
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Parabel trifft die x-Achse nicht, da der Scheitel unter der x-Achse liegt (ys < 0)
und die Parabel nach unten gedffnet ist. Die Symmetrieachse hat als Gleichung
T =2

7) Geometrische Argumentation: Der Graph der Yl

Funktion f(x) = 22% + 4z — 7 ist eine nach
oben gedffnete Parabel. Daher gibt es kei-
nen grofften Wert, den f annimmt, wohl aber
einen kleinsten. Der kleinstmdogliche Wert f(x),
den die Funktion annimmt, ist die y-Koor-
dinate des Scheitelpunktes. (Unterhalb der
durch den Scheitelpunkt verlaufenden Paral-
lele zur x-Achse liegen keine Punkte des Gra-
phen, also gibt es keine kleineren Funktions-
werte von f.) b
Wir bestimmen also den Scheitelpunkt des Graphen von f: f(z) = 2(2%2+2x) -7 =
2((x +1)2 = 1) = 7 = 2(z + 1)2 — 9. Damit ist der Scheitel S = (—1,-9), der
kleinste Wert von f also —9. Dieser Wert wird als Funktionswert f(z) gerade an
der Stelle x = —1 angenommen (—1 ist die z-Koordinate des Scheitelpunkts).
(Probe: f(—1) =2(=1)2+4(-1) - 7=2—-11=-9)
Ausgehend von der Scheitelpunktsform von f(z) kann man auch rein algebraisch
argumentieren: Es ist f(z) = —9 + 2(z + 1)?, die Werte von f erhilt man also,
indem man zu —9 das Doppelte eines Quadrats (!) hinzuaddiert: es wird also zu
—9 eine nicht-negative Zahl hinzuaddiert. Damit sind alle Werte f(z) > —9, und
der Wert —9 selbst wird angenommen, wenn 2(x +1)2 = 0 ist, also wenn 2+ 1 = 0,
d. h. z = —1 ist.

8) Eine Parabel mit dem Scheitel S = (2,—1) ist Graph einer Funktion f mit dem
Term f(r) = a(x—2)? —1 mit einem unbekannten a # 0. Als Graph dieser Funktion
ist die Parabel gerade die Losungsmenge der Gleichung y = a(z — 2)? — 1. Es gilt
nun a zu bestimmen. Da der Punkt P = (3,1) auf der Parabel liegen soll, muss er
die obige Gleichung erfiillen, also muss gelten: 1 = a(3 —2)%2 —1 = a— 1. Dies ergibt
a=2,und y = 2(z —2)? — 1 ist eine Gleichung mit den geforderten Eigenschaften.
Da a = 2 ist, ist die Parabel nach oben getffnet und enger als eine Normalparabel.
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Ubungen (2)

1) Losen Sie die nachfolgenden quadratischen Gleichungen mittels quadratischer Er-

ganzung:

a) 22 — 8x + 15 = 0, b) 2% + 4z = 21, c) 2% + 6z + 17 = 0,
d) 22 — 182 + 82 = 0, e) 22+ Tz +6 =0, f) 422 — 122 + 14 =0,
g) 622 + 51 = 6, h) 422 = 15z + 4, i) 1222 = 13z + 35.

Wiederholen Sie die Uberlegungen zum Gleichungslosen mittels Faktorisierung (Ab-

schnitt 3.f.) und 16sen Sie die nachfolgenden Gleichungen durch Faktorisieren:
2) a)(z—3)-(z+1) =0, 3) a) 22 + 16 = 8z,

b) (z=3)(z+1)(z—2) = b) 222 +6x+6 = 22 — 22— 10,

¢) (2z — 4)(3z + 1) = 0, ¢) (22 +2)(x+2)+5=09,
)6x + 3z =0, d) 3(z? +3)—36

e) 222 — 50 = 0, e) 23 + 4z = 422,

f) 22 — 62 +9 = 0. £) 2(2+3) — 45 = (32— 2)(z—2).

4) Wir gehen von einem normierten quadratischen Term x2 + px + ¢ aus und wollen
diesen faktorisieren. Wir setzen daher x? + px + ¢ = (z + a)(x + b) an und suchen
a,b.

a) Zeigen Sie: Ist p = a + b die Summe und q = ab das Produkt von a,b, so gilt
tatséichlich diese Faktorisierung z2 + pz + ¢ = (z + a)(z + b).

b) Man benutzt dies, um gegebene Terme zu faktorisieren, indem man zunéchst g
als Produkt von zwei Zahlen a,b darstellt und dann tiberpriift, ob p die Summe
dieser Zahlen ist. Gelingt dies, hat man eine Faktorisierung des gegebenen Terms.
(Es gelingt aber nicht immer!) Fiihren Sie dies fiir alle normierten quadratischen
Terme der Aufgabe 1) durch.

c¢) Bestimmen Sie nun mit den gefundenen Faktorisierungen erneut die Losungen
der entsprechenden obigen Gleichungen. (Vergleichen Sie den Rechenaufwand!)

5) a) In welchen Punkten schneidet die nach unten geoffnete Normalparabel mit dem
Scheitel S = (—2,4) die Gerade durch die Punkte P = (—3,1), Q = (2,6)?
b) Was ergibt sich bei nach oben gedffneter Parabel (bei ansonsten unverédnderten
Daten)?

6) Bestimmen Sie jeweils die Schnittpunkte der gegebenen Parabeln P; und Ps:
a) P1: Nach oben gedffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S; = (2, —1),
Pa: Nach unten gedffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt Sy = (0, 9).
b) P1: Graph der Funktion f mit f(z) = 222 + 3z + 4,
P2: Nach oben gedffnete Normalparabel mit Scheitel S = (—2,6).
= (3,

c¢) Nach oben gedffnete Normalparabeln mit den Scheiteln S; = (3, —4) und Sy =
(2,5).
d) Nach unten geoffnete Normalparabeln mit den Scheiteln S; = (2,5) und Sy =
(27 _3)'

7) Zeigen Sie allgemein: Zwei verschiedene Normalparabeln mit gleicher Offnungsrich-
tung konnen sich hochstens einmal schneiden. Sie schneiden sich genau dann, wenn
ihre Symmetrieachsen verschieden sind.

[Tip: Analysieren Sie genau Ihre Losung zu ¢) und d) der vorangehenden Aufgabe.]
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1)

2)

3)

Ubungen (2) — Lésungen

Ergebnisse:

a) L = {3, 5}, b) L ={-7, 3}, c) L =0,

d) L =0, e) L={-6, -1}, f) L =10,
g)]L:{_g7%7 h)]L:{_ivél}? i)E:{—§7§}
Rechnungen:

a) 22 —8r+15=0 < 22 -8 =-15 < 22 -8r+42=-15+16 <—
(r—4)2=1=1% & 2-4=41 <= =441 < =5V x=3:
L ={3,5}.

b) 2?2 +4r =21 <= 22 +40+22=214+4=25 < (+2)2=5% < 2+2=
15— r=-24+5 << =3V x=-TL={-7, 3}

c) 12 +6x+17=0 < 22+62+3%2 = —-17+9 < (2+3)? = —8. Da Quadrate
nie negativ sein kénnen, hat die Gleichung keine Losung: I = ().

d) 22 —182+82=0 < 22— 182+92 = —82+81 +— (z—9)? = —1. Wieder
gibt es keine Losung: IL = ().

e) 2+ T724+6=0 < 22+ T2+ (1) =-6+L2 =2 <= @2+1)?=(2)
r+i=22 = 2=-I+3 = z=-1V 2=-6:L={-1,-6}
fdz2? =120 +14 =0 < 22 -3 =-1 < 22 -3+ () =-1+2 =
—2 = (z-3)? = -2 < 0. Da Quadrate nicht negativ sein kénnen, gibt es keine
Losung: I = (.
g) 622 +5r =6 <= 2?2+ 224+ (L)P =1+2) =19 < (@+5)P=(R)? <=
r=-2+P = =2 vae=-3L={-32}

2

h) 42? =162 44 <= 2 - Ru=1 = 2> - Qo+ ()P =1+2 =20 —

(z-LP=(I)P2 —=2=2+T << =4V r=—1

1)12$2=13x+35<:>x2—%x+(£)2:%+%:% = (- $)P?=
43 _ 13443 _ 56 _ 7 _ 30 _ 5.7 _f_5 7
(ﬂ)2<1:>217— o0 <=>:l?—ﬂ—§\/x——ﬂ——Z]L— —Z,g}
a) (x—3)(z+1)=0 <= 2-3=0Ver+1=0 < z=3Vzr=—1,

also L = {-1, 3}.
b) (z—3)(z+1)(z—2)=0 <= z2—-3=0Vzr+1=0Ver—-2=0 <
< r=3Ver=—-1Vez=2alsoL={-1, 2, 3}.
c) (20 —4)Bx+1)=0 <= 20 =4V3r=—-1 <= =2V =—-1/3,
also L = {-1/3, 2}.
d) Hier faktorisiert man zunéchst durch Ausklammern und schlieft dann wie oben
weiter: 622 + 32 =0 <= 32(2r+1)=0 < 3z=0V2z=-1 <
<= r=0Vz=-1/2, und damit ist L = {—1/2, 0} die Losungsmenge.
e) Hier wird der Term mit der dritten binomischen Formel faktorisiert:
202 —50=0 <= 22 -25=0 < (z+5)(z—5) =0
< r+5=0Vae—5=0 <= xz=-5Vae=>5also L={-5, +5}.
f) 22 —62+9=0 < (x-3)?=0 < 2-3=0 < x =3, also L ={3}.
a) 22 +16 =87 — 12 -8r+16=0 < (-4’ =0 <= 2-4=0 <
x =4, also L = {4}.
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b) 222 +62+6=2>-20—10 < 22482 +16=0 < (z+4)?=0
x = —4, also L = {—4}.

c) 2 +2)(x+2)+5=9 < 222+ 62+4—-4=0 < 22+3x=0 <
z(r+3)=0 < z=0Va=-3,also L ={-3, 0}.

d) 3(z24+3) =36 — 224+3=12 <= 2° -9=0
— (z+3)(z—3)=0 < z =43, also L ={-3, +3}.

e) Auch diese (kubische) Gleichung ist durch Faktorisieren losbar:

23 4 dr =41 = 2° —4da? +4r =0 <= 2(2® —4dx +4)=0
— 2(z -2 =0 <= =0V =2,

also L = {0, 2}.
f) 2x(x +3) —45 = 3z —2)(z —2) <= 222 + 60 —45 =322 —Sr +4 <=
22— 14z +49=0 < (2 —7)?=0 < x =7, also L ={7}.
4) a) Durch Ausmultiplizieren erhélt man (z + a)(z + b) = 22 + ax + bx + ab =
22 + (a + b)x + ab. Ist also p = a + b und ¢ = ab, so folgt selbstverstindlich

2 +pr+q=2°+ (a+b)r+ab=(x+a)(z+D).

b) Fiir 22 — 8z + 15 betrachtet man mogliche Faktorisierungen von ¢ = 15 und
iiberpriift dann, ob die Summe der Faktoren p = —8 ergibt:

15 = (£1) - (£15) = (£3) - (+5)

sind sdmtliche Faktorisierungen von 15 in zwei Faktoren a,b € Z. (Dabei sind
jeweils die oben- oder die untenstehenden Vorzeichen zu kombinieren. Es gibt also
4 Zerlegungen.) Berechnet man die Summen von a, b, so erhélt man in einem Falle
(=3)+ (—5) = -8 =p. Also

(x—3)(z —5)=2* -8z +15.

(Zur Kontrolle iiberpriife man die gefundene Faktorisierung, indem man das Pro-
dukt ausmultipliziert! Dies vermeidet Fehler — insbesondere mit den Vorzeichen —
und ist zugleich der zweifelsfreie Nachweis fiir die Faktorisierung! Die vorherigen
Uberlegungen zum Auffinden von a, b sind dann unwichtig.)

Ahnlich erhilt man aus 21 = 3 - 7 die Zerlegung 22 + 4z — 21 = (z + 7)(z — 3).
Bei 22 + 6z + 17 findet man fiir die Primzahl 17 nur die beiden Zerlegungen 17 =
(£1)-(£17), bei denen sich nicht die Summe 6 ergibt. Die hier beschriebene Metho-
de wversagt! In diesem Falle muss man zur quadratischen Ergédnzung zuriickkehren,
um schlieflich zeigen zu kénnen, dass es keine Losung gibt. (Dies zeigt dann auch,
dass es iberhaupt keine Zerlegung des quadratischen Terms geben kann!)

Bei 22 — 18z + 82 fiihrt keine der Zerlegungen von 82 = £1 - £82 = 42 - +41 zum
Ziel. SchlieBlich erhélt man 22 4+ 7z + 6 = (z + 1)(z + 6).

c¢) Aus einer Gleichung (z + a)(z +b) = 0 liest man sofort die Losungen —a und —b
ab. In den Fillen, in denen man in b) Faktorisierungen gefunden hat, erhilt man
so erneut die schon in 2) ermittelten Losungen.

Achtung: In den Fiéllen, in denen man keine Zerlegung gefunden hat, muss man
zur Losung der Gleichung auf die quadratische Ergédnzung zuriickgreifen! Stellt
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man dabei fest, dass es keine Losung gibt, so zeigt dies insbesondere, dass keine
Faktorisierung des quadratischen Terms existieren kann!

5) a) Um die gemeinsamen Punkte von Parabel und Gerade zu bestimmen, ermitteln
wir zunéchst Gleichungen fiir beide geometrischen Objekte. Die Scheitelpunkts-
form der Parabelgleichung lautet y = a(x — x5)? + ys. Mit dem gegebenen Scheitel
S = (xs,ys) = (—2,4) erhalten wir y = a(z + 2)? + 4. Da es sich um eine Normal-
parabel handelt, ist |a| = 1, und da sie nach unten gedffnet ist, ist a < 0, zusammen
also a = —1. Wir erhalten so als Parabelgleichung: y = —(x + 2)2? + 4.

Zur Bestimmung einer Gleichung fiir die Gerade berechnen wir zunéchst den An-
stieqg a = 2_6(__13) = 1 und dann den y-Achsenabschnitt durch Einsetzen der Punkt-
koordinaten in die Gleichung y = ar +b =2 +b: 6 =2+ b <= b = 4. Damit
erhalten wir als Geradengleichung: y = x + 4.

Gesucht sind nun Punkte P = (z,y), die sowohl auf der Parabel als auch auf der
Geraden liegen, die also beide Gleichungen y = —(2+2)? +4 und y = 2 +4 erfiillen.
Die z-Koordinaten der gesuchten Schnittpunkte (man nennt dies die Schnittstellen)

miissen also die folgende Gleichung fiir die Schnittstellen erfiillen:

—(r+2°+d4=0+4 = 2 —dr—4+4=0+4 < 2 +5x+4=0.

Die letzte quadratische Gleichung kénnen wir mittels quadratischer Ergédnzung
16sen. Mit den Methoden von Aufgabe 4) findet man in diesem Falle aber leicht die
Faktorisierung 22 + 5z + 4 = (z + 1)(z +4) und damit 22 + 52 +4 =0 < x =
—1 V x = —4. Dies sind die Schnittstellen, also die z-Koordinaten der Schnitt-
punkte. Die y-Koordinaten bestimmt man, indem man die Schnittstellen in eine
der beiden Gleichungen (am besten die einfachere Geradengleichung y = x + 4)
einsetzt. Wir erhalten so die zwei Schnittpunkte P = (—1,—144) = (—1,3) und
Py, =(—4,-4+4) = (—4,0).

b) Hier dndert sich nur die Parabelgleichung zu y = (z + 2)? + 4 und die zu un-
tersuchende Gleichung fiir die Schnittstellen lautet nun (z +2)? +4 =1 +4 <
22 4 3z + 4 = 0. Mittels quadratischer Ergénzung stellt man fest, dass diese keine
Losung hat, es also auch keine Schnittpunkte gibt.

6) Wir gehen wie bei der vorangegangenen Aufgabe vor und bestimmen zunéchst Glei-
chungen fiir beide Parabeln. Dabei handelt es sich immer um Funktionsgleichungen
y = ..., so dass wir anschlielend durch ‘Gleichsetzen’ eine Gleichung mit einer Un-
bekannten z erhalten, die es zu l6sen gilt.

a) Die Gleichungen fiir P1: y = (x — 2)? — 1 und Pa: y = —22 + 9 fithren zur
Schnittstellengleichung

20 — 4 —6=0 <= 22 -20-3=0 < (z-3)(z+1)=0

und damit zu den beiden Losungen x; = —1 und z2 = 3. (Statt durch Faktorisie-
rung kann man diese Losungen auch mittels quadratischer Ergénzung ermitteln!)
Die y-Koordinaten der Schnittpunkte erhélt man durch Einsetzen der Schnittstellen
in eine der Parabelgleichungen: y; = —23 +9 = —-1+9 =8 und yo = —22 +9 = 0.
Die gesuchten Schnittpunkte sind P; = (—1,8) und P, = (3,0).

b) Parabelgleichungen: P; : y = 222 + 3x + 4 und Py : y = (z + 2)2 + 6.
Schnittstellen: 222 +31x+4 = (1 +2)2+6 < 22—2—-6=0 < (z—3)(x+2) =
0 <= z2=-2V z=3.
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Schnittpunkte: P; = (—2,6), P, = (3,31).

c) Parabelgleichungen: P; : y = (z — 3)? —4 und Py : y = (x — 2)2 + 5.
Schnittstellen: 22 — 6z +5 =22 — 40+ 9 < 2= -4 < = -2,
Nur ein Schnittpunkt: P = (—2,21).

d) Parabelgleichungen: Py : y = —(z — 2)2 +5 und Py : y = —(z — 2)? — 3.
Schnittstellen: —(z —2)2 4+ 5= —(z —2)2 -3 <= 5= 3.

Diese Gleichung hat keine Losung; es gibt also auch keine Schnittpunkte.

7) Zwei Normalparabeln mit gleicher Offnungsrichtung lassen sich durch Gleichungen
der Form y = a(z —x5)? +ys mit demselben a (= £1) beschreiben. Die Symmetrie-
achsen sind die Parallelen zur y-Achse durch den Scheitelpunkt, also die Geraden
mit der Gleichung x = xg. Sind nun die Scheitelpunkte der Parabeln S7 = (1, 91)
und Se = (x2,y2), so ergibt sich als Schnittstellengleichung

a(z—x1)’+y1 = alz—x2)° +yp <= —2az;-xtarity; = —2axe-v+aritys. (¥)

Man erkennt, dass die quadratischen Terme wegfallen und dies eine lineare Glei-
chung ist. Will man diese nun l6sen, so muss man ‘nach z auflosen’:

(+) == 2a(z1 —22) @ =a(@] —23) +y1 — V2. ()

Da a # 0 ist, kann man diese Gleichung genau dann nach x auflésen, wenn x; —
xo # 0, d. h. 1 # xo ist. Dies bedeutet, dass die Symmetrieachsen verschieden
sind. In diesem Falle erhélt man genau eine Schnittstelle und damit genau einen
Schnittpunkt.
Sind die Symmetrieachsen identisch, also x1 = x2, so reduziert sich die Gleichung
auf

(k%) = 0=y1 — 2.

Diese Gleichung enthilt die Variable x gar nicht mehr. Die Losungsmenge ist also
entweder ganz @ (L = @, wenn y; = y2) oder leer (I = (), wenn y; # yo ist). Im
Falle y; # yo existiert also kein Schnittpunkt. Im Falle y; = ys sind jedoch alle
Stellen Schnittstellen; die beiden Parabeln sind identisch!
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Ubungen (3)

1) a) Warum erweitert man den Zahlbereich @ der rationalen Zahlen zum Zahlbereich
R aller reellen Zahlen?
b) Was haben @) und R gemeinsam, was unterscheidet sie?
c) Geben Sie eine irrationale Zahl an. (Begriindung der Irrationalitét)

2) Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?
a) Jede periodische Dezimalzahl ist eine rationale Zahl.
b) Jede rationale Zahl ist als abbrechende oder periodische Dezimalzahl darstell-
bar.
c¢) Das Produkt zweier periodischer Dezimalzahlen ist wieder periodisch.
d) Das Produkt zweier abbrechender Dezimalzahlen ist eine abbrechende Dezimal-
zahl.
e) Das Produkt zweier irrationaler Zahlen ist irrational.
f) Jede Dezimalzahl ist eine rationale Zahl.

3) Ordnen Sie der Groe nach und berechnen Sie die Abstédnde zwischen den folgenden
vier Zahlen: 26/33, 0,78, 7/9, 0,78. Geben Sie die Ergebnisse als Dezimal-
zahlen an.

4) a) Stellen Sie als Dezimalzahl dar: 22/7, 17/330, 1009/33300.
b) Begriinden Sie ohne Rechnung, dass 5/7 # 0,7142857 ist.
c¢) Berechnen Sie Summe, Produkt, (beide) Differenzen und Quotienten von 0,010
und 0,0101. Stellen Sie das Ergebnis als Dezimalzahl dar. Kommen unter den Er-
gebnissen irrationale Zahlen vor?

5) Von zwei reellen Zahlen a,b € IR sind die folgenden Teile der Dezimalentwicklung
bekannt: @ = 12,01... und b = 2,11... .
a) Berechnen Sie a + b, a - b, und a — b mit groBtmoglicher Genauigkeit, d. h. ge-
ben Sie moglichst enge Intervalle an, in denen die Ergebnisse mit Sicherheit liegen
miissen.
b) Auf wie viele Stellen hinter dem Komma genau kénnen Sie die Ergebnisse ange-
ben?
c¢) Vergleichen Sie mit den Ergebnissen von 12,01+2,11;12,01-2,11 und 12,01 —2,11.
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Ubungen (3) — Lésungen

1) a) Man erweitert @), weil @ unvollstindig ist. Z. B. gibt es in @ keine Zahl, deren
Quadrat 2 ist.
b) In @ und R kann man dieselben Rechenoperationen (+, —, - und :) durchfiihren
und GroBenvergleiche anstellen (<). Dabei gelten in R alle GesetzméfBigkeiten, wie
wir sie fiir ) zusammengestellt haben.
Der entscheidende Unterschied besteht darin, dass IR im Gegensatz zu @ vollsténdig
ist: Jede Intervallschachtelung, d. h. Folge ineinanderliegender, beliebig eng werden-
der Intervalle enthélt in IR genau eine reelle Zahl.
¢) IR enthilt die positive Zahl v/2, deren Quadrat 2 ist. Diese gehort nicht zu @).
2) a), b) und d) sind wahr; c), e) und f) sind falsch.
Gegenbeispiele fiir ¢) und e): 0,428571 - 2,3 = % . g =1bzw. V2-V2 =2.
3) Bei genauerem Hinsehen erkennt man, dass zwei der Zahlen identisch sind: 0,78 =
78/99 = 26/33.
Weiter gilt 7/9 = 0,7 = 0,77. Damit liegen alle Zahlen als Dezimalzahlen vor und
man kann unmittelbar die Groflenvergleiche anstellen:

2 _ _ _ _
g =077 < 3—2 =0,78=0,7878 < 0,7888 = 0,78.

Zur Bestimmung der Abstidnde berechnet man die Differenzen zwischen den Zahlen.
(Dies ist hier direkt mit den Dezimalzahlen moglich, da keine Ubertriage auftreten.)

0,78 — 0,78 = 0,7888 — 0,78 78 = 0,00 10
26
0,78 = —= =0
’ 33

0,78 — 0,7 = 0,78 — 0,77 = 0,01

Man kann diese Differenzen auch bestimmen, indem man alle Zahlen in Briiche
umwandelt (warum ist dies moglich?), und dann die Differenzen berechnet.

22 1 -
4) a) — = 3+ - = 3,142857 ,
17 51 1 51 — —
330 990 10 99 ’ ’ ’
1009 3027 1 3027 1 30 1 —_ S
= = . = . —) = —-3,030 =0,03030.
33300 99900 100 999 100 3+ 999) 100 ’
b) Ein gekiirzter Bruch mit Nenner 7 stellt eine periodische Dezimalzahl dar, wobei
die Periodenlénge hochstens 7 — 1 = 6 sein kann. Die angebliche Darstellung fiir
5/7 hat aber die Periodenlénge 7.

¢) 0,010 = 10/999 und 0,0101 = 101/9990. Also
10 101 _ 100+101 _ 201

0,010 + 0,0101 = = = =0,0201
10+, 999 + 9990 9990 9990 0,0201,
S S 10-101 101
0,010-0,0101 = 0-10 = 0 = 1l 3
999-9990 999-999 998001
0,0101 - 0,010 =0,0101 — 0,0100 = 0,0 001,
— — 101 1 101 - 101
0,0101 : 0,010 = 01 10 _ 101-999 _ 10 =1,01.

©0990 © 999  9990-10 100
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Zur Berechnung der umgekehrten Differenz braucht man nur das Vorzeichen zu
dndern. Fiir den umgekehrten Quotienten erhélt man

Nun steht ‘nur’ noch die Umwandlung des Ergebnisses (101/998001) der Multipli-
kation in einen Dezimalbruch aus. Wir wissen zwar, dass dies einen periodischen
Dezimalbruch ergibt (der Nenner dieses gekiirzten Bruches enthélt Primfaktoren
verschieden von 2 und 5), und auch dass die Lénge der Periode hiéchstens 998000
sein kann. Dies sind aber trotz allem wohl keine ermutigenden Aussichten fiir eine
schriftliche Division.

Ich habe stattdessen ein kleines Programm geschrieben und einen Computer die-
se Rechnungen durchfiihren lassen. Das Ergebnis habe ich spafleshalber auf einem
gesonderten Blatt ausdrucken lassen. Die Periodenlinge ist 2997! Ein Protokoll
der zugehorigen Rechenschritte umfasst rund 130 Seiten. Dies ist nur auf Disket-
te verfiigbar. Gliicklicherweise betrug die Periodenlinge nicht 998000! Allein der
Ausdruck der Periode hitte iiber 300 Seiten umfasst! Man erkennt hier erneut, wie
schwierig es sein kann, mit unendlichen Dezimalzahlen zu arbeiten, und wieviel
unproblematischer ein Bruch ist. Solange man es also vermeiden kann, sollte man
nicht mit Dezimalzahlen arbeiten.

5) Aufgrund der Angaben iiber a und b wissen wir 12,01 < a < 12,02 und 2,11 < b <
2,12. Unter Verwendung der bekannten GesetzméfBigkeiten (hier der Regeln iiber
die Anordnung (T) und (M), siehe Abschnitt iiber rationale Zahlen, S. 10) erhélt
man 12,01 +2,11 < a+b < 12,02+ 2,12, und 12,01-2,11 < a-b < 12,02 - 2,12, also

1412 <a+b<14,14 und 25,3411 < a-b < 254824.

Die Differenz a — b fithrt man am besten auf die Addition zweier Zahlen zuriick: a —
b = a+ (—b), und schliefit dann wie oben, vorausgesetzt, man hat eine Abschditzung
fiir —b. Diese erhélt man aus der fiir b durch Multiplikation mit —1. Man muss aber
beachten, dass sich dabei die Ungleichungszeichen umkehren! Also: —2,11 > —b >
—2,12 bzw. —2,12 < —b < —2,11. Damit folgt dann (wie oben bei der Addition)

12,01 4 (—2,12) < a+ (=b) < 12,02+ (—2,11), also 9,89 <a—b < 9,91.

b) Man erhélt also Summe und Differenz bis auf eine Genauigkeit von 2/100, dies
bedeutet bei der Summe, dass das Ergebnis auf die erste Stelle hinter dem Komma
genau ist (14,1), wiahrend bei der Differenz die erste Stelle hinter dem Komma eine
8 oder 9 ist.

Beim Produkt ist die Genauigkeit viel geringer, der Abstand zwischen den Zahlen
25,4824 und 25,3411 betragt 0,1413! Das Ergebnis ist nur in den Vorkommastellen
genaul.

c) 12,01 + 2,11 und 12,01 — 2,11 sind abbrechende Dezimalzahlen, die von a + b
bzw. a — b um hochstens 2/100 abweichen, kénnen also als N#herungen dienen.
Beim Produkt ist jedoch Vorsicht geboten: Der Wert 12,01 -2,11 = 25,3411 erweckt
mit seinen 4 Stellen hinter dem Komma den (falschen) Eindruck einer Genauigkeit
auf 4 Stellen; wie wir oben gesehen haben, kann aber der Fehler sogar bis zu 0,1413
betragen! Nicht einmal die erste Stelle hinter dem Komma ist genau.
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Ergebnis: 0,00010120230340450560670780891001111221331441551661

77188199210221232243254265276287298309320331342353
36437538639740841943044145246347448549650751852954
05515625735845956066176286396506616726836947057167
27738749760771782793804815826837848859870881892903
91492593694795896998099200301402503604705806908009
11021131241351461571681791902012122232342452562672
78289300311322333344355366377388399410421432443454
465476487498509520563154255356457558659760861963064
16526636746856967077187297407517627737847958068178
28839850861872883894905916927938949960971982994005
01602703804906007108209310411512613714815917018119
22032142252362472582692802913023133243353463573683
79390401412423434445456467478489500511522533544555
56657758859961062163264365466567668769870972073174
27537647757867978088198308418528638748858969079189
29940951962973984996007018029040051062073084095106
117128139150161172183194205621622723824926027128229
33043153263373483593703813924034144254364474584694
80491502513524535546557568579590601612623634645656
66767868970071172273374475576677778879981082183284
38548658768878989099209319429539649759869980090200
31042053064075086097108119130141152163174185196207
21822924025126227328429530631732833935036137238339
44054164274384494604714824935045155265375485595705
81592603614625636647658669680691702713724735746757
76877979080181282383484585686787888990091192293394
49559669779890000110220330440550660770880991101211
32143154165176187198209220231242253264275286297308
31933034135236337438539640741842944045146247348449
550651752853955056157258359460561662763864966067 16
82693704715726737748759770781792803814825836847858
86988089190291392493594695796897999100201302403504
60570680790901011121231341451561671781892002112222
33244255266277288299310321332343354365376387398409
42043144245346447548649750851953054155256357458559
66076186296406516626736846957067177287397507617727
83794805816827838849860871882893904915926937948959
97098199300401502603704805907008109210311412513614
71581691801912022132242352462572682792903013123233
34345356367378389400411422433444455466477488499510
52153254355456557658759860962063164265366467568669
77087197307417527637747857968078188298408518628738
84895906917928939950961972983995006017028039050061
07208309410511612713814916017118219320421522623724
82592702812923033143253363473583693803914024134244
35446457468479490501512523534545556567578589600611
62263364465566667768869971072173274375476577678779
88098208318428538648758868979089199309419529639749
85997008019030041052063074085096107118129140151162
17318419520621722823925026127228329430531632733834
93603713823934044154264374484594704814925035145255
36547558569580591602613624635646657668679690701712
72373474575676777878980081182283384485586687788889
99109219329439549659769879990100210320430540650760
87098109120131142153164175186197208219230241252263
27428529630731832934035136237338439540641742843945
04614724834945055165275385495605715825936046156266
37648659670681692703714725736747758769780791802813
82483584685786887989090191292393494595696797899

Periodenlaenge: 2997

Vorperiode:

0



2d Mathematik (Kg) 22. Mirz 2010
Ubungen (4)

1) Es sei a eine reelle Zahl.
a) Unter welcher Bedingung an a ist v/a definiert? Wie lautet unter dieser Voraus-
setzung die Definition von y/a 7
b) Wie viele Lésungen hat die Gleichung 22 = a (iiber der Grundmenge IR)?. Geben
Sie die Losungsmenge an. (Beachten Sie alle Fille.)

2) Zeigen Sie auf der Grundlage der Deﬁnition
DVEVE-VE b)2VE-VE o vi- |l @2\

3) Berechnen Sie die folgenden Wurzelterme exakt, d. h. stellen Sle sie moglichst ein-
fach dar, ohne Wurzelterme im Nenner und mit moglichst kleinen Radikanden.

_ V5 VT
) VB VI2 = Vg ve

2 —

[ (V3+ V22 + (V3 - VB)? =

c) V42432 V42 -3 = d)

V3-v2
V3+V2

(\/8+x/T5+\/8—x/ﬁ)2=

4) Welche der nachfolgenden Gleichungen sind allgemeingiiltig (iiber ihrem Definiti-
onsbereich)? Korrigieren Sie die falschen darunter.

a) Va2 = a, b) (va)? = a, Vet =a-\a, d) Vb =ad,
e) Vat=a? ) (Va—Vbh(a+Vb)=a—b g VaZ+b? =a+b.

5) Losen Sie die nachfolgenden Gleichungen (iiber der Grundmenge R):

&

e)

a) 22 + 62+ 7 =0, b) z? —8x + 9 =0,
c) 1222 —4x — 1 =0, d) 42% — 142 +9 = 0,
e) 222 + x4+ 1 =0, f) 22 =53 -2+ 11 = 0.
6) Bestimmen Sie Definitions- und Losungsmenge der folgenden Gleichungen:
>4x—3 10 T b)w—2+x+2 5
a — = =
r—1 xz+4+2 2x+42’ r+2 x—2 ’
)453—3 10 6z a) 3T + 2 T+ 2
C — =

r—1 z+2 ax+2 r—2 3z-—2
7) Unter dem Goldenen Schnitt versteht man die Unterteilung einer Strecke in zwei
Abschnitte, so dass der groflere Abschnitt sich zur Gesamtlénge verhélt wie der klei-
nere Abschnitt zum gréfleren. Bestimmen Sie das Verhiéltnis des goldenen Schnitts.

8) Bestimmen Sie alle Schnittpunkte, die die Parabeln auf dem Skizzenblatt Normal-
parabeln (2) zu Ubungen (1) miteinander haben.
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2d Mathematik (Kg) 22. Mirz 2010
Ubungen (4) — Lésungen

1) a) v/a ist nur definiert fiir a > 0 (weil es fiir a < 0 keine reelle Zahl geben kann,
deren Quadrat a ist). Ist a > 0, so versteht man unter /a die reelle Zahl, die > 0
ist und quadriert a ergibt.

b) Fiir die Losungsmenge I der Gleichung x? = a iiber IR gilt:

{} falls a < 0,
L=< {0} falls a = 0,
{Va,—+/a} falls a > 0.

Die Anzahl der Losungen ist in den genannten Féllen 0 bzw. 1 bzw. 2. Fiir a > 0
kann man einheitlich sagen: L = {\/a, —+/a}, und die folgende, fiir die Losung
quadratischer Gleichungen fundamentale Aquivalenzumformung festhalten:

Fira>0gilt: |22 =a <= z=+va Vz=—Va (%)

2) a) Wir miissen zeigen, dass die linke Seite der Gleichung v/2-+/3 gleich /6 ist. Nun
ist die Zahl /6 durch Figenschaften definiert; wir miissen also zeigen, dass v/2-v/3
die Eigenschaften hat, durch die v/6 definiert ist. Wir miissen also zeigen, dass die
linke Seite eine Zahl ist, die 1. > 0 ist und 2. quadriert 6 ergibt.

Nun ist nach Definition v/2 > 0 und v/3 > 0, also (aufgrund unserer Rechengesetze
auch) V2 -4/3 > 0. Damit ist die erste Eigenschaft erfiillt.
Fiir 2. miissen wir die linke Seite quadrieren.

(V2-v3)2=(V2-v3)- (V2-vV3)=v2- V2 - V3-V3=2-3=6.

Damit ist auch die 2. Forderung erfiillt: Die linke Seite der behaupteten Gleichung
hat die Eigenschaften, durch die wir v/6 definiert haben, muss also die Zahl v/6
sein. (Es gibt nur eine Zahl mit diesen Eigenschaften!)

Diese hier sehr ausfiihrlich dargestellte Argumentation ist typisch fiir den Umgang
mit Zahlen, die nicht explizit als Dezimalzahlen angegeben sind, sondern durch Ei-
genschaften charakterisiert sind. Will man die Ubereinstimmung gewisser Zahlen
nachweisen, muss man in dieser Situation die definierenden Figenschaften nachwei-
sen! Wir iiben dies noch an den néchsten beiden Beispielen:

b) Wieder zeigen wir, dass die linke Seite eine Zahl ist, die die definierende Eigen-
schaft fiir die Zahl v/8 erfiillt, die also 1. > 0 ist und 2. quadriert 8 ergibt. Wegen
V2 > 0 gilt auch 2-v/2 > 0. Und ebenso einfach folgt (2v/2)? = 22-(v/2)? = 4.2 = 8.
c) Wieder ist die linke Seite eine Zahl > 0 und ihr Quadrat ist

1
VD=
Damit ist die Behauptung gezeigt.

144
d) Die linke Seite ist > 0 und ihr Quadrat ist o = 6.
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3) a) V6-v12 = V6-V6v2 =6v?2,
VhVTE L VBB 5 5 5
VBB B2 VB2 v

) V42 +32-1/42 —32 = /25 - T =57,
Fiir die beiden nédchsten Umformungen beachte man die dritte binomische Formel
(a—b)(a+b):a2—b2\:/7 3

o 2+ 2+ B

Vi@ veeive i 2tV
g VE-VE_(-VEWE-VE) _342-2BVE_ o

BV (BVa(B-va) 32 /
Beachten Sie bei den néchsten Umformungen auch noch die binomische Formel
(a+b)? = a® + 2ab + b*:
£) (V34+v2)2+ (V3-v2)2=(3+2V6+2) + (3 -2V6+2) =10,

g) (\/8+x/T5+\/8—x/ﬁ)2= (8+\/ﬁ)+2-\/8+\/ﬁ-\/8—\/ﬁ+(8—\/ﬁ)=
16+2-\/(8+x/T5)-(8—x/ﬁ):16+2\/64—15:16+2\/E:30.

4) a) Diese Formel ist falsch. Wir wiederholen die Uberlegungen aus dem Unterricht:
Wenn die behauptete Gleichung richtig sein soll, muss die rechte Seite (a) eine Zahl
sein, die 1. > 0 ist und 2. quadriert a®> (den Radikanden der linken Seite) ergibt.
Die 2. Forderung ist ganz offensichtlich erfiillt: Quadriert man a, so erh&lt man
natiirlich a?. Aber die 1. Forderung a > 0 braucht nicht erfiillt zu sein.

Damit ist die behauptete Gleichung nicht allgemeingiiltig; sie ist richtig fiir a > 0
und falsch fiir a < 0. Allgemeingiiltig wird die Gleichung in der Form

Va? =la .

b) ist definitionsgeméf richtig.
c) ist ebenfalls richtig: Da die Gleichung nur fiir a > 0 definiert ist, gilt a\/a > 0.
Zusammen mit (ay/a)? = a?(y/a)? = a3 ist dann c) bewiesen.
d) hingegen ist falsch, denn die Gleichung ist fiir alle a definiert, aber nur fiir die
nicht-negativen richtig (wie bei a)).
Entsprechend lautet die Korrektur: v/ab = |a®| = la)®.
e) ist richtig, da a? immer > 0 ist, so dass die Probleme von a) nicht auftreten.
f) ist richtig gem&f der dritten binomischen Formel.
g) 1st grob falsch!
5) a) 22 462+7=0 < z=-34+V9—7=—-3+V2 alsoL = {—3—v2, —3+2}.
b)a: —8r+9=0 << z=4++16— 9—4j:\/_ 7,also L = {4 — VT, 4+\/_}
1 1 1 1 1

1 1
1202 -4 —1=0 < 22— “0— — =0 = g =44/ — 4+ — =_+_
9 120" TR =5 Ve T2 "6 3
also ist L = {—3%,3}.

7 9 7 49 9 7 13
2 /
- — - = - = - — - — - = — :i: -
d)4a: 14a:+519 0 <:>1:1: 2x+ 0 <= =« + 16 6
= - - 1 - - = 1 .
also L = {- 4+ =13, Vv13}

)23:2+a:+1—0<:>x2+lx+l—0<:>a:——li 1.1
¢ o 2" T2 T 1 Vi 2
Da1—6—§ < 0 ist, gibt es keine Losung.
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f) Hier wird einige Standfestigkeit im Umgang mit Wurzeltermen bendtigt:

[75 1
2?2 —5V3-x411=0 < == \fi ——11— \/§i§\/31,

also]L:{%\/g-i—%\/?Tl,% 2\/7}
a) Der Definitionsbereich der Gleichung besteht aus allen reellen Zahlen verschieden
von 1 und —2, weil bei deren Einsetzung einer der Nenner 0 wiirde. Also D =
R\ {-2, +1}. Uber ID gelten die folgenden Aquivalenzen:
4o — 3 10 5z
t—1 z+2 z+2
<= 42° + 52— 6— 102+ 10 =52" =57 <= 2° =4 < z=+2

— 4z —-3)(x+2)—10(x — 1) = bz(x — 1)

Wegen —2 ¢ ID ist +2 die einzige Losung.
b) D =R\ {-2,+2}. Uber D gilt
r—2 x+2
x+2+x—2
= o —dr+44+ 2> +4r+4=>522—-20 < 322 =28

/2 2
— =4+ §:i2\/§:i§\/ﬁ.

Die Losungsmenge ist L = { %x/ﬁ, —%\/ﬁ}
c) Uber D =R\ {-2, +1} gilt:
4xr — 3 10 6z
r—1 x+2 x+2
= 42> + 50 -6 — 102+ 10=62" — 62 <= 22> —x—4=0

1 /1 /
<:>x2—§x—2—0<:):1:——:l: E+2——ﬂ: 1:|:\/ 33).

Die Gleichung hat die beiden Losungen —(1 +/33).
d) Uber D = R\ {2, 2} gilt
3r+2 x+2
r—2 3r—2
— 9 —4=27 -4 < 82° =0 < z=0.

=5 <= (—-2)(x—2)+(z+2)(xz+2) =5(z—-2)(z+2)

<— 4z —3)(z+2)—10(x — 1) =6x(z — 1)

— Bx+2)3z—-2)=(x+2)(z —2)

Die Gleichung hat nur die eine Losung 0.
Sei x der gesuchte groflere Anteil. Dann ist 1 — 2 der Anteil der kiirzeren Strecke
an der Gesamtstrecke. Die Forderung des goldenen Schnittes lautet dann

1—2z

xr =
T

Wir 16sen nun diese Bruchgleichung. Sie ist definiert fiir x # 0. Dafiir gilt dann

1—:1: 5
e ’=1-2 < 2°4+2-1=0

/1 /4 1
<:>a:_——i —+1_——i + ——+ —

Da das gesuchte Verhéltnis eine positive Zahl sein muss, ist das Verhéaltnis des

—1
~ 0, 618.

goldenen Schnitts
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8) Zunéchst lesen wir aus den Skizzen die Scheitelpunkte ab und erhalten damit fiir
die Parabeln die folgenden Gleichungen in Scheitelpunktsform (siehe die Losungen

zu Ubung (1), Aufgabe 1 b)):
P y=2x?
Py: y=—a?
Ps: y=(r—4)2-2
Py: y=—-ax2+4

y=—(z—5)°
y=(r—8)?-3
y=—(x+6)*+2
y=(x+7)?%*+1

Um die Schnittstellen (= z-Koordinaten der Schnittpunkte) dieser Parabeln mit-
einander zu bestimmen, muss man % = 28 Gleichungen l6sen. Die Schnittpunkte
erhilt man, indem man die gefundenen Schnittstellen in eine der beiden Parabel-
gleichungen einsetzt. Man erhilt so die Tabelle auf der folgenden Seite, in der jeweils

sdmtliche Schnittpunkte eingetragen sind.

2d Mathematik (Kg)
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Schnittpunkte der Normalparabeln (2) von Ubung (1):

Exakte Ergebnisse:

Py | Ps Py Ps Ps Pr Ps
P [0,0](E 2] (xv2,2) — S5 —- (-7, %)
| || —| G® | — %= -
P G ER | - | ch
Pan... T R e )
Par . BN O RS VT ) R—
Pon... . (IT ot
PO (=6,2); (=7,1)

Niherungswerte (zum Vergleich mit der Skizze):

P Ps3 Py Ps Ps Py Ps
Pin...|(0,0)|(1.75,3.0625)| (£1.414, 2) — (3.8125, 14.535) - (—3.57, 12.76)
Ponl... __ —— (2.5, —6.25) —— (—2.83, —8.03) —
Pin... —— [(5.366, —0.134); (3.634, —1.866)| (5.875,1.516) — (—1.636,29.77)
Pin... (2.9, —4.41) — (—3.167, —6.03) ——
Psn... - (—0.41, —29.26) -
PsN... —— (0.367,55.27)
PrN... (—6,2),(=7,1)




2d Mathematik (Kg) 15. April 2010
Ubungen (5)

1) Fiir welche Zahlen ¢ hat die quadratische Gleichung z2 + (¢ + 1)z + ¢ = 0 nur eine
Losung? Bestimmen Sie diese dann.

2) Zeigen Sie, dass jeweils die angegebene Zahl Losung der angegebenen Gleichung ist,
und bestimmen Sie (mit moglichst geringem Rechenaufwand) sdmtliche Losungen.
a) +1, 22 — 72+ 6 =0,
b) —4, 22 —2r —24=0,
) +3, 2*-—z+3=0,
d) +1, 222-2-1=0.
3) Zerlegen Sie die folgenden quadratischen Terme in Linearfaktoren:
a) x? — bx — 14, b) 2% + 4x + 8,
c) 22 +4x + 2, d) 222 + 2 — 1.
4) Losen Sie die folgenden Wurzelgleichungen:
a) Vbr —4 = 4x — 3,
b) V4x? + 4x = 2x + 2,
¢) Vix — 3+ bx =4,
d) V3r +4+V2r+2=Vz+2.

5) Losen Sie die Gleichungen
a) x3 —4x =0,
b) 7 = 725,
c) (x —3)(2? —4x —5) = 0,
d) 2* — 422 +4=0.

6) Mit einem Zaun von 150 m Linge soll ein rechteckiges Feld von 1400 m? Fliiche
eingezdunt werden. Wie sind die Mafle des Feldes zu wéahlen?

7) Bei welchen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen iibertrifft das Produkt ihre
Summe um 557

8) Vergroflert man die Kanten eines Wiirfels um 2 c¢cm, so vergroflert sich der Raum-
inhalt um 152 cm?®. Welche Kantenléinge hatte der gegebene Wiirfel?

9) Eine zweiziffrige Zahl hat die Quersumme 5. Vertauscht man die Ziffern und mul-
tipliziert die neue Zahl mit der urspriinglichen, so ist das Produkt um 560 grofier
als die urspriingliche Zahl. Um welche Zahl handelt es sich?

[Tip zum Ansatz: Ist = die Einerziffer und y die Zehnerziffer, so ist die gesuchte
Zahl 10y + z.]
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2d Mathematik (Kg) 15. April 2010

)

Ubungen (5) — Lésungen

1. Unter Verwendung der Diskriminante quadratischer Gleichungen schlie3t man
wie folgt: Die Gleichung hat genau dann nur eine Lésung, wenn die Diskriminante
D = 0 ist. Wir berechnen die Diskriminante

D=p?—4g=(c+1)?  —dc=c?+2c+1—4dc=c*—2c+1=(c—1)%.

Also gilt 0 = D = (c—1)? <= c= 1. Nur fiir ¢ = 1 hat die quadratische Gleichung
genau eine Losung. Die Gleichung lautet dann 22 + 22 +1 = 0, also (z +1)2 =0
und hat die einzige Losung x = —1.

2. Alternativ kann man so vorgehen: Man lose die gegebene Gleichung mit dem
Parameter ¢ und untersuche dann, wann sich nur eine Lésung ergibt.

1 1)2
P+ ct+Dz+c=0 < x:—c; + %—c.

Es gibt also nur eine Losung genau dann, wenn der Radikand = 0 ist:

(c+1)2

0=
4

—c <= 0=(c+1)? —4c.

Man rechnet nun wie oben weiter.

Dass die angegebenen Werte tatséchlich jeweils Losungen sind, iiberpriift man durch
Einsetzen. Die zweite Losung findet man mit dem Satz von Vieta: Ist 1 eine Losung
von z2 4 px + g = 0, so gilt fiir die zweite 129 = ¢ und 1 + 2 = —p. Aus jeder
dieser Gleichungen kann man x5 bestimmen.

a) Hier ist z1 - 9 = 6, also bei 21 = 1 folgt 9 = 6: L = {+1,+6}.

b) Hier ist 2 = x1 + z2 = —4 + z2, also wieder x5 = 6.

c) Hier ergibt sich 1 = z1 + 22 = 1y To, also xy = % In diesem Falle fallen die
beiden Losungen zusammen: I = {%}

d) Vorsicht! Die Gleichung ist nicht normiert. Nach Normierung (Division durch
den fithrenden Koeffizienten 2) ergibt sich p = —%, also % =x1+x3 =14+x2,d. h.
T = —%.

Die Uberlegungen zu dieser Aufgabe zeigen, dass bei Kenntnis einer Losung ei-
ner quadratischen Gleichung die zweite Losung leicht mit dem Satz von Vieta zu
bestimmen ist!

Wir bestimmen die Nullstellen der quadratischen Terme und entnehmen daraus
eine Faktorisierung.

a)2? —br—14=0 < z=32+,/2 4+ 14=2+ /2456 = 54 3 '4]50 sind die
beiden Nullstellen +7 und —2. Die Zerlegung folglich

2? — 5 —14=(z—T7)(z+2).

(Man tiberpriift durch Ausmultiplizieren leicht die Richtigkeit der gefundenen Fak-
torisierung.)
b) 2?2 +4r+8 =0 <= x = —2+ /4 — 8. Da der Radikand negativ ist, hat der
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quadratische Term keine Nullstellen. Dann besitzt er auch keine Faktorisierung in
Linearfaktoren.

c) 22 +4r4+2=0 < = —-2+4— 2= —24+/2. Mit diesen beiden Nullstellen
erhalten wir die Faktorisierung

P 4dr+2=(2—(-24+V2) (2 (-2-V2) = (¢ +2 - V2)(z +2+V2).

(Mit der dritten binomischen Regel iiberpriift man leicht die Richtigkeit der gefun-
denen Faktorisierung.)

d)20P+2-1=0 <= 2’ +30-1=0 <= z=—7+/&+5=—7+£32 Mit
den beiden Nullstellen % und —1 erhélt man eine Faktorisierung, zunéchst aber nur
fiir den normierten Term.:

1 1 1
2
—r—=-=(r—= 1).
i+ (x 2)(1’+ )
Um fiir den Ausgangsterm eine Faktorisierung zu bekommen, muss man nun noch
mit 2 multiplizieren:

2x2+x—1:2-(:1:2+%x—%)zQ-(m—%)(m+1)=(2:1:—1)(9c—|—1).

4) a) Der Definitionsbereich ist bestimmt durch 5z —4 > 0 <= 5z >4 <= z > %,
also D = [2, 00[. Uber DD gilt

Vir—4=42 -3 = br—4= 4z —3)> = 162> — 24z + 9

29 13
— 1622 —29x+13—0<:>x2——1'+——0
<:>:B—
\/32 \/322
e = — —<:> =1 = —
v 32 32 r=1Vvae 16

Beide gefundenen Werte gehoren zu ID, aber da das Quadrieren am Anfang keine
Aquivalenzumformung war, sind wir trotzdem nicht sicher, ob die gefundenen Wer-
te Losungen der Ausgangsgleichung sind. Wir setzen daher beide Werte ein und
stellen fest: Beide sind Losungen. (Bei diesem Einsetzen zeigt sich dann zugleich,
ob die Werte zum Definitionsbereich gehéren. Daher kann bei solchen Aufgaben die
Bestimmung des Definitionsbereiches am Anfang unterbleiben.)

b) Hier machen wir uns die obigen Uberlegungen zunutze und bestimmen den Defi-
nitionsbereich nicht. Uber dem (nicht bestimmten) Definitionsbereich D gelten die
folgenden logischen Beziehungen:

Va2 +dr =22+2 = 42’ +4x = (22 +2)  =42® + 8z + 4
— dr=—-4 <= r=-1.

Dies bedeutet, dass —1 die einzig mdgliche Losung der Ausgangsgleichung ist. Durch
Einsetzen stellen wir fest, dass —1 auch tatsdchlich Losung der Wurzelgleichung ist.
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c¢) Wir isolieren zunéchst den Wurzelterm auf einer Seite und quadrieren dann:

Vdr —3+bxr =4 < V4dr -3 =4 -5z
= 41 —3=16—40z + 252% < 252° —44x +19=0.

Diese letzte quadratische Gleichung hat die beiden Losungen +1 und %. Dies sind
die einzig moglichen Losungen der gegebenen Wurzelgleichung. Setzt man nun +1
in die linke Seite ein, so erhéilt man V4-1—-345-1=14+5=06+#4: +1 ist keine
Losung. Beim Einsetzen von 5= erhalt man

/ 76 75 1 19
4- ——3 - =-4+ —=4.
25 + 25 5 )

Also ist 19 die einzige Losung der gestellten Wurzelgleichung.
d) Hier mussen wir zweimal quadrieren, um die Wurzeln zu ‘beseitigen’. Unter
Beachtung binomischer Formeln erhalten wir

V3z+4+V2x +2=Vz +2

= Br+4)+2V3r+4V2r+2+ 20 +2)=2+2

— 2/(Bzx+4)(2x +2) = 4z —4

= /622 + 14z + 8= —2z — 2

— 622 +ldx+8 =42 +8x+4 < 22° +62+4=0

= 12 4+32+2=0 < (+2)(z+1)=0 <= 2=-2 V z=—1.

—1 erweist sich als Losung der gestellten Wurzelgleichung, widhrend man beim Ein-
setzen von —2 erkennt, dass dafiir die Wurzelterme auf der linken Seite nicht defi-
niert sind: —2 ist keine Losung der Wurzelgleichung.

5) a) Dies ist zwar keine quadratische, sondern eine sog. kubische Gleichung, aber
dennoch fiir Sie losbar, wenn man zuvor ausklammert:

23 —dr =0 <= 2(2® —4)=0.

Dieses Ausklammern ist immer dann sinnvoll, wenn die rechte Seite der Gleichung
0 ist. (Andernfalls nicht!) Man kann dann ndmlich weiterschlieBen: Ein Produkt ist
dann und nur dann 0, wenn einer der Faktoren 0 ist; in diesem Fall also:
r(z?—4)=0 < 2=0V 22 —-4=0
= =0V 2’=4 < =0V z =42,
Die Losungsmenge ist also L = {0, +2, —2}.

b) Dies ist eine Gleichung vom Grade 7. Wieder kann man durch Ausklammern die
Gleichung in zwei, dafiir aber einfachere Gleichungen aufspalten.

T 72" =0 <= 2°2*-7)=0

e PP =0V 22 -T7T=0 <= 2=0V x=+V7.

2 =710 —= =z

Also I = {0, —/7,++/7} im Falle b).
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c) Hier ist die notwendige Faktorisierung bereits vorgegeben. (Nicht ausmultiplizie-
ren!!)
(r—3)(2? —42-5)=0 <= -3=0V 22 —4x—-5=0
< =3V r=2£v4+5=2L3.
Also L = {—1,3,5} im Fall ¢).
d) Auch diese Gleichung kénnen Sie durch Faktorisieren 16sen, wenn Sie erkennen,

dass z* — 422 + 4 ein vollstindiges Binom ist: 2% — 422 4+ 4 = (22 — 2)2. Damit folgt
dann

2t =4 4 4=0 = (22 -2?=0 <= 22 -2=0 <= z==+V2.

Also ist L = {—ﬁ,—l—x/ﬁ}.

Ist x eine der Seitenldngen des Rechtecks, so hat die andere Kante die Lange 75—«
(da der Umfang 150 sein soll), und die Fléche ist dann z(75 — ) = 1400. Dies fiihrt
zu einer quadratischen Gleichung

75 — 2% = 1400 <= 2% — 75z + 1400 = 0 <= ngi (?)2—1400

75 /5625 — 5600 75 5

Es gibt zwei Losungen: x = 40 (mit anderer Seitenlénge 75 — 40 = 35) und x = 35
(mit der zweiten Seitenlénge 75 — 35 = 40). Die gesuchten Mafle des Feldes sind
also 35 mal 40 Meter.

Die gesuchte Zahl heifle . Dann muss gelten:

zx+1)=a+(x+1)+55.

Dies fiithrt zur Gleichung

1 1
x2+x:2x—|—56<:>x2—a:—56:0<:>:1::§:|: 5 +96
1 225 1 15
T 5 1 5 5 <— 7V x =28

Man erhélt die beiden Losungen 8 und —7. Damit gibt es fiir die gesuchten aufein-
anderfolgenden Zahlen zwei Moglichkeiten, zum einen 8 und 9 und zum andern —7
und —6.

Sei x die gesuchte Kantenlédnge des Wiirfels. Dann muss gelten

(x +2)° =2 +152.

Wir multiplizieren die linke Seite aus und erhalten (x+2)3 = (x4 2)(2? +4x+4) =
23 4 622 + 127 + 8. Wir 16sen nun die obige Gleichung:

22+ 622+ 120 +8=2%+152 < 622+ 120 — 144 =0 < 224+22-24=0
— z=—-14++/1+24=—-145 «— 2=4 V z=—6.
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Die Gleichung hat die beiden Losungen —6 und 4. Da die gesuchte Grofle x die
Kantenlénge eines Wiirfels sein soll, kommt nur = = 4 als Losung fiir das Aus-
gangsproblem in Frage: Die Kantenldnge des gegebenen Wiirfels war 4.

9) Sei x die Einerziffer, y die Zehnerziffer der Zahl. Dann ist die Zahl 10y + x. Es soll
gelten x +y = 5 und

(10y + x)(10z + y) = 10y + = + 560.
Setzt man y = 5—x in diese Gleichung ein, so erhélt man die quadratische Gleichung

(10-(5—z)+2)(10x+5—2z) =10 (5 — x) + = + 560
= (50 — 92)(92 + 5) = 50 — 9z + 560

46 40
— — 8122 +414x —360=0 <— 2°— —2+ — =0

9 9
23 (520 40 23 169 23 13

PENGANE NN i N
T 81 9 9 81 9 9

Die Losungen der quadratischen Gleichung sind also %O und 4. Da unsere gesuchte
Grofle x aber eine Ziffer sein soll, kommt als Losung fiir das gestellte Problem nur
x = 4 in Frage. Die zugehorige Zehnerziffer ist danny =5 — 2 =5—4 =1 und die
gesuchte Zahl lautet 14.
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2d Mathematik (Kg) 29. April 2010
Ubungen (6)

1) a) Wiederholen Sie Definition und fundamentale Gesetzméafigkeiten fiir Potenzen
mit natiirlichen Zahlen als Exponenten (Skript 1.c.).
Uberpriifen Sie Thre Kenntnisse an den folgenden Aufgabenteilen.

b) Zeigen Sie:
1\ 921 20 20 ) 421 20 41 2101 — 2100 1
1)2 -2 =2 N 11)4 —-2-4 =2 y 111) ng
c) Welche der folgenden Gleichungen sind allgemeingiiltig, welche nicht?

i) CLZ—!— b’ = (a+0b)° i) (—a%)® = (—ad)*
i) gy = ()" iv) [(—a)'} = [(—a)*)

2) a) Wiederholen Sie Definition und GesetzméfBigkeiten fiir Potenzen mit negativen
Exponenten (Skript 2.e.).
Uberpriifen Sie Ihre Kenntnisse an den folgenden Aufgabenteilen.
b) Berechnen Sie:

i) (2121 _ 2120) . (2—121 _|_ 2—120) — ii) (3135 _ 3133) . (3—133 _ 3—135) —
c) Welche der folgenden Gleichungen sind allgemeingiiltig und welche nicht?
1
: 3.13 _ ,—3.p-3 . 4y—3 _
i) ag.b—a b ii) (—a*) ——a?22
a ) a.s . 1 _ a<b
i) [z b (3) ’ v) a2 +b=2 a2+’

3) a) Welche der beiden Zahlen y, z ist grofler? Begriinden Sie Thre Antwort.
1
i)y =(99)°, =90, i)y =44 » =2 i) y= (g>(54)’ 2 =549
b) Welche der folgenden Gleichungen sind allgemeingiiltig und welche nicht?

i) a®<b?fir0<a<b, ii) (2)4>(2)3fﬁr0<a<1,
iii) a=* > a3 fiir 1 < a, iv) a7 < bi?’ fir 0 <b<a.
4) Berechnen Sie:
2 VB VBB W) (L o {0 B o YAt op
[ VI-Y3 g V6 Vel
5) Losen Sie:
a) = (@-1)° b) (xf1)2:(le)2 Vi =2 d)-s*-2=2+14

6) Berechnen Sie:

3 L 251 P
a) \/ V27, b) 493 - V/7, c) , d) v/2- V4.

)V Va2,  f)(Va?)", g

—_
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2d Mathematik (Kg) 29. April 2010
Ubungen (6) — Lésungen

1) a) Fiir natiirliche Zahlen k£ € IV und beliebige reelle Zahlen a € R definiert man
die k-te Potenz a* als Produkt aus k gleichen Faktoren a:

a =a-...-Qa.
——

k—mal

Daraus ergaben sich die fundamentalen Regeln (fir a € R, k,l € IN):

a* .ol = a" G bk = (e, (ab) = ot

b) 1) 221 _ 220 — 21+20 _ 220 —92. 220 _ 220 — (2 _ 1) . 220 — 220‘

i) 421 — 2420 = 4.420 —2.420 = (4 —2) . 420 = 2. (22)20 = 2. 240 — 241,
2101 _ 2100 2100 (2 )

2101 +2100 ~ 9100, (2_|_ )

1
iii) =73
c) i) ist falsch, denn (1 +1)% = 25 # 15 + 15 =2.

ii) falsch, denn: (—a?)? = (=1)3 - a3 = —a!? und (—a®)* = (-1)* - a®* = a!?.
eee . 11 . ,,1. .a _a2'a3_ 2 a3
iii) ist allgemeingiiltig, denn: iy (=)°.
iv) ist allgemeingiiltig, denn [(—a)?]® = [a?]® = a'? und [(—a)?]* = [-a3]* = a'.
2) a) Man definiert fira #0 [¢°=1 wund o %= ik
a
Dieser Ansatz ergibt sich aus der obigen Formel a” - a! = a**!. Setzt man darin
k = 0, so kommt man zur genannten Definition von a”, wihrend sich fiir [ = —k

die Definition fiir a=* ergibt. Der entscheidende Sachverhalt ist, dass bei diesen
erweiterten Definitionen die oben genannten fundamentalen GesetzméBigkeiten fiir
Potenzen fiir Basen a # 0 und beliebige Exponenten k € Z giiltig bleiben!

Es gilt dann insbesondere: | Fiir a # 0: a_l =qaF
a

3
b) 1) (2121 _ 2120) . (2—121 + 2—120) — 20 _ 2—1 + 21 _ 20 — 5

64
3135 o 3133 . 3—133 o 3—135 — 32 —1-1 3—2 _ =
i) ( )~ ( ) + -
c) i) ist nicht allgemeingiiltig, denn 23 : 13 =8 #£273.173 = %
_ 1 1 1
ii) ist allgemeingiiltig, denn (—a*)™2 = e =—5="%
iii) ist allgemeingiiltig, denn b2 (9)3 = i a_3 — a_3
gemeingiiltig, = m =
1 ab? a2b?

iv) ist ebenfalls allgemeingiiltig, denn p— @5 o —
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3) ai) z >y, denn wegen 81 = 92 < 9% ist y = (99)? = 93! < 909" = 2.
ii) y = 2, denn 4% = (22)* = 28 also y = 4147 = 4% = 922° = 2(2°) =

iii) 2 < y, denn aus 4° = 1024 > 5% = 625 folgt 547 > 56Y und damit z =
5 1 1 4
(—=4°) _ _— NG ) —

b) i) ist falsch fiir a = 3 und b = 4.

1
ii) ist allgemeingiiltig, denn 0 < a <1 = - >1 = (
a

Q|
S

1
iii) ist falsch fiir @ = 2, denn 27* = 16 und 27° =

iv) ist allgemeingiiltig, denn 0 < b <a = - > - = a ° = l %)3
a
3 3 3 4 8 434 3
4) a) V8- V5-v25=2-V5-52=2.5= 5= 5
4] 492 474_7 . B
e) /= (—4)3 + (2> = V64 —32= 5/3_ 2. )ff VB =2.
2

§) V16 V61— V2726 — Y310 _ 92 _

5) Bei dieser Aufgabe benutzen wir mehrfach, dass bei ungeradem Exponenten die
Potenzierung und das Radizieren (Wurzelzichen) uneingeschrinkt Aquivalenzum-
formungen sind.

a) Esist D = R\ {+1} und L = {3}, denn iiber D gilt

8
rx—1

=(r—-1? <= 8=(@2-1)°% <= 2=0-1 < =3,

b) Hier ist D = R\ {—1} und L = {—3,+1}, denn

4 (z +1) A

d) Es ist L = {—/8, +/8}, denn
Va2 =2 « 12 =2 =8 «— z=+V8.
d) Hier ist I = {—2}, denn
2P —2=0 114 = —16=22" <= 2’ =-8 — zr=V-8=-2.
6) a)ﬁ:%ﬁ)?’:ﬁ. b) 493 - /T =173 .75 =7T.
25% =7 5275 =55 = v/5.d) V2. ¥4 =25.25 =25F5 =218 = ({/2)'3.

\/? F—W ) (VR = ()% = (o)} = Va?

) Dieser Term ist nur definiert fur a > 0. Dafiir gilt dann:

3 2 1
a 2_ 1 1
= <a§*§)2 =a’z = ¥a.

OT
CAJ|>—‘ SN

é\
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2d Mathematik (Kg) 31. Mai 2010
Ubungen (7)

1) a) Skizzieren Sie grob die Graphen der Funktionen f1,..., fs gegeben durch

file) =2, folz) =a'?, f3(z) = (3)",
fa(x) =3%, f5(zx) =logsz(z) und fe(x) =37".

b) Welche Beziehungen bestehen zwischen den Graphen? Welche sind monoton
steigend, welche fallend?

2) a) Definieren Sie log,(x), den Logarithmus von z zur Basis a. Unter welchen Be-
dingungen an a und z ist er definiert?
b) Welche zweistelligen natiirlichen Zahlen haben einen ganzzahligen Logarithmus
zur Basis i)2 ii)3 iii)4 iv)5 wundv) 10?7
c) Welche zweistelligen natiirlichen Zahlen sind Potenzen von a mit ganzzahligen
Exponenten fiir a =2, 3, 4, 5, 107
d) Welche Werte haben die 10er-Logarithmen von 3-stelligen Zahlen? Welcher Zu-
sammenhang besteht zwischen 10er-Logarithmen und Stellenzahl?

3) a) Formulieren Sie die Rechengesetze fiir Logarithmen.
1 n 1
b) Begriinden Sie: loga(g) = —log,(b) und log,(Vb) = — - log, (b).
n
c¢) Berechnen Sie:
i) logy(v8), ii) 10g3(\7§)
iii) logyo(+/10000), iv) log, ((V2)72).

4) Zeigen Sie fir a,b > 1: log, (aloga(b)) = 1 und folgern Sie log, (b) - log,(a) = 1.

5) Losen Sie die folgenden Gleichungen:

a) 3" =8, b) (vV2)"t = (¥B)T, o200 =47, d) (5 =3n

6) Losen Sie die folgenden Gleichungen:

a) logy(z) = 3, b) logs(z) = %7 c) log,(0,25) = —1, d) loggs(z) = i-

7) Ein Gramm einer radioaktiven Substanz zerféllt so, dass nach der Zeit ¢ (in Stun-
den) noch 0,8" Gramm vorhanden sind. Wann sind nur noch 0,5 Gramm vorhan-
den?

8) Licht verliert beim Durchgang durch eine Glasscheibe 5% seiner Intensitét. Wie-
viele Glasplatten hat es durchlaufen, wenn es nur noch 25% seiner urspriinglichen
Helligkeit hat?

9) a) Berechnen Sie mit dem Taschenrechner:

lg(4-10'2), 1g(0,25 - 10712), 1g(2), log,(10), In(10).
b) Losen Sie mit Hilfe des Taschenrechners:
—lg(c) = 4,2, 4,2 —lg(c) = 14, lg(4z) = =5, logs(x) = 3, 5.
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2d Mathematik (Kg) 31. Mai 2010

Ubungen (7) — Lésungen

1) b) Die Funktionen f; und f; sind Umkehrfunktionen voneinander, also sind ihre

Graphen spiegelbildlich zueinander bzgl. der Winkelhalbierenden im I./III. Qua-
dranten. Dasselbe gilt fiir die Funktionen f; und f5. f3 und fg sind identische
Funktionen, denn f3(z) = (3)* = 37% = fg(x). SchlieBlich sind die Graphen von f4
und fs spiegelbildlich zueinander bzgl. der y-Achse, denn fg(z) = 377 = fy(—x).
Monoton steigend sind die Wurzelfunktion f5, die Exponentialfunktion f; und ihre
Umkehrfunktion f5 (weil deren Basis jeweils 3, also grofer als 1 ist); die Exponen-
tialfunktion f3 ist monoton fallend, weil die Basis kleiner als 1 ist. Die Funktion f;
ist insgesamt weder monoton fallend noch steigend; betrachtet man jedoch Teilin-
tervalle, so kann man genauer sagen: Uber dem Intervall | — 0o, 0] ist f; monoton
fallend, iiber [0, +oc[ monoton steigend.

a) Der Logarithmus log,(z) von = zur Basis a ist der Fzponent, mit dem man a
potenzieren muss, um x zu erhalten:

y =log,(x) < a¥ =ux.

Er ist definiert fiir a > 0, a # 1 und beliebige z > 0. Der Definitionsbereich einer
Logarithmusfunktion ist das Intervall |0, +oo[ aller positiven Zahlen.

b) 16, 32, 64, b)27, 81, «c¢) 16, 64, d) 25 undd) 10.

c) ist dieselbe Frage wie b) nur in anderer Formulierung: ‘Logarithmus’ ist im Grun-
de ein anderes Wort fiir ‘Exponent’ (siehe a)).

d) Dreistellige Zahlen z liegen zwischen 102 = 100 und 103 = 1000: 10?> < z <
103. Fiir die Logarithmen zur Basis 10 bedeutet dies (wegen der Monotonie!)
log;(10?) < log;o(z) < log;((10%) <= 2 < log;o(z) < 3; der Logarithmus
hat eine 2 vor dem Komma. Nimmt man also vom 10er-Logarithmus einer natiirli-
chen Zahl den ‘ganzen Anteil’ (die Zahl vor dem Komma) und erhéht ihn um 1, so
erhélt man die Stellenzahl.

a) Da log, die Umkehrung der Exponentialfunktion zur Basis a ist, erhélt man aus
den bekannten Potenzgesetzen a® - a¥ = a**¥ und (a*)” = a"* die Logarithmenre-
geln (fir 1 # a > 0, b,c > 0 und r € R beliebig)

log, (b - c) =log,(b) +log,(c), log,(b") =1 -log,(b).

b) Nach dem zweiten in a) formulierten Rechengesetz gilt fiir 1 # a > 0, b > 0:

1 " 1
loga(g) = loga(b_l) == loga(b> und loga( \/l_)) = loga(bl/n) = E ’ loga(b) :

. 1 1 1
) 1) log(VB) = logs (8%) = & -log,(2%) = 2 -3 = &
i) logy(Y9) = 1 - logy(3%) = 2 = 1

iii) log;,(v/10000) = % - log;((10%) = %,
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4) Es ist nach Definition des Logarithmus a'°%«(®) = b, also
log, (a'*8+(")) = log, (b) = 1.

Andererseits kann man die linke Seite nach den Rechengesetzen fiir den Logarith-
mus berechnen und erhélt

logy (a'°%(")) = log, (b) - log, (a).

Beide Formeln zusammen ergeben die zweite der behaupteten Gleichungen.

5) a) 371 = 81=3% | logs(...)
= r—-1=4
— T =9
L ={5}

b) (V2)"+t = (V8)" | logy(...)
= (z+1) logy(vV2) = 2 -log,y(VB)
— (x+1)- 5 = -5 -logy(8) |8
— dr +4 = 3x
< xr = —4

L ={-4}

c) 2(2%) = 4w = 2 | logy(...)
= 22 = zlogy(4) =2z
— 22-22 =0
— z(x—-2) =0
— z=0Vxr=2
L ={0,2}

d) (5)7 =37 | logs(...)
— (—x+1)-10g3(%) =z
=  (—z+1)-(-1) ==
= r—1=z | +zx
— -1 =20

L =0={}

6) Man beachte die Definitionsbereiche: In a), b) und d) tritt die gesuchte Grofle x
jeweils als Argument einer Logarithmusfunktion auf; diese sind nur fiir positive
Zahlen definiert, also gilt fiir diese drei Félle ID = {x € R |z > 0} = 0; 00]:

a) logy(r) =3 = z=2°=8 : L =/{8},
1 1
b) logg(x):?<:>x237:\7/§: L= {V3},
1
d) log25(x):Z —= =251 =5"2=V5: L={V5}.

In ¢) tritt = als Basis einer Logarithmusfunktion auf, also ist hier der Definitions-
bereich D ={z € R |z >0Axz # 1}:

1 1
log,(0,25) = =1 <= 0,25 =2"' < (= = =4 L={4}.
xr
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7) Gesucht ist die Zeit ¢ mit 0,8" = 0,5. Auch ohne Taschenrechner kann man eine
gute Niherung wie folgt bestimmen: 0,8 = 8 - 1071, also 0,82 = 82-1072 = 0, 64,
0,8 =83.10"3 =2%.10"3 = 512- 1072 = 0,512. Nach 3 Stunden ist also noch
geringfiigig mehr als die Hilfte vorhanden. Die gesuchte Halbwertzeit diirfte also
etwas grofler als 3 Stunden sein.

Losung der Gleichung 0, 8" = 0, 5 mit Hilfe des dekadischen Logarithmus log,, = lg:

1g(0,5)

0,8°=0,5 < 1g(0,8") =18(0,5) = 1-1g(0,8) =1g(0,5) = 1= oy

Dieser Losungswert fiir ¢ ist mit dem Taschenrechner berechenbar:

_ —0,3010299995
= -0,096910013 77

und bestétigt unsere obige Abschéitzung.

8) Bei jedem Durchgang durch eine Glasplatte reduziert sich die Intensitét I des Lich-
tes auf 95%, also wird pro Platte die Intensitdt mit dem Faktor ¢ = 0,95 multi-
pliziert. Die Intensitdt I(n) nach dem Durchgang durch n Platten betrdgt also
I(n) = 0,95". Gesucht ist nun die Zahl n, fiir die die Intensitét 0,25 ist.

log(0, 25)
0,25 =0,95" <= log(0,25) =log(0,95%) =z -10g(0,95) <= = ———=
und der Taschenrechner liefert (mit log = lg)

L~ —0,602059991
~-0,022276394

27,03

Bei 27 Platten ist also die Intensitét noch grofer als 25% und bei 28 bereits kleiner.
9) a) lg(4-10'?) ~ 12, 60206, 1g(0,25 - 10712) ~ —12, 60206.

(Beachten Sie, dass 0,25 - 10712 der Kehrwert von 4 - 10'2 ist!)

1g(2) ~ 0,30103, log,(10) =1g(10)/1g(2) = 1/1g(2) ~ 3,32193, In(10) ~ 2, 30259.

b) —lg(c) =4,2 <= lg(c) = —4,2 <= c=10"%? ~6,30957- 1077,

4,2 —1g(c) = 14 <= lg(c) = —9,8 += c=10"28 ~ 1,58489 - 10710,

lg(dz) = =5 <= 4z =10"° < z=1-107°=2,5-1075 = 0,0000025,

logs(z) = 3,5 <= x =3%5 =33.32 = 27/3 ~ 46, 76537.

2d Mathematik (Kg) 4 Ubungen (7) — Losungen



2d Mathematik (Kg) 24. Juni 2010

1)

Ubungen (8)

Ein radioaktives Pridparat aus Strontium 90 zerfillt ungefihr nach dem Gesetz
m(t) = mg - 0,9753" (fiir die Zeit t gemessen in Jahren).

a) Wieviel Prozent der Anfangsmasse mg sind in 10 [50;100] Jahren zerfallen?

b) Bestimmen Sie die Halbwertszeit ¢t von Strontium 90.

¢) Stellen Sie m(t) in der Form a-2~% dar. Welche Bedeutung haben die Parameter
a und b?

Das Element U232 zerféllt mit der Halbwertszeit ¢ty = 71,7 Jahre.
a) Bestimmen Sie den Anteil des noch nicht zerfallenen Urans als Funktion der Zeit

t (gemessen in Jahren).
b) Innerhalb welcher Zeit sind 10% [20%;30%;40%;50%)] des Urans zerfallen?

Ein Medikament sei im menschlichen Kérper 6 Stunden nach der Einnahme zur
Halfte abgebaut.

a) Bestimmen Sie die Zerfallsfunktion m(¢) bei einer Ausgangsmenge my.

b) In welchen zeitlichen Abstéinden und in welcher Menge ist das Medikament ein-
zunehmen, wenn im Korper ein Mindestniveau von 0,8m aufrechterhalten werden
soll?

Eine Bakterienkultur wéchst exponentiell. Innerhalb von 48 Stunden hat sich die
Zahl der Individuen von 5000 auf 100000 vermehrt.

a) Bestimmen Sie die Zahl der Bakterien N als Funktion der Zeit ¢ (in Stunden)
(wir nehmen ungehindertes Wachstum an).

b) In welcher Zeit hat sich die anfingliche Zahl der Bakterien verdoppelt? In welcher
Zeit hat sich die Zahl auf das 4-fache bzw. 16-fache vergroflert?

Die Bevolkerung des Staates A wachse jiahrlich um 0,9% und habe von Anfang 1995
bis Anfang 2000 um 3 Millionen zugenommen.

a) Stellen Sie die Wachstumsfunktion auf. Wie gro war die Bevolkerungszahl in
den Jahren 1995 und 20007

b) Die Bevolkerung des Landes B betrégt im Jahre 2000 81 Millionen und wéchst
halb so stark wie die des Landes A. Wann haben beide Staaten gleich viel Einwoh-
ner?

Der Luftdruck nimmt mit zunehmender Hohe ab, und zwar bei einem Aufstieg
von 1000m um (etwa) 12% (konstante Temperatur unterstellt). Auf Meereshéhe
herrsche der Luftdruck pg = 1013 hPa.

a) Wie hoch ist der Luftdruck in einer Hoéhe von 100m [2km; 8 km)] {iber dem
Meeresspiegel ?

b) In welcher Hohe ist der Luftdruck auf die Hélfte gefallen?
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Ubungen (8) — Lésungen
1) a) Der Anteil des zerfallenen Préparates ist

mo — m(t) —1-0.9753¢
mo ’ ’

Wir berechnen diesen Wert fiir die angegebenen t-Werte:
1-0,97531 =0,2213, 1-0,9753°° =0,7136, 1—0,9753'%° =0,918.

Also sind nach 10 [50;100] Jahren 22,13% [ 71,36% ; 91,8%] des Materials zerfallen.
b) Die Halbwertszeit ¢ ist charakterisiert durch

m(t+tyg) 1 . 1 log 0,5
SN T e 09783 = D = g = 2 =927 71.
m(t) 2 ’ 2 7™ 10g0,9753 ’

Die Halbwertszeit betriagt also 27,7 Jahre.
c) Wir setzen an:

mt) =a-2"F < mgy-09753  =a-277 .
Fiir t = 0 ergibt sich mo = a und fiir ¢t # 0 ergibt sich dann

¢ t —log 2
09753t =275 <= t-10g09753 = —- -log2 <— b= ——2>"_ =927 71.
’ ’ 08 Y, p 08 log0.9753 "

Die Bedeutung der Konstanten a in f(t) = a-27% ist klar: @ = f(0) ist der
Startwert. Dagegen ist b die Halbwertszeit, denn

t+b

s

fit+0b) 277 4 1
= Z = 2 = —.
f(t) 278
2) a) Fiir die Zerfallsfunktion m(t) = mg - a* gilt nach Definition der Halbwertszeit
1
L_mltn) _ att = q=2"1tn = 2=1/TL7 ~ (,990379
2 mo

b) Der Anteil des noch nicht zerfallenen Urans nach ¢ Jahren betrégt daher

m(t)
mo

— 2—t/tH — 2—t/71,7 )

Wenn 10% zerfallen, also 90% noch vorhanden sind, muss gelten

t —71,7
0,0 =210/t — 10g0,9 = ——2 .log2 <= tig= —
ty log 2

-log0,9 ~ 10,9.
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Entsprechend erhélt man fiir 20% [30% ; 40% | Zerfall die Zeiten

—71,7

too = —— -log 0,8 = 23,08,
log 2
—71,7

t30 = . 10g0,7 ~ 36,89,
log 2
—71,7

tao = . 10g0,6 ~ 52,84,
log 2

wahrend t59 = 71,7 nichts anderes ist als die vorgegebene Halbwertszeit.
3) a) Die Halbwertszeit betrigt 6 (Stunden), also gilt fiir die Zeit ¢ (in Stunden) ab
Einnahme des Medikamentes

s a1 91/

V2

m(t) =mg-a’ mit af =

DN | =

und damit .
m(t) =mg-275.

b) Wir bestimmen zunichst die Zeit, in der der Medikamentenpegel auf 80% ab-
sinkt:

08=2"5 = t=

-log 0,8 ~ 1,93
10g2 ogu, )

Nach etwa 2 Stunden muss also der Medikamentenpegel wieder auf mg angehoben
werden, d.h. 20% von m( eingenommen werden.
4) a) Die Bakterienanzahl nach ¢ Stunden betréagt

N(t) = NO : at .
Laut Vorgabe gilt Ny = 5000 und N (48) = 100000, also

a*® = N](\;B) =920 < a=20"* ~1,0644.
0

b) Als Verdopplungszeit T' erhalten wir so

_log2: log 2 ~ 1111

T'e—= 1T= -
loga  451og20

2=a

Nach der Zeit 2T =~ 22,21 hat sich die Bakterienzahl erneut verdoppelt, ist ins-
gesamt also auf 4Ny gestiegen. In weiteren 27T =~ 22,21 Stunden wéchst die Zahl
erneut auf das 4-fache, insgesamt ist also in der Zeit 4T ~ 44,42 die Bakterienzahl
auf 16- Ny gewachsen. In der vierfachen Verdopplungszeit 47" wéchst N (t) mit dem
Faktor 2% = 16.

5) Essei Na(t) die Bevolkerungszahl des Staates A nach ¢ Jahren (ab 1995 gerechnet).
Also gilt

Na(t) = Na(0) - 1,009

und es gilt

3-106

108 = NA(5)—N4(0) = N4(0)-(1,009°—1 Na0) = 15095 =1
3.10 A(B)=Na(0) = Na(0)-(1,009°~1) <= Na(0) 1,0095 — 1

~ 65,5-10° .
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Die Bevolkerungszahl im Jahr 1995 betrug also 65,5 Millionen, im Jahr 2000 folglich
68,5 Millionen.
b) Fiir die Bevolkerungszahl Np(t) des Landes B gilt (bei gleicher Bedeutung von
t):

Ng(t) = Np(0) - 1,0045"

mit Np(5) = 81-10°. Also
81-10° = Np(5) = Np(0) - 1,0045° = Np(0) = 81-10°-1,0045"° ~ 79,2 - 10°.
Insgesamt also

Np(t) = 81-10°-1,0045"° ~ 79,2 - 10° - 1,0045" .

Zur Beantwortung der Frage miissen wir also die folgende Gleichung l6sen:

3
:N 71 t: ]_]_ 4 t—5
Na(t) = Np(t) <= goor—7 1009 =81+ 1,0045
3
— log(——+— tlog 1,009 =1 1 —5)log 1,004
og(170095_1)+ og 1, 0g 81 + (t — 5)log 1,0045

L log 81 — 5log 1,0045 — log 3 + log(1,009° — 1)
N log 1,009 — log 1,0045

~ 42,57

Also etwa im Laufe des Jahres 1995 + 42 = 2037 werden beide Staaten die gleiche
Bevolkerungszahl haben.

6) a) Es sei p(h) der Luftdruck in der Héhe h (gemessen in km) iiber dem Meeres-
spiegel. Dann gilt gem&fl den Vorgaben

p(h) = po - 0,88"
und man erhélt fiir den Luftdruck in 100 m Hohe
p(0,1) = 1013 - 0,88%! ~ 1000 hPa.
Fiir 2 und 8 km Ho6he ergibt sich entsprechend
p(2) = po - 0,88% ~ 784,47, p(8) = po - 0,88°% ~ 364,31 .
b) Eine Halbierung des Luftdruckes ergibt sich in der Hohe h (gemessen in km),
mit

1

—log?
5= 088" — h= 982 <54,

log 0,88

also etwa 5400 m iiber dem Meeresspiegel.
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