6L1 Mathematik (Kg) Name: Ehrke, Schmidt, Scheder

Projekt 1 9. Februar 2010
Aufgabenstellung:

Ein Pharmaunternehmen produziert ein Medikament in unterschiedlichen Wirkstoffdosie-
rungen, das in Tablettenform verabreicht wird. Der zeitliche Verlauf der Wirkstoffkonzen-
tration im Blut eines Patienten kann in den ersten 24 Stunden nach Einnahme einer Tablette
ndherungsweise durch die Funktionenschar f,(t)=a-t- e 2P te[0;24], a> 0, beschrie-
ben werden. Dabei wird die Zeit t in Stunden seit der Einnahme und die Wirkstoffkonzen-
tration f,(t) im Blut in Milligramm pro Liter (mg/1) gemessen; die Hohe der Wirkstoffdo-

sierung wird durch den Parameter a berticksichtigt.
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a) Die obenstehende Abbildung zeigt einen zeitlichen Verlauf, bei dem die Wirkstoffkon-
zentration im Blut des Patienten vier Stunden nach der Einnahme den Wert von 10,3 mg/l
erreicht.

Berechnen Sie den Parameter a der Funktion f,, die diesen zeitlichen Verlauf model-
liert, und die Hohe der Wirkstoffkonzentration zum Zeitpunkt t =24 . (5 Punkte)
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b) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktionen f, in Abhdngigkeit von a und
zeigen Sie, dass die Funktion f, unabhdngig vom Parameter a an der Stelle t =4 ein
absolutes Maximum besitzt. Interpretieren Sie die Ergebnisse im Sachzusammenhang.

Um eine schidliche Wirkung des Medikaments zu vermeiden, darf eine Wirkstoffkon-
zentration von 18 mg/l nicht Giberschritten werden.

Ermitteln Sie die Dosishéhe a, ab der eine schddliche Wirkung des Medikaments eintritt.
(13 Punkte)

c) Weisen Sie nach, dass die Wirkstoffkonzentration fiir jede Dosishéhe a zum Zeitpunkt
t =8 am stdrksten abnimmt. (10 Punkte)

Im Folgenden soll die Funktion f|, mit fj,(t)=10-¢- e 2 te[0; 24], betrachtet werden.

d) Zeigen Sie durch Integration, dass die Funktion F; mit F,(t) =40-(—t—4)- e %" eine
Stammfunktion von f;, ist.
Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von k die mittlere Wirkstoffkonzentration m(k) in den
ersten k Stunden nach der Einnahme des Medikaments und berechnen Sie m(12).
(12 Punkte)

e) Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion {,, fiir t — oo . Interpretieren Sie das Er-
gebnis im Hinblick auf den langfristigen Abbau des Wirkstoffs.

Fiir t > 24 soll der zeitliche Verlauf der Wirkstoffkonzentration durch eine lineare
Funktion g beschrieben werden.

Bestimmen Sie eine Gleichung der linearen Funktion g so, dass die zusammengesetzte

. . fioO fir0<st<24 ) ) .
Funktion h mit h(t) = ) an der Stelle t =24 differenzierbar ist.
g(t) fir t > 24
Berechnen Sie fiir diese Modellierung den Zeitpunkt, zu dem das Medikament im Blut
vollstdndig abgebaut ist. (10 Punkte)
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Lésung:

a) Wir 16sen die Gleichung

~10,3e
4

~

10,3 =fu(4) =4da-e ! <= a

und berechnen damit

10,3e

1 22479 =6185~0,42.

fa(24) =

Bei einer Wirkstoffdosierung von a ~ 7 betriagt nach 24 Stunden die Wirkstoftkonzen-
tration 0,42 %&.
b) Wir berechnen die erste Ableitung:

a

i) = ae”"® 4 at - e (—0,25) = i (4—t)e 7.

INES

Da a und der Exponentialfaktor stets positiv ist, wird das Vorzeichen von f! allein von
dem linearen Faktor 4 — ¢ bestimmt, also

frt) >0 = 4>t, flt)<0 < 4<t.

Damit ist die Funktion f, (deren Definitionsbereich auf [0, 24] eingeschriankt wurde) im
Intervall [0, 4] streng monoton steigend, im Intervall [4,24[ streng monoton fallend und
hat folglich bei 4 ein ( das absolute) Maximum. Der Maximalwert betréigt fq(4) = 4.
Um den Maximalwert von 18 %2 nicht zu iibersteigen, muss gelten

4 18
18 = a< 2~ 12,23,
e 4
Die Wirkstoffdosierung darf den Wert a ~ 12,23 nicht iibersteigen.
c) Die stiérkste Abnahme der Wirkstoffkonzentration ist an der Stelle des (negativen)
Minimums der ersten Ableitung, also an einer Wendestelle von f:

JU0) = G+ (4= t)e

1 a
(=2
Damit hat f! bei t = 8 einen VZW von — zu +, also f/ dort ein Minimum. Da dort
der Anstieg f!(8) < 0 ist (die Wendestelle liegt hinter dem absoluten Maximum), liegt
dort die stdirkste Abnahme der Wirkstoftkonzentration vor.

d) Wir bestimmen eine Stammfunktion durch partielle Integration:

NN
NN

(t—8)e 41 =0 <= t=38.

b

NS

b b
/aflo(t)dt:/ai%e\—j/dt:[mt.e—

t t b
- [—40te—z 140 e h - (—4)}

a

.(—4)} —/b 10 - (—4)e™ 7 dt

a

b
.
Damit ist die angegebene Funktion als Stammfunktion gefunden.

Der Mittelwert der Funktion fig ist der durchschnittliche Anstieg der Stammfunktion
Fip im angegebenen Bereich:

NES

- [40(—t ~ 4)e”

' - - -
m(k) = %/0 Fro(t) dt = F10tk) - F10(0) _ 4O(k+4])€e +160
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Fiir £ = 12 ergibt sich

160 — 640e3
12

und damit eine mittlere Wirkstoffkonzentration wahrend der ersten 12 Stunden in Hohe

von 10,68 =&.

e) Nach der Regel von de I’'Hospital dominiert der Exponentialfaktor in f1o9 den linearen

Vorfaktor, so dass insgesamt folgt

m(12) = ~ 10,68

lim 10te™1 = 0.

t—o0
Dies bedeutet, dass langfristig die Wirkstoffkonzentration unter jeden positiven Wert
sinkt, aber im Modell nie ganz auf Null absinkt.
Damit die zusammengesetzte Funktion bei t = 24 differenzierbar ist, muss gelten

f10(24) = g(24) (Stetigkeit) und  f1,(24) = ¢'(24) (Differenzierbarkeit) .

Da g linear sein soll, bedeutet dies, dass g die Tangentenfunktion von f1y an der Stelle
24 sein muss. Also

g(t) = f10(24) + f15(24) - (t — 24) = 240e~® — 50e75(t — 24) = 1440e° — 50e .
Die Nullstelle dieser linearen Funktion ist
gt)=0 < 144 =5t — t =2838.

Damit ist in dieser Modellierung der Wirkstoff nach 28,8 Tagen vollstdndig abgebaut.
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6L1 Mathematik (Kg) Name: Droge, Kronke, Fallah

Projekt 2 9. Februar 2010

Aufgabenstellung:
Zwei Radsportler setzen zur Belastungskontrolle withrend des Trainings Pulsmessgeriite
ein, die die momentane Herzfrequenz der Sportler anzeigen und aufzeichnen. Die aus den
ermittelten Werten erstellten Herzfrequenzkurven eines 10-miniitigen Trainingsabschnitts
konnen annéhernd durch die Graphen der Funktionen g mit

g(t)=0,5 =675 +21-t+120, 0<t<10, und h mit

h(©)=0,5--7,5-> +24-t+120, 0=t <10,
dargestellt werden (siehe Abbildung). Dabei wird die Zeit t in Minuten (min) seit Beginn
des Trainingsabschnitts (t = 0) und die Herzfrequenz in Schligen pro Minute (S/min) an-

gegeben.

80 +

40T

20

a) Der Trainer hatte den Sportlern vorgegeben, ihre Herzfrequenz wihrend des Trainings-
abschnitts zwischen 100 S/min und 160 S/min zu halten.

Untersuchen Sie rechnerisch, ob die Vorgaben des Trainers eingehalten wurden.
(11 Punkte)
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b) Untersuchen Sie, ob die Zeitpunkte, zu denen die Herzfrequenzen der beiden Sportler
wdhrend des Trainingsabschnitts jeweils am stdrksten abgenommen haben, iiberein-
stimmen. (9 Punkte)

¢) Ermitteln Sie die mittlere Herzfrequenz des 1. Sportlers in den ersten k Minuten des
Trainingsabschnitts und berechnen Sie diesen Wert fiir k=10 (8 Punkte)

Die Funktionen g und h gehoren zur Funktionenschar f, mit
f()=0,5-15-(a+1)-t* +6-a-t+120,t € IR,a> 0,

die im Folgenden betrachtet wird. Es gilt g(t) =f;5(t) und h(t) = f,(¢) .

d) Untersuchen Sie den Graphen der Funktion f, in Abhdngigkeit vom Parameter a auf

[£

Extrempunkte.

Begriinden Sie, dass alle Funktionen [, mit a = 5— eine Nullstelle im Intervall [2;10]

O | o

besitzen und somit ftir eine Beschreibung von Herzfrequenzwerten nicht geeignet sind.
(12 Punkte)

e) Zeigen Sie, dass sich die Graphen aller Funktionen f, der Funktionenschar in genau
zwei Punkten S,;(0]120) und S,(4128) schneiden.
Ermitteln Sie den Inhalt A(aq,; a,) der Fléiche, die die Graphen zweier Funktionen

fo, und f,, . ay <a,, der Funktionenschar einschliefen.

Berechnen Sie die Mafzahl der Fliche, die die Funktionen f; 5 und f, einschlieken und

interpretieren Sie das Ergebnis im obenstehenden Sachzusammenhang. (10 Punkte)
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Lésung:
a) Wir bestimmen zunéchst die lokalen Extrema beider Funktionen:

gt) =152 =135t +21 =0 <= 0=t> -9t +14=(t —2)(t —7) (Vieta)
= t=2V t=7,
B(t) =15t =15t +24 =0 <= 0=1>— 10t + 16 = (t — 2)(t — 8)
— t=2V t=8.

Da die Ableitungen quadratische Funktionen mit zwei verschiedenen Nullstellen sind,
sind diese einfach, also mit VZW. Also haben g und h an den entsprechenden Stellen
Extremstellen. Da g und h schliellich steigen (¢ und A’ haben positiven fiihrenden
Koeffizienten), liegt bei 2 jeweils ein Maximum, wihrend bei 7 bzw. 8 ein Minimum
liegt. Die Maximalwerte sind

g(2) =4—-27+42+120=139, h(2)=4—30+ 48+ 120 = 142,
wahrend die Minimalwerte
g(7) =107,75, h(8) =88

betragen. Der letzte Wert zeigt, dass fiir den Sportler mit der Kurve h der untere Wert
zu niedrig ist.

Fiir g sind die Extremwerte im zul&ssigen Bereich, aber man muss aulerdem die Rand-
werte beriicksichtigen: ¢(0) = 120 und ¢(10) = 500 — 675 + 210 + 120 = 155. Fiir den
Sportler mit der Herzfrequenzkurve g werden die Vorgaben eingehalten.

b) Die stéirkste Abnahme der Herzfrequenz erfolgt an der Stelle des absoluten Minimums
der Ableitungen mit negativem Ableitungswert, also an der (einzigen) Wendestelle der
(kubischen) Funktionen:

g't)=3t-135=0 < t=45, h'(t)=3t—-15=0 < t=5.

Die beiden Stellen sind offenbar verschieden! [Da die Wendestellen hinter dem jeweiligen
Hoch- und vor dem Tiefpunkt liegt, muss dort der Anstieg negativ und minimal sein.
Da es die einzige Extremstelle der Ableitung ist, liegt dort ein absolutes Minimum.]

c¢) Die mittlere Herzfrequenz im Bereich 0 bis k ist

1 [k 1 21 k
- / g(t)dt = - [0,125754 — 2,253 + 7# +120¢t| = 0,125k — 2,25k2 + 10,5k + 120
0 0

und fiir £ = 10 erhélt man als mittlere Herzfrequenz im 10-miniitigen Trainingsabschnitt
125 Schlége pro Minute.
d) Wir berechnen die Ableitung von f, und bestimmen ihre Nullstellen:

i) =152 =3(a+1)t+6a =0 < 0=1t>—2(a+1)t+4a = (t—2)(t—2a) (Vieta).

Damit hat f] die Nullstellen 2 und 2a (verschieden, einfach, mit VZW fiir a # 1) bzw. die
doppelte Nullstelle 2 (ohne VZW fiir a = 1). Mit f,(2) = 4—6a—6+12a+120 = 118+6a
und f,(2a) = 4a® — 6a® — 6a? + 124 + 120 = —2a® + 6a? + 120 erhalten wir

a #1 = f, hat die Extrempunkte (2,118 + 6a), (2a, —2a® + 6a* 4 120)
a=1 = f, hat den Sattelpunkt (2,124)
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Diese Ergebnisse bestéitigen fiir a = 3,5 bzw. a = 4 die Resultate in a) fiir g bzw. h. Wir
bestimmen noch die Art der Extremstellen. Da f, positiven fithrenden Koeffizienten hat,
ist die grofite Extremstelle eine Minimal-, die andere Extremstelle eine Maximalstelle.
Dies ergibt folgende Fille:

a>1 = (2,118 4 6a) Hochpunkt, (2a, —2a® + 6a* + 120) Tiefpunkt von f, ,
a<1 = (2a,—2a>®+ 6a® + 120) Hochpunkt, (2,118 4 6a) Tiefpunkt von f, .

Wir untersuchen die Vorzeichen von f,(t) an den Réndern:
fa(2) =6a+118 >0, f,(10) = 500 — 150a — 150 4+ 60a + 120 = 470 — 90a .

Als stetige Funktion muss f, jedenfalls dann eine Nullstelle im Bereich [2,10] haben,
wenn f,(10) < 0 ist, und dies bedeutet

47
fa(10) S0 <= 470 - 900 <0 <= - <a.

Dies ist die im Text angegebene Schranke a > 5%.
e) Wir berechnen die Schnittstellen zweier verschiedener Funktionen (a # b):

fa(t) = fo(t) <= —1,5(a + 1)t* + 6at = —1,5(b+ 1)t* + 6bt
— 1,5(b—a)t’? +6(a—b)t=0 :1,5(b—a) #0

= 0=t —4dt=1t(t—4) <= t=0V t=4

Mit f,(0) = 120 und f,(4) = 128 ergeben sich die beiden angegebenen Schnittpunkte.
Da es nur zwei Schnittstellen gibt, ist nur ein Flachenstiick zu berechnen. Wir berechnen
die Fldche durch Integration der Differenzfunktion von Schnittstelle zu Schnittstelle. Es
ist fo(t) — fo(t) = 1,5(b — a)t? + 6(a — b)t und eine Stammfunktion damit F(t) =
0,5(b — a)t3 + 3(a — b)t? = (b — a)t?(0,5t — 3). Also:

/0 (fult) — fo(t))dt = F(4) — F(0) = —16(b — a).

Die gesuchte Fliche ist der Betrag dieses Integrals, also (bei b > a) A = 16(b — a). Fiir
b =4 und a = 3,5 ergibt sich als Fliche A = 8.

Die Funktionen f, geben die Herzfrequenz in Schldgen pro Minute an. Das Integral
ist ein Grenzwert von Produktsummen, also von Herzfrequenz mal Zeit, und damit
die Gesamtzahl der Herzschldge im betrachteten Intervall. Da die berechnete Flache
zwischen den beiden Kurven liegt, gibt der Wert den Unterschied der Herzschége beider
Sportler wiahrend der ersten 4 Minute an; er betriagt nur 8 Schlége.
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6L1 Mathematik (Kg) Name: Sturm, Schneider, Stehle

Projekt 3 9. Februar 2010

Aufgabenstellung:

Gegeben sind die Funktionen f, mit f,(x)=(x+a)-e™™, a=0.

Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f; sowie den Graphen ihrer Ableitungs-
funktion f; .

Ay

¢

A

1 12—

Abbildung

a) Untersuchen Sie den Graphen der Funktion f, in Abhdngigkeit von a auf Schnittpunkte
mit den Koordinatenachsen und Extrempunkte.

Ermitteln Sie das Verhalten von f, fiir x — +oo.
[Zur Kontrolle: f/(x)=(-x+1—a)-e™*]
(11 Punkte)
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b) Zeigen Sie, dass die Graphen von f, und f, genau einen Schnittpunkt S, haben, und
berechnen Sie seine Koordinaten in Abhdngigkeit von a.
Geben Sie die Gleichung der Funktion g an, auf deren Graph alle Schnittpunkte S, liegen.
Bestimmen Sie den Wert von a, fiir den sich die Graphen von f, und f] rechtwinklig

schneiden.
[Zur Kontrolle: S_(0,5—a|0,5-¢*™)] (14 Punkte)

X

Im Folgenden werden die Funktionen f; mit f,(x)=(x+1)-e™ und f] mit f{(x)=—x-e”

betrachtet, deren Graphen in der Abbildung auf Seite 1 dargestellt sind.

c) Die Parallele zur y-Achse mit x =u, u =0, schneidet den Graphen von f, im Punkt
P, (u]f,(u)) und den Graphen von f; im Punkt Q, (u|f/(w)).
Die Punkte P, und Q, bilden mit dem Schnittpunkt S,(~0,5]0,5-e"°) der Graphen von
f, und f; das Dreieck S,Q,P,.

Bestimmen Sie u 20 so, dass der Fldcheninhalt A(u) dieses Dreiecks maximal wird.

[Zur Kontrolle: A(u)=(u’ +u+0,25)-e™] (12 Punkte)

d) Die Graphen von f, und f; schlieRen mit der Parallelen zur y-Achse mit x=u, u>0,

ein Flachenstiick ein.
Ermitteln Sie den Inhalt dieses Fldchenstiicks in Abhdngigkeit von u.

Priifen Sie, ob fiir u — +eo das nach rechts unbegrenzte Fldchenstlick einen endlichen
Fldcheninhalt besitzt. (13 Punkte)
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Lésung:
a) Schnittpunkt mit der y-Achse ist (0,a), denn f,(0) = a. Einziger Schnittpunkt mit
der x-Achse ist (—a,0), denn —a ist die (einzige) Nullstelle des Linearfaktors und der
Exponentialfaktor ist stets positiv.
Zur Bestimmung der Extremstellen berechnen wir die Ableitung mit der Produkt- und
Kettenregel:

fol@)=e"+(xta)e” (1) =" (-z—a+1).

Auch die Ableitung hat nur eine Nullstelle: x = 1 — a. Sie wechselt dort ihr Vorzeichen
von + zu — (Linearfaktor fillt), also hat f, bei 1 — a seine (einzige) Extremstelle, und
zwar eine Maximalstelle. Der Hochpunkt ist H = (1 — a,e®™1).

Es gilt nach dem Satz von de I’'Hospital

w+azo

lim (z +a)e”* = lim
T— 00 r—oo et

b) Schnittstellen von f, und f’:
folt)=[fl(t) <= (z4+a)e " =(—x—a+1)e™™ |-e#0
1
= rt+a=-r—-a+1 & 20=1-2a < T=5-0.

Es gibt nur einen Schnittpunkt S, = (%
offenbar alle die Gleichung y = %e‘x.
Rechnerische Bestimmung der Ortskurve der S,:
1 1 . 1 a—1 1 _
= — — = - — = — = —€
r=5-a <~ a 5% y=ge 5

- a, %e“_%) (wie angegeben). Diese erfiillen

Alle Schnittpunkte S, liegen also auf dem Graphen der Funktion g(z) = Le~%.

Zwei Graphen schneiden sich rechtwinklig, wenn ihre Tangenten an der Schnittstelle
orthogonal zueinander sind und dies ist der Fall, wenn das Produkt der Anstiege —1 ist:

1

fuly =) £l —a) =1,

Esist fI(3 —a) = e*~z (siche S,). Wir berechnen

1
2

ffty=—e"4+(—z—a+De ™ (-1)=e " (x+a—-2),

1 3 )
IAC T N S
Also
1 1 1 1 3 1 3
-1 :fé(i —a)- fC’L’(5 —a) = §ea—5 . <_§ LeT3) = _Z€2a—1
— 4 4 1+Ind—1In3
€2a—1:§ < 2a—1:1n(§) P — a:¥%0764

c) (Skizze!) Der Schnittpunkt beider Graphen ist S; = (—3, %e%). Das beschriebene

Dreieck ist rechtwinklig, hat die ‘Grundseite’ fi(u) — f{(u) und die ‘Hohe’ u + 3, also
die Flache
1 1 1

Aw) = St 5) - (alw) = ) = 3+ ) Qut De™ = (ut )%™,
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Wir untersuchen die Funktion A(u) fiir u > 0 auf Extrema.

A'(u) = 2(u + 1) e+ (u+ 1)2 e " (1)

2 2
1 1 1.3
= —u, — 2 — _ — _ _ —U .
et )@t 3)) = (ut D)5 —u)e
Fiir Vorzeichen und Nullstellen von A’(u) ist nur der Polynomfaktor entscheidend, seine
Nullstellen sind ablesbar: u = —% (nicht im zuléssigen Bereich) und u = % Hier liegt

auch tatséchlich ein lokales Maximum vor, da der Polynomfaktor schliellich negativ ist,
A also schliellich fallt. Da dies das einzige Extremum im betrachteten Bereich u > 0
ist, liegt dort das absolute Maximum vor.

Der maximale Flicheninhalt des Dreiecks wird bei v = % erreicht und betrigt dann
Amaz = A3) = 4e72 ~0,89.

d) Zur Berechnung des Fliacheninhaltes benétigt man eine Stammfunktion fiir f1 — fj
bzw. (da fi eine Stammfunktion von f] ist) nur eine Stammfunktion fiir f;. Diese
bestimmt man mittels partieller Integration:

bf1<:c) dx = b(:c+1)&—j/ dz = [(:E—i—l)(—e_””)y;— b(—e_””)dx
a a S=—~— a

u(x) v’ ()

[~ @rner -] = [~ @+ 2]

a

b

a

Damit ist Fy(x) = —(x 4+ 2)e™" eine Stammfunktion von fi.
Da sich beide Graphen nur einmal schneiden, und zwar bei = —%, und danach f;(z) >
fi(x) gilt, ist die gesuchte Fliache das folgenden Integral:

u

[ @ - fi@ydr = [~ @+ De7 = @+ 0] =~ 2k,

|

1
2

Fiir u — oo konvergiert der erste Summand —% gegen 0 (Regel von de I’'Hospital,
Exponentialfaktor dominiert den Polynomterm) und man erhélt den endlichen Grenz-

wert

[ =g =i [ G = i (= Qa3 2e) =2y 33,

1
2
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6L1 Mathematik (Kg) Name: Wieben, Schmolke, Bresler

Projekt 4 9. Februar 2010

Aufgabenstellung:

Gegeben sind die Funktionen f, mit f,(x) =2x-(0,5-a-Inx), ae R \{ 0}.

Die Abbildung zeigt die Graphen der Funktionen f; und f, mit den Funktionsgleichungen
fi(x)=2x-(0,5-Inx) und f_,(x)=2x-(0,5+1nx).

(Die Aufgabenstellungen der Teilaufgaben a), b) und c) kénnen statt fir f, und f_, auch
allgemein fiir f,, ae R \{O} , bearbeitet werden.)

‘_ (%)

2.0 1
1.5
1.07

0.57

-0.5

-0.5~

a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich und das Verhalten der Funktionen f, und

f., an den Rdndern des Definitionsbereichs an.

Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktionen f, und f . (11 Punkte)
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b) Untersuchen Sie die Graphen der Funktionen f, und f, auf Extrem- und Wendepunkte

und geben Sie, falls méglich, deren Koordinaten an. (13 Punkte)

¢) Bestimmen Sie durch Integration eine Stammfunktion der Funktionen f, undf,.

[Zur Kontrolle: F,(x) = 0,5x%-(1+a—-2a-1nx)] (6 Punkte)

d) Die Graphen der Funktionen f; und f, begrenzen mit der x-Achse zwischen den Ach-

senschnittpunkten T und R (siehe Abbildung auf Seite 1) ein Flachenstiick.
Der Inhalt dieses Flachenstiicks kann anndhernd durch den Flacheninhalt des Dreiecks
mit den Eckpunkten T, R und S (S ist Schnittpunkt der Graphen von f; und f, ) bestimmt

werden.

Bestimmen Sie die prozentuale Abweichung des Fldcheninhalts der Dreiecksfldche vom

Inhalt des oben beschriebenen Fldchenstiicks. (10 Punkte)

e) Der Punkt P (u]|f (u)) mit O<u< e’” auf dem Graphen der Funktion f, bestimmt zu-
sammen mit dem Koordinatenursprung O(0|0) und dem Punkt Q,(—u|f,(u)) ein

Dreieck P,OQ, . Dieses Dreieck bildet die Querschnittsflache eines geraden Kreiskegels

mit Kegelspitze O.

Zeigen Sie, dass durch V(u) = % - (u® =2-u® - Inu) das Volumen V(u) des Kreiskegels

bestimmt wird. Ermitteln Sie den Wert von u (0 < u < e"), fiir den das Kegelvolumen

maximal wird. (10 Punkte)
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Lésung:
a) Wegen des Terms Inx sind die Funktionen f, nur fiir z > 0 definiert. Es gilt

xlin;o fa(z) = xlin;o 2z (0,5 —a-lnx) =

{ —oo falls a > 0,
+o0o falls a < 0.

Fiir den linken Definitionsrand benutzen wir lim, ,oxlnxz = 0 (de I'Hospital) und
erhalten insgesamt (unabhéingig von a)

lim fo(z) = limz —2alim xlnz =0.
z—0 z—0 z—0

Uber dem Definitionsbereiche ]0, co[ wird z nie 0, also

1

1
fao(x) =0 <= 05 —alnzr =0 < ln:v:2— = r=e2.
a

Fiir a = %1 ergeben sich die Ndherungswerte:

Nullstelle von f;: ez = /e ~ 1,65,

Nullstelle von f_q: o3 =

b) Berechnung der Ableitungen (mit Produktregel):

fi(z) =2(0,5 —alnx) —I—2£U(—%) =1-2alnz — 2a,

a

2a

7 .

f a <$ ) - T

Damit hat f! keine Nullstellen (Zahler konstant # 0) und f, folglich keine Wendepunk-
te. Das Vorzeichen von f!(x) ist entgegensetzt zum Vorzeichen von a.

1 1

fi(z) =0 < 2alnzx=1-2a < Inz = 2——1 = r=e2 !,
a

Beide Nullstellen von f/ sind Extremstellen, da f!/ keine Nullstellen hat. Genauer: Wenn

a > 0 ist, ist f”(z) < 0 (fiir alle z), also die Extremstelle eza~! eine Maximalstelle,

wéhrend fiir a < 0 eine Minimalstelle vorliegt.

Berechnung der Extremwerte:

1 1 1 1
faleza™) =2e2a1(0,5 — a - (% — 1) =e2 ! . 2q.

Die Extrempunkte von f; und f_; sind folglich:

1 2
H =(—,—) ~ (0,61:1,21) fi
1 ( 67 \/E) ( 0L, 1, ) ur f17
T 1= —1 —2 ~ (0,22; — 0.,45) fi
—1_< 637_\/6—3)’\‘(7 y T YUy ) urf—1~
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c) Mittels partieller Integration erhalten wir

/ fa(:c)d:v:/ 2z -(0,5—alnzx) = [w2(0,5—aln:r:)} —/ :c2~(—g)dx
b b o — b x
u'(@) v(z)
2 a?qe 2 ¢
- [:c (05 —alnz) +a- 7L - [0,5:(; (1—2aln:r;+a)}b

Also erhélt man die angegebene Stammfunktion Fj,.
d) Das Dreieck hat die Breite xg — z7, d. i. der Abstand der Nullstellen von f; und

f-1. Gemé$ a) ist dies €3 —e73 = 6\;51 ~ 1,04.

Die Hohe des Dreiecks ist die y-Koordinate des Schnittpunktes der Graphen von f; und
f-1:

filz) =fo1(z) <= 4dzlnzr=0 <= =1 (wegenz >0).
Damit ist die Hohe des Dreiecks f;(1) = 1 und die Dreiecksfléche

Loe—1 1 ost
2 e T

Das von den Graphen ‘krummlinig’ begrenzte ‘Dreieck’ hat den Flécheninhalt

Arst =

A= /xT f_1<$) dx —|—/1 f1<$) dr = F_1<1) — F_1<6_5) —|—F1(65) —F1<1)
1

— — _1. — [ —— . — 1 — . —i E_ ~
=0-05¢" - (1-1+2-(=5)) +05e- (2-2-5) =05-2= o+ 5 — 1 ~0,543.

Die relative (prozentuale) Abweichung beider Fléichen betrégt nur

|A— Agsr| _ 0,022
A 0,543

~ 4,05% .

e) (Skizze!) Der Radius der Bodenfléche des Kreiskegels ist u, die Hohe ist f1 (u). Damit
ist das Kegelvolumen

V(w = -m-u?- fi(u) = %~2u3 (0,5 —Inu) = % d(1—2Inw) .

Wl

Wir berechnen die Ableitung (mit der Produktregel)
/ T 2 3 2 ™ 9 1 1
Vi(u) = 5(3u (1-2lnu)+u’-(—=)) = 3u (1-6lnu) =0 < lnu= g T u=ed.

u

An dieser Nullstelle von V' liegt ein VZW von + zu — vor, da 1 — 6 In u streng monoton
fallt, also hat V' (u) dort ein lokales Extremum. Da dies die einzige Extremstelle von V' (u)
im Definitionsbereich |0, e%] ist, hat das Kegelvolumen dort seinen absolut groiten Wert.
Das maximale Kegelvolumen betrigt

1_27T

(1-2- )= Ve~ 115,

=

Vinazr = V(e%) = e

T
3
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6L1 Mathematik (Kg)
Projekt 5

Aufgabenstellung

Gegeben ist eine Schar von
Funktionen f. durch

ﬂ(x)=2k-x-e—4x2,
ke R,k+#0.

Die Graphen von f, und f, sind
in Abbildung 1 dargestellt.

Name: Miiller, Glanck, Maschlanka

10T

05T

9. Februar 2010

f
f

05 1.0 1

Abbildung 1

a) (1) Weisen Sie nach, dass die Graphen von f, punktsymmetrisch zum Ursprung sind,

und untersuchen Sie ihr Unendlichkeitsverhalten.

(2) Berechnen Sie die Schnittpunkte der Graphen von f, mit den Koordinatenachsen.

Zeigen Sie, dass die Hoch- bzw. Tiefpunkte der Graphen von f_ fiir alle ke R,

k #0, jeweils auf einer Parallelen zur y-Achse liegen.

(3) Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass die Graphen von f, je drei Wende-

punkte besitzen.

[Zur Kontrolle: f(x) = (2 k—16 k- x2)~e‘4x2 ]

6L1 Mathematik (Kg)

17

(23 Punkte)

9. Februar 2010



b) (1)

(2)

o) (1)
2

6L1 Mathematik (Kg)

Die Gerade x =v mit v >0 schneidet die

x-Achse im Punkt Vund den Graphen der P E

Funktion f, in W, . Mit dem Ursprung O // \\\ EWL

als weiterem Eckpunkt ergibt sich ein // \\ ‘

Dreieck OVW, (siehe Abbildung 2). //} \\\
Ermitteln Sie fiir k >0 den Wert von v, / | \\\\“\\
fiir den der Fldcheninhalt des Dreiecks /10 iV X

Abbildung 2
OVW, maximal ist. Berechnen Sie diesen

maximalen Fldcheninhalt.
Gegeben sind nun zwei Vertreter f, und f, der Funktionenschar.

Weisen Sie nach, dass die Graphen von f, und [, zueinander achsensymmetrisch
sind. Die Symmetrieachse ist dabei die x-Achse.
Begriinden Sie anhand dieser Symmetrie, dass auch fiir k <0 der Fldcheninhalt

des Dreiecks OVW,_ fiir das gleiche v wie in (1) maximal ist. (17 Punkte)

k Ay
Zeigen Sie, dass durch F (x) = —Z~e"'" eine Stammfunktion von f, gegeben ist.

Weisen Sie nach, dass die Fldche zwischen den Graphen von f; und f, tiber jedem

Intervall [0;s], s€ R*, genau so grof ist wie die Fldche zwischen dem Graphen

von f; und der x-Achse tiber diesem Intervall. (10 Punkte)
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Lésung:

a) (1) Es ist fo(—z) = 2k - (—z) - e 42" = 2k . 2. %" = fi(2) fiir alle z; die
Funktion f; ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung. Nach der Regel von de
I’Hospital gilt fiir beide Grenziibergénge

. A2 . 2kx
lim 2kze % = lim =5 =
T—Fo00 T—Fo00 645'7

Die x-Achse ist fiir beide Grenziibergénge Asymptote.

(2) fr hat nur die Nullstelle 0, da der Exponentialfaktor stets positiv ist. Damit ist
(0,0) der einzige Schnittpunkt mit den beiden Achsen.

Wir berechnen die Ableitung mit Produkt- und Kettenregel:

() = 2ke= 4" 4 2kze™ 4" . (—8z) = 2ke 47" . (1 — 822).
k

Die Nullstellen von f; sind die Nullstellen des quadratischen Faktors 1 — 822, also

T = i\/g . Da diese verschieden sind, dndert der quadratische Faktor dort sein Vorzei-

chen und f; hat an diesen Stellen Extrema. Da die Extremstellen unabhéngig von k

sind, liegen alle Extrema auf zwei Parallelen zur y-Achse (mit den Gleichungen x = %

bzw. x = —\/g).

[Anmerkung: Die behauptete Aussage ist schérfer, aber auch falsch! Sie besagt, dass
alle Hochpunkte auf einer Parallelen zur y-Achse und alle Tiefpunkte auch auf einer
Parallelen zur y-Achse liegen. Aber die Art der Extrema héngt vom Vorzeichen von k

8
Vorzeichen von + zu — und f; hat daher dort ein Maximum, wiahrend die Minima bei

ab: Fiir & > 0 hat f;(x) dasselbe Vorzeichen wie 1 — 822, &indert also bei —l—\/I sein

—\/g liegen. Fiir k < 0 ist die Situation genau umgekehrt. Die Hochpunkte liegen also

zu einer Halfte (kK > 0) auf einer und zur zweiten Hailfte (k < 0) auf einer anderen
Parallelen zur y-Achse.

In den Losungskizzen dieser Abituraufgabe ist auch nur die oben begriindete Aussage
iiber die Extrempunkte insgesamt hergeleitet.]

(3) fr ist punktsymmetrisch, also ist 0 eine Wendestelle. Aulerdem ist die x-Achse
Asymptote fiir x — oo, daher muss sich nach der letzten Extremstelle (egal ob Ma-
ximum oder Minimum) die Kriimmung dndern, damit sich der Graph an die x-Achse
anschmiegen kann. Wegen der Symmetrie gibt es insgesamt mindestens 3 Wendepunkte.

b) (1) Das Dreieck hat die Breite v und die Héhe fi(v), also den Flidcheninhalt (wegen
k> 0)

AWw) = Jo- fil) = ke%e "
Die Ableitung dieser Zielfunktion ist
A'(v) = 2kve—4v? + kvZe 4" . (—8v) = ke 4" . (2v — 8v3) = 2ke 4" co(1 — 40?).
Die Nullstellen von A’(v) sind die Nullstellen des kubischen Faktors 0 und £31. Da diese
alle verschieden sind, sind sie einfach und A hat an allen Stellen Extrema. Im Bereich

v > 0 gibt es nur ein Extremum. Dieses ist ein Maximum, da A’ schliellich negativ ist
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(fithrender Koeffizient des kubischen Terms ist negativ, alle anderen Faktoren positiv)
und A daher schliellich féllt. Bei v = % ergibt sich das Dreieck mit dem absolut grofiten
Flédchenwert (da es das einzige Extremum im Bereich v > 0 ist). Der grofite Flachenwert

1st
1 E k

Ama:c:A_:_' = -

G=1° &

(2) Die Spiegelung an der z-Achse erfolgt durch den Ubergang y — —y. Wegen f_(z) =
—2ke™4*" = —f;(x) sind die beiden Graphen spiegelbildlich zueinander bzgl. der -
Achse.

Bei dieser Spiegelung gehen auch die entsprechenden Dreiecke ineinander {iber, da sie
rechtwinklig sind mit einer Kathete auf der Spiegelachse, haben also stets denselben
Flécheninhalt. Der Maximalwert ist folglich auch derselbe.

c) (1) Wir leiten ab geméfl der Kettenregel

Fl(z) = —26_4:62 - (—8x) = Uhze 4" = fr(x).

Damit ist F}, eine Stammfunktion fiir f.

(2) Nachrechnen oder folgende Uberlegung: Es ist fo = 2fi, also fo — fi = f1. Die
Flache zwischen den Graphen von f; und f; ist gleich der Flache zwischen der Diffe-
renzfunktion fo — f; und der x-Achse. Wegen fo = 2- f; ist letzteres die Flache zwischen
f1 und der z-Achse. Dies gilt fiir beliebige Intervallgrenzen, womit (2) (ohne Rechnung)
bewiesen ist.

[Anmerkung: Auch diese Behauptung beruht auf der sehr speziellen Form der Funktio-
nenschar als reine Streckungsschar (vgl. nachfolgende Bemerkungen).]
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Funktionenscharen mit reinem Streckungsfaktor

In den Abituraufgaben der Projekte 1 und 5 wurden Funktionenscharen der beson-
ders simplen Art behandelt, in der der Scharparameter (a in Projekt 1, k in Projekt 5)
als reiner Streckungsfaktor vorkommt. Dies bedeutet, dass fx(z) = k - f1(z) ist fir alle
k und z: fi ist ein konstantes Vielfaches von f;. Nach der Faktorregel gilt dies dann
auch fiir alle Ableitungen und fiir Stammfunktionen. Daraus ergibt sich unmittelbar:
Alle Funktionen f; haben dieselben Null-, Extrem-, Sattel- und Wendestellen wie f;!
Der Scharparameter beeinflusst nur die y-Koordinaten der Extrem-, Sattel- und Wen-
depunkte sowie evtl. Integralwerte, und zwar einfach durch Multiplikation der entspre-
chenden Werte von f; mit dem Streckungsfaktor k.

Auflerdem beeinflusst das Vorzeichen von k die Art der Extremstellen:

Bei k£ > 0 sind die Maximalstellen von f; auch die Maximalstellen von fi, widhrend bei
k < 0 die Maximalstellen von f; genau die Minimalstellen von f; sind. Sollte (was nicht
so selten vorkommt, vgl. Projekt 1) der Streckungsparameter als positiv vorausgesetzt
sein (k > 0), so haben alle Funktionen dieselben Maximal- und Minimalstellen wie f;.
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