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4L1 Mathematik (Kg) 13. Mirz 2009

Ubungen (1)

1) Stammfunktionen ganzrationaler Funktionen: S. 45, Aufgaben 34

k3,

Gegeben ist die Funktion f. Gib drei Stammfunktionen F;, F, und F; von f an.

< g fE)=x* d) f(x)=x'° g f(x)=a-x" i fx)=5

B iE)=x° e) f(x)=4x" h) f(x)=x*+x* k) f(x)=0
o) flx)=x° f) f(x)= —9x8 i) fx)=x*+6 D f(x)=—~1

4
Gib zur Funktion f jeweils eine Stammfunktion an.
—-0,5x*—3x3+4%

)i =x*+x3+x2+x+1 &) f(x)=——23%

b f(x)=4%° — 3x* +4x° 2x 24 5x—3 f) f(x)=kx4—§x2+zkx+k2
2 s 5—6x*+3x°

919=2x+ 5545 AP

&) fx)= 3( Lyl x) ) f(=2x— L1 13

2) Notwendige Umformungen von f(z): S. 45, Aufgabe 5-6

5‘
Gib zur Funktion f jeweils eine Stammfunktion an.

1) f(X)=;(17+1+x2 b) f(x)=l-17f4 ¢) f(x )_7;‘1 d) f@g:lﬂ%l
N /X /'

6.

Gib zur Funktion f jeweils eine Stammfunktion an.

8) f(x)= (x+ 1)° d) f(x)=x3(x—1)? g) f(x)= | x(x—k)?

b ()= (2x—3)° ©) f(x)= Lx?(x+2)? h) fx) = 220300

9 fix)= (%"2)4 D 1(x)=8(x+2) (x=9) i) f00= Lp 3

3) Vermischte Stammfunktionen: S. 45, Aufgabe 7

7.

Gib jeweils zwei Stammfunktionen von f an.

3 f)= ~3x*+L1x0 1 d) f(x)= 20 ) )= 25

b) fx)=3 " +4x2 &) 1= (x*—17? by f(x)=4—F+i2
O f(x)=5—6x° f) f(x )_4" -5 ) f(x)= 1jx+lz
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4) Stammfunktionen mit vorgeschriebenen Werten: S. 49, Aufgabe 13-14

13.
Gesucht ist diejenige Stammfunktion von f, die an der Steile a den Funktionswert O hat.
a) {(x)=3x+4; a=—3 d) fx)=5x3+2x>+7x4+2; a=1
b) f(x)=7x2+2x+3; a=—1 &) =5 (x>0); a=1
1

- 2. = f(X =— =
¢) f(x)=(x + 1)%; a=0 URILY % a=1
14.
Gesucht ist diejenige Stammfunktion von f, die an der Stelle a den Funktionswert ¢ hat,
a) f(x)=7x+5; a=—4; ¢=3 ¢) f(x)=3x3+5x; a=1;c=4
b) f(x)=x2—x+5; a=-2;¢c=5 d)[(x)=3-(x—4?% a=4;c=-3

AL1 Mathematik (Kg) 2 13. Mérz 2009



4L1 Mathematik (Kg) 13. Mirz 2009
Ubungen (1) — Lésungen

1) S. 45, Aufgabe 3: Angegeben ist jeweils ein Stammfunktionsterm F'(x). Weitere
sind gegeben durch F(z) + ¢ mit beliebiger Konstante ¢ € R.

L 5 L 6 L 7
a) =L b) g% c) -
1 1
d) ﬁxn e) 51'8 f) —z°
a  nt1 h 15 15 15
I ) 3T AT ) g +be
j) bz k) 0O ) —=x

S. 45, Aufgabe 4:

a) éxﬁ + ix‘l + %1‘3 + %1‘2 +x b) %wG — §x5 +z* — %x?’ + 212 — 3z
c) —%x6+%x4—§x2+\/§-x d) 3-(2xz— %015%—%1'6)

e) é - (—0,12° — %14 + %w) f) §w5 — gw?’ + kaz? + k*x

g) % - (5 — §w5 + %wﬁ) h) %Ha:k“ - %wk + 3z

2) S. 45, Aufgabe 5: Man muss zunéchst den gegebenen Funktionsterm so umfor-
men, dass man eine Summe von Vielfachen von Potenzfunktionen (mit moglicher
weise negativen oder gebrochenen Exponenten) erhélt. Erst dann kann man auf-
grund der Potenzregel Stammfunktionen finden. Angegeben ist jeweils ein moglicher
Stammfunktionsterm F(z).

1
a) f(x):ﬁ+1+x2:x_2+1+a:2,

1 1 1 1
F(z) = _—133_1 +x+ gw?’ =7 +x+ gw?’,

1 1
b) f(z) = = — 4=z} — 4,
NE
1 .
F(z) = 122 — 4z = 2\/z — 4z,
2
7
1
c) f(a:):x;; =2’ +272,
1 1 1 1 2" -6
Fp) — ~6 4~ =1 2.6 _ L _
(x) 630 +_1x T . o
-1 1 1
d)f(:z:)—\/E =1l—-—=1—2"72,
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S. 45, Aufgabe 6: Hier sind (bis auf h),i)) nur ganzrationale Funktionen gege-
ben, aber sie sind nicht in der Polynomdarstellung (Summen von Vielfachen von
Potenzfunktionen); man muss sie durch Ausmultiplizieren erst in diese Standard-
form bringen. (In Sonderféllen sind andere Wege moglich, siehe spéter.) Wieder
gibt F'(x) jeweils einen moglichen Stammfunktionsterm an.

1
a) flx) = (x+1)? =2? + 2z +1, F(x):§x3+x2+x,

4
b) f(z) =2z —3)  =42®> — 122+ 9, F(z)= gx?’ — 6% + 9,
1 4 1 1
0 fla) = (57°) =1g2% Fla) = 7o,
1, 2. 1,

d) f(z) =2*(x—1)* = 2®(2® - 20 +1) = 2° —22* +2°, F(z) = 6% —5x5+zx ,

1 1 1
e) f(x) = 11’2(1'+ 2)? = 11'2(1'2 +d4r+4) = 11‘4 + 23 + 22,
1 1 1
F(g) = — 2P 4 244 4 2,3
(z) 50" +41‘ +3a:,

1 7
f) f(z) =8(x +2)(x —9) =8(2* — 7Tz —18), F(z) = 8(51'3 - 51'2 — 18z),
1 1 1 2 k
8) f(w) = a(@® = 2ka + k%) = 2a® = 222 + ke, F(2) = oot = 2o + 2%,
. B S R
h) f(l'): x 23': +x :2 —2_1._3w2+w3,
x
2 1 1 2 1 1
Flp)— “p-1_22_3 Lt a__2 12 3, 14
() —% 5% % +4x 5%~ % +4x,
2vVx5 — 3 )
i) f(z) = T/E =(2x%—3) 272 =222 — 32 2,
2 3 1 2
F(x):_l'g—Tl’Ez—l’g—G\/E
37 IV T3

3) S. 45, Aufgabe 7: Angegeben ist jeweils ein moglicher (wenn auch nicht der
naheliegendste) Stammfunktionsterm F'(z). Ein zweiter ist etwa gegeben durch
F(z) + 1.

1 3 1
a) fx) = =3z* + = - 2% — 1= -3 + 22 — 1, F(x):—gx5+§x3—x+133,
x
L 7 2 L g, 4 3
= - 4 F(z) =— —x° —1
b) f(x) 5% + 4a=, (x) 6% + 3% 7,
3
c) f(z) =5 — 622, F(a:):5a:—gx10+200,
d)f(a:):T:—QaH—élx, Flzx)=—z"+2" — 71,
1 2
e) f(z) = (2* —1)? = 2% — 22 + 1, F(a:):§x9—gx5+a:+1,
422 — 5 ) 5)
£) fla) = =2 =452, F(z) = 4o — —za~' 41024 = 4o + ~ + 1024,
x — x
2x — x° 2 1 2 1
g) f(z) = a:xga: =202 — 22, F(a:):_—1x’1—§x3+13:—;—§x3+13,
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1 1 1
F(z) = 4z — ?wﬁ + Tt =266 = 4w — 10T — — — 266,
b} - X
2
1)f(x>:—ﬁ+?:4x P+ TeT? F(o) =807 —Ta + o =8Vr - —+ .

4) S. 49, Aufgabe 13: Man bestimmt zunéchst irgendeine Stammfunktion F'(x).
Dann ist (iiber einem Intervall) jede Stammfunktion von der Form F(z) 4 ¢ mit
einer Konstanten ¢ € IR. Man muss nun das ¢ so bestimmen, dass F5(x) = F(x)+c¢
bei a eine Nullstelle hat: Fy(a) = F(a) + ¢ = 0. Man erkennt: ¢ = —F'(a), Fa(z) =
F(x) — F(a). Dies bedeutet:

Ist F' irgendeine Stammfunktion von f, so ist F(x) — F(a) die
Stammfunktion von f mit einer Nullstelle bei a.

Die nachfolgende Tabelle enthélt in der letzten Spalte die gesuchten Stammfunk-
tionen mit Nullstelle bei a:

f(x) a F(x) F(a) Ergebnis
a) 3z + 4 -3 S1% 4+ da 3 Sp2 +4a—3
b)| T2?+22+3 |-1 a3 + 2% + 3 —3 Ta3 + 2% 4 304 2
c) 2?2+ 2z +1 0 1+ 22+ 0 a8+ a2+
d) (523 + 207 + 7o +2| 1 |2t + 20 + La? + 22| 5 (32t + 2% + Da? + 22— 3
e) L=z 1 —zt=-1 -1 -141
f) ﬁ:x_% 1 207 = 2,/ 2 2T — 2

S. 49, Aufgabe 14: Hier ist nun nicht eine Nullstelle, sondern eine c¢-Stelle (das
ist eine Stelle mit Funktionswert ¢) vorgeschrieben. Man geht jedoch genauso wie
in der vorangehenden Aufgabe vor: Ist F' irgendeine Stammfunktion von f, so ist
zunéchst F(z) — F(a) eine Stammfunktion, die bei a den Wert 0 hat; addiert man
nun ¢, so erhilt man das Gewiinschte:

Ist F irgendeine Stammfunktion von f, so ist F(z) — F(a) + ¢ die
Stammfunktion von f, die bei a den Wert ¢ hat.

Die nachfolgende Tabelle enthélt in der letzten Spalte die gesuchten Stammfunk-
tionen mit Funktionswert ¢ an der Stelle a:

f(zx) a|c F(x) F(a)| F(x)—F(a)+c
a)| Tzx+5 |[—4[3| Ia?2+52 36 Ta? + 5z — 33
b)|z? —x+5|-2| b 323 — J2? + bw| -3 |32 — S22 + 5w+ 2
c)| 3x3 + bz 4 St 4 2a2 13 Spt 4+ 52243
d)| 3(x —4)? | 4 |-3 (x —4)3 0 (x —4)3 -3
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4L1 Mathematik (Kg)
Ubungen (2)

Integralberechnungen

1) Erste Integrale: S. 49, Aufgabe 7

7.
Berechne das Integral.

2 " 4x3-3
2) [3x°—2x*+1)dx q) | A2y,
[

—
P4
)

31-5x
b -d
I

1
¢ [ x¢+3x°—2x*dx
-1

2) Symmetrische Integrale: S. 49, Aufgabe 8

8.
Berechne das Integral.

§) | @x*+2%)dx 0 [ (—3x%)dx

b) +!2(2542—4)dx d) 7}3(3x2+5x4)dx

Lineare Substitution

29. Juli 2010

g) f——HXS M ax

RSN

h)j-ﬁszZKkldx
1

i) fz"_z‘XMdX
1

¢ | (4x5—3)dx

f) }4(x3—x2) dx

3) Stammfunktionen: S. 50, Aufgabe 1; S. 51, Aufgabe 3 a)—e)

1.
Bestimme zur Funktion f eine Stammfunktion.
2 5
a) f(x)=(3x—4)* b) f(x)= %)’ ¢) f(x)= 5
3.

Bestimme zur Funktion f eine Stammfunktion
a) f(x)=(x - 5)*; f(x)=(2x+3)%;

_2 _
o d) f(x)=

+1)? 3x—1

f(x)=(Gx—4)*;

4

f(x)=(2—3x)*

b) f(x)=5-3x+7)3; f(x)=0,5-2—x)%; f(x):ﬂ;-zﬁ; f(x)=/2:(/3x+2)°
o) fW)=1(@dx—1 +1(1—4%?; f(x)=1(3-0,5%)* ~1(2x+0,3)*
) 100= s ()= (7 0= s “X‘ﬁ%
D) f(x)=l/ﬁ; f(x)=]/5%; == f(x)'l/fx
4) Integrale: S. 51, Aufgabe 4, a)-g), i)-1)
\47\;ende lineare Substitution an.
a) f(4x+1)2dx ¢ I(le-uzd" i) 0f((2x+1)2+(2x+1)3)dx
b) j’ Lx—4) dx ) ofﬁ,lmdx ) 0f(3(4x—3)2+2(4x—3)‘*)dx
9 [ (-3x420dx 9 | gymrdx 9 e Vajm)dx
d) +jjﬁdx h)f( 6—3.x)71dx ) f( )dx

Welches Problem tritt bei Aufgabe h) auf?

4L1 Mathematik (Kg) 1
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4L1 Mathematik (Kg) 29. Juli 2010
Ubungen (2) — Lésungen

1) S. 49, Aufgabe 7:

2 1 2 2
a) / (32° —22* + 1) da = [—xG — x4 ZL‘]
0

2 5 0
1 2 106
—. 20 Z2.92549) - (0) = —
(2 5 + ) () 5’
3
Z o — — (3 _ —(1—-1= = — _
/ o= 3 @-a)], =36 -8 - q0-1) == o
2 1
/ (2% + 32° — 22%) d [ x5 —x5]
1 2 5 -1
<1 2) ( 1+1+2)_2 4_ 18
7 5 7 2 5 7 5 35

Bei den nachfolgenden Aufgabenteilen sind die Integranden nicht iiberall definiert,
aber es liegen keine Definitionsliicken im Integrationsintervall, so dass die Integrale
wohldefiniert sind.

-1 2 3 4 -1

3—2 4x° — 3

d) / z +2w v dx:/ (3272 — 2 +4x — 32%) dx
-2

x -2
3 -1 3 27
=[———2w+2x2—1’3] =(B+2+2+1)— (5 +4+8+8)=—-—,
T -2 2 2
2 2 2
) /1 (?—7+5x4)dw:/1( 2 _ 74544

1 4 1024 1 963
= |62t — —o®| =(12- =) - (6 ) = -0
[W 107 ], = 0) G- =15
4 3 4
213 — 1
g) 2” — by dr = [ (22° — 5z~ 2)dx
1 T 1
2 1 12 2
= [52* — 1003 |10 = (?8 ~20) - (5 —10) = 32,
2 6
1 1
h) / 62° 4 8z\/x dr — /(3,1: Ay - 2a ) de
92 2
1 xz 1 2

3 1 96 1. 3 1. 207
= [3x5+8w5+§x_1]12:(€+8\/§+Z)—(—+8+—):—+8\/§,

) 2 20
25 2 2
22 — 1
i) /%de:/ﬁx—?x_f)da:
1

— |2? - 143:%]2 = (4-14V2) — (1 — 14) = 17 — 142,

1

2) S. 49, Aufgabe 8: Diese Integrale kann man genauso wie in der vorangehenden

4L1 Mathematik (Kg) 2 Ubungen (2) — Losungen



Aufgabe mit Hilfe der Integralformel berechnen. Es fillt jedoch auf, dass in allen
Fillen die Integralgrenzen symmetrisch zu 0 liegen. In solchen Féllen kann man
Symmetrien der Integranden ausnutzen (siehe gesondertes Ubungsblatt).

1 1
a) / (42® + 22) do = [1’4—|-£L’2] =2-2=0,

—1

—1

b) /2(2@« —4>dx:[§x3—4x]2_2:(1—36—8>—(—1—36+8) ?;)—2—16:—13—6.
o foomsonenfio 2] ~4-3-d-3en
/ (32 + 5z dx:[x3+x5]?: = (3% +3%) — (3% -39
2-(3%+35% =2-3%. (14 3%) = 540,
) /_22(4x5—3>dx=Exﬁ—sx]lz(l—ig—ﬁ) (%gw) 12,
f) /:(aﬁ—x?)dx:Ex‘*—%ﬁ]::(43_%-43)—(4%%-43):_1;—8,
3) S. 50, Aufgabe 1:
a) f@) = (Br -0, Fla)= £ (30— 4)° 5 = (x4,
b) f() = 32— 50)°, Fla)=5-5(2—50)' = = (2 5a)*
c) f(x)zﬁz—mmﬂ)—?, F(x)=—2-_i1-(5x+1)—1é=ﬁ,
d) f@:):V%i_1 A3z — 1), F(x):4-2.(3x_1)%é 2\/3337_1

S. 51, Aufgabe 3 a)—e):
1
2) F(@) = £ (z -5

Pla) %(2274—3) -%_é(%—l—i&)
@)= 3G 471 = s Ge 0
F(a;):%(2—39:)5-%3——1—5(2—39:)5,

b) F(x):§(3x+7)4-% 2 (Br+ 1),
Fla)= @ -a)t = = 2 —a)"
F(z) = 15(2:1:+2) % 3—10(2x+2)5,
Fla)=v3 {(V3-2+2) %

4L1 Mathematik (Kg) 3 Ubungen (2) — Losungen



o) F(m):i-i(4x—1)4-i+% %(1—4:3)3 o= () ()
Fz) = % - %(3 —0,52)° _3,5 AR
= —1—25 - (3—0,5z)° — 4i (224 0,3)%,
D f@) = g = @07 F@) = o @47 =,
fx) = (2xi7)2 — 325172 F(z)=-3- (22 +7)" %——2(2;1 -
f(x) = 3 _06?527)2 =05-(3—0,51)" 2,
F(zr)=-0,5-(3—-0,52)"" _3,5 =3 _‘BM,
£ >—(ﬁf+4)2 =Vh (V2ru+4)72
F(z)=—V5- (V2 -z +4)7" LQ:_%'\/?;ML
o) flz) = x1+4:(a:+4)_%, Flz) =2 (¢ +4)} =27 714,
f(x):\/iigx:Q (54+32)"7, F(z)=2 2(5+32)? %:—-m,
f@) = r==7 1-27h, F@)=1-20-2b S =-3vi-=
f(x):\%_x:&(%)_%, Flz) =3 2(233)%-%:3@.
1) S. 51, Aufgabe 4:
a) /12(4x+1)2dx:[%(4x+1)3&]j:?—z—f—z=%,
b) /_11(1:5—4)3@;— E(%w—4)4 3
—2 (G- 5 - 0 =T
) /_:4(—3x+2)4dx:[—(—3x+2)5 %3]:?——%5(145 55)_—1785233,

4L1 Mathematik (Kg) 4 Ubungen (2) — Losungen
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’ /O L)de: /O 33~ 20) Pde =[5 (-3~ 20)7). _ig]:

—1 (3—2.1} -1
5 o 5 1 1. 1
—_ . 3_2 —1] _____ =_,
2 [( N =y 35 =3

5 5% 1 1
:(E+§)_<6+§)_53 (6+§)_ﬂ_?7
j) /0 (3(4x —3)? + 2(4x — 3)4) dr = [(4;5 —3)3. i + %(41’ _3). ﬂ;

_(1+1) (33 35)_157
410 4 100 57

1 1 1 1 _2 _%
k) /0 ((3x+2)2+m)d1‘=/0 (Bz4+2)2+ Bz +2)"2)dx

1 L2 gl 12 12
=[-362+2 7 + 500+ = (- +3VE - (-5 +3VD)

53
_ 12 (V5 — V/2) = 0,65
T 10 3 D

) /12 (\/% — (22)*) dz = /12 (4(2z)~

16 - 32 16 456
=8-— )—(4f—€):—?—4ﬁz—96,86.

(S
N|=

16 5]2
5x 1

— 162" dz = [S(Qx) %

h) Der Definitionsbereich des Integranden f(x) = (\/6 —3x)~ 1 ist | — o0, 2[, ins-
besondere ist er bei 2 nicht definiert, das Integral ff f(z)dz daher nicht definiert.
Nachfolgend eine Skizze des Graphen und des Integrationsbereiches.
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4L1 Mathematik (Kg) 29. Juli 2010

Ubungen (3)

Exponentialfunktionen

1) Stammfunktionen: S. 86, Aufgabe 10; S. 94, Aufgabe 4

10.
Gib eine Stammfunktion F von { an.

a) f(x)=¢* b) f(x)=e*"1 ¢) f(x)=e2* d) f(x)=¢2*73 e) f(x)=e* f) [(x)=¢3x*2

4.

Ermittle zu folgenden Funktionen f jeweils eine Stammfunktion F.

a) f(x)=3e2**! ¢) f(x)=—0,5¢2 e) f(x)=(e"—e™%)?
b) f(x)=2e "1 d) f(x):“;" ) f(x)=("+e~)?

2) Integrale: S. 94, Aufgabe 5; S. 86, Aufgabe 12

5.

Berechne die folgenden bestlmmten Integrale.
(o]

a) f2e3’dx ©) j" (e*—e ¥ dx e) | (eF—x—1)dx
-1
1

b) j e *dx d) j"(e *+x)d f) [(e*—1)*dx

e} 0
12.

Bestimme k so, dafl das Integral den angegebenen Wert hat.

1 1 k 2
a) [ke*dx=e b) f(e*+kx)dx=2 c) [e*dx=e d) [ke"dx=e-—1
0 0 0 0

Der Logarithmus in der Integralrechnung

3) Stammfunktionen: S. 95, Aufgabe 8
8.

Bestimme zur Funktion f jeweils eine Stammfunktion F.
32 1 df 2 3 + 1 g) f(X)— 3
2) f(x)=7_72+x—1 ) f(x)= 2x+1 3x—1 Px+1 x—1 x+2
_ 25y 4
b) (=" ¢ fix)= XT3 AW f(x)=22
1 2 3
¢) f(x)= D f®="——7

3(x 3(x—4) 2(x+ 3)

4) Integrale: S. 93, Aufgaben 10-11

10.

Berechne das folgende Integral.
e 2 -1 b b

a) j Sdx B[ dx o [Ldx d) [ ldx ¢ [Ldx @b>0) f)fldx (ab<0)
1 X 0.5 X X a X N X

-3

11.
Berechne mit Hilfe linearer Substitution (siche Seite 50).
3 0 1 3y 3 7
a) !ﬁdx b} [1 ‘dx c) _[1 T dx d) Zj mdx €} 7j1 szdy
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1)

Ubungen (3) — Lésungen

S. 86, Aufgabe 10:
1
a) F(x) = e", b) F(z) = "1, c) F(x) = = - e,

S. 94, Aufgabe 4:

1 3 1
a) F(x) = 3e2* 1. 5= 5 et b) F(z) = 2e*Tt. - = —2¢ o,
1 1 1 1
¢) F(z) = —0,5e*" 2% . — =¢° 2%, d) F(x) = 5(636 —e ),
T2

1
e) flx)=(e"—e *)?=e** —24¢e %, F(z)= 56236 —2r — —e 2%,
1
f) flx) = (" +e )P =e** +2+e %, F(x)= 56236 + 20— —e %",
S. 94, Aufgabe 5:

3
2 32 2
a) / 2e3" dx = [—e?’x] =3 (e? —e3) = 563 - (% — 1) ~ 5388,67,
1

1 1 3
b) / 3" dg = [ _ 3e—f] — 3¢ '+ 3e=3e— 2 ~ 7,05
—1 e

—1

) /3 (€% — e~®)dzx = [eue—f]g — (B 4ed) (e 2+e?)

-2

1 1
=e” —e€ _€2+63 ~ 12,61,

1
1 1 1 3 1
d)/(e_$+a:)da::[—e_x+—w2] :—e_1+—+1:§——x1,13,
0

2 o 2 e
0
1 0 1 1 1
e) /_1(em—x—1)d:p:[ez—ng—x]_l:1—(6_1—§+1):5—;%0,13,
1 1 1 1
f)/ (em—l)Qda::/ (e** —2e* +1)dx = [—6296—26364-27]
0 0 2 0
1, 1 e? 5
— (G2 —2+1)—(5-2)=— 2+ >~
(26 e+1) (2 ) 5 et 0,76,
S. 86, Aufgabe 12:
1 1 e
a) /kemda::e<:> [kex] =e <= ke—k=c¢ < k= 1%1,58
0 0 € —

1 k 1
b) / (e" + kx)dr =2 <— [em + —a:2] =2
0 2 Jo
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k
= e—|—§—1:2 — k=23—-¢e)~0,56
k
c) / eCdr=e¢ <= ef ~1=¢ <= k=In(e+1)~ 1,31
0

2 2
d) /kekxdx:e—1<:> [ekx]oze—1<:>62k—1:e—1
0

1
— F=¢ — 2%k=1 <:>sz

3) S. 95, Aufgabe 8:

3 2 1
a) f(x):;—ﬁ%—x_l:3x_1—2x_2+(1‘—1)_1,

2
F(z) =3In|z| +2z7 ' +In|z — 1 :31n|:1:|—|—5—|—1n|x—1\,

2 4
b) fla) = - e = e 1),
o 1, 11 11,
F<x>:§(_x —ln\x\—x—gw)=—%—§ln|x|—§x—gx,
) f@) =t — L P@)=imje—dt iz +3
3(xz—4) 2(x+3)’ 3 2 ’
A fa)=—> 3 4 b PGy =m2eti]—In[3z—1]+2In| et
22+1 3z-1 lz41 2

Anmerkung: Auch Fy(z) = In |22+ 1| —In |3z — 1|+ 21n |z + 2| ist eine Stammfunk-
tion von f. Wie erkldren Sie den scheinbaren Widerspruch?

—3x3 + %12 — 5 —3 1 1 9
e) f(x) = p :—3x+§—5x —3x" =,
3 1 3
F(x):—§w2+§x—5ln\x\+5,
2 3
f) f(x)—;—x—_H, F(z)=2In|z| —3In |z + 1|,
2 3
§) 1) = 20— 2 Fla)=2lnlz ~1] ~3lnjr +2],
x—4 1 o
h) f(z) = F = 1+ - (notfalls Polynomdivision!),
x — xr —
F(z) =x+In|x — 5|,
. 2z + 1 2
i) f(x) = P :1—|—23:7_1, F(z) =2+ In|2z — 1].

Das in den Beispielen h), i) angewendete Verfahren lésst sich auf alle rationalen
Funktionen anwenden, bei denen der Nenner linear ist: Man fiihrt zunéichst Po-
lynomdivision durch; als Ergebnis erhélt man eine ganzrationale Funktion g(z) +

eine rationale Funktion der Form mit Konstanten a, b, ¢ € IR. Eine Stamm-

g +
funktion der letzteren ist F'(z) = — - In |azx + b|.
a
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4) S. 93, Aufgabe 10:

01 6 6
a) —dr = [ln|x|] =In6—-In2=1In- =1In3,
9 T -2 2

61 e
b)/ —dx:[ln|x|] =lne—Inl=1,
1z 1

2

1 2 1

C)/ —dx = [ln|w|] =In2—-In-=In2—(In1—-1n2)=2In2,
0’51' 0,5 2

—1
d)/ lcl:L':1111—11r15:—11r15,
5 X

b
1 1
e/f) Das zu berechnende Integral / — dx ist wegen des Pols von — nur definiert,
a T X

wenn a,b > 0 oder a,b < 0, also a, b gleiches Vorzeichen haben. Dann ist 3 positiv

und es gilt:
b b
In ‘—‘ =In-—.
a a

o
a

Man erhélt also in e) und f) dasselbe Ergebnis:

"1
/ —dr=1In|b| —In|a| =1n
o T

b
1 b
Haben a, b gleiches Vorzeichen, so gilt: / —dr =1In—.
o T a

Man kann diese allgemeine Formel natiirlich auch zur Berechnung der vorangehen-
den Aufgaben a)-d) benutzen.

S. 93, Aufgabe 11: Alle Integrale sind definiert, da die Definitionsliicken der
(rationalen, also stetigen) Integranden nicht im Integrationsintervall liegen.

3
1 3

a)/ dx = [1n|x—1\] =In2—-Inl=1n2~ 0,69,
5 T —1 2

1
3 1 3
b) /_1w+5da::3-[1n|w+5\]_1:3(1n6—1n4):31n§x1,22,
0
1 1 o1 1. 2
d:[—l 3—6] — Z(In6-M9) = =In=~ —0,14,
C)/_1:)):@—6:‘” g3z —6l]_ =3(n6-1In9)=glnz
3 3
4 4 1 4 3 4
d do = = d:—[l 2]:—15—14%0,18,
>/2 5r 110 5/2 rrade=gnle+2l], = 5n5—In4) Korr.

3 3 3
-7 -7 7 1 7 3
°) /_1—2y+8 Y /_1—2:1:+8dx 2/_12x—4dx 2 n |2z | —1

7 7
5(1n1 —In5) = —§ln5 ~ —5,63.
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1)

5)

6)

8)

A

A

Ubungen (4)

3 — 2% und der

a) Bestimmen Sie die Fliche zwischen dem Graphen von f(x) = =z
x-Achse in den Grenzen von a = —2 bis b = 3.
b) Bestimmen Sie die Fliche zwischen dem Graphen von f(z) = z° — 3z* und der

z-Achse in den Grenzen von —3 bis +3.

Bestimmen Sie die Fliache, die vom Graphen von f und der z-Achse eingeschlossen
Wird

Bestimmen Sie den Fliacheninhalt des Fléchenstiicks zwischen dem Graphen von f und
der x-Achse:
a) f(x) =a* —b52% +4
b) f(z) = z* — 323 + 222
) flz) = a7 — 4o
Bestimmen Sie den Inhalt der von den Graphen von f und g eingeschlossenen Fléache:
a) f(x) =2t —22, gx)=4(x—-1)(z+1)
flx) =25 — 423, g(x) = 2* — 422
flx) =2+ 23 -32+2, g(x)=a23+52%—30—2
flx)=a23(x—1), gla)=-z+1

) f(z) =55, g(z) =—2®+5
) fl@) = do+ I, gla) =2,
Zeigen Sie, dass die Graphen von f und g mit f(z) = 423 — 2422 4+ 362 und g(x) =
23 — 622 + 12z zwei Flichenstiicke von gleichem Inhalt einschlieen.
In die Normalparabel mit der Gleichung y = 2?2 ist eine Sehne (=Verbindungstrecke
zweier Parabelpunkte) mit den Endpunkten P; = (—1,y1) und P» = (2,y2) gezeichnet.
Bestimmen Sie den Inhalt des Flachenstiicks, das die Parabel und die Sehne einschlie-
Ben.
Es sei f(z) = 2% — 422 + 3.

a) Der Graph von f schliefit mit der Geraden durch die beiden Tiefpunkte ein Fla-
chenstiick ein. Wie grof ist der Flacheninhalt?

b) Wie grof} ist die Fldche, die der Graph von f mit der Tangente durch den Hochpunkt
einschlief3t?

S. 147, Nr. 7, 10
7.
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)= (xz_:)l

a) Zeige: f(x)—l— +1

b) Berechne den Inhalt der Fliche, die der Graph von { mit der 1. Achse zwischen den Extremstellen
von f einschlieBt.

10.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=5x.e"**’

a) Untersuche die Funktion f und zeichne den Graphen.

b) Berechne dkie Fliche unter dem Graphen von f zwischen den Wendestellen von f.

¢) Berechne [ f(x)dx fiir k>0. Was ergibt sich fiir k — oc?
Q
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Ubungen (4) — Ldsungen

1) a) Wir bestimmen zun#chst die Bereiche zwischen a und b, in denen f sein Vorzei-
chen nicht dndert. Dazu berechnen wir die Nullstellen mit VZW in diesem Bereich.
P —rt=0 = P1l-2)=0 = 2=0V z=1.
Beides sind Nullstellen mit Vorzeichenwechsel, da von ungerader Ordnung.
Das Intervall [a,b] = [—2, + 3] wird durch die beiden Nullstellen 0 und 1 in drei

Teilintervalle [—2,0], [0,1], [1,3] zerlegt, in denen f sein Vorzeichen nicht &ndert.
Wir berechnen fiir alle drei Intervalle die Integrale:

0 _
1, 1 40 16 —32 52
3 4 4 5
et de = [cat - 2 —0— (2 - Y= 22— 104,
/_Q(x v)dr =g =g (T-3)="3
1 _
1, 1.0 1 1 1
3 4 4 5
CaMdr = [2at— 28] =2 2= = — 005,
/O(x SRk PR P )

3 _
1 .13 81 243, 1 568 142
3 4 4 5
B i e Y e S P U Y '
/1(1- w)dr = | gt -5 = (75 g 20 5

Der gesuchte Flacheninhalt ist die Summe der Betrdge der Integrale, also

52 1 142
A= —+ —+4+ — =10,4+ 0,05+ 28,4 = 38,85
5+20+ 5 4+ 0,00 + 28, 5

b) Wieder berechnen wir die Nullstellen mit VZW:
° =32t =0 <= 2*(2-3)=0 < =0V z=3.

Die Nullstellen sind 0 (ohne VZW) und +3 (mit VZW). Beide Nullstellen liegen
im Intervall [a,b] = [-3, + 3], aber da 3 am Rand des betrachteten Intervalls liegt,
findet im Intervall kein VZW statt. Es geniigt also in diesem Fall, das folgende
Integral zu berechnen:

3 6 6 6 6 6

1 3 36 3 36 3 3

5 4 6 5

324 :[_ 2 ] () (- 2y = 2.2 = 9916.
/_3(3: L I v A T 5

Der gesuchte Fliacheninhalt ist daher A = 291,6.
2) a) Wir bestimmen die Nullstellen von

flx) =2 -2 =21 -2?) =2*A +2)(1 — ).

Die beiden ‘duflersten’ Nullstellen sind a = —1 und b = +1, die einzige weitere
Nullstelle mit VZW ist 0. Wir berechnen also

1
1 1 a4 1 1 1

3_ .5 4 6
/O(a: x”)dx x 2 18T 13
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Wegen der Punktsymmetrie des Integranden ergibt das Integral [ _01 f den negativen
Wert —1/12. Der gesuchte Fliacheninhalt ist

b) f(z) = 2* — 422 = 2?(z — 2)(x+2) hat die Nullstellen —2, 0 und +2. Die beiden
duersten sind —2 und +2, bei der dritten liegt kein VZW vor, daher berechnen
wir f_22 f. Wegen der Achsensymmetrie von f gilt

2 2
1. 4 .2 32 32 128
4 _422)d :2-/ 4_422)d :2.[_ 5__3] _9. (222 1%
/_2(33 z7) dz O(x ") dx 5737, =53 15

128
Der gesuchte Fliacheninhalt ist daher A = T

c) f(x) = 2* — 523 + 622 = 2%(2? — 5z + 6) = 2%(x — 2)(x — 3) hat die Nullstellen
0, 2 und 3. Die duflersten sind 0 und 3, bei der dritten dazwischen findet ein VZW
statt. Daher berechnen wir

2
1 ) 2 2 12
/f: —w5——x4+2x3] =3——20—|—16:—,
0o 9 5

3 3% 5.34 12 27 48 21
9 ] (2 _ g.q3y_ 12 _ 27T 48 21
/f x+x el S e ) R I A

Die gesuchte Fliche ist daher

1221 69
A= —+4+ —=—=345.
5+20 20 345

3) a) Die Nullstellen von f(z) = 2* —52%+4 bestimmt man durch Substitution z = z2:
2?2 —5244=0 <= (z-4)(z—1)=0 <= 2z=4 V z=1.

Die Losung der Gleichung 22 = z ergibt fiir f die vier Nullstellen 1, +2. An allen
Stellen findet ein VZW statt. Wir integrieren von Nullstelle zu Nullstelle. Da f
achsensymmetrisch ist, geniigt es, die folgenden Integrale zu berechnen:

1

1
1 5) 38
/ (z* — 52 +4)dx = [EQES — gw?’ + 4x] =
0

1 5
"5 3T T
2
1. 5 2 32 40 38 22
4 2 5 3
_5 4d:[— _2 4]:——— _2_ =2
/1(:” w d)dr = |go’ - ga o] = (5 -5 +8) -~ g =g

Der gesuchte Flicheninhalt ist dann das Doppelte (wegen der Symmetrie) der Be-
trige dieser Integralwerte, also

38 22
)=

A=9.(22
(15+15

Ergebnisse zu b) und c):

b) Nullstellen: 0 doppelt und 1 sowie 2 einfach. Fliche A = % + % = %
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c) Graph ist punktsymmetrisch, Nullstellen sind 0 und 4+2. Die Fliche betrigt
A=9.16 _ 32

4) a) Differ?enzfu%ktion h(z) = f(x) — g(v) = 2* — 2% — (42 — 4) = 2* — 52 + 4. Dies
ist genau die Funktion f aus der vorangehenden Aufgabe a). Nun sind die Schnitt-
stellen von f und g gerade die Nullstellen von h und die Flachenstiicke zwischen
den Graphen von f und g sind genauso grofl wie die Flachenstiicke zwischen dem
Graphen von h und der z-Achse. Deren Gesamtflicheninhalt wurde bereits in der
vorangehenden Aufgabe zu A = 8 bestimmt.
c) Hier ergibt sich ebenfalls h(z) = f(z) — g(x) = 2* + 23 — 32z + 2 — (2% + 522 —
3z —2) = 2 — 522 + 4 und damit dasselbe Ergebnis wie unter a).
b) Als erstes bestimmen wir die Differenzfunktion h(z) = f(x) — g(x) = 25 — 2% —
4a3 +42? = 2?(2® — 2% —42+4). Diese hat bei 0 eine doppelte Nullstelle. Eine weite-
re Nullstelle von h ist = 1 und Polynomdivison ergibt h(z) = 2%(x —1)(2% —4) =
2?(z—1)(2+2)(x—2). Die dulersten Nullstellen von h sind —2 und +2; dazwischen
liegt nur ein VZW vor, und zwar bei +1. (0 ist doppelte Nullstelle, dort also kein
VZW.)
Zur Berechnung der Fliache zwischen dem Graphen von h und der z-Achse miissen
wir also zwei Integrale bestimmen:

1
1 1 4 1
hiz)d :[_6__5_ 4 _3]
/_2 (z)dx G T Er e +3x B
1 1 4 32 32 32
—(Z_ 2 _ Sy (22422 16— 22
(6 5) 3) (3 ) 3)
3 48w
10 ) 10
2
1 1 4 ;72
/1h(x)dx:[6x6 51'5 x4+§x3]1
32 32 32 1 1 4
= (Z -2 16 s 1+4-
(3 5) 3) (6 5) +3)
16 3 4l
15 10 30

Da die Funktion h in den beiden Integrationsbereichen ihr Vorzeichen nicht &ndert,
sind die Betrdge der Integrale gleich den Flécheninhalten der entsprechenden Fl&-
chenstiicke und die gesuchte Gesamtflache ist

99 41 169

"3 5
Diese zwischen dem Graphen von A und der z-Achse eingeschlossene Fliche ist
genauso grofl wie die gesuchte Flache, die zwischen den beiden Graphen von f und
g eingeschlossen ist.
d) Wieder berechnen wir als erstes die Differenzfunktion h(x) = 2% — 2% +2—1 und
deren Linearfaktorzerlegung. Erste Nullstellen liegen bei x = +1 und Polynomdi-
vision ergibt h(x) = (22 —1)(2? — 2+ 1). Da der Faktor 2% — z + 1 keine Nullstellen
besitzt, hat h nur die beiden Nullstellen +1.
Wir berechnen also das Integral fj1 h und beachten die symmetrischen Grenzen.
Dies ergibt

' ! 1 8
/(3:4—a:3+a:—1)dx:2/(w4—1)da::2-(——1):__'
—1 0 5 5
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8
Der gesuchte Flicheninhalt betragt also A = £

e) Hier ist wegen des Pols von f bei 0 Vorsicht angebracht. Der Pol darf in keinem
der nachfolgenden Integrationsintervalle liegen!
Wir beginnen wie iiblich. Die Differenzfunktion ist

xt —5x? +4

W) = = — (—a® +5) = =21

72 T
Deren Nullstellen bestimmen wir mittels Substitution:

h(z) =0 < 2* =527 +4=0 < 22 —52+4=0 A z=2?
—= (z—4)(z—-1)=0 A z=2?
= =4V P=1 <= =42V z=+1

Dies sind 4 verschiedene Nullstellen einer ganzrationalen Funktion vierten Grades,
also alle mit Vorzeichenwechsel. Die Integrationsintervalle sind daher [-2, — 1] und
[1,2]. Das Integrationsintervall [—1,1] entfillt, da darin der Pol 0 von f und h liegt!
Wegen der Achsensymmetrie von h braucht nur ein Integral berechnet zu werden:

2 2 1 2 2
/ h(x)dx :/ (42 + 2% —=5)de = | —da ' 4+ =2° — 51‘] =——.

1 1 3 1 3
Die beiden Graphen schlieflen zwei kongruente Flachenstiicke vom Inhalt % mitein-
ander ein. Der Gesamtflicheninhalt ist A = %.
Die nachstehende Skizze beider Graphen (begriinden Sie kurz den Verlauf) zeigt die
Problematik des Pols von f: Im Bereich zwischen den Schnittstellen =1 umschlielen
die Graphen von f und g kein Flichenstiick.

/ Ly
f) Der Definitionsbereich von f ist IR, wiahrend ¢ nur fiir positive z definiert ist.

Der gemeinsame Definitionsbereich beider Funktionen ist also das Intervall |0,00].
Uber diesem Definitionsbereich gelten dann die folgenden Aquivalenzen:

1 7T 2
—§x+§—7_ =0 = —o/r+TV2-6=0 <= 2=r A —23+72-6=0 (x)
x
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Die kubische Gleichung 23 —72z+6 = 0 hat eine Nullstelle bei z = 1. Polynomdivision
ergibt 23 — 7246 = (2 — 1)(22 + 2 — 6). Den quadratischen Faktor zerlegt man nach
Vieta in 22 + 2z — 6 = (2 — 2)(z + 3) und erhélt somit die folgende Faktorisierung
22 —T2z4+6=(2—1)(z —2)(z + 3). Also

(%) <= 2=vVx A (z=1D(z—-2)(z4+3)=0
= z=+x A (zzl Vz=2V z:—3)
= V=1V Jr=2

<— r=1V z=4.

Wir berechnen also folgendes Integral, das hier positiv ausfallt und daher zugleich
den gesuchten Flécheninhalt angibt:

4
1 7 1 1 7 114
/1(—§x+§—2x_§)dl‘:[—6x2+§x—4x5]1
8 28 1 7 1
(-8 (— 4y ==
(—3+3 -8 -(—5+3-9=3

5) Da die Flichen zwischen zwei Graphen genauso grof sind, wie die Flichenstiicke
zwischen der Differenzfunktion und der z-Achse, untersuchen wir nur letztere. Wir
faktorisieren die Differenzfunktion durch Ausklammern und mit dem Satz des Vie-
ta:

f(z) —g(z) = 32% — 1822 4 242 = 3z(2? — 62+ 8) = 3z(x — 2)(x — 4).

Damit liegen 3 Nullstellen 0, 2, 4 vor, jeweils mit Vorzeichenwechsel. Also schlief3t
der Graph der Differenzfunktion zwei Fléchenstiicke mit der x-Achse ein; eines liegt
ober-, eines unterhalb der z-Achse. Um nun zu zeigen, dass beide gleich grof} sind,
berechnen wir das Gesamtintegral von 0 bis 4 und zeigen, dass dieses den Wert 0
hat:

4 4
/ (3% — 1822 4 24x) dx = §w4—6x3+12x2]0:3-43—6-43+12-42 =0
0

6) Da die Punkte auf der Parabel liegen sollen, gilt y; = (—1)?> = 1 und y2 = 4. Der
Sekantenanstieg ist damit m = %_11) = 1. Die Sekantengleichung daher y = x + b,
wobei wir das b bestimmen, indem wir einen der Punkte in die Sekantengleichung
einsetzen: 4 = 2+ b <= b = 2. Damit ist die Sekante Graph der Funktion
g(x) =z +2.

Gesucht ist nun der Inhalt des von den Graphen von f(x) = % und g(z) = 2+2 ein-
geschlossenen Fliachenstiicks. Die Schnittstellen beider Graphen (aus Gradgriinden
hochstens zwei) sind bereits durch die beiden Punkte bekannt: —1 und 2. Wir
berechnen also das Integral der Differenzfunktion in diesen Grenzen:

2
1 1 2 9
2 2 2
—z—2)dr = |2 - = —2] S——
/1($ v )x 3$ 2$ xfl 2

Der gesuchte Fliacheninhalt betrigt also 4,5. (Das negative Vorzeichen des Inte-
grals zeigt, dass zwischen den beiden Schnittpunkten die Parabel unter der Sekante
verlauft.)
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7) Der Graph von f ist achsensymmetrisch. Wir bestimmen zunéchst die Extrempunk-
te. f'(z) = 423 — 8z = 4x(2? — 2) hat die Nullstellen 0 sowie £+/2, alle einfach,
alle mit VZW, also alle Extremstellen von f. Da der fithrende Koeffizient von f
positiv ist, sind ++/2 Minimalstellen und 0 eine Maximalstelle. Die Extrempunkte
sind also

T = (—V2,f(—V2)) = (=V2,-1), Tho=(V2,-1) und H =(0,3).

a) Die Gerade durch die Tiefpunkte ist eine Parallele zur z-Achse. Sie ist Graph der
Funktion g(z) = —1. £+/2 sind die einzigen Schnittstellen dieser beiden Graphen
(f(z) =ga) <= 2* —422 +4=0 < (22 -2)2=0 < 2z =+v?2). Dader
Graph achsensymmetrisch ist, berechnen wir nur

4 8 32

V2 V2
/ (f—9) = / (vt —42?+4)dr = 11'5—%1'3%—41'];/5 =V2(=—=+4) 2
0 0

57 3 5 37 15
64+/2

und verdoppeln diesen Wert. Der gesuchte Flacheninhalt ist A = I

b) Der einzige Hochpunkt ist H = (0, 3); die Tangente hat den Anstieg 0, so dass
sie Funktionsgraph von g(z) = 3 ist. Die Schnittstellen von f und ¢ sind

fx)=g(x) <= 0=2* -4 =2%(2® —4) <= =0V z=42.

Da f — g bei 0 eine doppelte Nullstelle hat, also kein VZW vorliegt, berechnen wir

nur
/Z(f - /2(4 12?) do = 2 [1 s 4 3]2 ) (32 32) 128
—g)=2- v —4x")de =2 |z —zx°| =2 (———F)=——7.
A . 57 73" 1o 5 3 15
128

Der gesuchte Flicheninhalt ist nun A = —.

5
Nachfolgend eine Skizze des Graphen und der Flichenstiicke. Beachten Sie, dass
zur Berechnung der Flécheninhalte keine detaillierte Untersuchung des Funktions-
graphen notwendig war, aber zur Veranschaulichung ist eine grobe Skizze immer
niitzlich.

N

4L1 Mathematik (Kg) 7 Ubungen (4) — Losungen



8) S. 147, Nr. 7:
a) Es ist
x2—2x+1_1’2+1 —2x 2x

f@) 2 +1 x2+1+x2+1 |

b) Berechnung der Extremstellen von f:

ron 22 4+1)—2zx-2c _ x*—1
fi(z)=0-— @2+ 1) _2(1'2%—1)2'

Damit sind +1 die einzigen Nullstellen von f’, beide mit VZW, also Extremstellen
1

von f. Da f keine Definitionsliicken hat, ist das zu berechnende Integral / f(x)dx
—1

wohldefiniert.
Zur Bestimmung einer Stammfunktion benutzen wir die Zerlegung von a). Fiir den
zweiten Summanden kann man Substitution mit u(z) = 22 + 1 verwenden. Dann
gilt
2x u'(z)
241 wu(x)’

Man erhilt also ein logarithmisches Integral (vgl. Skript S. 74). Eine Stammfunk-
tion ist dann In(|u(z)|). Insgesamt erhélt man als Stammfunktion von f(x):

F(z) =z —In(|z” +1]) =z —In(2® + 1).

Das Integral ist dann

/_1f(a:)dx:F(1)—F(—1):2.

S. 147, Nr. 10:

a) Die Funktion ist auf ganz IR definiert, sie ist punktsymmetrisch: f(—z) = — f(x),
und hat bei 0 die einzige Nullstelle. Dort liegt ein VZW vor.

Wir berechnen die Ableitung mittels Produkt- und Kettenregel:

2 2

(—x) =5e 7 (1 — 2?).
+ (1 — 2?) Be 2% . (—z) = 56_%3021'(1'2 —3).

2 gt
T 4 Bx-e 2"

de”
(—2z) - Be~ 3%

=

f'(@)
f(x)

Damit hat f’ die einzigen Nullstellen bei £1, beide mit VZW, also beide Extrem-
stellen von f.

f” hat drei einfache Nullstellen, némlich 0 und ++/3, ebenfalls mit VZW, so dass
hier Wendestellen von f liegen.

Da f’ schlieBlich negativ ist (der e-Faktor ist immer positiv, 1—xz2 hingegen schlief3-
lich negativ), muss die Funktion f schliellich fallen. Der letzte Extrempunkt ist
daher ein Hochpunkt. Aus Symmetriegriinden ist die andere Extremstelle bei —1
ein Tiefpunkt:

2

H=(1,f1) =1,
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Die Wendepunkte sind

Wo = (0,0), Wi = (£V3, :I:%).

Ved

Skizze: ‘
Y

T

b) Wegen der Symmetrie geniigt es ein Integral zu berechnen. Wir benutzen dazu

die Substitutionsregel (mit u(z) = —42? und v'(z) = —x):

=5 w@) ./ (z)dz = -5 “dy = —5e*| T =51- ).
/0 f /0 e u'(x) dx [J e*dz [6]0 ( \/6_3)

c¢) Genauso berechnet man

k 1.2
| r=s-ei¥)
0

und ermittelt als Grenzwert (mit den Grenzwertséitzen sowie der Tatsache e* — 0
fiir z — —o0):

k
lim/o f=5-(1-0)=5.

k— o0

Man kann diesen Grenzwert deuten als den Flacheninhalt des unbegrenzten Fla-
chenstiicks zwischen dem Graphen und der positiven z-Achse. Dieses Flichenstiick
hat zwar eine unbegrenzte Ausdehnung aber einen endlichen Flacheninhalt.
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4L1 Mathematik (Kg) 29. Juli 2010

Ubungen (5)

1) S. 146 oben(!), Aufgabe 2

A 2.

Wende Produktintegration an. Ermittle eine Stammfunktion der Integrandenfunktion.
2n n T 1 2

a) [ xsinxdx ¢) {x®sinxdx e) [ x? cosxdx g) {x%e*dx i) {xInxdx
o ) 0 0 1
] 4 1 1 2

b) { x? sinxdx d)jx]/)zdx P {xe*dx h) [ x*e*dx P [x*Inxdx
0 1 0 1] 1

2) a) Machen Sie sich an den Beispielen der vorangehenden Aufgabe klar, dass man
folgende Integraltypen mittels partieller Integration berechnen kann. Dabei sei p
eine beliebige ganzrationale Funktion.

b
/ p(x)e” dz : Partielle Integration mit v'(z) = €*, v(x) = p(x),
X a
/ p(x)In(z)dx : Partielle Integration mit u'(x) = p(z), v(z) = In(z),

Beurteilen Sie den unterschiedlichen Rechenaufwand in den beiden Féallen.
b) Bestimmen Sie eine Stammfunktion zu In(x), indem Sie oben p(z) = 1 wihlen.

3) Berechnen Sie auf der Basis der oben gefundenen Stammfunktion von In(z) die
Integrale f; In? und ff In®.
4) S.144/145, Nr. 2, 6

N 2.
We?de die Substitutionsformel an. ) . .
2 2 o 5x /2 . X
a)gx(x +1)*dx d) —51 X2+1dx g)ljxlx+1dx i) ljmdx
2 3 1 b
by | x?(2x*—1)dx e) | 4x32x ; dx h) {x-]/2x*+4dx k) {f(x)-{'(x)dx
-1 2 TR [} a
jl(4x+3)-(2x2+3x—1)3dx R P L S CEO G x>0
9| Divoa®™ ) e b gy & (09>0
A 6.

Zur Exponential- und Logarithmusfunktion
b b b b 2 2
a) [x-c’dx b) [(x-e®+2x)dx  ¢) [e2*T'dx d) [xe?¥dx o) jln%dx f) [ x-Inx*dx
a a a 1

a 1

5) S. 146, Nr. 1 a)—c), g)-1)

FANE
Ermittle eine Stammfunktion F zu f.
2) f(x)=2x-¢¥ D=4 g T0= = D 10)= 3
X3 _ 1 _ % _ 1
b) f(x)=x2-e e) f(x)_m h) f(x)—W A k) f(x)= i
2. %3 — 1 . — X+3 — 1
¢) f(x)=x%-¢ f) f(x) i i) f(x) Yoar Al )=
AL1 Mathematik (Kg) 1 29. Juli 2010



4L1 Mathematik (Kg) 29. Juli 2010
Ubungen (5) — Lésungen

1) Ergebnisse der Aufgabe 2 auf S. 146, oben(!):

a) —2m b) 72 — 4 c) m- (7% —6)

d) 6—52 e) —2m f) 1,

g) e — 2~ 0,71828, h) 6 — 2e ~ 0,56, i) 2In(2) — % ~ 0,64,
8 7

j) =In(2) — - =~ 1,07.
) SIn@) - S~ 1,

2) a) Mit den angegebenen Setzungen ergibt partielle Integration im ersten Fall

/abp(:v)ex dr = [p’(x)ex]z — /abp'(x)ex di .

Das letzte Integral ist wieder von demselben Typ, jedoch ist der ganzrationale Fak-
tor nun p’(x) und damit um einen Grad kleiner als p(z). Man kann nun denselben
Prozess wiederholen, und zwar solange, bis der Grad 0 ist (und damit der ganz-
rationale Faktor eine Konstante). Das entstehende Integral ffc - e¥dx ist dann
unmittelbar berechenbar.

Im zweiten Fall erhélt man durch partielle Integration

b b
[ s ds = [PE @), - [ Pe) L.

Dabei sei P eine (ganzrationale) Stammfunktion von p, und zwar ohne absolutes
Glied. Damit ist P(z) durch z teilbar und folglich der Integrand P(z) - 1 im letz-
ten Integral selbst eine ganzrationale Funktion, so dass dieses Integral problemlos
berechnet werden kann.

Man bemerkt, dass im zweiten Fall eine einmalige Anwendung der partiellen In-
tegration unmittelbar zum Ergebnis fithrt, widhrend im ersten Fall die partielle
Integration mehrfach angewendet werden muss (so oft wie der Grad von p angibt).
b) Hier ist p(x) = 1 und man wéahlt P(x) = x. Dann erhélt man nach obigem
Schema

/ 1-In(z)dx = [wln(x)]l; —/ x - édx: [wln(x)]l; — [w]z = [zIn(z) _‘T]Z'

Der so gefundene Funktionsterm z In(z) — x ist damit eine Stammfunktion fiir In(x)
(was man durch Ableiten {iberpriifen kann).

3) Wir benutzen den in der vorangehenden Aufgabe ermittelten Stammfunktionsterm
z(Inz — 1) fiir Inz und erhalten mit partieller Integration

’ b b 1
/ali(/@-li(ﬁdx: [w(lnx—l)-lnx]a—/a x(lnx—l)-;dw

u'(z) ()
) b
= [z(In®z — Inz)] —/ (Inx —1)dx

= [z(In®z — lnaj)}z — [z(lnz —1) — a:}z
= [a:(ang:—ana:—i—Q)}Z
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und unter Verwendung dieses Resultats

/a "2 (2) - In(x) d

b
= [x(1n2x—2lnx+2)-1nx]2—/ (In®z —2Inz + 2)dz

= [w(lngw—21n2x—|—21nx)}z - [x(anx—anw—l—Q) —2z(lnx — 1)+2:1:]2

= [w(ln?’x—3ln2x+61nx—6)]z

Damit ist z(In®z — 2Inz + 2) ein Stammfunktionsterm fiir In® z und z(In® z —
3In®z +6lnz + 6) einer fiir In® 2. (Die Uberpriifung dieser Resultate ist eine gute
Ableitungsiibung (Produkt-, Kettenregel).)

4) S. 144, Nr. 2.:

a) Wihle u(x) = 2? + 1, also v/(z) = 2z und somit z = fu/(z). Daher

4 4 u(4)
1 1 1r1 17 2456
/ 2(2® +1)%dz = —/ u(x)? o (x) do = —/ 2dz= = [—z?’] =
0 2 Jo 2 Ju(o) 2

b) Wihle u(z) = 22° — 1, also v/(z) = 6z% und 2* = $u/(z). Daher

223—1d=—/ ~u! d:—/ dz = —|=z*| =18.
/_11' (2z Ydx G _1u(1’) u'(z) dx G u(_l)z z 6[22’]

c) Wihle u(z) = 222 + 3z — 1, also v/(x) = 4z + 3. Daher

/01(4:1: +3)(22% + 3z — 1)3dx = /01 w(@)? - (z) dz LU(l)

(0)

d) Wihle u(x) = 2 + 1, also v/(z) = 2z und = = Lu/(x). Daher

2

[ —
—
=

fan
x_
~—

[E—
Il

|
—
—
=
—
(S
~—
|
—
=
—~
[\
~—
N
Il
|
—
=
—
&
Q
\‘I.\D
[\
Nej

3
e) Wiihle u(z) = 422 — 1. Integralwert: g(ln(7) —In(3)).

f) Wihle u(x) = 2% — x + 1. Integralwert: In(13) — In(3).
g) Wihle u(z) = 2% + 1, also v/(z) = 22 und = = Ju/(z). Daher

[4dex:%[4m-u’(x)dx

1 [u® 172 35117 17 2
S = — |22 = V17— 2V2.
2 u(l) \/Edz 2 |:3Z ]2 3 \/_ 3\/_
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4
h) Wihle u(z) = 222 + 4. Integralwert: v/6 — 3

i) Wihle u(z) = 22 + 1. Integralwert: v/5 — v/2.
j) Wihle u(z) = 322 4 5, also u/(x) = 62 und = = Lu'(x). Daher

6
2 T 1?1 .
/1 (322 + 5)4 du = 6 /1 u(x)* ‘u(w)de

1 Ir 1 17 489 489
- —4 g :_[__—3] - - ~9,72-1075.
G/U(l) =Tl T3 s T o017 T 5030912

In den abschlieBenden beiden Aufgaben k) und 1) werden zwei Typen von Integralen
behandelt, die man generell mittels Substitution berechnen kann. Ich schreibe hier
u(x) statt f(x), um an unsere Notation der Substitutionsregel anzuschlieBen.

k) Ein Beispiel fiir diesen Typ war Aufgabenteil b) (bis auf einen zusétzlichen
Faktor).

’ / v 1 ou® 1 2 2
/a u(z) - u'(x)de = /u(a) zdz = bz ]u(a) = §(u(b) —u(a)?).

1) Dies ist ein duflerst wichtiger Integraltyp. Beispiele dafiir waren d) — ). Man
nennt dies die logarithmische Integration, denn es gilt (sofern das Integral definiert
ist, d. h. sofern u zwischen a und b keine Nullstelle hat):

b u’(w) B b L o B U(b)l B u(b)
/a w(z) dx—/a (@) u(x)dx—L(a) Zdz— [1n|z|]u(a)
=In|u(b)] — In|u(a)] = In ||Z((Z;“ =In ‘% =In % :

Man beachte bei der letzten Beziehung, dass u(b) und u(a) dasselbe Vorzeichen
haben (sonst hétte die stetige Funktion u zwischen a und b eine Nullstelle) und

folglich % positiv ist.

S. 145, Nr. 6.:

a) Wir setzen u(z) = 22, also v/(z) = 2z und z = $u/(z). Daher

b b u(b) b2
2 1 1 1 1, .2 2
z = — u(x) -u = — ? = —|: Z] = — b — e
/a xe® dx 2/(1 e u'(z) dz 2/u(a) e*dz 51¢7].. 2(6 e’ ).

b) Wir zerlegen das Integral und wenden auf den ersten Summanden die Substitu-
tionsregel mit u(z) = 3z% an:

b b b b
2 2 1
/ (ze** +27)dx = / re3” dx +/ 2xdr = A / @) o/ (z) dx + (b — a?)

1 u(b) 1 2 2
=5 [ez]u(a) + (* — a*) = g(egb — ) 4+ (b* —a?).
c) Hier hat man es lediglich mit linearer Substitution u(z) = 2z + 1, u/(z) = 2 zu
tun:

b 1 b1
/ o274 g — |:_€2x+1] = (Pl _ g2ty
i 2 o 2
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1
d) Man withlt u(z) = 22 und erhilt als Integralwert: 1(6%2 - €2a2).

e) Mit u(x) = In(z), also u/(z) = 1 ist dieses Integral vom Typ der vorangehenden
Aufgabe 2.k):

2 2 2 w(2)
/ In(z) dx = / In(x) - 1 dx = / u(z) - (z)de = / zdz
1 X 1 T 1 u(1)

2

f) Setzt man hier u(x) = x*, so erhélt man

/12 zln(2?) de = %/12 In(u(z)) - v (z) dz = %/7:1()2) In(z) dz .

Man muss dann entweder eine frither berechnete Stammfunktion von In benut-
zen, oder diese erneut mittels partieller Integration berechnen. Man erhélt so als

Integralwert

4

/12x1n(w2)dx = %[zln(z’) — z] =41In(2) — g

1

Man kann das Integral aber auch unter Verwendung der GesetzméfBigkeiten fiir
den Logarithmus (In(z?) = 2In(z) fiir £ > 0!) vereinfachen und direkt partielle
Integration anwenden (vgl. Aufgabe 5a)):

2 2 1 9 24 1
In(z?) =2 1 =2|=z%-1 —2/—2-—
/1xn(w) /1xn(x) [21' n(w)]l 1 5% xdw

2 3
:41n(2)—/ wdw:41n(2)—§.
1

5) S. 146, Nr. 1:
a) Substitution u(z) = 22, also v/(z) = 2z, ergibt f(z) = ¢“(®) . 4/(x). Nach der
Substitutionsregel muss man eine Stammfunktion fiir e* bestimmen und in diese
u(x) einsetzen. Man erhélt so F(z) = e®” als eine Stammfunktion von f-

b) Substitution u(z) = z3, also v/(z) = 3z? und somit 22 = 1u/(z). Damit wird

flx) =3+ e™(®) .4/ (x). Wieder ist nur eine Stammfunktion fiir e* zu bestimmen.
1
Man erhélt so F(x) = gezg als einen Stammfunktionsterm fiir f(x).
1
¢) Substitution u(z) = —23; eine Stammfunktion ist F(x) = —ge_mg

g) Substitution u(z) = 2%—1; damit ist f(z) = 3 \/i(—m)u’(x) und man benétigt eine

Stammfunktion fiir % = 27 2. Diese ist durch 212 - 2 = 2./z gegeben. Setzt man

fiir z nun u(z) ein, so erhilt man schliefllich /22 — 1 als gesuchte Stammfunktion.
1

3(x3 —1)

i) Substitution u(x) = 2% + x; eine Stammfunktion ist F(x) = V22 + z.

h) Substitution u(z) = 23 — 1; eine Stammfunktion ist —
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1
4(z2 + 1)
k) Substitution u(z) = In(z). Dies ergibt «/(z) = 1 und damit hat f(z) die Form

j) Substitution u(z) = x? + 1; eine Stammfunktion ist F(z) = —

Geméfl Substitutionsregel muss man nun eine Stammfunktion fiir Z% = 273 be-
stimmen (etwa —5z72) und in diese u(z) einsetzen. Man erhélt so F(z) = — 52—
als Stammfunktion fir f(x).

1) Diese Funktion ist hochstens fiir x > 0 definiert (In ist nur dort definiert!), also
gilt V22 = z und damit ist die hier gegebene Funktion

Wegen des Wurzelterms im Nenner ist f nur definiert fiir In(x) > 0, d. h. > 1.
Die Bestimmung einer Stammfunktion verlduft nun wie in k), nur dass der Exponent
3 durch 3 ersetzt ist. Man erhélt als Stammfunktion F(z) = 2+/In(z).
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