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Ubungen (1)

1) Losen Sie die linearen Gleichungssysteme

17. August 2009

T+ 2y + z=1]
a) x4+ 4y + 32=1 |, b)
| 20 — 2y + 2=T |
[ 3x + 4y + 22=0 ]
c) r+ y+ 2=0], d)
| 4z + 4y =0 |

2) Losen Sie die linearen Gleichungssysteme

[ 22 +y — 22=-6
y+ z = 07
| 3z —2z= 1
[ -2+ y+2=0
T —y+z=2
T +y =1
r—y+ z— u= 0
r+y— z— u= 6
» b) r—y— z4+ u=-2

2c +y — 224+ 3u= 0

3) Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden linearen Gleichungssysteme:

dr + 3y — 3z — 8u=—10

r— y+ z4+ 4du= 13

a) —4dr -2y + 2z + 3u= -3

| 3r — y—2z—-Tu= —6
rT— y+ z= 6

a) | 2x +4y — z=-3 |,

|~z — 2y +32= 9
[ 22 + 3y — 42= -2

c) | —x +4y+ z=-10 |,
r+ y+5oz= 0
dr — 2y + z= 2
e) | —12z + 6y — 32=—6 |,
—8r + 4y — 2z2=—4

3r — y+ 2= 1
b) | -2z + 4y — z2=-2 |,
r + 3y =—
T — y+2z=9
d | -z +2y — 2=6

y+ z=4
-r+ y— z=-4
f) 3r + y +2z2= 3
—4dr — 4y + 2z= 6

Y

Bestimmen Sie — wenn moglich — Parameterdarstellungen fiir die Losungsmengen.
Was stellen die Losungsmengen geometrisch dar?

4) Bestimmen Sie den Rang der Koeffizientenmatrix und die Losungsanzahl der fol-
genden Gleichungssysteme. Bestimmen Sie ggf. eine Parameterdarstellung fiir die

Losungsmenge.
[z + y+ =2 =3
=3
y+ z+u D)
T — y— z+u=0
|z + 2y + 22 + u=6

a)

T + y+ z+ u= 10

0) —x + 2y = 3
-2y + 3z = 5

3z — du=-T7

T+ y+ =z = 3

y+ z4+u= 3
xr— y— z4+u= 0]’
r— 2y + 22 +u=-2

r— y+ z— u= 1

20 + y — 22 4+ 3u= 10
—r — 2y + 3z — du=-9
3r — 2z 4+ 2u=11

d)

5) Losen Sie die nachfolgenden linearen Gleichungssysteme. Uberlegen Sie sich vor
der Rechnung, welche Moglichkeiten es fiir den Rang r gibt und was dies fiir die
Losbarkeit bzw. Losungsanzahl bedeutet.

6r — 3y + 22=—-6
-3z + 9y + 4z= 18

a) 199 + 82— 24 |° D)
3r — 6y + 6z2= 12
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T+ y+22= 5
—3r — 4y + z=-1
20 — y— z= 0|’
r—2y —3z= 2
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T+ y— z— u=-1 rT— y+ z—u=3

c) r— y+ z+ u= 3|, d)| 2z 4+ y— z+u=9 |,
—3x + 3y — 3z — 3u=—"7 —r 4+ 3y — 2z —u=0
T+ y=>5 r—2y—3z2+4+ u= 4

rT— y+z= 4]

e) Dl z—u=31|,¢8 |22+ y— 24+ 2u=-2 |,
2 —2=-1
T3y -2 - y+ z=4 3r — y — 4z + 3u= 3
x — 2y — 2z=2 9w — oy 2 _

r+2y+ z=1 .
) 2¢ + 3y + 3z=4 |’ i)
r+ 3y + 2=0
6) Auf einer Kleinkunstbiihne tritt ein Rechenkiinstler auf. Er fordert die Zuschauer
auf, sich drei Zahlen (z,y,z) zu denken und ihm nur die Summen (A, B,C) von
je zweien dieser Zahlen zu nennen. Er nennt dann unmittelbar die drei gedachten
Zahlen.
a) Stellen Sie das lineare Gleichungssystem auf, das der Rechenkiinstler 16sen muss.
Losen Sie es fiir
1)A=6,B=09,C =11,
2) A=13, B=17,C =18.
b) Losen Sie das lineare Gleichungssystem fiir beliebige A, B, C' und ermitteln Sie
so eine Losungsformel zur Bestimmung von x, y, 2.
c¢) Der Rechenkiinstler verrét seinen ‘Trick’: Er addiert A+ B 4 C und halbiert das
Ergebnis. Von diesem Wert subtrahiert er dann jeweils eine der Zahlen A, B, C' und
erhilt dabei die drei gedachten Zahlen z,y, z. Vergleichen Sie mit Ihrer Losungs-
formel aus b).
d) Der Rechenkiinstler d&ndert die Fragestellung. Die Zuschauer sollen von den ge-
dachten Zahlen (x,y, ) je zwei addieren und die dritte subtrahieren. Wie berechnet
man jetzt aus den mitgeteilten Ergebnissen P, (), R die gedachten Groéfien?

dr + 2y — 2z = 6
Ty — bz +4dw= 2

5L1 Mathematik (Kg) 2 17. August 2009
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1)

Ubungen (1) — Ldsungen

Alle Gleichungssysteme sind eindeutig losbar. Die Losungsvektoren sind jeweils:

()

Wieder sind alle Gleichungssysteme eindeutig 1osbar. Die Losungsvektoren sind:

; ; : ;
U 9 u -9

2 2
a), ¢) und f) sind eindeutig losbar. Die Losungsvektoren sind ( -1 ) fiir a), ( —2 >

3 0

1

fiir ¢) und | —2 | fiir f).
1

b) Dieses Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. Die Gau-Elimination

ergibt
3—-1 1 1 3—-1 1 1 3—-1 1 1
-2 4-1]-2]|«<1010-1|—-4]«<|010-1|-4
1 3 0] -1 0 10 -1 | —4 0 0 O 0

Die letzte Gleichung 0 = 0 ist selbstversténdlich erfiillt. Die iibrigen Gleichun-
gen 16st man ‘von unten nach oben’ auf. Die erste dabei aufzulésende Gleichung
10y — z = —4 enthélt zwes Variable, man kann daher auswéhlen, nach welcher man
auflosen will. Hier bietet sich z an.

0y —2=-4 <= 2=10y+ 4.

Die letzte Gleichung besagt, dass y beliebige Werte annehmen kann, dann jedoch
z = 10y + 4 gewahlt werden muss, z ist also durch y bestimmt. Man 16st nun die
noch verbleibende Gleichung nach der noch verbleibenden Variablen z auf (nicht
etwa nach z oder y!):

3r—y+(10y+4)=1 <= 32=-9y—-3 < z=-3y—1.

Die Losungsvektoren haben also die Gestalt

(ZJ) = Y mit beliebigem y € IR.
10y + 4

Die Losungsmenge ist daher unendlich. Indem man den Losungsvektor zerlegt in
die Vielfachen von y und die ‘y-freien’ Teile, erhélt man die folgende Parameter-
darstellung fiir die Losungsmenge:

T —3y —1 -1 -3
L:(y]= y = o]+y|l 1| (wWeR).
z 10y + 4 4 10

5L1 Mathematik (Kg) 3 Ubungen (1) — Losungen



Die Losungsmenge ist die Gerade durch den Punkt (—1 | 0 | 4) mit dem Richtungs-

-3
vektor 1.
10

d) ist unlésbar, denn die Gauf-Elimination ergibt

1-1 219 1-12| 9 1 -1 2 9
-1 2-1(6]<(0 11|15 <0 11 15 | .
0 1 114 0 11| 4 0 0 0| -11

Die letzte Gleichung enthélt einen Widerspruch 0 = —11, so dass keine Losung
existieren kann.

e) Hier reduziert sich das Gleichungssystem durch Gauf-Elimination auf eine einzige
Gleichung, die erste: 4x — 2y 4+ 2z = 2. Diese kann man nun nach einer der drei
Variablen auflésen, z. B.

dr —2y+2=2 < z= -4z +2y+2.

Dies zeigt, dass x und y beliebig gewédhlt werden kénnen, wiahrend z dann gleich
—4x42y+2 sein muss, damit das Gleichungssystem erfiillt ist. Die Losungsvektoren
sind daher von der Form

T Z 0 1 0
y = y =|0])+z| O0|+yl1l]| (zyeR).
z —4x + 2y + 2 2 —4 2

Dies stellt eine Parameterdarstellung einer Ebene dar: Die Losungsmenge ist die
Ebene durch den Punkt (0 | 0 | 2) mit den (linear unabhéngigen) Richtungsvektoren

[4)

0
1.
2

4) a) GauB-Elimination ergibt:

1 1 10| 3 1 1 10 3 1110 3
o 1 113} .10 1 11 31.10111}3
1-1-11| 0 0-2-21|-3 00033
1 2 21| 6 0 1 11 3 00000

Der Rang der Koeffizientenmatrix ist » = 3. In der letzten Nullzeile steht auch
auf der rechten Seite 0: Das Gleichungssystem ist 16sbar. Die Auflésung ‘von unten
nach oben’ ergibt der Reihe nach

Ju=3 < u=1,
y+z+1=3 << y=2-12z,
r+2—-2)+2=3 <= z=1.

und damit die folgende Parameterdarstellung fiir die Losungsmenge

T 1 0
yl _[2—2| |2 —
L 2= ; =l{o T2l 1 (z € R).
u 1 1 0
5L1 Mathematik (Kg) 4 Ubungen (1) — Losungen
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Die Losungsmenge ist damit eine Gerade, und zwar durch den Punkt (1|2 [0 | 1)

0
mit Richtungsvektor v = _}
0
b),c) Hier ist der Rang jeweils r = 4, so dass beide Gleichungssysteme eindeutig
1 1
2
16sbar sind. Die Losungsvektoren sind | | fiir b) und | g | fiir c).
1 4
d) GauB-Elimination ergibt:
1-1 1-1 1 1-1 1-1 1 1-1 1-1]1
2 1-2 3,10 (0 3-4 5 .10 3-4 5|8
-1-2 3-4|-9 0-3 4-5|-8 0 0 0 010
3 0-1 2| 11 0 3—-4 5| 8 0 0 0 0]0

Das Gleichungssystem ist losbar; der Rang ist r = 2, die Anzahl der freien Para-
meter daher n —r =4 — 2 = 2, die Losungsmenge also eine Ebene. Eine Parame-
terdarstellung ist gegeben durch

(Y (Y (S
” _

L e 0 +z 1 +u 0
u 0 0 1

Zunéchst die Voriiberlegungen vor Beginn der Gaufl-Umformungen.

a),b),h): Es ist n = 3, m = 4 und folglich r < n =3 < m = 4. r < m bedeutet,
dass am Ende der Gaufl-Umformungen mindestens eine Nullzeile in der Koeffizi-
entenmatrix auftritt. Es muss also mindestens eine Bedingung fiir die Losbarkeit
iiberpriift werden.

c),d),f),g),i): Hier ist n = 4, m = 3 und folglich r < m = 3 < n = 4. r < n bedeutet,
dass das System — wenn es l6sbar ist (!) — unendlich viele Losungen haben muss,
da mindestens ein freier Parameter in der Darstellung der Lésungsmenge auftritt.
Diese 5 Gleichungssysteme sind also auf keinen Fall eindeutig 16sbar!

Dieselben Uberlegungen gelten auch fiir e), denn auch hier ist r < n, da m = 2,
n =3 und r < 2 ist.

Im folgenden sind die Gaufumformungen und die sich daraus ergebenden Ergeb-
nisse aufgelistet:

6 -3 2| —6 6 -3 2| —6
) -3 94|18 | _[01510] 30
012 8| 24 012 8| 24

3.6 6| 12 0-910| 30

6 -3 2| —6 6 -3 2| —6

0 3 2| 6 0 3 2| 6

“1o 32! 6] 1o ool o

0-910| 30 0 016 | 48

Das Gleichungssystem ist losbar; der Rang ist » = 3 = n, also gibt es genau eine

Ubungen (1) — Losungen



—2
Losung; diese ist ( 0).

3

1 1 2| 5 1 1 2 5
b 34 1] -1 0-1 7| 14
) 2-1-1| 0) 7| 0=3-5]-10
1-2-3| 2 0-3-5| —3

1 1 2] 5 1 12| 5

0-1 7114 0-1 7| 14

<> <
0 026]52 0 026 52
0 026]45 0 0 0] -7

c)
1 1-1-1}]-1 1 1-1-1] -1 1 1-1-1]-1
1-1 1 1 3 |«<|0-2 2 2 4 1«1 0-2 2 2| 4
-3 3-3-3| -7 0 6—-6—-6]|—10 0 0 0 0] -2

Das Gleichungssystem ist wiederum unldsbar. Der Rang der Koeffizientenmatrix ist

r=2.
1-1 1-1/3 1-1 1-11/3
d) 2 1-1 1|9 | «< 0 3-3 3|3
-1 3-2-110 0 2-1-2]3
1-1 1-1|3 1-1 1-11|3
> 0 1-1 1)1 — 0 1-1 1]1
0 2-1-2]3 0 0 1-4]1

Dieses Gleichungssystem ist 16sbar (keine Nullzeile). Der Rang ist » = 3, die Dimen-
sion des Losungsraumes daher d = n — r = 1: Die Losungsmenge ist eine Gerade.
Eine Parameterdarstellung ist gegeben durch

+u (ue R).

=
ey
Il
O N
=W o

o) 1-1 1 4y (1-1 1 4
2 3-1| -1 0 5-3|-9
Dieses Gleichungssystem hat den Rang » = 2 = m; es ist 16sbar; die Dimension des

Losungsraumes ist d =n —r =3 — 2 = 1, die Losungsmenge also eine Gerade. Als
Parameterdarstellung erhalten wir:

. 11/5 —2/5
L: (y): —9/5 | +2| 3/5 | (zemR).
0 1

5L1 Mathematik (Kg) 6 Ubungen (1) — Losungen



110 01]5 110 015
f) 001-1|3|«< 011 0|4
011 0]4 001-1|3

Hier bestand die GauBlumformung aus einem simplen Zeilentausch. Der Rang ist
r = 3 = m; das System ist l6sbar und die Losungsmenge ist d = n —r = 1-
dimensional. Eine Parameterdarstellung fiir die Gerade ist

x 4 1
vyl _ |1 -1
IL =13 ]ty (u € R).
u 0 1
1-2-3 1] 4 1-2-3 1| 4 1-2-31] 4
g) 2 1-12}|-2]«<|0 5 50]|—-10]«<({0 5 50|-10
3—-1-4 3 3 0 5 50| -9 0 0 00 1
Dieses System ist unlosbar. Der Rang der Koeffizientenmatrix ist r = 2

Gleiches gilt fiir i).
h) dagegen ist losbar; der Rang ist » = 3. Wegen r = n ist die Losung eindeutig:

§

T+ y = A
6) Das zu losende Gleichungssystem lautet | x + z = B |. Dieses Gleichungs-
y+z=20C

system soll fiir die angegebenen Werte von A, B, C' bzw. fiir beliebige A, B, C' gelost
werden. Dazu verwendet man das Gaufl’sche Eliminationsverfahren. Da die Umfor-
mungsschritte im Gauf3-Verfahren unabhdingig von der rechten Seite sind, kénnen
wir alle drei Aufgaben auf einmal erledigen, indem wir in der Matrixform mehrere
rechte Seiten gleichzeitig behandeln:

110 6|/13[A 1 1 0] 613 A
(1 01| 9|17 B><—> 0-11] 3| 4/ B-A
01 1]11]18|C 0 1 11118 C
1 1 0] 6|13 A
<|{0-11 3| 4 B-A
0 02|14|22|C+B-A

Jetzt muss man die Gleichungen fiir die verschiedenen rechten Seiten von unten
nach oben auflosen:

)22=14 <= 2=7, —y4+7=3 <= y=4, 2+4=6 < x=2;
2)22=22 <= z=11, —y+1l=4 <= y=7, z4+7=13 < x=6.
Diese beiden Rechnungen sind natiirlich tiberfliissig, wenn wir nun die Aufgabe bei
beliebiger rechter Seite 16sen. Dies ist moglich, da die Koeffizientenmatrix den Rang
3 hat! Die Auflésung ergibt:

B-A
Con g CEDA
C+B—A C B A C—-B+A
4222 B4 Y42 Ll p_=2—2T4
y+ 2 =Yy=gtg gt 2 '
L C-BtA_, A B C_AtB-C
€T _— = = — —_——_ =
2 =S TS T 2

5L1 Mathematik (Kg) 7 Ubungen (1) — Losungen



Setzt man die speziellen Werte aus 1) und 2) in diese Auflésungsformeln ein, so
ergeben sich die oben konkret berechneten Losungen.

c¢) Die Formeln des Rechenkiinstlers sind leichter zu verwenden, aber mit den eben
berechneten Formeln gleichwertig. Zum Beispiel

C+B-A
—

A=4002  4=_
2 SRCIAD

A+B+C A B C A
2= — — _
2

¢
2

Genauso iiberpriift man die Formeln fiir y und z.
xr+y—z=P
Fiir d) lautet das Gleichungssystem r— 1y + z = Q@ | und Gauf3-Elimination
-r+y+z=R

ergibt
1 1-1|P 1 1-1 P
1-1 110 |~]0-2 2|0-pP
-1 1 1| R 0O 2 0O|R+P
Die Auflésung ist wieder moglich (Rang 3) und ergibt
_P+R ~ Q+R P+Q

Y= "9 T Ty 2

Die gedachten Zahlen x,y,z erhélt man also, indem man je zwei der genannten
Zahlen P, (@, R mittelt.

5L1 Mathematik (Kg) 8 Ubungen (1) — Losungen
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1)

Ubungen (2)

Gegeben sind die Punkte A = (2,1), B = (—2,—3) und C = (4, —1).
a) Skizzieren Sie diese drei Punkte in einem Koordinatensystem.

b) Verschieben Sie das Dreieck ABC' um den Vektor v = <

die Eckpunkte A’, B’, C’ des verschobenen Dreiecks.

c¢) Uberpriifen Sie Ihre Zeichnung durch eine entsprechende Rechnung.

d) Bestimmen Sie die Vektoren AB , BC , @, sowie die entsprechenden Vektoren
A'B’, B'C’, C'"A’. Was stellen Sie fest?

Gegeben sind die Punkte A = (2,1,0), B = (3,0,—1) und C = (4,1,2) im Raum.
Berechnen Sie die Vektoren

AL, BC. AC, @_g(@_m, AB+ BC - AC.

_;) ) Bestimmen Sie

Es seien A, B und C drei beliebige Punkte. Zeigen Sie auf der Basis der Definition
von Vektoraddition und skalarer Multiplikation:
a)mzﬁ—@, b)A-B)ﬁ—B?—ﬁ:o,
¢) AB+ Y(BC ~ AC) = 1 4B, d) AB + 1BC = AC - 1BC,
Es sei O = (0,0,0) der Koordinatenursprung eines fest gewihlten Koordinaten-
systems. Uberpriifen Sie die folgenden einfachen, aber niitzlichen Beziehungen zwi-
schen Ortsvektoren und formulieren Sie ihre Bedeutung in Worten:

a1
a) A= (ai,as,a3) = OA=|as |, b)AB=0B- 04,

as

c) Ist v = AB, so gilt OB = OA +v und OA = OB —v.

a) Zeigen Sie, daB fiir 4 beliebige Punkte 4, B, C, D die folgenden Aquivalenzen

elten:
° 1B — DC « AD - BC < AB + AD - ¢

Ein Viereck ABC'D mit diesen Eigenschaften heifit Parallelogramm.
b) Bestimmen Sie einen vierten Punkt D so, dafl er mit den drei Punkten A =
(2,1,0), B=(3,0,—1), C = (4,1,2) ein Parallelogramm bildet.

a) Zeigen Sie, daf} fiir beliebige Punkte die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

1 i 1
b) Erldutern Sie an einer geeigneten Skizze, warum der Punkt M Mittelpunkt zwi-
schen A und B genannt wird. )
c¢) Welche Bedeutung fiir Ortsvektoren hat die zweite Eigenschaft in der Aquivalenz
von a), wenn man darin fiir P den Koordinatenursprung O wahlt?

d) Berechnen Sie mittels c) die Seitenmitten des Dreiecks mit den Eckpunkten
A=(2,1,0), B=(3,0,—1) und C = (4,1, 2).

5L1 Mathematik (Kg) 1 31. August 2009
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Ubungen (2) — Lésungen

1) Skizze zu a), b):

@

A/

B z

P

c¢) Die Eckpunkte des verschobenen Dreiecks sind charakterisiert durch

AA = BB =CC' = v = (‘é) .

Man muf also die Endpunkte von Pfeilen bestimmen, wenn der Anfangspunkt und

der Vektor gegeben sind. Nun gilt (mit den Bezeichnungen v = (z; ), A= (ay,a2)

und entsprechend fiir A’):

! _ !
U:AA’<:><01>: Gima) ., T arma
v2 abh — as A v9 = ab — ag

Damit lassen sich die Koordinaten a; von A’ sofort berechnen:
al =a1+v1, ay=as+vs.
Mit den konkret gegebenen Punkten erhilt man so
A'=(1,4), B’ =(-3,00 und C’'=(3,2).

d) Man stellt fest

AB = (:i) — A'B', BC = (g) — B'C" und T4 = (‘3) —C'A.

Bei Verschiebung édndern sich zwar die Punkte, nicht aber die Vektoren!

1 1 2 1/2
2 T8 - <_1>,B‘a: <1>,@= <o>,@_%<@_3—d>: 12 | und
—1 3 2 _1/2

AB+BC —AC =o (Nullvektor). (Zu den letzten beiden Gleichungen siehe auch
die néchste Aufgabe.)

5L1 Mathematik (Kg) 2 Ubungen (2) — Losungen



3) Geméf der Definition der Vektorsumme gilt @ + Q—R) = PR. Insbesondere gilt
dann 1@—{— @ = PP = 0 und damit ist 673) der Gegenvektor zu P-Q): 673) = —@.
Daraus ergibt sich dann:

a) AC — AB = AC + BA= BA+ AC = BC.

b) AB + BC — AC = AC + CA= 44 =o.

&) AB + L(BC — AC) = AB 1 1(BC + CA) = AB + \BA - AB — JAB - 14,
d) Hier kann man die beiden Seiten der Behauptung nicht einfacher darstellen;
vielmehr formt man die Vektorgleichung unter Verwendung der Rechengesetze fiir
Vektoren dquivalent um, z. B. indem man auf beiden Seiten %B-d addiert:

AB + ;BC = AC — [BC

@@JF%B‘CW%B‘C‘:A_C‘
= AB + BC = AC

Die letzte Gleichung ist nun tatséchlich wahr (nach Definition der Vektoraddition),
also auch die urspriingliche Behauptung.

ay — 0 aq
4) a) Es gilt (siehe Skript S. 2) OAd=|a-0] = (az ) Dies bedeutet, dafi die
as — 0 as
Koordinaten des Ortsvektors mit denen des Punktes iibereinstimmen.
b) OB — OA = OB + A0 = A0 + OB = AB. Unter Verwendung von a) bedeutet
dies, daf} die Koordinaten des Verbindungsvektors AB die Differenz der Koordina-
ten von End- und Anfangspunkt sind.
c) Die Behauptungen dieses Aufgabenteils erhilt man aus b) durch einfache Aquiva-
lenzumformungen (Addition/Subtraktion eines Vektors auf beiden Seiten der Glei-
chung):

U:A-B):O-B)—Oj < U+Oj=O-B) < 07:0-3)—12.

Man erhélt also die Koordinaten des Endpunktes B, indem man die Koordinaten
des Verbindungsvektors v = AB 7zu den Koordinaten des Anfangspunktes A ad-
diert.

Entsprechend erhélt man die Koordinaten des Anfangspunktes A, indem man die
Koordinaten des Verbindungsvektors v von den Koordinaten des Endpunktes sub-
trahiert.

5) a) Es.gﬂtA—B):m & AB+ BD = BD + DC <= AD = BC, womit die

erste Aquivalenz bewiesen ist. Weiter gilt
AB =DC <= AB+AD = AD + DC = AC .

Anmerkung: Wir werden noch sehen, daf3 die hier gewéhlte vektorielle Charakte-
risierung von Parallelogrammen mit der iiblichen geometrischen gleichwertig ist,
die besagt: Fin Parallelogramm ist ein Viereck ABC D mit zwei Paaren paralleler
Seiten.
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b) Es gibt drei verschiedene Moglichkeiten fiir
die Wahl von D, je nachdem welchem der drei
Punkte A, B, C er in dem entstehenden Paralle-
logramm gegeniiberliegen soll. Wenn D der dem
Punkt B gegeniiberliegende vierte Punkt eines
Parallelogramms ABC' D sein soll, muf} gelten

AD = BC.

: ey

Fir die Ortsvektoren der vier Punkte mufl dann
gelten o
15/./

3
OD —O0A=0C —~ OB bzw. OD=0A+0A-0B= | 2
3

Damit ist D = (3,2,3). Die anderen Moglichkeiten wiren D' = (5,0, 1) (gegeniiber
von A) und D" = (1,0,—3) (gegeniiber von C).

6) a) beweist man durch geeignete Aquivalenzumformungen (Addition desselben Vek-
tors auf beiden Seiten einer Gleichung oder skalare Multiplikation beider Seiten mit
derselben Zahl r # 0):

Pl = J(PA+ PB) < AP+ PM = AP+ ;PA+ [PB

1 1 1 1 1
= AM = AP - AP+ PB=(1- JAP+ PB= (AP +PB) = %@
b) Die erste Eigenschaft AM = %A—B) bedeutet, dafl der Punkt M auf halbem Wege
zwischen A und B liegt, also der Mittelpunkt zwischen A und B ist.

c) Wahlt man in der zweiten Eigenschaft P speziell als Koordinatenursprung O, so
erhélt man die folgende Beziehung zwischen den Ortsvektoren von A, B und M:

Ol = (04 +0B).

Dies bedeutet, dafl der Ortsvektor OM des Mittelpunktes M zwischen A und B
das arithmetische Mittel der Ortsvektoren OA und OB von A und B ist. Man
bestimmt also die Koordinaten des Mittelpunktes M von A und B, indem man die
Koordinaten von A und B addiert und dann halbiert.

d) Seien A’, B’, C" die dem jeweiligen Eckpunkt gegeniiberliegenden Seitenmittel-
punkte. Unter Verwendung der eben formulierten Regel berechnet man die Koor-
dinaten der Mittelpunkte wie folgt:

A= (

[NCREEN|
N | =

), B'=(3,1,1), C/:(ﬁ’_’__)'

N —

Y Y
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5L1 Mathematik (Kg) 3. September 2009

Ubungen (3)

1) Gegeben ist der Vektor u = (%)

a) Stellen Sie die Vektoren u, 2u, 3u, %u, —u, —2u, —2,5u, Ou als Pfeile mit
Anfangspunkt O = (0,0) dar. Wo liegen die Endpunkte?

b) Wo liegen die Endpunkte, wenn man als Anfangspunkt A = (—1,1) w#hlt?

c¢) Gehodren die Punkte X = (2,2) und Y = (25,13) zu dem in b) gefundenen
geometrischen Gebilde?

2) Wir betrachten nun die Gerade g durch den Punkt A = (—2,2,0) mit dem Rich-

2
tungsvektor v = ( 1 ) Untersuchen Sie, welche der folgenden Punkte auf der
—1
Geraden g liegen: P = (32,19, —-17), Q = (—18,-7,9), R = (8,7, —5).

Zwei Dreiecke ABC und A’B’C’ nennt man perspektivisch, wenn sich die drei Verbin-
gungsgeraden einander entsprechender Ecken in einem Punkt, dem sog. Zentrum Z,
schneiden:

roe

|-
Gegeben sind die Punkte A = (2,1,0), B = (3,0, —1), C = (4,1,2) sowie A’ = (5,4,-3),
B =(2,0,0), C" =(7,2,3) .
3) a) Zeigen Sie, dass die beiden oben angegebenen Dreiecke ABC und A’B’C’ per-
spektivisch sind und bestimmen Sie das Zentrum Z.
b) Stellen Sie fest, ob auch die Geraden durch die Schwerpunkte der Dreiecke durch
Z verlaufen.

4) a) Bestimmen Sie die Schnittpunkte einander entsprechender Seiten der beiden
Dreiecke.
b) Zeigen Sie, dass die so gefundenen drei Schnittpunkte wiederum auf einer Gera-
den liegen!

5L1 Mathematik (Kg) 1 3. September 2009



5L1 Mathematik (Kg) 3. September 2009

1)

2)

Ubungen (3) — Ldsungen

Skizzen zu a) — b): " .

a) Alle Endpunkte liegen auf einer Geraden g durch den Punkt O. Dabei gibt der
Vektor u die Richtung dieser Geraden an, man nennt ihn daher einen Richtungs-
vektor von g.

b) Wieder ergibt sich eine Gerade, jetzt jedoch durch A statt O; wieder ist u Rich-
tungsvektor der Geraden.

¢) Damit X zu der Geraden aus b) gehort, muss der Vektor AX dieselbe Rich-
tung (aber nicht notwendig Orientierung) wie u haben. Dies bedeutet, dass AX
ein Vielfaches ru von u sein muss (r € IR). Aus der Skizze bzw. der nachfolgenden
Rechnung entnimmt man r = 3/2: X liegt auf der Geraden aus b).

- (§)(1)- )

Zwei Spaltenvektoren stimmen genau dann iiberein, wenn sie in allen ihren Koordi-
naten iibereinstimmen. Damit ist die letztgenannte Vektorgleichung nichts anderes
als das folgende lineare Gleichungssystem

2r =
N r=

\G][J RN

mit der offensichtlichen Losung r = 3/2.
Genauso geht man fiir Y vor, wobei man auf das Gleichungssystem

2r
AN &

26
12

gefithrt wird, welches offensichtlich unlésbar ist. Es gibt also kein derartiges r: Y
liegt nicht auf der Geraden.

34 2 34 = 2r
AP = rp «— 17 | =r 1] <= AN 17T= r < r=17,
—-17 -1 AN =17 = —r
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also liegt P auf g. Genauso zeigt man, dass R zu g gehort: AR = 5v. Fiir Q@ hingegen
erhélt man das Gleichungssystem

—-16 = 2r
AN 9= r,
A 9= —r

welches offenbar unlésbar ist: @ liegt nicht auf der Geraden g.
3) a) Parameterdarstellungen der drei Verbindungsgeraden entsprechender Dreiecks-
punkte:

3
g(A,A’)::L':O-X: %)%—r( 3) (re R),
0 -3

3 —1
g(B,B): z=0X = O>+s< 0) (se R),

—1 1

2 1
Schnittpunkt von g(A, A’) und g(B, B’):

2 3 3 -1 3r +s= 1
1]+ 3| = 0]+s 0] 3r -1
0 -3 -1 1 —-3r —s= -1

g(C,C"): z=0X = %)%—t(?) (te R).

— |-1+s= 1| < s= 2| e r=—gAs=2
]_—S:—]_ _S:_2

Wir erkennen, dass das Gleichungssystem eindeutig losbar ist. Dies bedeutet, dass
sich die beiden Geraden in genau einem Punkt schneiden. Den Schnittpunkt Z
erhalten wir, indem wir s = 2 in die Parameterdarstellung von g(B, B") einsetzen:

(- (3)-()

Man muss nun zeigen, dass die Gerade g(C,C’) ebenfalls durch Z = (1,0,1)
verlauft. Dies ist der Fall, wenn fiir ein ¢ € IR gilt:

- () () = ()-()() - ()69

Offenbar ist ¢t = —1 eine Losung; alle drei Geraden schneiden sich in dem einen
Punkt Z = (1,0, 1).

b) Die Schwerpunkte der beiden Dreiecke sind (siehe oben) S = (3,2, %) sowie
S = (%, 2,0). Z liegt auf der Geraden ¢(S,S’), wenn S7 ein Vielfaches des Rich-
tungsvektors S—S; ist:

57:%@ —

Wi Wi PO
I
<

Wl Wik wlut
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Diese Gleichung ist unlésbar; Z und die beiden Schwerpunkte liegen nicht auf einer
Geraden.

4) Man erhalt S, = (17/7,4/7,—3/7) als Schnittpunkt von g(A, B) mit g(A’, B"),
So = (8,1,6) als Schnittpunkt von g(A,C) mit g(A’,C’) und schliellich S35 =
(11/3,2/3,1) als Schnittpunkt von ¢(B,C) mit g(B’,C’). Diese drei Punkte S;
liegen auf einer Geraden, da die beiden Vektoren

_39/7 ~13/3
SoS1=1 =3/T |, S28=| —-1/3
457 5

Vielfache voneinander sind (Faktor 7/9).
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5L1 Mathematik (Kg) 10. September 2009

Ubungen (4)

Seien im Folgenden A = (2,1,0), B = (3,0,—-1), C = (4,1,2) sowie D = (3,2,3),
E=(-1,21), F=(0,1,2).
1) a) Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir die Ebene e(A, B, C) durch die Punkte
A, B, C an.
b) Stellen Sie fest, welche der Punkte D, E, F' in der Ebene e(A, B, C') liegen.

2) a) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung fiir die Ebene €', die durch den Punkt
E verlauft und parallel zur Ebene e(A, B, C) ist.
b) Untersuchen Sie, ob die Gerade g(C, F') die Ebene e’ schneidet, und wenn ja, in
welchem Punkt.

3) Gesucht ist der Durchschnitt der Ebene e = e(A, B,C') mit der Ebene e’ =
e(C,E,F).
a) Welches Ergebnis erwarten Sie aufgrund Threr geometrischen Anschauung?
b) Reduzieren Sie das Problem auf ein lineares Gleichungssystem. Wieviele Glei-
chungen und wieviele Unbekannte umfasst es?
c) Wieviele Losungen erwarten Sie fiir dieses Gleichungssystem aufgrund Threr Ant-
wort zu a)?

4) Wir betrachten das Tetraeder ABCF'. x
a) Warum bilden diese 4 Punkte ein Tetraeder?
b) Wir ‘zerséigen’ das Tetraeder lings der in Aufgabe 2
a) gegebenen Ebene e’. Gesucht sind die dadurch entste-
henden neuen Eckpunkte A’, B’, C’. Erlautern Sie einen
Ansatz fiir dieses Problem und reduzieren Sie es auf
lineare Gleichungssysteme. Wieviele Gleichungen und C
wieviele Unbekannte umfasst dieses?
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5L1 Mathematik (Kg) 10. September 2009
Ubungen (4) — Lésungen

1) a) Eine Parameterdarstellung fiir die Ebene durch drei gegebene Punkte A, B, C
erhélt man durch

X €e(A,B,C) — O-X:Oj%—r-A—B)%—s-Efﬁrgeeignete r,s € IR.

In unserem konkreten Fall also

2 1 2
OX=|1]+r-1]+s[0]. (%)
0 —1 2

b) Um zu iiberpriifen, ob ein Punkt (etwa FE) in dieser Ebene liegt, muss man
untersuchen, ob sein Ortsvektor sich in der Form (x) darstellen lésst, d. h. ob die
Gleichung

-1 2 1 2
1 0 -1 2

(mindestens) eine Losung (r, s) hat. Die Vektorgleichung (xx) ist ein lineares Glei-
chungssystem von 3 Gleichungen mit 2 Unbekannten (r, s):

r+2s=-3 r = -1 r=—1
—r = 1 <= —14+2s=-3 <= 28 = -2
—r+2s= 1 1+2s= 1 2s= 0

Die letzten beiden Gleichungen fiir s widersprechen einander: Es gibt also keine

Losung! Damit liegt der Punkt F nicht in der Ebene e.

Fiir F' erhélt man mit einer entsprechenden Rechnung ebenfalls: F' liegt nicht in

der Ebene e. Fiir den Punkt D erhilt man die eindeutige Losung r = —1, s = 1.
2) a) Da die Ebene €’ parallel zur Ebene e = e(A, B, C') verlaufen soll, kénnen wir als

Richtungsvektoren fiir e’ dieselben wie fiir e wihlen, ndmlich

1 2
u:A-B):<—1> und UZEZ(O).

-1 2

Da €’ durch FE verlaufen soll, erhalten wir die Parameterdarstellung

—1 1 2
x:O—XZ:O—E)%—mH—sv:( 2>+r<—1)+s<0>.
1 -1 2
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e C

A * B

b) Parameterdarstellung fiir die Gerade g(C, F'):

con-()4()

Bestimmung des Durchschnitts g(C, F') Ne':
—1 1 2 4 —4
21+rl -1 ]14+sl0]=11]+t 0
1 —1 2 2 0
1 2 4 5) r+2s+4t = 5
—7rl -1 |+s[O0]+tl0)=|-1] < | —r —1
—1 2 0 1 —r + 2s

I
—

T’:1 7’:1 1
<— |2s =1r+1 < (25 =2 <:>r:1,s:1,t:§
4t =5 —1r —2s 4t = 2

Da das Gleichungssystem losbar ist, gibt es einen Schnittpunkt S. Diesen erhélt
man, indem man in eine der beiden Parameterdarstellung den entsprechenden ge-
fundenen Parameterwert einsetzt. Dafiir bietet sich die Parameterdarstellung der

Geraden an:
4 1 —4 2
2 0 2
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Der Schnittpunkt ist S = (2,1, 2).

3) a) Da der Punkt C' zu beiden Ebenen gehort, E aber nur zu einer von beiden (siehe
Aufgabe 1) b)), sind die Ebenen verschieden, aber nicht parallel. Daher schneiden
sie sich in einer ganzen Geraden.

b) Wir erstellen zundchst Parameterdarstellungen fiir beide Ebenen:

2 1 2
Xce e 2=0X=0A+r-AB+s-AC=| 1|+ -1 | +s|O
0 —1 2

.Xee”<:$arz@Y::58+¢-5E+u-5?::<%>+¢<_?>+u<_§>.
2 1 0

Zur Berechnung des Schnittes muss man also das durch ‘Gleichsetzen’ entstehende
lineare Gleichungssystem losen:

9 1 2 4 -5 —4
Ll e~ +s{O0)={1]|+t[ 1|+ul o
0 -1 2 2 —-1 0

1 2 -5 —4 2
7| 1| +s 0] -t 1]—-ul o|=1]0
-1 2 ] 0 2

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 4 Unbekannten (je
zwei Parametern der beiden Ebenendarstellungen).
Wir wollen dieses Gleichungssystem erst 16sen, wenn wir mit dem Gauf}-Verfahren
ein systematisches Losungsverfahren fiir beliebige lineare Gleichugnssysteme ken-
nengelernt haben.
c) Nach a) wissen wir aber bereits, dass dieses Gleichungssystem unendlich viele
Losungen haben muss.

4) a) Da der Punkt F' nicht in der durch A, B,C bestimmten Ebene liegt, bilden die
4 Punkte ABCF ein Tetraeder.
b) Wir miissen die Schnittpunkte der drei Kantengeraden g(F, A), g(F, B) und
g(F,C) mit der Ebene e’ bestimmen. Dazu stellt man fiir die Geraden und die
Ebene ¢’ Parameterdarstellungen auf (fiir ¢’ siche oben) und setzt die Parameter-
darstellung der Ebenen jeweils mit der Parameterdarstellung einer Geraden gleich.
Es ergibt sich jeweils ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen (da Punk-
te und Vektoren drei Koordinaten haben). Die Unbekannten sind der eine Parame-
ter aus der Geradendarstellung und die zwei Parameter aus der Ebenendarstellung,
insgesamt also drei Unbekannte.
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Fortfiihrung der Aufgaben 3) und 4) mit dem Gauf3-Verfahren:

3) Wir 16sen das bereits bei 3) b) aufgestellte Gleichungssystem mit dem Gauf-
Verfahren. Bei Reihenfolge der Unbekannten r, s, t,u ergibt sich die nachfolgende
erweiterte Matrix und ihre Umformung in Dreiecksgestalt:

2
2
]

2 1 2542 12 5 4
0|« 02442 )« 02 4 4
2 0 4644 0 0-2-4

(Bei Beachtung der beiden Nullen in der letzten Spalte hétte man (durch Spal-
tentausch) den Rechenaufwand verringern konnen. Er war aber ohnehin nicht sehr
groB, und die folgenden Uberlegungen zeigen, dass ein solcher Spaltentausch auch
Nachteile hat.)

Wir stellen nun nach Abschluss der Gauf3-Verfahrens zunéchst einmal fest, dass das
Gleichungssystem den Rang r = 3 hat, l6sbar ist (m = r, keine Nullzeile) und 1
Parameter frei wahlbar ist (d = n —r = 1). Damit gibt es unendlich viele Losun-
gen (wie schon bei der Losung der urspriinglichen Aufgabenstellung erkannt). Diese
wollen wir nun bestimmen.

Wir 16sen das Gleichungssystem nun wie iiblich ‘unten nach oben’ auf. Die letzte
Gleichung besagt:

—2—4u=0 < = —2u.

Lost man die Gleichungen weiter nach s und dann r auf, so erhélt man Formeln
fir s und 7 in Abhéngigkeit von dem (bei der Auflésung der letzten Gleichung
gewéhlten) freien Parameter u. [Es ergibt sich s = 2u + 1 und r = 2u und die
Losungsvektoren sind von der Form

r 2u
s | 2u+1
t ] —2u
u u

mit frei wihlbarem Parameter u.] Aber diese Formeln fiir r, s werden gar nicht mehr
bendtigt, um die Schnittpunkte zu bestimmen. Man muss nédmlich zwischen den
Parametern r, s, t, u, die in dem Gleichungssystem vorkommen, und den gesuchten
Schnittpunkten unterscheiden. Diese Schnittpunkte kann man entweder als Punkte
der Ebene e mit den Parametern r, s oder als Punkte der Ebene ¢” mit den Para-
metern ¢, u beschreiben. Um also die Schnittpunkte zu beschreiben, muss man ein
zusammengehorendes Parameterpaar r, s oder t,u in die zugehorige Parameterdar-
stellung einsetzen. Setzt man t = —2u, u € IR beliebig, in die Parameterdarstellung
von €’ ein, erhilt man die fiir die Schnittpunkte S:

oo () () () ()9

Dies ist eine Parameterdarstellung fiir die Menge aller Schnittpunkte; diese stellt
offenbar eine Gerade dar, und zwar durch den Punkt C' = (4, 1,2) mit dem Rich-

6
tungsvektor ( —2 > .
2
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Man erkennt nun, dass die Berechnung von r, s hierfiir gar nicht benotigt wurde!
Man kann aber zur Kontrolle einmal nach r, s auflésen (s.o.) und die Ergebnisse
dann in die Parameterdarstellung von e einsetzen. Man erhélt dann

1 4 6
ene’: O?:<%>+2u<—1>+(2u+1)<(2)>:<1>+u<—2>.
0 —1 2 2 2

Dies ist genau dieselbe Parameterdarstellung fiir die Schnittgerade. (Dass sich die-
selbe Parameterdarstellung ergibt, liegt daran, dass wir auch denselben Parameter
u benutzen! Bei einer anderen Auflosung des Gleichungssystems, etwa nach Zeilen-
oder auch Spaltentausch oder Wahl eines anderen freien Parameters, erhdlt man
andere Parameterdarstellungen fiir dieselbe Schnittgerade.)

4) Hier miissen wir die Schnittpunkte der Ebene ¢’ mit den drei Kanten g(F, A),
g(F, B) und g(F,C) ermitteln. Die Parameterdarstellungen sind:

—1 1
e : OX = 2)4—7’(—1)4—3(%),
1 —1 2
(4)
+t[ o],
—2
3
+ul =1 |,
()
(0)
+vl 0],
0

Die Ermittlung des Schnittpunktes A’ fithrt (bei Reihenfolge der Parameter r, s, t)
auf folgende Rechnung

g(F,A): OX =

g(F,B): OX=

g(F,C): OX =

N~ O RO NP O

1 2 =2 1 12 =21 12 -2]1
-10 0|-1]<+« 02 =2 0|« 02 -2,0
-1 2 2 1 04 0] 2 00 4| 2

Um den gesuchten Schnittpunkt zu ermitteln, braucht man nur den Geraden-
Parameter ¢ zu ermitteln, der sich unmittelbar aus der letzten Gleichung ergibt:
t = 1/2. Der gesuchte Schnittpunkt A’ ergibt sich, indem man diesen Wert von ¢
in die Parameterdarstellung der Geraden einsetzt. Dies ergibt A’ = (1|1|1).

Die anderen Rechnungen verlaufen vollig analog, nur der Richtungsvektor der Ge-
raden dndert sich. Sein Negatives stellt jeweils die dritte Spalte dar.

Berechnung von B’:

1 2 -3 1 12 -3|1 12 -3]1
-10 1|-1]<+« 02 =2 0|« 02 -2,0
-1 2 3 1 04 0] 2 00 4| 2

Wieder ergibt sich der (Geraden-)Parameter u = 1/2 und B’ = (3|3|3).
Berechnung von C’:

1 2 —4 1 12 —4|1 12 -4 1
-10 0|—-1]+« 02 —4] 0|« 02 -4, 0
-1 2 0 1 04 —4] 2 00 4| 2

Wieder ergibt sich der (Geraden-)Parameter v = 1/2 und C’ = (2|1]2).
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5L1 Mathematik (Kg) 21. September 2009
Ubungen (5)
1) LS, p. 97: Lidngen und Absténde
2) LS, p. 105: Eigenschaften des Skalarproduktes

3) Zeigen Sie fiir ein beliebiges Parallelogramm die Giiltigkeit der folgenden
Parallelogrammerelation:
Die Summe der Lingenquadrate beider Diagonalen ist gleich der Summe der Ldn-
genquadrate der vier Seiten.
Mit den Bezeichnungen der nebenstehenden Skiz-
ze bedeutet dies:

d? + &1 = 2|a|” + 27> .

4) LS, p. 102f.: Skalarprodukt und Orthogonalitét

5) Zeigen Sie mit Hilfe des Skalarproduktes: Ein Parallelogramm ist genau dann ein
Rechteck, wenn die Diagonalen gleich lang sind.
Tipp: Driicken Sie die Léngengleichheit der Diagonalen mit Hilfe des Skalarpro-
duktes aus und vereinfachen Sie.

6) Gegeben sind 5 Punkte A = (3,—4,—1), B = (5,0,3),
C=(9,2-1),D=(7,-2,-5) und E = (0,5, —4).
a) Zeigen Sie, dass ABCD die Ecken eines Rechtecks
sind. Wie lang sind die Seiten?
b) Zeigen Sie, dass die 5 Punkte ABCDE eine senk-
rechte quadratische Pyramide bilden. Dies bedeutet: Die
Spitze E liegt orthogonal iiber dem Mittelpunkt der qua-
dratischen Grundfliche ABCD (siehe Skizze).
c) Wie hoch ist die Pyramide?

7) LS, p. 101 f.: Winkelberechnungen

8) fiir Interessierte: bitte wenden
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Fiir Interessierte

8) a) Begriinden Sie fiir zwei beliebige Vektoren , ¢ durch geeignete Rechnung mit

dem Skalarprodukt:

i+vLla—-v < |a?=17".

Erldutern Sie den Zusammenhang mit binomischen Formeln.
Formulieren Sie den geometrischen Inhalt dieser Aquivalenz in Worten.
Folgern Sie aus dieser Beziehung die nachfolgenden geometrischen Sachverhalte:
b) Ein Parallelogramm ist genau dann eine Raute (d. h. hat 4 gleichlange Seiten),
wenn die Diagonalen orthogonal zueinander sind.
c¢) Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn eine Seitenhalbierende die Ge-
genseite senkrecht schneidet bzw. wenn eine Mittelsenkrechte durch den gegeniiber-
liegenden Eckpunkt verlauft.
d) Ein Punkt P hat genau dann von zwei verschiedenen Punkten A, B denselben
Abstand, wenn er auf der Mittelsenkrechten von A, B liegt. Folgern Sie hieraus:
Der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks ist der Mittelpunkt des
Umkreises.
e) Folgern Sie aus a) (mit Hilfe nachstehender Skizze) den Satz des Thales:
Verbindet man die beiden Endpunkte eines Kreisdurchmessers mit irgendeinem an-
deren Punkt des Kreises, so erhdlt man ein rechtwinkliges Dreieck mit dem Durch-
messer als Hypotenuse.

<

s s

f) Formulieren und begriinden Sie die Umkehrung des Satzes des Thales.
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5L1 Mathematik (Kg) 21. September 2009

Ubungen (5) — Lésungen

2
M FlEP = (@+T) « (@+0) + (T —a) + (7—7)
G A2 T T T T2 T T T
= 21dl* + 219

5) Seien @ und b benachbarte Kantenvektoren des Parallelogramms, dann sind a + b
und @ — b Diagonalvektoren und es gilt:

Gi+b|=|d—b < |@+b>=|a—b> < (@+b)+(@+b)=(@—0b)+(d@—0b)
= |aP+ B> +2-@eb=|a?+|b?—2-Teb < Tob=0 < a_Lb.
2
6) a) Wegen DC = | 4 | = AB ist ABCD ein Parallelogramm. Wegen
4

E:(i) : ﬂ)’:( 3) ,also AB+ AD =8+8—16=0
4 —4

sind die Kantenvektoren dieses Parallelogramms orthogonal; es liegt also ein Recht-
eck vor. Wegen

|AB| =V4+16+16=6, |[AD| =16+ 4+16 =6

haben die Rechtecksseiten die gleiche Lange 6; es liegt sogar ein Quadrat vor.

b) Dass E nicht zur Bodenebene gehort, folgt aus dem unten berechneten (positi-
ven) Abstand.

Da die Grundfléche nach dem in a) Bewiesenen ein Quadrat ist, bleibt nur noch zu
zeigen, dass der Verbindungsvektor vom Mittelpunkt M des Quadrates zur Spitze
FE orthogonal ist zur Bodenebene. Wir berechnen M als Mittelpunkt zwischen AC
und erhalten M = (6, —1, —1). Da 4, ¥ zwei linear unabhéngige Richtungsvektoren
der Bodenebene sind, geniigt es zu zeigen, dass ME orthogonal zu © und v ist:

e (§). = (3) o= 1)

= Mﬁ-ﬁ:—12+24—12:0, ME +7=-24+12+12=0.

—6
c) Die Hohe der Pyramide ist die Lénge des Vektors M E = ( 6 ),

-3
also /36 +36+9 = 9.
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7) Aufgabe 101/7:

) aeb -1 2L 00
a) cos = — = a = arccos(————) ~ 8.
lal - o]  V13-VT4 V1374
geb 0 .
b)cosa:f S =— = a=90" (@ Lb)
al -l -
asb 33 33
c) cosa = =~ = — o = arccos(———) ~ 54,9°.
) lal - o] V9TV 34 <\/97\/34)
8
d) cos« — o~ 65,6"
) V11v/34 0
19 1
e) cosa = — a~57,1°

V35V35 _ 35
f) a«=90° denn @« b=0.

Aufgabe 101/8:

a) @= AB = (_3),5:@: (g),azB‘c‘z <_i>.Also

a=ld=vV1T~4,12, b=|b| =2V2~ 283, c=|c] = V13~ 3,61.

Bei der Berechnung der Winkel beachte man, dass die Vektoren von dem jeweiligen
Eckpunkt ausgehend gebildet werden:

o= Z(A-B),E) = /(@ b) = arccos (ﬁ) ~ 78,7°,
3 = £(BA,BC) = /(—¢,d@) = arccos (ﬁ) ~ 42,3°
v = Z(C’—fi,C-B)) = /(=b, —@) = arccos (%) ~ 59°.

Natiirlich hatte man den dritten Winkel mit dem Winkelsummensatz berechnen
konnen. (So haben wir eine kleine Kontrolle: Die Winkelsumme ergibt tatséchlich
1800.)

b) &= AB = (_9>,5:A_d: (g),a:@: <_7>.Also

6 14

a=la =7v5~1565, b=|b| =217~ 825, ¢ =|d = 3V13 ~ 10,82.

—30

= /(AB,AC) = L(,b) = — ) ~109,7°,
o ( ) (c,b) arCCOS(g\/ﬁ.g\/ﬁ)
147
= /(BA,BC) = /(-C,d) = — ) ~29.7Y,
g ( ) (—c,d) arccos(g\/ﬁj\/g)
- 98
= /(CA,CB) = /(~b,—d) = — ) ~40,6°.
o ( ) ( a) arccos(Q\/ﬁj\/g)

Aufgabe 101/9:
9
a) AB = ( o>, AB| =275,

—4
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A—c‘=< 2>,|E|:4ﬂ,
—4

BC = <_421>,|B‘c‘|:2¢5,
0

Damit ist das Dreieck gleichschenklig und folglich die gegeniiberliegenden Winkel
gleich: v = a. Man muss also nur einen Winkel berechnen:

= /(AB, AC) = arccos ( ) ~50,8°.

16
2v/5 - 4+/2
Damit ist v = a = 50,8° und 8 = 180° — 2a = 78,5°.

(-

Wz( 0 |, IDF|=2v2,
:

EF = ( 4|, |EF| =2v5.
0
Wieder liegt ein gleichschenkliges Dreieck vor und folglich geniigt die Berechnung

von
¢ =0=/(DE,DF) = arccos (

4
~ 71,6°.
Wil
Es ergibt sich e = Z(ED, EF) = 180° — 2. § = 36,9°.
8) a) Es gilt

G+TLia—7 < 0=(@+0)(@—0) = a]’ -7 = |a =|7].

In Worten bedeutet dies: Zwei Vektoren sind genau dann gleich lang, wenn ihr
Summenvektor senkrecht zum Differenzvektor ist.
Es handelt sich hierbei offenbar um die dritte binomische Formel fiir das Skalar-
produkt

(U+7)«(u—7)=|u
b) Seien ¢ und ¢ die linear unabhéngigen Kantenvektoren eines Parallelogramms.
Dann sind @ — ¢ und @ + v die Diagonalenvektoren und diese sind genau dann
orthogonal, wenn die Kantenvektoren # und ¢ gleich lang sind, also eine Raute

vorliegt.
¢) Sind 4 = AB und 7 = AC zwei Seitenvektoren eines Dreiecks, so ist 7 —u = BC

Richtungsvektor der dritten Seite und (u +7) = AMgpc Richtungsvektor der
Seitenhalbierenden. Dann gilt gemé&f a)

u,v gleich lang <= v —u LU+ U <= v—d L =(d+ )

<= Dreiecksseite | Seitenhalbierende
<= Mittelsenkrechte = Seitenhalbierende
<= Mittelsenkrechte trifft gegeniiberliegende Ecke.
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d) Dies ist eine Umformulierung von c), denn ein Punkt C hat von 2 Punkten A, B
genau dann den gleichen Abstand, wenn das Dreieck ABC' gleichschenklig ist. Nach
c) ist dies genau dann der Fall, wenn C' auf der Mittelsenkrechten von A, B liegt.
Ist M der Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten, so hat M von A, B und von
B, C, also von allen drei Punkten denselben Abstand. Damit ist M Mittelpunkt
des Umkreises und die dritte Mittelsenkrechte verlauft auch durch M.

e) Da der Punkt P auf dem Kreis liegt, sind die eingezeichneten Vektoren « und ¢/
gleich lang, also sind die Vektoren ¢ + @ und ¥ — 4, dies sind gerade die Kanten-
vektoren des Dreiecks, orthogonal zueinander.

f) Es gilt umgekehrt:

Die Eckpunkte aller rechtwinkligen Dreiecke mit fester Hypotenuse liegen
auf einem Kreis.

Begriindung: Wenn die Kantenvektoren @ + ¢ und @ — ¥ des Dreiecks orthogonal
sind, dann sind nach a) die Vektoren « und ¥ gleich lang, d.h. der Eckpunkt hat
vom Mittelpunkt der Hypotenuse denselben Abstand wie die Endpunkte der Hy-
potenuse. Also liegt der Punkt auf dem Kreis mit der Hypotenuse als Durchmesser.
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5L1 Mathematik (Kg) 1. Oktober 2009

Ubungen (6)

Wir betrachten ein Dreieck in der Ebene mit den Ecken

A=(2,3), B=(6,7), C = (7,11).

1) Fertigen Sie parallel zur Losung der folgenden Aufgabe eine Skizze an und iiber-
priifen Sie Thre Ergebnisse daran.
a) Bestimmen Sie fiir alle drei Hohen die Hohenfupunkte und die Léngen der
Hohen.
b) Stellen Sie fest, welche Hohenfulpunkte auf der jeweiligen Dreiecksseite zwischen
den Ecken liegen, und welche aujfferhalb.
c¢) Bestimmen Sie die Fldche des Dreiecks.

2) Aus der Physik iibernehmen wir: Ein Koérper (mit ebenen Begrenzungsflichen)
steht stabil auf einer seiner Begrenzungsflichen, wenn das Lot vom Schwerpunkt
des Korpers auf die Bodenebene seinen Fupunkt im Innern der Auflageflache hat.
Wir wollen zunéchst ein 2-dimensionales Beispiel betrachten. Dieses ist realitatsfer-
ner, dafiir aber einfacher! Wir gehen aus von dem in der ersten Aufgabe gegebenen
Dreieck. (Ergénzen Sie Ihre bisherige Skizze!) Stellen Sie fest, auf welcher seiner
Seiten das Dreieck stabil stehen kann.

Wir betrachten ein Tetraeder mit den Ecken

A=(0,1,-2), B=(5,5,6), C=(3,1,-2), D=(0,5—2).

3) a) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes C von der Kante g(A, B) und daraus
die Fldche des Dreiecks ABC'.
b) Bestimmen Sie die Oberfliche des Tetraeders.

4) a) Bestimmen Sie alle 4 HohenfuBBpunkte des Tetraeders.
b) Bestimmen Sie das Volumen des Tetraeders.

5) Bestimmen Sie die Abstédnde aller Paare von windschiefen Kanten sowie die Fuf3-
punkte der jeweiligen gemeinsamen Lote.

6) Stellen Sie fest, auf welchen seiner vier Seiten das oben gegebene Tetraeder stabil
stehen kann (vgl. Aufgabe 2).

Hinweis: Der Ortsvektor des Schwerpunktes eines Dreiecks bzw. eines Tetraeders ist das
arithmetische Mittel der Ortsvektoren der Eckpunkte.
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5L1 Mathematik (Kg) 1. Oktober 2009
Ubungen (6) — Lésungen

1) Hohe durch C: Die C gegeniiberliegende Dreiecksseite ist die Gerade g(A, B) durch
A, B; sie hat die Parameterdarstellung

X € g(A,B) — OX =OA+rAB = <§>+r<4>.

4

Der gesuchte HohenfuBpunkt H ist durch zwei Bedingungen gekennzeichnet:
1. H liegt auf der Dreiecksseite g(A, B):

OH = <§)+r<i> (re R).

2. Der Verbindungsvektor COH ist orthogonal zu der Geraden g(A, B), d. h. ortho-
gonal zum Richtungsvektor @ = AD:

0=CH+AB.

Diese zweite Bedingung stellt eine lineare Gleichung fiir die eine Unbekannte r dar:

en- (5) (1) (1)~ (2) (1) ()

— 0=CH-+A4B = [(:g>+r<i)] -(i):—52+32r — r:?.

Damit erhélt man den Hohenfu3punkt durch

5H 2 13 (4 17/2 17 19
(3)+8 (4) (19/2 ’ (5 3)
Da der Parameterwert r fiir den Hohenfullpunkt H grioffer als 1 ist, liegt H nicht

zwischen A und B, sondern auferhalb der Strecke AB, und zwar auf der Seite
von B. Die Linge hc der Hohe durch C ist die Liange des Verbindungsvektors

C.’H):< 3/2> also
-3/2 )’

3 3
hc:\C.’Eﬂ:g-‘(_i)‘:ﬁ\/ﬁzQ,lQ.

Hohe durch B: AC = (g), OH = (g) + r( g ) Der gesuchte Hohenfufipunkt

H ist nun gekennzeichnet durch

BH L AC [(3)+r(g52].(g)_o

<— —-5H524+8)r =0 <— r=@.
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Da der Parameterwert zwischen 0 und 1 liegt, liegt der HohenfuBpunkt auf der
Dreiecksseite zwischen A und C. Explizit ergibt sich

52 (5 1 (438 438 683
o =(3)+5 =39 H = (=2 2°%) ~ (4,92 7,67).

Die Lénge hp der Hohe ist
w1 | ()| =5 (73 = v e
Die Ergebnisse fiir die Hohe durch A:
(1) o1 (5 (1),
()1 (2) = -2

82 39
— =(—.,—)~(4.82:2.2
H (17717) (787 Y 9)
_ 1 48 _12 4
= = 5)=5(1)
12
= —V17T~291.
— ha - 7 9

Da der Parameterwert r negativ ist, liegt der Hohenfu3punkt nicht zwischen B und
C, sondern aufferhalb, und zwar auf der Seite von B.
Skizze:
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c¢) Die Flachenberechnung dient hier nur zur Demonstration der bereits erzielten

Ergebnisse. Wir werden spéter bessere Verfahren kennenlernen.
Die Fliche des Dreiecks ist

F:%-d(A,B)-hczé |< )l \f— - 4V/2.- \/_—6

Natiirlich kann man auch jede andere Seite mit der dazugehérenden Héhe benutzen,
um die Flache zu berechnen:

1 1 5 12 1 12

5 d(A.C) hp = |<8)| 25 V89 =5 VB89 5By =

1 1 1 12 1 12
F=2-dB,C) ha= |<4)| VIT=gVIT ZVIT =6

Sollten Thnen hier Zusammenhénge zwischen den verschiedenen Werten (Kanten-
vektor, Lotvektor, Parameter r, Seitenldnge, Radikand, Fliche) auffallen, so sind
diese nicht zufillig und werden demnéchst im Unterricht aufgekliart. Sie fithren
dann zu einer duflerst einfachen Methode zur vektoriellen Berechnung des Fléchen-
inhaltes eines Dreiecks:

\det(ﬂ?’A_d) ‘dt( )‘— 4-8—4.5/=6.

2) Wir berechnen den Schwerpunkt S = (5,7) geméfl der Formel 0S = %(Oﬁ +OB +
O?) und dann die Fupunkte der Lote von S auf die Dreiecksseiten.
Lot von S auf g(A, B): Der Lotfulipunkt H soll auf der Geraden g(A, B) liegen,

also OH = OA + rAB bzw. SH = SA + rAB mit einer (gesuchten) Zahl r € R.
Da H der Lotfulpunkt von S auf g(A, B) ist, muss SH zu AB orthogonal sein:

o-57- 78wt 7= () o ()] (1)

4 4

7
— 0= -28+32r < rzg.

Da der Parameterwert r zwischen 0 und 1 l