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Übungen Parabeln

1) a) Vervollständigen Sie: Eine Funktion f gegeben durch einen Funktionsterm der
Form f(x) = ax2 + bx + c mit rationalen Zahlen a, b, c ∈ Q, a 6= 0 nennt man

. Ihr Graph ist .
b) Welche geometrische Bedeutung hat der führende Koeffizient a?
c) Was können Sie über den Graphen von f aussagen, wenn a = 0 ist? Welche
geometrische Bedeutung haben dann b und c?

2) Beschreiben Sie die Graphen der Funktionen mit den nachfolgenden Funktionster-
men:
a) f(x) = x2 + 3, k) f(x) = (x − 7)2 − 9,
b) f(x) = 7 − x2, l) f(x) = 3(x − 2)2 + 9,
c) f(x) = −(2 − x)2, m) f(x) = 5 − (x − 1)2,

d) f(x) = (x + 5)2, n) f(x) =
(x + 2)2

4
+ 3,

e) f(x) = 3x2, o) f(x) = 2((x − 2)2 + 3),
f) f(x) = −x2, p) f(x) = −((x + 1)2 − 3),

g) f(x) = −
1

2
x2, q) f(x) = (3x + 1)2,

h) f(x) =
x2

4
, r) f(x) = (2 − x)2 + 3,

i) f(x) = (x + 5)2 + 3, s) f(x) = x(x + 7) − x2 − 1.
j) f(x) = (x − 1)2 + 4,

3) a) Wie lautet die allgemeine Scheitelpunktsform eines quadratischen Terms? Wa-
rum nennt man sie so? Wie kann man quadratische Terme in Scheitelpunktsform
überführen?
b) Überführen Sie die folgenden Terme in Scheitelpunktsform und beschreiben Sie
die Graphen der Funktionen, die durch diese Terme definiert sind:
α) f(x) = x2 − 2x + 7, γ) f(x) = −x2 − 6x + 1,
β) f(x) = 3x2 + 3x − 1 δ) f(x) = − 1

2
x2 − x + 3.

4) Wir betrachten die Parabeln auf dem Skizzenblatt ‘Normalparabeln (1)’.
a) Berechnen Sie mindestens 4 der in der Skizze zu sehenden Parabelschnittpunkte.
b) Welche der Parabeln schneiden sich außerhalb des skizzierten Bereichs? Bestim-
men Sie mindestens 4 der außerhalb liegenden Schnittpunkte.
c) Wieviele Schnittpunkte können je zwei Parabeln miteinander haben? Begründen
Sie Ihre Antwort.
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Übungen Parabeln — Lösungen

1) a) Eine Funktion f gegeben durch einen Funktionsterm der Form f(x) = ax2+bx+c

mit rationalen Zahlen a, b, c ∈ Q, a 6= 0 nennt man quadratisch. Ihr Graph ist eine
Parabel in der Koordinatenebene.

b) Das Vorzeichen von a gibt die Öffnungsrichtung der Parabel an: Ist a > 0, so
ist die Parabel nach oben geöffnet, im Falle a < 0 nach unten. Außerdem gibt der
Betrag |a| von a an, wie weit die Parabel ist: Für |a| > 1 ist die Parabel enger als
eine Normalparabel, für |a| < 1 ist sie weiter als diese.
c) Wenn a = 0 ist, lautet der Funktionsterm f(x) = bx + c. Die Funktion ist dann
offenbar linear und ihr Graph eine Gerade. b gibt dann die Steigung dieser Geraden
an und c den y-Achsenabschnitt.

2) Alle Funktionsgraphen (außer dem letzten) sind Parabeln, und zwar (entsprechend
der Reihenfolge der Aufgabenstellung):
a)–d) Normalparabeln: nach oben geöffnet mit Scheitel S = (0, 3), nach unten
geöffnet mit Scheitel S = (0, 7), nach unten geöffnet mit Scheitel S = (2, 0) und
schließlich nach oben geöffnet mit Scheitel (−5, 0).
e)–h) Parabeln mit Scheitel S = (0, 0): nach oben geöffnet, enger als eine Normal-
parabel; nach unten geöffnete Normalparabel; nach unten geöffnet, weiter als eine
Normalparabel und schließlich nach oben geöffnet, ebenfalls weiter als eine Nor-
malparabel.
i)–k) nach oben geöffnete Normalparabeln mit den Scheiteln (−5, 3), (1, 4) und
(7,−9).
l) eine nach oben geöffnete Parabel mit Scheitel S = (2, 9), enger als eine Normal-
parabel;
m) eine nach unten geöffnete Normalparabel mit S = (1, 5);
n) eine nach oben geöffnete Parabel mit S = (−2, 3), weiter als eine Normalpara-
bel.
Bei den letzten Beispielen sind zunächst Umformungen nötig:
o) f(x) = 2((x − 2)2 + 3) = 2(x − 2)2 + 6: eine nach oben geöffnete Parabel mit
Scheitel S = (2, 6), enger als eine Normalparabel,
p) f(x) = −((x+1)2−3) = −(x+1)2 +3: eine nach unten geöffnete Normalparabel
mit dem Scheitel S = (−1, 3),
q) f(x) = (3x + 1)2 = (3(x + 1

3
))2 = 9(x + 1

3
)2: eine nach oben geöffnete Parabel

mit Scheitel S = (− 1

3
, 0), enger als eine Normalparabel,

r) f(x) = (2− x)2 +3 = (x− 2)2 + 3: Eine nach oben geöffnete Normalparabel mit
Scheitel S = (2, 3).
s) f(x) = x(x+7)−x2 −1 = x2 +7x−x2 −1 = 7x−1: Hier ist der Funktionsgraph
eine Gerade mit dem Anstieg 7 und dem y-Achsenabschnitt −1.

3) a) Die allgemeine Scheitelpunktsform eines quadratischen Terms hat die Form

a(x − xS)2 + yS .

Man nennt sie so, weil man daraus unmittelbar den Scheitel der dadurch gegebenen
Parabel ablesen kann: Die Lösungsmenge der Gleichung y = a(x−xS )2+yS (a 6= 0)
ist eine Parabel mit dem Scheitel S = (xS , yS); sie ist nach oben geöffnet, wenn
a > 0 ist, und nach unten geöffnet, wenn a < 0 ist; schließlich ist sie enger als eine
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Normalparabel, wenn |a| > 1 ist, und weiter, wenn |a| < 1 ist. Mittels quadratischer
Ergänzung kann man einen beliebigen quadratischen Term in Scheitelpunktsform
überführen.
b) Für die vier gegebenen quadratischen Terme erhält man:

f(x) = x2 − 2x + 7 = x2 − 2x + 1 − 1 + 7 = (x − 1)2 + 6α)

f(x) = 3x2 + 3x − 1 = 3(x2 + x) − 1 = 3
(

x2 + x + (
1

2
)2 −

1

4

)

− 1β)

= 3
(

(x +
1

2
)2 −

1

4

)

− 1 = 3(x +
1

2
)2 −

3

4
− 1 = 3(x +

1

2
)2 −

7

4

f(x) = −x2 − 6x + 1 = −(x2 + 6x) + 1 = −(x2 + 6x + 32 − 9) + 1γ)

= −(x + 3)2 + 10

f(x) = −
1

2
x2 − x + 3 = −

1

2
(x2 + 2x) + 3 = −

1

2
(x2 + 2x + 1 − 1) + 3δ)

= −
1

2
(x + 1)2 +

1

2
+ 3 = −

1

2
(x + 1)2 +

7

2

Die Graphen der durch obige Terme gegebenen Funktionen sind Parabeln, und
zwar
α) eine nach oben geöffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S = (1, 6),
β) eine nach oben geöffnete Parabel, enger als eine Normalparabel, mit Scheitel-
punkt S = (− 1

2
,− 7

4
),

γ) eine nach unten geöffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S = (−3,+10),
δ) eine nach unten geöffnete Parabel, weiter als eine Normalparabel, mit dem Schei-
telpunkt S = (−1, 7

2
).

4) Wir bezeichnen die 8 Parabeln mit P1, . . . ,P8 entsprechend der Nummerierung
auf dem Skizzenblatt. Zur Berechnung der Schnittpunkte der Parabeln benötigen
wir Gleichungen für die Parabeln; diese hatten wir in Übungen (3), Aufgabe 1)
bestimmt. Wir berechnen dann durch ‘Gleichsetzen’ die x-Koordinate des Schnitt-
punktes und daraus dann die y-Koordinate.
a) P3 ∩ P6: Gleichungen für P3 und P6 sind gegeben durch y = x2 − 4 bzw.
y = (x + 7)2 − 6. Für die x-Koordinate des Schnittpunktes (die Schnittstelle) muss
dann gelten:

x2−4 = (x+7)2−6 ⇐⇒ x2−4 = x2+14x+49−6 ⇐⇒ 14x = −47 ⇐⇒ x = −
47

14
.

Die y-Koordinate ist dann y = (− 47

14
)2 − 4 = 2209

196
− 784

196
= 1425

196
. Der Schnittpunkt

ist also

S36 =
(

−
47

14
,
1425

196

)

≈ (−3.36, 7.27) .

P3 ∩ P7: x2 − 4 = (x + 6)2 + 1 = x2 + 12x + 37 ⇐⇒ 12x = −41 ⇐⇒ x =
− 41

12
≈ −3.42. Als y-Koordinate ergibt sich dann y = (− 41

12
)2 − 4 = 1105

144
≈ 7.67.

Der Schnittpunkt ist S37 = (− 41

12
, 1105

144
).

P3∩P8: x2−4 = (x+4)2−3 = x2+8x+13 ⇐⇒ 8x = −17 ⇐⇒ x = − 17

8
= 2.125,

y = (− 17

8
)2 − 4 = 33

64
≈ 0.52, S38 = (− 17

8
, 33

64
).
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b) Die Parabeln P1,P2,P3 schneiden sich nicht: Ihre Gleichungen sind alle von
der Form y = x2 + b mit unterschiedlichen Werten für b. Bei der Berechnung der
Schnittstellen ‘fällt’ der Term x2 weg und man erhält unlösbare Gleichungen.
Alle anderen Parabeln schneiden sich in jeweils einem Punkt. Die Ergebnisse sind
mit den Bezeichnungen wie oben:

S14 =
(

5

2
, 25

4

)

= (2.5, 8.25)

S15 =
(

59

16
, 3481

256

)

≈ (3.69, 13.60)

S16 =
(

− 43

14
, 1849

196

)

≈ (−3.07, 9.43)

S17 =
(

− 37

12
, 1369

144

)

≈ (−3.08, 9.51)

S18 =
(

− 13

8
, 169

64

)

≈ (−1.63, 2.64)

S24 =
(

23

10
, 729

100

)

≈ (2.3, 7.29)

S25 =
(

57

16
, 3761

256

)

≈ (3.56, 14.69)

S26 =
(

− 41

14
, 2073

196

)

≈ (−2.93, 10.58)

S27 =
(

− 35

12
, 1513

144

)

≈ (−2.92, 10.51)

S28 =
(

− 11

8
, 249

64

)

≈ (−1.38, 3.89)

S34 =
(

29

10
, 441

100

)

≈ (2.9, 4.41)

S35 =
(

63

16
, 2945

256

)

≈ (3.94, 11.50)

S36 =
(

− 47

14
, 1425

196

)

≈ (−3.36, 7.27)

S37 =
(

− 41

12
, 1105

144

)

≈ (−3.42, 7.67)

S38 =
(

− 17

8
, 33

64

)

≈ (−2.13, 0.52)

S45 =
(

17

3
, 4

9

)

≈ (5.67, 0.44)

S46 =
(

− 3

4
, 529

16

)

≈ (−0.75, 33.06)

S47 =
(

− 6

11
, 3721

121

)

≈ (−0.55, 30.75)

S48 =
(

2

3
, 169

9

)

≈ (0.67, 18.78)

S56 =
(

8

15
, 11419

225

)

≈ (0.53, 50.75)

S57 =
(

11

14
, 9221

196

)

≈ (0.79, 47.05)

S58 =
(

23

12
, 4609

144

)

≈ (1.92, 32.01)

S67 = (−3, 10)

S68 = (−5,−2)

S78 = (−6, 1)

c) Alle Parabeln auf dem Skizzenblatt ‘Normalparabeln (1)’ sind nach oben geöffne-
te Normalparabeln, also haben sie Gleichungen der Form y = (x− a)2 + b. Multipliziert
man die Terme aus, so erhält man in allen Fällen y = x2 − 2ax + a2 + b; alle Terme ha-
ben also denselben quadratischen Bestandteil x2. Bei der Berechnung der Schnittstellen
‘fällt’ dieser weg, so dass sich jeweils eine lineare Gleichung ergibt, die höchstens eine
Lösung besitzt. Es gibt also in allen hier betrachteten Fällen höchstens einen Schnitt-
punkt.

Zwischen den ersten drei Parabeln gab es keinen Schnittpunkt, weil alle dieselbe
Symmetrieachse haben, also in ihrer Gleichung y = x2 − 2ax + a2 + b die Werte von a

identisch waren. Bei der Berechnung der Schnittstellen ‘fiel’ dann nicht nur x2 sondern
auch der Term 2ax heraus, so dass die Gleichung kein x mehr enthielt und unlösbar wur-
de. In allen Fällen unterschiedlicher Symmetrieachse (d. h. unterschiedlicher a-Werte)
ergibt sich mit denselben Überlegungen genau eine Lösung.
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Übungen: Quadratische Funktionen und Gleichungen

1) Untersuchen Sie für die nachfolgend definierten quadratischen Funktionen f
i) den Verlauf des Graphen,
ii) die Anzahl der Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen,
iii) ob die Funktion einen größten oder kleinsten Wert annimmt,
iv) wie groß dieser Wert ggf. ist und
v) an welcher Stelle er angenommen wird.

a) f(x) = x2 − 4x + 7
b) f(x) = −x2 − 2x + 1
c) f(x) = −2x2 − 2x − 2
d) f(x) = 3x2 + 2x
e) f(x) = −2x2 − 4x − 6
f) f(x) = −7x2 + 4x − 1

g) f(x) = −x2 +
2

3
· x +

5

36

h) f(x) = −2x2 +
8

5
· x −

41

50
2) Lösen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen mittels quadratischer Ergän-

zung:
a) x2 − 7x + 12 = 0,
b) x2 + x − 12 = 0,
c) x2 − 6x + 11 = 0,
d) 3x2 + 11x − 4 = 0,
e) −6x2 + 17x − 12 = 0,
f) 9x2 + 12x + 4 = 0,
g) −9x2 + 6x − 5 = 0,
h) 6x2 − x − 12 = 0.

3) Untersuchen Sie die nachfolgend gegebenen Parabeln P1, P2 auf Schnittpunkte.
a) P1: Nach oben geöffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S = (1, 2),

P2: Graph der Funktion f2(x) = x2 + 4x + 3.
b) P1: Graph der Funktion f1(x) = (x − 1)2 + 2,

P2: Nach unten geöffnete Normalparabel mit dem Scheitel S = (−3,−1).
c) P1: Lösungsmenge der Gleichung y + 5 = (x − 3)2,

P2: Nach unten geöffnete Normalparabel mit dem Scheitel S = (1,−1).
d) P1: Graph der Funktion f1(x) = −2(x − 1)2 + 2,

P2: Verschiebung der Parabel mit der Gleichung y = 3x2 um 1 nach links und
2 nach unten.

e) P1: Parabel mit dem Scheitel S = (1, 0) und durch den Punkt P = (0,−2),
P2: Graph der Funktion f2(x) = 3(x + 1)2 − 5.

f) P1: Parabel mit dem Scheitel (1/3, 2/3) und dem y-Achsenabschnitt 1,
P2: Graph der Funktion f2(x) = −2(x + 1

2
)2 + 13

2
.

g) P1: Nach oben geöffnete Normalparabel, die die x-Achse bei +2 und die y-
Achse bei −8 schneidet,
P2: Parabel durch den Koordinatenursprung und mit dem Scheitel S = (1, 2).
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Quadratische Funktionen und Gleichungen — Lösungen

1) Generell schneiden Funktionsgraphen die y-Achse genau einmal (Funktionsbegriff:
Zu jedem x gehört genau ein Funktionswert f(x)). Dieser Teil der Frage ii) ist
damit beantwortet und wir werden darauf nicht mehr eingehen.
Alle Graphen sind Parabeln, da die Funktionen quadratisch sind, und man kann
ohne weitere Rechnung die Öffnungsrichtung und Form der Parabel am führenden

Koeffizienten (dem Faktor vor x2) ablesen.
Um die anderen Fragen beantworten zu können, bestimmen wir durch quadratische
Ergänzung die Scheitelpunktsform des Terms f(x) und damit den Scheitelpunkt der
jeweiligen Graphen. Im einzelnen erhalten wir so:
a) Es ist f(x) = x2 − 4x + 7 = x2 − 4x + 22 − 4 + 7 = (x − 2)2 + 3, also:

i) der Graph ist eine nach oben geöffnete Normalparabel mit dem Scheitelpunkt
S = (2, 3),
ii) er trifft die x-Achse nicht, da die Parabel nach oben geöffnet ist und der
Scheitelpunkt oberhalb der x-Achse liegt (yS = 3 > 0),
iii) die Funktion f nimmt keinen größten, wohl aber einen kleinsten Wert an,
da der Graph eine nach oben geöffnete Parabel ist,
iv) der kleinste Wert von f ist +3 (= yS ), und
v) er wird an der Stelle 2 (= xS ) angenommen: f(2) = 3 ≤ f(x) für alle x.

b) Es ist f(x) = −x2 − 2x + 1 = −(x2 + 2x − 1) = −(x2 + 2x + 12 − 1 − 1) =
−(x + 1)2 + 2, also:
i) der Graph ist eine nach unten geöffnete Normalparabel mit dem Scheitel
S = (−1,−2),
ii) er trifft die x-Achse zweimal, da der Scheitel oberhalb der x-Achse liegt und
die Parabel nach unten geöffnet ist,
iii)–v) die Funktion f nimmt keinen kleinsten, aber einen größten Wert an,
dieser ist +2 und wird an der Stelle −1 angenommen: f(−1) = 2 ≥ f(x) für
alle x.

c) Es ist f(x) = −2x2 − 2x − 2 = −2(x2 + x + 1) = −2(x2 + x + ( 1

2
)2 − 1

4
+ 1) =

−2
(

(x + 1

2
)2 + 3

4

)

= −2(x + 1

2
)2 − 3

2
, also:

i) der Graph ist eine nach unten geöffnete Parabel, enger als die Normalparabel,
mit dem Scheitel S = (− 1

2
,− 3

2
),

ii) er trifft die x-Achse nicht,
iii) f nimmt keinen kleinsten Wert an, erreicht aber an der Stelle − 1

2
(= xS)

ihren größten Wert − 3

2
(= yS ).

d) Es ist f(x) = 3x2+2x = 3(x2+ 2

3
x+( 1

3
)2− 1

9
) = 3

(

(x+ 1

3
)2− 1

9

)

= 3(x+ 1

3
)2− 1

3
,

also:
i) der Graph ist eine nach oben geöffnete Normalparabel, enger als die Nor-
malparabel, mit dem Scheitel S = (− 1

3
,− 1

3
),

ii) er trifft die x-Achse zweimal,
iii)–v) f nimmt keinen größten, aber an der Stelle − 1

3
ihren kleinsten Wert − 1

3

an.
e) Es ist f(x) = −2x2 − 4x − 6 = −2(x2 + 2x + 3) = −2(x2 + 2x + 1 − 1 + 3) =

−2(x + 1)2 − 4, also:
i) der Graph ist eine nach unten geöffnete Parabel, enger als eine Normalpa-
rabel, mit dem Scheitel S = (−1,−4),
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ii) er trifft die x-Achse nicht,
iii)–v) f nimmt keinen kleinsten, aber an der Stelle −1 ihren größten Wert −4
an.

f) Es ist f(x) = −7x2+4x−1 = −7(x2− 4

7
x+( 2

7
)2− 4

49
)−1 = −7(x− 2

7
)2+ 4

7
−1 =

−7(x − 2

7
)2 − 3

7
, also:

der Graph ist eine nach unten geöffnete Parabel, enger als eine Normalparabel,
mit dem Scheitel S = ( 2

7
,− 3

7
),

er schneidet die x-Achse nicht,
f nimmt keinen kleinsten, aber bei x = 2

7
ihren größten Wert − 3

7
an.

g) Es ist

f(x) = −x2 +
2

3
· x +

5

36

= −
(

x2 −
2

3
x + (

1

3
)2 −

1

9

)

+
5

36

= −(x −
1

3
)2 +

1

9
+

5

36

= −(x −
1

3
)2 +

1

4
,

also ist der Graph eine nach unten geöffnete Normalparabel mit dem Scheitel
S = ( 1

3
, 1

4
), er schneidet die x-Achse zweimal und f nimmt keinen kleinsten,

aber bei x = 1

3
ihren größten Wert 1

4
an.

h) Es ist

f(x) = −2x2 +
8

5
· x −

41

50

= −2
(

x2 −
4

5
x + (

2

5
)2 −

4

25

)

−
41

50

= −2(x −
2

5
)2 +

8

25
−

41

50

= −2(x −
2

5
)2 −

1

2
.

also ist der Graph eine nach unten geöffnete Parabel, enger als eine Normal-
parabel, mit dem Scheitel S = ( 2

5
,− 1

2
), er schneidet die x-Achse nicht, und

f nimmt an der Stelle x = 2

5
als größten Wert − 1

2
an; einen kleinsten Wert

nimmt sie nicht an.
2) Wir formen die Gleichungen durch quadratische Ergänzung um in eine Gleichung

der Form (x − xS)2 = d. Ist d < 0, so gibt es keine Lösung, da Quadrate niemals
negativ sein können. Ist d = c2 eine Quadratzahl, so erhält man die Lösungen
x − xS = ±c ⇐⇒ x = xS ± c.

x2 − 7x + 12 = 0 ⇐⇒ x2 − 7x = −12a)

⇐⇒ x2 − 7x + (
7

2
)2 = −12 +

49

4
=

1

4

⇐⇒ (x −
7

2
)2 = (

1

2
)2

⇐⇒ x −
7

2
= ±

1

2
⇐⇒ x =

7

2
±

1

2
⇐⇒ x = 4 ∨ x = 3 ,

also:
�

= {3, 4} .
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x2 + x − 12 = 0 ⇐⇒ x2 + x = 12b)

⇐⇒ x2 + x + (
1

2
)2 = 12 +

1

4
=

49

4

⇐⇒ (x +
1

2
)2 = (

7

2
)2

⇐⇒ x +
1

2
= ±

7

2
⇐⇒ x = −

1

2
±

7

2
⇐⇒ x = 3 ∨ x = −4 ,

also: � = {−4, 3} .

c) x2 − 6x + 11 = 0 ⇐⇒ x2 − 6x + 32 = −11 + 9 ⇐⇒ (x − 3)2 = −2 .

Da die negative Zahl −2 kein Quadrat ist, besitzt diese Gleichung keine Lösung:
� = ∅.

3x2 + 11x − 4 = 0 ⇐⇒ x2 +
11

3
x =

4

3
d)

⇐⇒ x +
11

3
x + (

11

6
)2 =

4

3
+

121

36
=

169

36

⇐⇒ (x +
11

6
)2 = (

13

6
)2

⇐⇒ x +
11

6
= ±

13

6
⇐⇒ x = −

11

6
±

13

6

⇐⇒ x =
1

3
∨ x = −4 ,

also: � =
{

− 4,
1

3

}

.

−6x2 + 17x − 12 = 0 ⇐⇒ x2 −
17

6
x + 2 = 0e)

⇐⇒ x2 −
17

6
x + (

17

12
)2 = −2 +

289

144
=

1

144

⇐⇒ (x −
17

12
)2 = (

1

12
)2

⇐⇒ x −
17

12
= ±

1

12
⇐⇒ x =

17

12
±

1

12

⇐⇒ x =
3

2
∨ x =

4

3
,

also: � =
{4

3
,
3

2

}

.

9x2 + 12x + 4 = 0 ⇐⇒ x2 +
4

3
x = −

4

9
f)

⇐⇒ x2 +
4

3
x + (

2

3
)2 = −

4

9
+

4

9
= 0

⇐⇒ (x +
2

3
)2 = 0 ⇐⇒ x +

2

3
= 0

⇐⇒ x = −
2

3
,

also: � =
{

−
2

3

}

.
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−9x2 + 6x − 5 = 0 ⇐⇒ x2 −
2

3
x = −

5

9
g)

⇐⇒ x2 −
2

3
x + (

1

3
)2 = −

5

9
+

1

9
= −

4

9

⇐⇒
(

x −
1

3

)2
= −

4

9
< 0 ,

also: � = ∅

6x2 − x − 12 = 0 ⇐⇒ x2 −
1

6
x = 2h)

⇐⇒ x2 −
1

6
x +

( 1

12

)2
= 2 +

1

144
=

289

144

⇐⇒
(

x −
1

12

)2
=

(17

12

)2

⇐⇒ x −
1

12
= ±

17

12
⇐⇒ x =

1

12
±

17

12

⇐⇒ x =
3

2
∨ x = −

4

3
,

also: � =
{

−
4

3
,
3

2

}

.

3) Man beschreibt zunächst alle Parabeln als Graphen quadratischer Funktionen f1

und f2 und löst dann die Schnittstellengleichung f1(x) = f2(x). Die gefundenen
Schnittstellen sind die x-Koordinaten der Schnittpunkte; die y-Koordinaten erhält
man durch Einsetzen der Schnittstellen in eine der beiden Funktionsgleichungen.
a) Eine Gleichung für P1 ist gegeben durch y = (x − 1)2 + 2, P1 ist also Graph

der Funktion f1(x) = (x − 1)2 + 2 = x2 − 2x + 3. Wir lösen nun die Schnitt-
stellengleichung:

f1(x) = f2(x) ⇐⇒ x2 − 2x + 3 = x2 + 4x + 3 ⇐⇒ 6x = 0 ⇐⇒ x = 0 .

Es gibt also genau eine Schnittstelle x = 0; die y-Koordinate des Schnittpunk-
tes ist f2(0) = 3, der einzige Schnittpunkt also (0, 3).

b) P2 ist Graph der Funktion f2(x) = −(x + 3)2 − 1 = −x2 − 6x − 10. Wir lösen
also die Schnittstellengleichung

f1(x) = f2(x) ⇐⇒ (x − 1)2 + 2 = −(x + 3)2 − 1

⇐⇒ x2 − 2x + 3 = −x2 − 6x − 10 ⇐⇒ 2x2 + 4x = −13

⇐⇒ x2 + 2x = −
13

2
⇐⇒ x2 + 2x + 1 = −

13

2
+ 1

⇐⇒ (x + 1)2 = −
11

2
< 0 .

Diese Gleichung hat keine Lösung, folglich gibt es keine Schnittpunkte.
c) P1 ist Graph der Funktion f1(x) = (x − 3)2 − 5 = x2 − 6x + 4 und P2 ist

Graph der Funktion f2(x) = −(x − 1)2 − 1 = −x2 + 2x − 2. Wir lösen die
Schnittstellengleichung

f1(x) = f2(x) ⇐⇒ x2 − 6x + 4 = −x2 + 2x − 2 ⇐⇒ 2x2 − 8x + 6 = 0

⇐⇒ x2 − 4x + 3 = 0 ⇐⇒ (x − 1)(x − 3) = 0 (Vieta)

⇐⇒ x = 1 ∨ x = 3 .

2d Mathematik (Kg) 5 Quadratische Funktionen und Gleichungen — Lösungen



Es gibt also genau zwei Schnittpunkte: S1 = (1, f2(1)) = (1,−1) und S2 =
(3, f2(3)) = (3,−5).

d) Verschiebt man die Parabel mit der Gleichung y = 3x2 um 1 nach links und
2 nach unten, so erhält man die Gleichung für die verschobene Parabel P2,
indem man x durch x+1 und y durch y+2 ersetzt. Damit ist y+2 = 3(x+1)2

eine Gleichung für P2; P2 ist Graph der Funktion f2(x) = 3(x + 1)2 − 2 =
3x2 + 6x + 1. Zusammen mit f1(x) = −2(x − 1)2 + 2 = −2x2 + 4x erhält man
die Schnittstellengleichung

f1(x) = f2(x) ⇐⇒ −2x2 + 4x = 3x2 + 6x + 1 ⇐⇒ 5x2 + 2x + 1 = 0

⇐⇒ x2 +
2

5
x + (

1

5
)2 = −

1

5
+

1

25

⇐⇒ (x +
1

5
)2 = −

4

25
< 0 .

Diese ist unlösbar, da Quadrate nie negativ sein können; es gibt also keine
Schnittpunkte.

e) P1 ist Graph einer Funktion f1 mit f1(x) = a(x − 1)2. Da der Graph durch
P = (0,−2) verlaufen soll, ist f1(0) = −2, also −2 = f1(0) = a(−1)2 = a.
Insgesamt erhalten wir f1(x) = −2(x − 1)2 = −2x2 + 4x − 2. Zusammen mit
dem vorgegebenen Funktionsterm f2(x) = 3(x+1)2−5 = 3x2+6x−2 erhalten
wir die Schnittstellengleichung

f1(x) = f2(x) ⇐⇒ −2x2 + 4x − 2 = 3x2 + 6x − 2

⇐⇒ 5x2 + 2x = 0 ⇐⇒ 5x(x +
2

5
) = 0

⇐⇒ x = 0 ∨ x = −
2

5
.

Die y-Koordinaten der Schnittpunkte sind f2(0) = −2 und f2(−
2

5
) = 3· 9

25
−5 =

27−125

25
= − 98

25
, die Schnittpunkte also S1 = (0,−2) und S2 = (− 2

5
,− 98

25
) =

−(0,4;−3,96).
f) P1 ist Graph von f1(x) = a(x − 1

3
)2 + 2

3
. Da der y-Achsenabschnitt 1 ist,

erhalten wir

1 = f1(0) = a ·
1

9
+

2

3
⇐⇒

a

9
=

1

3
⇐⇒ a = 3 .

Damit ist f1(x) = 3(x − 1

3
)2 + 2

3
= 3x2 − 2x + 1

3
+ 2

3
= 3x2 − 2x + 1. Für f2

erhalten wir f2(x) = −2(x + 1

2
)2 + 13

2
= −2x2 − 2x− 1

2
+ 13

2
= −2x2 − 2x + 6.

Wir lösen die Schnittstellengleichung

f1(x) = f2(x) ⇐⇒ 3x2 − 2x + 1 = −2x2 − 2x + 6

⇐⇒ 5x2 = 5 ⇐⇒ x2 = 1 ⇐⇒ x = ±1 .

Die Schnittpunkte sind damit S1 = (1, f1(1)) = (1, 2) und S2 = (−1, f1(−1)) =
(−1, 6).

g) Da P1 eine nach oben geöffnete Normalparabel ist, ist sie Graph einer nor-
mierten quadratischen Funktion f1(x) = x2 + bx + c. Da die y-Achse bei −8
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geschnitten wird, ist −8 = f1(0) = c, also f1(x) = x2 + bx − 8. Da bei +2 die
x-Achse geschnitten wird, gilt 0 = f1(2) = 4 + 2b − 8 = 2b − 4 ⇐⇒ b = 2.
Insgesamt ist also P1 Graph der Funktion f1(x) = x2 + 2x − 8.
P2 ist Graph von f2(x) = a(x − 1)2 + 2. Da die Parabel durch den Koordina-
tenursprung verläuft, ist 0 = f2(0) = a + 2, also a = −2.
Wir lösen die Schnittstellengleichung

f1(x) = f2(x) ⇐⇒ x2 + 2x − 8 = −2(x − 1)2 + 2 = −2x2 + 4x

⇐⇒ 3x2 − 2x = 8 ⇐⇒ x2 −
2

3
x + (

1

3
)2 =

8

3
+

1

9
=

25

9

⇐⇒ (x −
1

3
)2 = (

5

3
)2 ⇐⇒ x −

1

3
= ±

5

3

⇐⇒ x =
1

3
±

5

3
⇐⇒ x = 2 ∨ x = −

4

3
.

Damit erhält man zwei Schnittpunkte S1 = (2, f1(2)) = (2, 0) und schließlich
S2 =

(

− 4

3
, f2(−

4

3
)
)

=
(

− 4

3
,− 80

9
).
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2d Mathematik (Kg) 10. Mai 2010

Lambacher Schweitzer Band 10, S. 22/23 – Ergebnisse

Aufgabe 4:

a)
√

5 = 5
1
2 b)

3
√

6 = 6
1
3 c)

4
√

2 = 2
1
4 d)

3
√

242 = 24
2
3

e)
5
√

116 = 11
6
5 f)

4
√

73 = 7
3
4 g)

√
56 = 53 h)

3
√

182 = 18
2
3

i)
1√
2

= 2−
1
2 k)

1
4
√

123
= 12−

3
4 l)

1
3
√

72
= 7−

2
3 m)

1
3
√

a2
= a− 2

3

n)
1

r

√
ts

= t−
s

r o)
1

n

√
ar+1

= a− r+1

n

m)–o) nur möglich und gültig für positive Basen a, t.

Aufgabe 5:

a)
4
√

32 = 3
2
4 = 3

1
2 =

√
3 b)

6
√

23 = 2
3
6 = 2

1
2 =

√
2

c)
12
√

54 = 5
4
12 = 5

1
3 =

3
√

5 d) 10
√

y5 = y
5
10 = y

1
2 =

√
y

e)
9
√

t6 =
3
√

t2 f)
8
√

t6 =
4
√

t3 g)
18
√

r12 =
3
√

r2 h)
4
√

x6 =
√

x3

i)
1

10
√

28
= 2−

4
5 =

5

√

1

24
k)

1
15
√

310
= 3−

10
15 = 3−

2
3 =

3

√

1

32

l)
1

2n

√
rn

=

√

1

r
m)

1
16
√

a4k
=

4

√

1

ak
n)

1
15
√

x3k
=

5

√

1

xk
o)

1
3a

√
x12a

=
1

x4

Beachten Sie: Alle Probleme mit dem Definitionsbereich der verschiedenen Terme sind
Ihnen durch die Aufgabenstellung abgenommen: Dort sind alle Variablen als positiv
deklariert. Beachten Sie aber bei derartigen Rechnungen immer das Vorzeichen. Ohne
diese Voraussetzung sind einige der obigen Formeln falsch. Korrekturen:
f)

8
√

t6 = |t| 68 = |t| 34 = 4
√

|t|3 (t ∈ IR) h)
4
√

x6 =
√

|x|3 (x ∈ IR)

Aufgabe 6:

a)
4
√

100 =
√

10 b)
4
√

25 =
√

5 c)
√

94 = 92 = 81 d)
6
√

43 =
√

4 = 2

e)
10
√

254 =
5
√

252 =
5
√

54 f)
8
√

16 =
√

2 g)
6
√

81 =
3
√

9

Aufgabe 7:

a)
√

7 = 7
1
2 ≈ 2,645751 b)

4
√

3 = 3
1
4 ≈ 1,316074

c)
5
√

14 = 14
1
5 ≈ 1,695218 d)

10
√

2 = 2
1
10 ≈ 1,071773

e)
4
√

73 = 7
3
4 ≈ 1,681793 f)

5
√

63 = 6
3
5 ≈ 2,930156

g)
6
√

472 = 47
1
3 ≈ 3,608826 h)

3
√

5 = 5
1
3 ≈ 1,709976

i)
3
√

23 = 23
1
3 ≈ 2,843867 k)

3
√

232 = 23
2
3 ≈ 8,087579

l)
6
√

4 = 4
1
6 ≈ 1,259921 m)

7
√

25 = 25
1
7 ≈ 1,58382

n) 1 :
7
√

2 = 2−
1
7 ≈ 0,905724 o) 1 :

3
√

8 =
1

2
= 0,5

Aufgabe 8:

Der Fehler liegt an der gekennzeichneten Stelle:

−8 = (−2)3 = (−2)
6
2 =

⇑
2
√

(−2)6 =
2
√

64 = 8 ,
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denn die Definition von Potenzen mit gebrochenen Exponenten ist nur gültig und ge-
rechtfertigt für positive Basen:

a
n

m = m

√
an nur für a > 0!

Das obige Beispiel zeigt zugleich den entscheidenden Grund dafür, die Definition von
Potenzen mit gebrochenen Exponenten auf positive Basen einzuschränken: Würde man
dies nicht tun, so könnte man wie oben gezeigt einen Widerspruch 8 = −8 herleiten. Die
Mathematik wäre nicht mehr widerspruchsfrei! Dies würde aber bedeuten, dass man im
Rahmen der Mathematik alles herleiten könnte: jede Aussage und zugleich ihre Nega-
tion. Damit wären die Aussagen der Mathematik wertlos.
Dieser Widerspruch entsteht aber sogar unabhängig von der gewählten Definition für
Potenzen mit gebrochenen Exponenten. Denn aufgrund des fundamentalen Potenzge-
setzes (ar)s = ars, dessen Gültigkeit immer gefordert wird, ergäbe sich der folgende
Widerspruch:

−2 = (−2)2·
1
2 =

(

(−2)2
)

1
2 = (22)

1
2 = 22· 1

2 = 2 .

Das Potenzgesetz (ar)s = ars kann für Potenzen mit negativen Basen und
gebrochenen Exponenten nicht allgemeingültig sein! Daher muss man die
Definition von Potenzen mit gebrochenen Exponenten auf positive Basen
einschränken.

Aufgabe 9:

a) 3
√

(−3)6 =
3
√

36 = 3
6
3 = 32 = 9, b)

1
√

(−5)4
=

1√
54

=
1

52
=

1

25
,

c)
7
√

b14 =
7

√

|b|14 =
(∗)

|b|
14
7 = |b|2 = b2. d)

n

√
b2n =

n

√

|b|2n =
(∗)

|b|
2n

n = |b|2 = b2.

Die Umformungen in c) und d) gelten für alle b! Allerdings ist die jeweilige Umformung
(∗) ohne die Betragsstriche falsch, auch wenn am Ende die Betragsstriche wieder weg-
fallen können!
Alternative Lösung von c)/d) ohne gebrochene Exponenten:

c)
7
√

b14 = 7
√

(b2)7 = b2, d)
n

√
b2n = n

√

(b2)n = b2 (wegen b2 ≥ 0).

Aufgabe 10:

a)
3
√

2 · 3
√

4 = 2, b)
√

3 ·
√

27 = 9,

c)
4
√

2 · 4
√

32 =
√

8, d)
5
√

4 · 5
√

2,5 =
5
√

10,

e)
4
√

32 :
4
√

2 = 2, f) 3
√

2x : 3
√

x = 3
√

2 (für x 6= 0)

g)
√

x ·
√

4x = 2x (für x > 0), h) 4
√

10y : 4
√

2y =
4
√

5 (für y > 0),

i)
5
√

x2 · 5
√

x3 = x, k) 3

√

1
x
· 3
√

x2 = 3
√

x (für x 6= 0).

Aufgabe 11:

a) 4
√

6 : 3
√

6 = 6
1
4
− 1

3 = 6−
1
12 = 1

12
√

6
, b) 6

√
5 : 3

√
5 = 5

1
6
− 1

3 = 5−
1
6 = 1

6
√

5
,

c) 3
√

10 : 3
√

5 = 3
√

2, d) 1
4
√

12
· 1

4
√

4
= 1

4
√

24·3
= 1

2 4
√

3
,

e)
6
√

4
√

23 = 2
3
4
· 1
6 = 2

1
8 = 8

√
2, f) 3

√
4 · 4

√
4 = 4

1
3
+ 1

4 = (22)
7
12 = 2

7
6 = 2 6

√
2,

g)
√

2 · 3
√

2 = 2
1
2
+ 1

3 = 2
5
6 = 6

√
32, h) 5

√
3 :

√
3 = 3

1
5
− 1

2 = 3−
3
10 = 1

10
√

27
,

i) 3
√

5 :
√

5 = 5
1
3
− 1

2 = 5−
1
6 = 1

6
√

5
, k)

4
√

29 ·
√

29 = 2
9
4
+ 9

2 = 2
27
4 = 26 · 4

√
23,
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Aufgabe 12:

a)
3
√

7 · 5
√

7 = 7
1
3
+ 1

5 = 7
8
15 =

15
√

78, b)
√

11 :
5
√

11 = 11
1
2
− 1

5 = 11
3
10 =

10
√

11,

c)
4
√

32 · 3
√

32 = 3
1
2
+ 2

3 = 3
7
6 =

6
√

37, d)
n

√
5 · 2n

√
5 = 5

1
n

+ 1
2n = 5

3
2n =

2n

√
53,

e)
4
√

9 · 4
√

3 =
4
√

33, f)
3
√

25
3
√

5
=

3
√

5,

g) 5
√

0,2 · 5
√

10 =
5
√

2,

h) 4
√

0,16 · 4
√

0,01 =
4
√

16 · 10−4 =
4
√

16 · 4
√

10−4 = 2 · 10−1 = 0,2,

Aufgabe 13:

Die Terme werden nicht nur vereinfacht, sondern auch ohne gebrochene Exponenten
mittels Wurzeln dargestellt:
a) 5

1
2 · 5 1

4 = 5
3
4 =

4
√

53, b) 3
1
3 · 3 1

4 = 3
1
3
+1

4 = 3
7
12 =

12
√

37,

c) 2
1
4 · 2 1

4 = 2
1
2 =

√
2, d) 4−

2
3 · 4 3

4 = 2−
4
3
+3

2 = 2
1
6 =

6
√

2,

e) 2
3
5 · 2− 3

10 = 2
3
5
− 3

10 = 2
3
10 =

10
√

23, f) 10
1
2 : 10

1
3 = 10

1
2
− 1

3 = 10
1
6 =

6
√

10,

g) 6−
1
2 : 6

2
3 = 6

2
3
− 1

2 = 6
1
6 =

6
√

6, h) 2−
2
3 : 2−0,5 = 2−

2
3
− 1

2 = 2−
7
6 = 1

6
√

7
,

i) a− 1
2 : a = a− 1

2
−1 = a− 3

2 = 1√
a3

, j) 3x : 3−
1
2 = 3x−1

2 = 3
2x−1

2 =
√

32x−1,

Aufgabe 14:

Die Terme werden nicht nur vereinfacht, sondern auch ohne gebrochene Exponenten
mittels Wurzeln dargestellt:
a) a

1
5 = 5

√
a b) b−

1
3 =

1
3
√

b
c) x

3
4 =

4
√

x3 = ( 4
√

x )3

d) y e) z0,5 =
√

z f) (2a)
1
2 =

√
2a

g) 5b h) a2xt−6

i) 8
7
2 · x5 = 2

21
2 · x5 = 210

√
2 · x5 k) 15y

Aufgabe 15:

Die Terme werden nicht nur vereinfacht, sondern auch ohne gebrochene Exponenten
mittels Wurzeln dargestellt:
a) 4 b) 9 c) 5

1
6 =

6
√

5

d) 4−
3
20 = 2−

3
10 =

1
10
√

8
e) 3

3
5 =

5
√

27

Aufgabe 16:

Die Terme werden nicht nur vereinfacht, sondern auch ohne gebrochene Exponenten
mittels Wurzeln dargestellt:

a) x( 5
4
+ 5

8
)(−4

5
) = x− 3

2 =
1√
x3

b) x( 4
5
− 8

5
)(−5

8
) = x

1
2 =

√
x

Die nächsten beiden Umformungen kann man kaum als Vereinfachungen bezeichnen.
Aber als Übung zur Anwendung binomischer Formeln bei gebrochen Exponenten hier
die intendierten Ergebnisse:

c) x3 − 2(xy)
3
2 + y3 = x3 − 2

√

x3y3 + y3 d) a
5
3 + 2a

5
6 b

1
6 + b

1
3 =

3
√

a5 + 2
6
√

a5b +
3
√

b

Aufgabe 17:

a)

√√
2 = (

√
2)

1
2 =

(

2
1
2

)
1
2 = 2

1
4 =

4
√

2, b)
3

√√
2 = 2

1
2
· 1
3 = 2

1
6 =

6
√

2,

c)
3

√

3
√

5 =
9
√

5, d)

√

1√
3

=
(

3−
1
2

)
1
2 = 3−

1
4 =

1
4
√

3
,

e)
n

√

3
√

a = 3n

√
a, f)

√

n

√
a = 2n

√
a,
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g)

√

3
√

5 =
6
√

5, h)
3

√

4
√

x = 12
√

x,

i)
√

3
√

x =
(

3x
1
2

)
1
2 =

(

(32x)
1
2

)
1
2 = 4

√
9x, k)

3

√

5
√

a3 =
(

5a
3
2

)
1
3 = (52a3)

1
6 =

6
√

25a3,

l)
3

√

9
3
√

9 =
3
√

91+1
3 = 9

4
3
· 1
3 =

9
√

94, m) 3
√

n

√
x = 3n

√
x.

Aufgabe 18:

a)
3

√

3
√√

49 = 218· 1
2
·1
3
· 1
3 = 2, b)

√

3
√√

84 = 23·4·1
2
· 1
3
·1
2 = 2,

c)
4
√

3
√

216 = 63· 1
3
·1
4 = 6

1
4 = 4

√
6, d)

3
√

4
√

256 = 28· 1
4
· 1
3 = 3

√
4,

e) 32768 = 4 · 8192 = 42 · 2048 = 43 · 512 = 26 · 29 = 215, also
3
√

5
√

32768 = 215·1
5
· 1
3 = 2.

Aufgabe 19:

a) b
1
2
+ 1

3
− 3

4 = b
1
12 =

12
√

b b) x1− 2
3
− 1

4 = x
1
12 = 12

√
x

c) a
5
6
−(1−1

3
) = a

1
6 = 6

√
a d)

3
√

2

y1− 1
4

=
3
√

2
4
√

y3

e) t
1
2
− 1

3
−1 = t−

5
6 =

1
6
√

t5
f) 102n · 2−2n · 5−1 = 52n−1

Aufgabe 20:

a) 25 b) 2−2 =
1

4
c) x

2
3 =

3
√

x2 d) x− 1
2 =

1√
x

e) x6 f)
√

y3 g) sn h) s4n

i) t6 k)
√

x l) 9 m) b3n
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Übungen zu Potenzgleichungen

Aus: Lambacher Schweizer, Lehrbuch Klasse 10, S. 42
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2d Mathematik (Kg) 10. Mai 2010

Lambacher Schweizer Band 10, S. 42 – Ergebnisse

Aufgabe 2:

a)
�

= {± 6
√

20}, b)
�

= ∅, c)
�

= { 5
√

20}, d)
�

= {− 5
√

20},
e)

�
= {±5}, f)

�
= {−4}, g)

�
= {−7}, h)

�
= {−2},

i)
�

= {3}, k)
�

= { 3
√

10 }, l)
�

= { 5
√

6 }, m)
�

= {−0,5}.

Aufgabe 3:

a) 5x3 − 20 = 7 − 3x3 ⇐⇒ 8x3 = 27 ⇐⇒ x3 = 27

8
= 3

2

23 ⇐⇒ x = 3

2
, also

�
= { 3

2
},

b) 65 − 53x2 = 16 + 47x2 ⇐⇒ 49 = 100x2 ⇐⇒ x2 = 7
2

102 ⇐⇒ x = ± 7

10
, also�

= {± 7

10
},

c) 1,2x5 + 0,00243 = 0,2x5 ⇐⇒ x5 = − 243

105 = − 3
5

105 ⇐⇒ x = − 3

10
, also

�
= {−0,3 }.

Aufgabe 4:

a) Eine Lösung: 3
√

100 ≈ 4,64, b) eine Lösung: 5
√

15 ≈ 1,72,
c) zwei Lösungen: ± 4

√
13,5 ≈ ±1,92, d) zwei Lösungen: ± 6

√
18,2 ≈ ±1,62,

e) eine Lösung: − 3

√

1

7,5
≈ −0,51, f) zwei Lösungen: ± 4

√

4,9

1,2
≈ ±1,42,

g) eine Lösung: 3

√

0,68

0,3
≈ 1,31, h) zwei Lösungen: ± 4

√

3,8

23,4
≈ ±0,63.

Aufgabe 5:

a) (x − 3)3 = 8 ⇐⇒ x − 3 = 2 ⇐⇒ x = 5, also
�

= {5},
b) (2x − 1)4 = 16 ⇐⇒ 2x− 1 = ±2 ⇐⇒ 2x = 3 ∨ 2x = −1 ⇐⇒ x = 3

2
∨ x = − 1

2
,

also
�

= { 3

2
, − 1

2
},

c) (0,4x + 1)5 = 243 = 35 ⇐⇒ 0,4x + 1 = 3 ⇐⇒ x = 5, also
�

= {5},
d) (7x − 3)3 = 216 = 63 ⇐⇒ 7x − 3 = 6 ⇐⇒ x = 9

7
, also

�
= { 9

7
}.

e) (5x − 3)3 − 8 = 0 ⇐⇒ (5x − 3)3 = 23 ⇐⇒ 5x − 3 = 2 ⇐⇒ x = 1, also
�

= {1},
f) (x + 7,3)4 = 256 = 28 = 44 ⇐⇒ x + 7,3 = ±4 ⇐⇒ x = −3,3 ∨ x = −11,3, also�

= {−3,3 ; −11,3 },
g) (9−5x)7 −2 = 0 ⇐⇒ (9−5x)7 = 2 ⇐⇒ 9−5x = 7

√
2 ⇐⇒ x = 1

5
(9− 7

√
2) ≈ 1,58,

also
�

= { 1

5
(9 − 7

√
2)},

h) (84x − 81)4 = 81 = 34 ⇐⇒ 84x − 81 = ±3 ⇐⇒ 84x = 84 ∨ 84x = 78 ⇐⇒ x =
1 ∨ x = 13

14
, also

�
= {1 , 13

14
},

Aufgabe 6:

Definitionsbereich und Lösungsmengen der Gleichungen:
a) ID = [0,∞[,

�
= {121}, b) ID = [0,∞[,

�
= {49},

c) ID = [0,∞[,
�

= {83} = {512}, d) ID = [0,∞[,
�

= {1},
e) ID = IR,

�
= { 1

2
}, f) ID = IR,

�
= {32},

g) ID = IR,
�

= {9},
h) ID = IR, 3

√
1 − 2x = −0,1 ⇐⇒ 1 − 2x = −10−3 ⇐⇒ 2x = 1,001 ⇐⇒ x = 0,5005,

also
�

= {0,5005}.
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Aufgabe 7:

Definitionsbereich und Lösungsmengen der Gleichungen:
a) ID = [0,∞[, � = { 3

√
4 }, b) ID = IR, � = {±

√
8 } = {±2

√
2 },

c) ID = IR, � = {±
√

32 } = {±4
√

2 }, d) ID = [0,∞[, � = {10−6 },
e) ID = [0,∞[, � = {3 3

2 } = {3
√

3 }, f) ID = [0,∞[, � = {3 5

2 } = {4
√

2 },
g) ID = [0,∞[, � = {1}, f) ID = [0,∞[, � = {0,0001}.

Aufgabe 8:

Definitionsbereich und Lösungsmengen der Gleichungen:
a) ID = IR, 3

√
x2 + 3 − 1 = 0 ⇐⇒ 3

√
x2 + 3 = 1 ⇐⇒ x2 + 3 = 13 = 1 ⇐⇒ x2 =

4 ⇐⇒ x = ±2, also � = {±2 },
b)

4

√

x3 −
√

2 + 1 = 0 hat keine Lösung, da 4
√

. . . nie negativ, insbesondere nie = −1
sein kann, also � = ∅,
c) ID = IR, 5 − 5

√
x3 − 5 = −238 ⇐⇒ 5

√
x3 − 5 = 243 = 35 ⇐⇒ x3 − 5 =

325 ⇐⇒ x3 = 325 + 5 ⇐⇒ x = 3
√

325 + 5 = 3
√

847288609448 ≈ 9462,6, also
� = { 3

√
847288609448}.

Aufgabe 9:

a) f(x) = g(x) ⇐⇒ x3 = 6x ⇐⇒ x(x2 − 6) = 0 ⇐⇒ x = 0 ∨ x = ±
√

6,
b) f(x) = g(x) ⇐⇒ 6x6 + x5 = x7 ⇐⇒ 0 = x7 − 6x6 − x5 = x5(x2 − 6x − 1) ⇐⇒
x = 0 ∨ x = 3±

√
9 + 1 = 3 ±

√
10,

c) f(x) = g(x) ⇐⇒ x4 + 2x2 = x3 + 2x2 ⇐⇒ 0 = x4 − x3 = x3(x − 1) ⇐⇒ x =
0 ∨ x = 1.
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Übungen zu Exponential- und Logarithmusfunktionen

(Aus: Lambacher Schweizer, Lehrbuch Klasse 10, S. 83–85)
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2d Mathematik (Kg) 10. Mai 2010

Lambacher Schweizer Band 10, S. 83–85 – Ergebnisse

Aufgabe 2:

Die Spiegelung eines Graphen an der y-Achse erreicht man, indem man im Funkti-
onsterm x durch −x ersetzt! Für Exponentialfunktionen bedeutet dies: f(x) = ax und
g(x) = a−x haben Graphen, die bzgl. der y-Achse spiegelbildlich zueinander sind. Wegen
g(x) = a−x = ( 1

a
)x haben zwei Exponentialfunktionen spiegelbildche Graphen, wenn die

Basen Kehrwerte voneinander sind.

Damit erhalten wir folgende Paare von Funktionen mit spiegelbildlichen Graphen:
1. f1(x) = 3x und f5(x) = ( 1

3 )x = 3−x,

2. f(x) = 0,2x = 1
5

x
= 5−x und f3(x) = 5x,

3. f4(x) = 6,25x = ( 25
4 )x und f6(x) = ( 4

25)x,
4. f7(x) = 0,3x = ( 3

10)x und f8(x) = ( 10
3 )x.

Aufgabe 3:

Exponentialfunktionen sind monoton steigend, wenn die Basis a > 1 ist, und monoton
fallend bei a < 1 (a > 0 in jedem Falle vorausgesetzt).
a) f(x) = 4x monoton wachsend, gespiegelter Graph: g(x) = 4−x = ( 1

4 )x monoton
fallend.
b) f(x) = 0,7x monoton fallend,
gespiegelter Graph: g(x) = 0,7−x = ( 7

10 )−x = ( 10
7 )x monoton steigend.

c) f(x) = 3,75x monoton steigend,
gespiegelter Graph: g(x) = 3,75−x = ( 15

4 )−x = ( 4
15 )x monoton fallend.

d) f(x) = 2,7x = ( 27
10)x monoton steigend,

gespiegelter Graph: g(x) = ( 10
27 )x monoton fallend.

e) f(x) = ( 4
5 )x monoton fallend,

gespiegelter Graph: g(x) = ( 5
4 )x monoton steigend.

f) f(x) = ( 8
3 )x monoton steigend,

gespiegelter Graph: g(x) = ( 3
8 )x monoton fallend.

g) f(x) = ( 17
4 )x monoton steigend,

gespiegelter Graph: g(x) = ( 4
17

)x monoton fallend.
h) f(x) = 0,1x monoton fallend,
gespiegelter Graph: g(x) = 10x monoton steigend.

Aufgabe 7:

a) 3x = 1
9 = 3−2 ⇐⇒ x = −2.

b) 5x = 0,04 = 4
100 = 1

25 = 5−2 ⇐⇒ x = −2,
c) 32x = 8 ⇐⇒ 25x = 23 ⇐⇒ 5x = 3 ⇐⇒ x = 3

5 ,
d) 8x = 0,25 ⇐⇒ 23x = 2−2 ⇐⇒ 3x = −2 ⇐⇒ x = − 2

3 ,
e) 25x = 0,2 ⇐⇒ 52x = 5−1 ⇐⇒ 2x = −1 ⇐⇒ x = − 1

2 ,

f) 16x = 1
√

2
⇐⇒ 24x = 1

2
1

2

= 2−
1

2 ⇐⇒ 4x = − 1
2 ⇐⇒ x = − 1

8 ,

g) 625x = 125 ⇐⇒ 54x = 53 ⇐⇒ 4x = 3 ⇐⇒ x = 3
4 ,

h) 243x = 1
9 ⇐⇒ 35x = 3−2 ⇐⇒ 5x = −2 ⇐⇒ x = − 2

5 ,
i) 0,5x = 16 ⇐⇒ 2−x = 24 ⇐⇒ −x = 4 ⇐⇒ x = −4,
k) 0,2x = 125 ⇐⇒ 5−x = 53 ⇐⇒ x = −3,
l) 0,25x = 128 ⇐⇒ 2−2x = 27 ⇐⇒ x = − 7

2 ,
m) 0,04x = 125 ⇐⇒ ( 4

100)x = 53 ⇐⇒ ( 1
25 )x = 53 ⇐⇒ 5−2x = 53 ⇐⇒ x = − 3

2 .
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Aufgabe 8:

a) y = log7 49 = log7 72 = 2,
b) y = log5 0,008 = log5(2

3 · 10−3) = log5 5−3 = −3,

b) alternativ: y = log5 0,008 ⇐⇒ 5y = 8
1000 = 23

103 = 5−3 ⇐⇒ y = −3,
c) y = log0,5 8 ⇐⇒ 0,5y = 8 ⇐⇒ 2−y = 23 ⇐⇒ y = −3,

d) y = log27
1
3

⇐⇒ 27y = 1
3

⇐⇒ 33y = 3−1 ⇐⇒ 3y = −1 ⇐⇒ y = − 1
3
,

e) loga
1
27 = −3 ⇐⇒ a−3 = 1

27 = 3−3 ⇐⇒ a = 3 (für a > 0, a 6= 1),

f) loga
1
9

= −4 ⇐⇒ a−4 = 1
9

= 3−2 ⇐⇒ a = 3
−2

−4 = 3
1

2 =
√

3(für a > 0, a 6= 1),

g) log27 x = 4
3 ⇐⇒ x = 27

4

3 = (33)
4

3 = 34 = 81 (für x > 0),

h) log16 x = − 5
4 ⇐⇒ x = 16−

5

4 = 2−5 = 1
32 (für x > 0).

Aufgabe 9:

Exponentialgleichungen löst man durch Logarithmieren, um die Unbekannte aus dem
Exponenten ‘herunterzuholen’.
In den folgenden Rechnungen bezeichnet log immer den Logarithmus zu irgendeiner

Basis, innerhalb einer Rechnung aber immer derselben Basis. Zur Berechnung der Nähe-
rungswerte benutzt man irgendeinen auf dem Taschenrechner verfügbaren Logarithmus,
am naheliegendsten den dekadische Logarithmus log10 = lg.

a) 2 · 3x = 0,8 ⇐⇒ 3x = 0,4 ⇐⇒ x log 3 = log 0,4 ⇐⇒ x =
log 0,4

log 3
≈ − 0,83,

b) 5 · (2

3
)x =

2

5
⇐⇒ (

2

3
)x =

2

25
⇐⇒ x log

2

3
= log

2

25
⇐⇒ x =

log 2
25

log 2
3

≈ 6,23,

c)
2

3
· (

7

5
)x =

√
2 = 2

1

2 ⇐⇒ log 2 − log 3 + x log
7

5
=

1

2
log 2 ⇐⇒ x log

7

5
=

1

2
log 2 − log 2 + log 3 = log 3 − 1

2
log 2 ⇐⇒ x =

log 3 − 1
2 log 2

log 7
5

≈ 2,24,

d) 4 + 3 · 2x = 6,9 ⇐⇒ 2x =
2,9

3
⇐⇒ x log 2 = log 2,9 − log 3 ⇐⇒ x =

log 2,9 − log 3

log 2
≈ − 0,05

. . . n) 5x+1 = 82x ⇐⇒ (x + 1) log 5 = 2x log 8 ⇐⇒ x(log 5 − 2 log 8) = − log 5 ⇐⇒
x =

log 5

2 log 8 − log 5
≈ 0,63,

o) 2,83x · 1,5x = 10 ⇐⇒ 3x log 2,8 + x log 1,5 = log 10 ⇐⇒ x(3 log 2,8 + log 1,5) =

log 10 ⇐⇒ x =
log 10

3 log 2,8 + log 1,5
≈ 0,66,

p) 0,4 · 3,2x = 23x−1 ⇐⇒ log 0,4 + x log 3,2 = (3x − 1) log 2 ⇐⇒ x(log 3,2− 3 log 2) =

− log 2 − log 0,4 ⇐⇒ x log
3,2

23
= − log(2 · 0,4) ⇐⇒ x = − log 0,8

log 0,4
≈ − 0,24

q) 34x · 4x = 5x+2 ⇐⇒ 4x log 3+x log 4 = (x+2) log 5 ⇐⇒ x(4 log 3+ log 4− log5) =

2 log 5 ⇐⇒ x =
2 log 5

4 log 3 + log 4 − log 5
≈ 0,77.
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Aufgabe 10:

a) Substituiere z = 8x:

8x+2 − 82x = 240 ⇐⇒ 82 · z − z2 = 240 ⇐⇒ z2 − 64z + 240 = 0

⇐⇒ z = 32 ±
√

322 − 240 = 32±
√

784 = 32 ± 28 ⇐⇒ 8x = 60 ∨ 8x = 4

⇐⇒ x log 8 = log 60 ∨ x log 8 = log 4 ⇐⇒ x =
log 60

log 8
≈ 1,97 ∨ x =

log 4

log 8
≈ 0,67

b) Substituiere z = 6x:

62+x + 62−x = 78 ⇐⇒ 62 · z +
62

z
= 78 ⇐⇒ 62 · z2 + 62 = 78z

⇐⇒ z2 − 13

6
z + 1 = 0 ⇐⇒ z =

13

12
±

√

169

144
− 1 =

13

12
±

√

25

144
=

13

12
± 5

12

⇐⇒ 6x =
3

2
∨ 6x =

2

3
⇐⇒ x =

log 3
2

log 6
≈ 0,23 ∨ x =

log 2
3

log 6
≈ − 0,23

c) Substituiere z = 23x:

96 ·
(1

2

)3x+1
+ 3 · 23x−2 = 15 ⇐⇒ 96 · 1

z
· 1

2
+ 3 · z · 2−2 = 15 ⇐⇒ 48

z
+

3

4
z = 15

⇐⇒ 48 +
3

4
z2 = 15z ⇐⇒ z2 − 20z + 64 = 0 ⇐⇒ z = 10 ±

√
100 − 64 = 10 ± 6

⇐⇒ 23x = 16 = 24 ∨ 23x = 4 = 22 ⇐⇒ 3x = 4 ∨ 3x = 2 ⇐⇒ x =
4

3
∨ x =

2

3

Aufgabe 11:

lg ist eine abkürzende Schreibweise für den dekadischen Logarithmus log10. Aufgrund
der Definition des Logarithmus als Exponent: y = loga(x) ⇐⇒ ay = x, erhält man
folgende äquivalente Gleichungsumformungen und Lösungen:

lg(1 − 3x) = 0,8 ⇐⇒ 1 − 3x = 100,8 ⇐⇒ x =
1 − 100,8

3
≈ − 1,77a)

lg(x2 − 24) = 3 ⇐⇒ x2 − 24 = 103 = 1000 ⇐⇒ x2 = 1024 ⇐⇒ x = ±32 .b)

log2(x − 1) = 2,5 =
5

2
⇐⇒ x − 1 = 2

5

2 =
√

25 = 4
√

2 ⇐⇒ x = 1 + 4
√

2 ≈ 6,66 .c)

log3(1 − x) = −0,3 ⇐⇒ 1 − x = 3−0,3 ⇐⇒ x = 1 − 3−0,3 ≈ 0,28d)

Aufgabe 12:

Bei den folgenden Umformungen setzen wir voraus, dass alle Variablen nur positive
Werte annehmen können!
a) lg(2ux) = lg(2) + lg(u) + lg(x), b) lg(3x2) = lg(3) + 2 lg(x),
c) log2(5u3) = log2(5) + 3 log2(u), d) log3(7u2x3) = log3(7)+2 log3(u)+3 log3(x),
e) lg(ax

b
) = lg(a) + lg(x) − lg(b), f) loga( 1

x2v
) = −2 loga(x) − loga(v),

g) loga( 1
x2a3 ) = −2 loga(x) − 3, h) log3(

4
9x5 ) = log3(4) − 2 − 5 log3(x),

i) lg[(x + y)2] = 2 lg(x + y), k) lg(
√

1 + a) = 1
2 lg(1 + a),

l) lg( 1
x
√

1+x
) = − lg(x) − 1

2 lg(1 + x), m) loga( 1
a
√

1+a
) = −1− 1

2 loga(1 + a).

2d Mathematik (Kg) 6 10. Mai 2010



Aufgabe 13:

a) 2 lg(x) + 3 lg(y) − lg(z) = lg(
x2y3

z
),

b) loga(p) − 1

2
loga(q) +

1

4
loga(r) = loga(pr

1

4 q−
1

2 ) = loga(
p 4
√

r
√

q
),

c) 3 loga(b) +
1

2
loga(b + x) = loga(b3 ·

√
b + x),

d) − lg(u) − 2 lg(v) − 1

3
lg(w) = lg(

1

uv2 3
√

w
),

e) 2[lg(x) − lg(y)] = 2 lg(
x

y
) = lg(

x2

y2
).

f) 2 lg(a) − 3[lg(b) + lg(a)] = 2 lg(a) − 3 lg(b) − 3 lg(a) = − lg(a) − 3 lg(b) = lg(
1

ab3
).

Aufgabe 15:

Wir verwenden die grundlegende Beziehung 10lg(x) = x.
a) 10lg(x+1) = x + 1, b) 102 lg(x) = (10lg(x))2 = x2,

c) 10−2 lg(x) = (10lg(x))−2 = x−2 =
1

x2
, d) 10− lg(

√
x) =

1√
x

,

e) 10[lg(x)]2 = 10lg(x)·lg(x) = (10lg(x))lg(x) = xlg(x).

Aufgabe 17:

Sei p der Jahreszinssatz. Dann erhöht sich ein Kapital K in jedem Jahr auf K +K · p =
K(1 + p), wird also mit dem Faktor 1 + p multipliziert. In 6 Jahren wird das Kapital
also sechsmal mit diesem Faktor multipliziert, also insgesamt mit (1 + p)6.
Im vorliegenden Fall ist K = 1000, p unbekannt, und 1500 = K(1 + p)6 = 1000(1 + p)6.
Also:

1,5 = (1 + p)6 ⇐⇒ 1 + p = 6

√

1,5 ⇐⇒ p = 6

√

1,5 − 1 ≈ 0,07 = 7% .

Einen Wertzuwachs von 50% in 6 Jahren erhält man also bei einem jährlichen Zinssatz
von 7%.

Aufgabe 18:

Sei p die jährliche Umsatzsteigerung. Sie wird als konstant unterstellt und im Aufga-
bentext als ‘durchschnittliche Zunahme’ bezeichnet. Bei einem Umsatzplus von 75% in
15 Jahren, also einem Anwachsen des Umsatzes auf das 1,75-fache innerhalb von 15
Jahren, gilt:

1,75 = (1 + p)15 ⇐⇒ 1 + p = 15

√

1,75 ⇐⇒ p = 15

√

1,75− 1 ≈ 0,038 = 3,8% .

Die durchschnittliche jährliche Umsatzsteigerung beträgt also nur 3,8%.
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