2d Mathematik (Kg) 25. Mérz 2010

Ubungen Parabeln

1) a) Vervollstédndigen Sie: Eine Funktion f gegeben durch einen Funktionsterm der
Form f(z) = az? + bx + ¢ mit rationalen Zahlen a,b,c € ®,a # 0 nennt man
. Thr Graph ist .
b) Welche geometrische Bedeutung hat der fithrende Koeffizient a?
c) Was konnen Sie iiber den Graphen von f aussagen, wenn a = 0 ist? Welche
geometrische Bedeutung haben dann b und c¢?

2) Beschreiben Sie die Graphen der Funktionen mit den nachfolgenden Funktionster-

a) fla) =a+3, k) f()=(x—T7)°—9.

b) f(z) =7- 22, ) f(z) =3(x—2)2%+09,

¢) fle) =222, m) f(0) =5~ (@ 1%

Q) @)= +5), w J@) =Ty

e) flx) =342 0) flz)=2((x—2)?+3),
0 ) ==, p) flz)=—((z+1)>-3),
g) fla)=—52% q) flz)=@Bz+1)?

h) fl2) = ) fl@)=(2-2)?+3,

i) f(z)=(z+5)?%*+3, s) flx)=z(x+7) —2*-1.

) f@)=(@-1)2+4,

3) a) Wie lautet die allgemeine Scheitelpunktsform eines quadratischen Terms? Wa-
rum nennt man sie so? Wie kann man quadratische Terme in Scheitelpunktsform
iiberfithren?

b) Uberfiihren Sie die folgenden Terme in Scheitelpunktsform und beschreiben Sie
die Graphen der Funktionen, die durch diese Terme definiert sind:

a) flz)=a%=2x+T7, 7) flz) =—2? — 6z +1,

B) f(z) =322 +3x—1 6) f(z)=-1a%—2+3.

4) Wir betrachten die Parabeln auf dem Skizzenblatt ‘Normalparabeln (1)’.

a) Berechnen Sie mindestens 4 der in der Skizze zu sehenden Parabelschnittpunkte.
b) Welche der Parabeln schneiden sich aufierhalb des skizzierten Bereichs? Bestim-
men Sie mindestens 4 der auflerhalb liegenden Schnittpunkte.

c) Wieviele Schnittpunkte kénnen je zwei Parabeln miteinander haben? Begriinden
Sie Thre Antwort.
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Ubungen Parabeln — Lésungen

a) Eine Funktion f gegeben durch einen Funktionsterm der Form f(x) = az?+bx+c
mit rationalen Zahlen a,b,c € ®,a # 0 nennt man quadratisch. Ihr Graph ist eine
Parabel in der Koordinatenebene.

b) Das Vorzeichen von a gibt die Offnungsrichtung der Parabel an: Ist a > 0, so
ist die Parabel nach oben geodffnet, im Falle a < 0 nach unten. Auflerdem gibt der
Betrag |a| von a an, wie weit die Parabel ist: Fiir |a| > 1 ist die Parabel enger als
eine Normalparabel, fiir |a| < 1 ist sie weiter als diese.

c) Wenn a = 0 ist, lautet der Funktionsterm f(x) = bx + ¢. Die Funktion ist dann
offenbar linear und ihr Graph eine Gerade. b gibt dann die Steigung dieser Geraden
an und ¢ den y-Achsenabschnitt.

Alle Funktionsgraphen (aufler dem letzten) sind Parabeln, und zwar (entsprechend
der Reihenfolge der Aufgabenstellung):

a)—-d) Normalparabeln: nach oben geoffnet mit Scheitel S = (0,3), nach unten
gedffnet mit Scheitel S = (0,7), nach unten gedffnet mit Scheitel S = (2,0) und
schlieBlich nach oben geoffnet mit Scheitel (—5,0).

e)-h) Parabeln mit Scheitel S = (0,0): nach oben gedffnet, enger als eine Normal-
parabel; nach unten gedffnete Normalparabel; nach unten getffnet, weiter als eine
Normalparabel und schliellich nach oben gedtffnet, ebenfalls weiter als eine Nor-
malparabel.

i)-k) nach oben gedffnete Normalparabeln mit den Scheiteln (—5,3), (1,4) und
(7, -9).

1) eine nach oben gedffnete Parabel mit Scheitel S = (2,9), enger als eine Normal-
parabel;

m) eine nach unten gedffnete Normalparabel mit S = (1,5);

n) eine nach oben gedffnete Parabel mit S = (—2,3), weiter als eine Normalpara-
bel.

Bei den letzten Beispielen sind zunéchst Umformungen nétig:

o) f(x) = 2((x — 2)? + 3) = 2(z — 2)% + 6: eine nach oben gedffnete Parabel mit
Scheitel S = (2,6), enger als eine Normalparabel,

p) f(x) = —((x+1)? —3) = —(x+1)? +3: eine nach unten gedfinete Normalparabel
mit dem Scheitel S = (—1,3),

q) f(z) = (Bz+ 1) = 3(z + 1)) = 9(x + 1)?: eine nach oben gedfinete Parabel
mit Scheitel S = (—%, 0), enger als eine Normalparabel,

1) f(z) = (2—2)? +3 = (z — 2)? + 3: Eine nach oben gedffnete Normalparabel mit
Scheitel S = (2,3).

s) f(x) =x(x+7)—22 -1 =22+ T7r—2% —1 = Tz — 1: Hier ist der Funktionsgraph
eine Gerade mit dem Anstieg 7 und dem y-Achsenabschnitt —1.

a) Die allgemeine Scheitelpunktsform eines quadratischen Terms hat die Form

a(z —x5)* + ys .

Man nennt sie so, weil man daraus unmittelbar den Scheitel der dadurch gegebenen
Parabel ablesen kann: Die Losungsmenge der Gleichung y = a(z—xs)?+ys (a # 0)
ist eine Parabel mit dem Scheitel S = (zg,ys); sie ist nach oben gedffnet, wenn
a > 0 ist, und nach unten geéffnet, wenn a < 0 ist; schliefllich ist sie enger als eine
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Normalparabel, wenn |a| > 1 ist, und weiter, wenn |a| < 1 ist. Mittels quadratischer
Ergénzung kann man einen beliebigen quadratischen Term in Scheitelpunktsform
iiberfiithren.

b) Fiir die vier gegebenen quadratischen Terme erhilt man:

«) flx) =2 —20+7=2>-22+1—-14+7=(x—-1)>+6

1 1
B) f(x):3x2+3x—1:3(x2+w)—1:3<:c2+x+(§)2—Z)—1
1 1 1 3 1 7
:3< —2——)—1:3 A P
(45— S
v) fl@)=—a2®> —6x+1=—(2>+62) +1=—(2* + 62 +3>—9) +1
= —(z+3)2+10
L o L o L o
J) f(x):—§:c —30—1—3:—5(:10 +2$>+3:—§($ +2x4+1—-1)+3
1 1 1 7
=—= 12?4+ -+3=—2 1%+ =
2(:1c+)+2+ 2(:1c+)+2

Die Graphen der durch obige Terme gegebenen Funktionen sind Parabeln, und
zwar

«) eine nach oben gedffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S = (1,6),

() eine nach oben gedffnete Parabel, enger als eine Normalparabel, mit Scheitel-
punkt § = (—1,-1)

~v) eine nach unten getffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S = (—3,+10),

9) eine nach unten geoffnete Parabel, weiter als eine Normalparabel, mit dem Schei-
telpunkt S = (-1, 7).

4) Wir bezeichnen die 8 Parabeln mit Pi,...,Ps entsprechend der Nummerierung
auf dem Skizzenblatt. Zur Berechnung der Schnittpunkte der Parabeln benotigen
wir Gleichungen fiir die Parabeln; diese hatten wir in Ubungen (3), Aufgabe 1)
bestimmt. Wir berechnen dann durch ‘Gleichsetzen’ die z-Koordinate des Schnitt-
punktes und daraus dann die y-Koordinate.

a) P3 N Pg: Gleichungen fiir P3 und Pg sind gegeben durch y = 22 — 4 bzw.
y = (z+7)% — 6. Fiir die 2-Koordinate des Schnittpunktes (die Schnittstelle) muss
dann gelten:

47
22 —4 = (247)° =6 = 2724 = 2*+142+49-6 <= ldo = —47 <— z = -1

Die %—Koordinate ist dann y = (—35)? —4 = 229 _ I8 — 1225 Der Schnittpunkt
ist also

47 1425

Sao = <_ 14’ 196

) ~ (—3.36,7.27).

PsNPra?—4=(x+6)2+1=2?+120x+37 < 120 = -4l < x =

— 41 ~ —3.42. Als y-Koordinate ergibt sich dann y = (—13)? — 4 = 1B ~ 7,67,

Der Schnittpunkt ist Ss7 = (— 15, 222).

PsNPs: a?—4 = (z44)? =3 = 22 +8x+13 < 8r = —17 < z = -1 =2.125,
y=(—9)2—4=28~052 S35 = (-1, 32).
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b) Die Parabeln Pi,P3, Ps schneiden sich nicht: Thre Gleichungen sind alle von
der Form y = x? + b mit unterschiedlichen Werten fiir b. Bei der Berechnung der
Schnittstellen ‘fillt’ der Term z? weg und man erhilt unlésbare Gleichungen.

Alle anderen Parabeln schneiden sich in jeweils einem Punkt. Die Ergebnisse sind
mit den Bezeichnungen wie oben:

Su= (5%) = (25825 Sis = (2,4) & (5.67,0.44)
Si5 = (3§ %6) =~ (3.69,13.60) Sue = (—3,52) ~ (—0.75,33.06)
S16 = (=13 To5) ~ (=3.07,9.43) Syr = (— &, 312 ~ (—0.55,30.75)
Sir = (— 35, ) ~ (=3.08,9.51) Sis = (2,282)  ~ (0.67,18.78)
Sis = (=% %1) ~ (-1.63,2.64) Seo = (£, 1419}~ (0.53,50.75)
S = (%5.735) =~ (2.3,7.29) Ssr = (L, 9221) & (0.79,47.05)
S5 = (36 %5a) A~ (3.56,14.69) Sss = (2,4009)  ~ (1.92,32.01)
Sag = (— 4, 298) ~ (-2.93,10.58) Ser = (—3,10)

Sor = (—35,1313) ~ (-2.92,10.51) Ses = (—5,—2)

Sas = (—4,29) ~ (-1.38,3.89) Srs = (—6,1)

Ssa = (2,4 =~ (2.9,4.41)

S35 = (8,245) ~ (3.94,11.50)

Sge = (— 42, 1425) ~ (-3.36,7.27)

Syr = (— 15, 112) ~ (—3.42,7.67)

Szs = (— 4, 2) =~ (-2.13,0.52)

c) Alle Parabeln auf dem Skizzenblatt ‘Normalparabeln (1)’ sind nach oben geoffne-
te Normalparabeln, also haben sie Gleichungen der Form y = (z — a)? + b. Multipliziert
man die Terme aus, so erhélt man in allen Fillen y = 22 — 2ax + a? + b; alle Terme ha-
ben also denselben quadratischen Bestandteil 22. Bei der Berechnung der Schnittstellen
‘fallt’ dieser weg, so dass sich jeweils eine lineare Gleichung ergibt, die héchstens eine
Losung besitzt. Es gibt also in allen hier betrachteten Fillen hochstens einen Schnitt-
punkt.

Zwischen den ersten drei Parabeln gab es keinen Schnittpunkt, weil alle dieselbe
Symmetrieachse haben, also in ihrer Gleichung y = x? — 2ax + a® + b die Werte von a
identisch waren. Bei der Berechnung der Schnittstellen ‘fiel’ dann nicht nur 22 sondern
auch der Term 2ax heraus, so dass die Gleichung kein x mehr enthielt und unlésbar wur-
de. In allen Féllen unterschiedlicher Symmetrieachse (d. h. unterschiedlicher a-Werte)
ergibt sich mit denselben Uberlegungen genau eine Losung.

2d Mathematik (Kg) 4 Ubungen Parabeln — Lésungen



2d Mathematik (Kg) 25. Mirz 2010

Ubungen: Quadratische Funktionen und Gleichungen

1) Untersuchen Sie fiir die nachfolgend definierten quadratischen Funktionen f
i) den Verlauf des Graphen,

die Anzahl der Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen,

ob die Funktion einen grofiten oder kleinsten Wert annimmt,

iv) wie grof3 dieser Wert ggf. ist und

v) an welcher Stelle er angenommen wird.

iii

ii)
)
)
)
a) flz) =22 —4x+7
b) f(x) = —2? -2z +1
c) f(xr) = —222 —2x -2
d) f(x) =32% + 2z
e) f(x) =222 —4x -6
f) f(z) = —72® + 4z — 1
2 5
g) f(z) = —2? +3 :c+36
8 41
h) f(z) = —222 +5 T
2) Losen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen mittels quadratischer Ergén-
zung:

a) ¥ — Tz +12 =0,
) 2?2+ —12=0,
c) 22 —6x+11 =0,
d) 322 +11lx —4 =0,
e) —6x% + 17z — 12 =0,
f) 922 + 122 +4 = 0,
g) —922 +6x — 5 =0,
h) 6:1;2—30—12:0.
nt
)

a) P1: Nach oben gedffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S = (1,2),
Py: Graph der Funktion fo(z) = 2% + 4z + 3.
b) Pi: Graph der Funktion fi(z) = (z — 1) + 2,
Pa: Nach unten gedffnete Normalparabel mit dem Scheitel S = (-3, —1).
c¢) Pi: Losungsmenge der Gleichung y + 5 = (x — 3)2,
P2: Nach unten gedffnete Normalparabel mit dem Scheitel S = (1,—1).
d) Py: Graph der Funktion fi(x) = —2(z — 1)? + 2,
Py: Verschiebung der Parabel mit der Gleichung y = 322 um 1 nach links und
2 nach unten.
e) P;: Parabel mit dem Scheitel S = (1,0) und durch den Punkt P = (0, —2),
Ps: Graph der Funktion fo(z) = 3(z + 1)? — 5.
f) Py: Parabel mit dem Scheitel (1/3,2/3) und dem y-Achsenabschnitt 1,
P,: Graph der Funktion fo(z) = —2(z + 3)? + 2.
g) Pi1: Nach oben gedffnete Normalparabel, die die z-Achse bei +2 und die y-

Achse bei
Po:
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Quadratische Funktionen und Gleichungen — Lésungen

1) Generell schneiden Funktionsgraphen die y-Achse genau einmal (Funktionsbegriff:
Zu jedem z gehort genau ein Funktionswert f(z)). Dieser Teil der Frage ii) ist
damit beantwortet und wir werden darauf nicht mehr eingehen.

Alle Graphen sind Parabeln, da die Funktionen quadratisch sind, und man kann
ohne weitere Rechnung die Offnungsrichtung und Form der Parabel am fihrenden
Koeffizienten (dem Faktor vor z2) ablesen.

Um die anderen Fragen beantworten zu kénnen, bestimmen wir durch quadratische
Ergénzung die Scheitelpunktsform des Terms f(x) und damit den Scheitelpunkt der
jeweiligen Graphen. Im einzelnen erhalten wir so:

a)

Esist f(z) =2? -4 +7=22 —42+22 -4+ 7= (z — 2)? + 3, also:

i) der Graph ist eine nach oben geéffnete Normalparabel mit dem Scheitelpunkt
S =(2,3),

ii) er trifft die z-Achse nicht, da die Parabel nach oben gedffnet ist und der
Scheitelpunkt oberhalb der xz-Achse liegt (ys = 3 > 0),

iii) die Funktion f nimmt keinen gréfiten, wohl aber einen kleinsten Wert an,
da der Graph eine nach oben getffnete Parabel ist,

iv) der kleinste Wert von f ist +3 (= yg), und

v) er wird an der Stelle 2 (= xg) angenommen: f(2) =3 < f(z) fiir alle z.
Esist f(z) = 2> —22+1=—(2*+20—-1)= —(2* +22+ 1> -1-1) =
—(z +1)% + 2, also:

i) der Graph ist eine nach unten gedffnete Normalparabel mit dem Scheitel
S =(-1,-2),

ii) er trifft die z-Achse zweimal, da der Scheitel oberhalb der z-Achse liegt und
die Parabel nach unten geoffnet ist,

iii)~v) die Funktion f nimmt keinen kleinsten, aber einen grofiten Wert an,
dieser ist +2 und wird an der Stelle —1 angenommen: f(—1) =2 > f(x) fir
alle x.

Esist f(z) = —222 =22 —2= -2(2*+2+1) = 2(@*+2+ (3)* -1 +1) =
—2((x+3)*+3) = —2(z+ 3)* — 2, also:

i) der Graph ist eine nach unten geéffnete Parabel, enger als die Normalparabel,
mit dem Scheitel § = (—3,—3),

ii) er trifft die x-Achse nicht,

iii) f nimmt keinen kleinsten Wert an, erreicht aber an der Stelle —1 (= zg)
ihren gréfiten Wert —3 (= ys).

Esist f(z) = 32242z = 3(z?+ 22+ (3)2—5) = 3((z+3)?—5) = 3(z+3)*—13,
also:

i) der Graph ist eine nach oben gedffnete Normalparabel, enger als die Nor-
malparabel, mit dem Scheitel S = (—%, —%),

ii) er trifft die z-Achse zweimal,

iii)-v) f nimmt keinen grofiten, aber an der Stelle —% ihren kleinsten Wert —
an.

Esist f(r) = —222 — 40— 6= —2(2*+22+3) = -2(z*+2x+1—-1+3) =
—2(x +1)? — 4, also:

i) der Graph ist eine nach unten gedffnete Parabel, enger als eine Normalpa-
rabel, mit dem Scheitel S = (—1, —4),
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ii) er trifft die z-Achse nicht,
iii)~v) f nimmt keinen kleinsten, aber an der Stelle —1 ihren groiten Wert —4
an.

f) Esist f(z) = —T2?+42—1 = —7(2* -
—T(x — 2)* — 2, also:
der Graph ist eine nach unten gedffnete Parabel, enger als eine Normalparabel,
mit dem Scheitel S = (2, —32),
er schneidet die x-Achse nicht,

f nimmt keinen kleinsten, aber bei x = % ihren grofiten Wert —% an.

e+ (2)2—5)-1=—-T(x—2)+2—-1=

SIS

g) Esist ) -
f(x)——x2+§ :c+%
-G
1 1 )
:—(x—§)2+?+%
_—($—§)2+17

also ist der Graph eine nach unten getffnete Normalparabel mit dem Scheitel
S = (L, 1), er schneidet die 2-Achse zweimal und f nimmt keinen kleinsten,

3°14
aber bei x = % ihren grofiten Wert i an.
h) Es ist
8 41
=924 Z.p— =
f(z) x° + s s
4 2 4 41
_ _9(g2_ = 42 %y A
(@ —5e+ (57— 55) ~ 5
2 8 41
— 9y — 2\ =
=5 % 5
2 1
= 92— 2)2 - 2.
=51 ~3
also ist der Graph eine nach unten getffnete Parabel, enger als eine Normal-
parabel, mit dem Scheitel S = (%, —%), er schneidet die z-Achse nicht, und
f nimmt an der Stelle z = % als grofiten Wert —% an; einen kleinsten Wert

nimmt sie nicht an.

2) Wir formen die Gleichungen durch quadratische Ergénzung um in eine Gleichung
der Form (x — x5)? = d. Ist d < 0, so gibt es keine Losung, da Quadrate niemals
negativ sein konnen. Ist d = c¢? eine Quadratzahl, so erhilt man die Losungen
r—xs ==+c < r =2xg tc.

a) - Tr+12=0 < 2* —To=—12
7 49 1
= 22— Tr (5P =124 — ==
2 4
Ty Ly
= (-2 =(z
@ =)
71 7,1
T T TP T

— =4V =3,
also: L={34}.
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b) P rr—12=0 < 2+ =12
1

= 2’ tr+(5) =12+ =—

12 72

= ) =(z

(@+3)"=()

Ty Ty T=737F3
= =3V rx=-4,

also: L ={-4,3}.

c) 2 —6x+11=0 = 22 —62+3>2=-114+9 < (z-3)?2=-2.

Da die negative Zahl —2 kein Quadrat ist, besitzt diese Gleichung keine Losung:
L = (.

11 4
d) 3w2+11x—4:0<:>x2+?w:§
x+11 _}_<11)2 4 121 169
— —X —_— = — - =
3 6 3 36 36
11, 13,
— )2 = (=2
(w50 = ()
RLSEE _ 11,13
T TG TTT6 T
1
<:>£C:§\/$:—4,
also: IL:{—4,1}.
3
2 5 17
e) —6x +17:B—12:O<:>x—€:c+2:()
17 17 289
2 2
D T — Sl PR S
oty T T 1
17, 1.,
< 17—j:1 <~ —17:|:1
YT T T YT
4
<:> :—\/ = —
X €T 37
4 3
lIso: L=14—-, =
also {3,2
4 4
£) 9$2+12x+420<:>x2+§:c:—§
4 2 4 4
2 2
_ _ - __ _:O
<:>:I;+3:c+(3) 9+9
2., 2
<:>(:c+§) =0 <= a2+5=0
— 2
r=—=
37

also: E:{—g}.
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2 5
g) —9x2+6:c—5:0<:>:c2—§:c:—§
2 1 5 1 4
2 2
— - = N2 2y -2
v o3+ (3) 079~ 9
1,2 4
(SE 3) 9 )
also: L=1(
1
h) 6$2—w—12:0<:>x2—6;c:2
1 1.2 1 289
2
<~ — = — =92 -
v 6$+ (12) + 144 144
1 2 172
<:>(~”C—E) _(E)
<~ 1—j:17<:> —1j:17
T T T=10% 1
— —3v _ 4
x_2 xr = 3

4 3
also: ]L:{—g,i

3) Man beschreibt zunéchst alle Parabeln als Graphen quadratischer Funktionen f;
und f2 und 16st dann die Schnittstellengleichung fi(x) = fa(z). Die gefundenen
Schnittstellen sind die z-Koordinaten der Schnittpunkte; die y-Koordinaten erhéalt
man durch Einsetzen der Schnittstellen in eine der beiden Funktionsgleichungen.

a) Eine Gleichung fiir P; ist gegeben durch y = (z — 1)? + 2, P; ist also Graph
der Funktion fi(z) = (z — 1)? + 2 = 22 — 22 + 3. Wir 16sen nun die Schnitt-
stellengleichung;:

filx) = folx) &= 2 —20+3=2"+42+3 < 62=0 < =0.

Es gibt also genau eine Schnittstelle x = 0; die y-Koordinate des Schnittpunk-
tes ist f2(0) = 3, der einzige Schnittpunkt also (0, 3).
b) P ist Graph der Funktion fo(z) = —(x + 3)? — 1 = —2? — 62 — 10. Wir 16sen
also die Schnittstellengleichung
fix) = falz) = (-1 +2=—(z+3)* -1
= 17 -2r+3=—2"— 67— 10 < 22" +4z =13

13 13
<= x2+2x:—7 <— x2+2x—|—1:—7+1
11
= (:c+1)2:—7<0.

Diese Gleichung hat keine Losung, folglich gibt es keine Schnittpunkte.
c¢) P ist Graph der Funktion fi(x) = (v — 3)?2 — 5 = 2% — 62 + 4 und Py ist
Graph der Funktion fo(x) = —(z —1)2 — 1 = —2? + 22 — 2. Wir 16sen die
Schnittstellengleichung
fi(x) = folz) <= 2> —6r+4=—224+20 -2 < 22° -8 +6=0
= 2? —4r+3=0 < (z—1)(x —3)=0 (Vieta)
— =1V z=3.
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Es gibt also genau zwei Schnittpunkte: S; = (1, f2(1)) = (1,—1) und Se =
(37 f2<3)) = (37 _5)

d) Verschiebt man die Parabel mit der Gleichung y = 322 um 1 nach links und
2 nach unten, so erhélt man die Gleichung fiir die verschobene Parabel Ps,
indem man x durch z+ 1 und y durch y+ 2 ersetzt. Damit ist y+2 = 3(z+1)?
eine Gleichung fiir Pa; Po ist Graph der Funktion fa(x) = 3(x + 1)2 — 2 =
322 + 6x + 1. Zusammen mit fi(z) = —2(z — 1)? + 2 = —22% + 42 erhilt man
die Schnittstellengleichung

fi(x) = fo(z) &= —22° +4x =32 +6x+1 <= 52> +2x+1=0
2 1, 11

2 4 e L1
<:>:1;+5:c+(5) 5+25
1, 4
= -)?=-—<0.
(:c—|—5) 25<

Diese ist unlosbar, da Quadrate nie negativ sein konnen; es gibt also keine
Schnittpunkte.

e) P; ist Graph einer Funktion f; mit fi(z) = a(x — 1)?. Da der Graph durch
P = (0,—2) verlaufen soll, ist f1(0) = —2, also —2 = f1(0) = a(-1)? = a.
Insgesamt erhalten wir fi(z) = —2(x — 1)? = —22? + 42 — 2. Zusammen mit
dem vorgegebenen Funktionsterm fa(x) = 3(x+1)? -5 = 322+ 62 — 2 erhalten
wir die Schnittstellengleichung

fi(z) = fa(x) <= —22% +4r -2 =32+ 62— 2

2
— 5’ 422 =0 — 5:6(:6—1—5):0

2
<—— =0V x:—g.

Die y-Koordinaten der Schnittpunkte sind f2(0) = —2und fo(—2) = 3-52—5 =

727;5125 = —%, die Schnittpunkte also S1 = (0,—2) und Sy = )
—(0,4; —3.,96).

f) P1 ist Graph von fi(z) = a(z — +)? + 2. Da der y-Achsenabschnitt 1 ist,
erhalten wir

1
1=f0)=a -+ 5 = gzg — a=3.

GV )

1
9
Damit ist f1(z) =3(x — 3)? + 2 =32 =2z + 3 + 2 = 32 — 20+ L. Fiir fo

erhalten wir fo(z) = —2(z+ 3)* + 2 = —222 20— 1 4+ L8 = 222 — 224 6.
Wir 16sen die Schnittstellengleichung

fi(x) = fa(z) == 322 20 +1=—-22> -2 +6

2

— 512 =5 <= 2° =1 < x=+1.

Die Schnittpunkte sind damit S1 = (1, fi(1)) = (1,2) und Sy = (-1, f1(—1)) =
(—1,6).

g) Da P; eine nach oben gedffnete Normalparabel ist, ist sie Graph einer nor-
mierten quadratischen Funktion fi(r) = 2% + bz + ¢. Da die y-Achse bei —8

2d Mathematik (Kg) 6 Quadratische Funktionen und Gleichungen — Losungen



geschnitten wird, ist —8 = f1(0) = ¢, also fi(x) = 22 + bz — 8. Da bei +2 die
x-Achse geschnitten wird, gilt 0 = f1(2) =4+20 -8 =2b—4 <= b= 2.
Insgesamt ist also P; Graph der Funktion fi(z) = 22 + 2z — 8.

Py ist Graph von fa(x) = a(x — 1)? + 2. Da die Parabel durch den Koordina-
tenursprung verlauft, ist 0 = f2(0) = a + 2, also a = —2.

Wir 16sen die Schnittstellengleichung

fi(@) = fo(z) &= 2> +20—8=2(x —1)* +2=—22° + 4z

2 1 8 1 25
372 — 22 =8 2_ S
< 3z x =z 3:c+(3) 5T9=7
= -V =(3) = r—- ==+
(@-3)7=(3) T -3 =*3
1 5 4
=S r=-d- = =2V r=—-.

Damit erhélt man zwei Schnittpunkte S; = (2, f1(2)) = (2,0) und schlieflich
Sm (4 A4) = (~ -5

2d Mathematik (Kg) 7 Quadratische Funktionen und Gleichungen — Lésungen
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Ubungen zur Potenzrechnung

Aus: Lambacher Schweizer, Lehrbuch Klasse 10, S. 22

4  Schreibe als Potenz.
e 3= 4 I~ 3[‘“—7 5 e 4y o
a) V5 b) V6 c) V2 d) y242 e) V118 fy\vr g) V58
myig oL L~ DhL mL ny L 0) =
V2 V123 V72 ya? Vs Var+!
§  Schreibe als Potenz, kiirze und schreibe dann wieder als Wurzel (a, 1,5, t, X, y > 0).
piE  wiz 0¥ ol ol pis gl
hyixe i) o K)o ) oo m mel o=
28 Y310 Yo Vadk Vx3k Yx12a
6  Vereinfache.
pilo  vis 0w aiE ot ol pis
7 Schreibe als Potenz und berechne dann mit Hilfe des Taschenrechners auf 3 Dezimalen.
/— 4/* 5[# IO/—‘ 4,* 5/“* 6[*7
ay v7 b) V3 c) Vi4 d)y2 e) V73 f) y6? g) y472
3= 3T 3~ 6 T 7= 3=
h) V5 i) 23 k) 232 ) V4 m) V25 nl:y2  0)5:8

6 g 2
8  Esgilt (-2)° = 8. Was ist an der Rechnung (-2)* = (<2)? = {(~2)¢ = /64 = 8 falsch?

9  Berechne.
a) V(-3) b) —L—
« V(=5

10 Schreibe als Wurzel.

a2 -4 b) V3 -\27
Hizx:ix  @ix-Vax
11
) V6 : 16 b5 : 15

i 4 — 3
f) V4 -v4 V212
D Vx :vx m) Vx :ir"x
12
V77 b) V11 : 11
e) 19 -3 £) 25 : {5
13 Vereinfache.
a) 5%.5%‘ b) 3%.3%
f) IO%: IO% 2) 6"% : 6%

1 1 L 1
Dxt-x® m) y: yd
14 6Vereinfache. .
a) ad - a’l b)b3:b
s 3

£ Qa)?*:(2a* g (5b2):b3

2d Mathematik (Kg)

) Vbi* mit b<0

d) Vb2" mitnausN, n +0, b<0

dVa {25

4 4 — LS ST
h) Y10y :y2y 1) vx2-yx3
g i 1.1
) V10 : V5 d L L

V12 V4
5 = " u
hy V33 545
m Y33 0) Vex - Vex
4 3
C) \32 .\';32
0.2 -{10
o 2 3
c) 24-24 d)y4 3.4+
2 _l
hy273:27% iYaZ:a
11 3 1
nyz "-z*" ott:t*"
L1 PR |
¢) x*-x2 dyy’:y?3

h) (ax)t-(ax~9)

i) @x)2-(8x)?

3

e) 1/342 : {/E
K) \@ k2

€) i/‘\t—/i
k) Y29 - 29

0

p) - Vx
Vx

515
h) 10,16 - 10,01

Sl

3 ~
e) 252
k) 3*:372
pc

1
)

[

.ct

e) z1:2 - z-07

k) (15y)2:(15y)
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Aus: Lambacher Schweizer, Lehrbuch Klasse 10, S. 23

15 Vereinfache.

2 (22 b (32" o 53 E ol *
16 5 s\_4 4 8\—2 3 332 112
a) (XE : y_g) ’ b) (xg . y_g) s c) (xf- yf) d) (aﬁ + bg)
17 E_chreibe mit nlir_einem Wurzelzeichen.
0 W2 b) 112 offs oy efl Y
9|5 b \/ix D3vx bt b mitk
18 Vereinfache.
2\ e b |/ st o 216 0 /1256 o) \/132768
19f Vb s 2y iy Vel
b-yb < as 2y:\y trye 10":2"\2
D e DeEw %% Yan 9 D55
20 B B B B
afisf w2 ok ek ol ol
\2n 3—\3n > 2n/—\n —\4n
o (Vs w0 e (k) DT m b
21 Radiziere teilweise und vereinfache, falls moglich.
a) V8 p) 22 V” ) V‘m d) % o) 1241x3 ) yout
V5% h) \/x3(a+b)5 ) Yallo? k) Va(x=9)7 1) Ya%bl2ct  m)Va*b3cS

22 Mache den Nenner rational und vereinfache, falls moglich.

ok v o e o of
& h)% D iz 03 D {3 m) (34
23

a2 3b d a+b 1
Ve 7w ke D aro ? T
24 B —
2) b 215 15Vy 3p-1p @ Zu-2v (B3-3yx)xi

Va+Vb Vx+5Vy Vo +1 Va—vav Vx (1+yx)

25 Schreibe als eine Wurzel aus einem Term.

)5 -7 b) {xb - xb ¢) (a=b)-\(a-b)

26 Vereinfache.

a) (18 —V32 )12 {54+128 :

12401

1

b) 5

23—
d) (z-y)*-(y+2)?

) (v32b~3 _ §/a3—b>:‘{/ab—3

10.
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Lambacher Schweitzer Band 10, S. 22/23 — Ergebnisse

Aufgabe 4:

a) Vb =53 b) /6 =63 ) V2 =27 d) V242 = 243

e) V116 =118 f) V73 =78 g) V56 = 5° h) V182 = 183
1 _1 1 _3 1 _2 1 _2

I)EZQ k) 4123—124 l) 372—73 m) 3a2—a3

) 1 . ) 1 _r1

n == r (0] = Q n
{"/t_s ,"/ar—l—l

m)-o) nur moglich und giiltig fiir positive Basen a, t.

Aufgabe 5:

a) V32 =31 =32 =3 b) V23 =28 =23 = /2

C) 1\2/54:5% :5%:\3/5 d) 1o ySZy% :y%:\/;lj

e) Vitb = V12 f) Vit = Vi3 g) Vrl2 = V2 h) Vab = Va3
1 _a 41 1 _ 10 _2 41

1) 1\0/2_8: 5 = 2—4 k) 15310:3 1 :3 3 = 3—2

N B 1 L1 11 1

) 20/pm r ) 16/ 4k % n) 15 23k - .CC_k 0) 3W - F

Beachten Sie: Alle Probleme mit dem Definitionsbereich der verschiedenen Terme sind
Thnen durch die Aufgabenstellung abgenommen: Dort sind alle Variablen als positiv
deklariert. Beachten Sie aber bei derartigen Rechnungen immer das Vorzeichen. Ohne
diese Voraussetzung sind einige der obigen Formeln falsch. Korrekturen:

) V6 = |t|3 = |t|T = V|t (t€ R) h) Vab = /|22 (z € R)
Aufgabe 6:

a) V100 = /10 b) V25 =5 ) V9t =92=81 d) V43 =4=2
e) V251 = V252 = V54 f) V16 = V2 g) V81 =19
Aufgabe T:

a) V7 ="T7 ~ 2645751 b) V3 = 37 ~ 1,316074

¢) V14 = 145 ~ 1,695218 d) V2 =21 ~1,071773

e) VT3 =77 ~ 1,681793 f) V63 = 65 ~ 2,930156

g) VAT2 = 475 ~ 3,608826 h) /5 = 53 ~ 1,709976

i) /23 = 235 ~ 2,843867 k) V232 = 235 ~ 8,087579

1) V4 =45 ~1,259921 m) V25 = 257 ~ 1,58382

n) 1:v/2=2"7~0,905724 o)1:€’/§:%:0,5

Aufgabe 8:

Der Fehler liegt an der gekennzeichneten Stelle:

—8=(-2°=(-2)*

= ||
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denn die Definition von Potenzen mit gebrochenen Exponenten ist nur giiltig und ge-
rechtfertigt fiir positive Basen:

= Va™ nur fir a > 0!

3z

a

Das obige Beispiel zeigt zugleich den entscheidenden Grund dafiir, die Definition von
Potenzen mit gebrochenen Exponenten auf positive Basen einzuschréanken: Wiirde man
dies nicht tun, so kénnte man wie oben gezeigt einen Widerspruch 8 = —8 herleiten. Die
Mathematik wére nicht mehr widerspruchsfrei! Dies wiirde aber bedeuten, dass man im
Rahmen der Mathematik alles herleiten kénnte: jede Aussage und zugleich ihre Nega-
tion. Damit wéren die Aussagen der Mathematik wertlos.

Dieser Widerspruch entsteht aber sogar unabhéngig von der gewéhlten Definition fiir
Potenzen mit gebrochenen Exponenten. Denn aufgrund des fundamentalen Potenzge-
setzes (a”)® = a", dessen Giiltigkeit immer gefordert wird, ergébe sich der folgende
Widerspruch:

2= (-2 = (-2 = @) =i =2,

Das Potenzgesetz (a”)® = a™® kann fiir Potenzen mit negativen Basen und
gebrochenen Exponenten nicht allgemeingiiltig sein! Daher muss man die
Definition von Potenzen mit gebrochenen Exponenten auf positive Basen
einschrénken.

Aufgabe 9: . . . .
= 97 b) = = — =

V(3= Vst = VOB Vet B2 25
¢) Vbt = {/[p"* 5 b7 = [b]? = b2 d) Vv = {/|b]*" 5 b = o) =
Die Umformungen in c¢) und d) gelten fiir alle b! Allerdings ist die jeweilige Umformung
(x) ohne die Betragsstriche falsch, auch wenn am Ende die Betragsstriche wieder weg-

fallen kénnen!
Alternative Losung von c¢)/d) ohne gebrochene Exponenten:

) Vot = I/(12)7 = b7, d) Vb2r = /(62)" = b? (wegen b2 > 0).

Aufgabe 10:

OJIG!

c) 32 = /3, \5/2,5 = {’/E,
e) V32: V2 =2, )3230 V= V2 (fiir z #0)
g) Vz - Vaxr =2z (fir z > 0), 410y \/2 :\4/5 fury>0)

a) \4/6: \3/6:61_3 = 6_ﬁ = 1\%/67 b) \6/5 \3/5: 56_5 = 5_6 = %’
3 3k 3 1 1 1 _ 1
©) V10: V5= V2, Vy5 %= s =
e) VV23 =215 =285 = /2, f) /4.4 =433 = (22)12 = 25 = 22,
) 32: %4_%: %:6327 h)\s/gj\/gzzié_%zzs_%: 1
14
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Aufgabe 12:

a) VT - V7=13"5 = 7% = V75, b) VIL: V11 =113"% =115 = V11,
c <l/3_2'\3/52:3%4_%:3%: 6377 d) {L/g 2%:5%4_% :5%: 2n537

Y25
U5 3= I, w%:%,
g 5\/ 072 ' \5/1_ = 5/57
h) /0,16 - 3/0,01 = V16104 = V16 - V104 =2-10"' = 0,2,
Aufgabe 13:

Die Terme werden nicht nur vereinfacht, sondern auch ohne gebrochene Exponenten
mittels Wurzeln dargestellt:

e

)
)
)
)

a) 5% .51 =51 = /53, b) 35 .31 = 3371 =31 = V/37,

€) 24 .27 =23 = /2, d) 475 .47 =232 =25 = /2,

e) 28 .2710 = 25716 =21 = /23, £) 10% : 105 = 10275 = 107 = V10,
g) 67%:65 =652 =65 = V6, h) 27812708 —9=8-% —27F = L,
atia=atl=a%=_L, )37 372 =377 =3"7 =+3% 1
Aufgabe 14:

Die Terme werden nicht nur vereinfacht, sondern auch ohne gebrochene Exponenten
mittels Wurzeln dargestellt:

a) a% = ¥a b)b_%:% ¢) wt = Vad = (Vx)?
d) y e) 29° = /z f) (2a)% = V2a

g) bb h) a?x'~°

i) 87 2% =2% . 2% =219\/2. 40 k) 15y

Aufgabe 15:

Die Terme werden nicht nur vereinfacht, sondern auch ohne gebrochene Exponenten
mittels Wurzeln dargestellt: )
a) 4 b) ¢) 55 = V5

1 5
d) 473 =210 = e) 35 = V/27
V3

Aufgabe 16:

Die Terme werden nicht nur vereinfacht, sondern auch ohne gebrochene Exponenten

mittels Wurzeln dargestellt:

5 5 4 3 1 4 8 5 1
a) xits)=8) —p=5 = b) 2573 (8) =232 = /&
Va3

Die néchsten beiden Umformungen kann man kaum als Vereinfachungen bezeichnen.
Aber als Ubung zur Anwendung binomischer Formeln bei gebrochen Exponenten hier
die intendierten Ergebnisse:

o) #* = 2xy)? + 47 =2 —2v/@3B + 47 d) af +2a%b5 + b5 = Va® + 2VaPb + Vb
Aufgabe 17:

D VVI= (VD= (@) =2t =vE b) YVE-obioob= 0B
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g) \/ V5= V5,

i) 3z = (323) =
) {095 = Vores
Aufgabe 18:

a) 3 3\/4—9: ;1
¢) V216 = 6331

Aufgabe 19:

a) bh % Zpt

C) a% (1_%) = a% = \6/5

1 1 1

e) t273 1 = t_% = t5
Aufgabe 20

a) 25 b) 272
e) 2° f) Vy?
i) ¢ k) vz

2d Mathematik (Kg)

=61 = /6,

Va= =
Vad = (5af) =
Va= e
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Ubungen zu Potenzgleichungen

Aus: Lambacher Schweizer, Lehrbuch Klasse 10, S. 42

2 Bestimme die Losungsmenge.

a) x6=20 b) x6 =-20 ¢) x5=20 d) x3=-20
e) x4 =625 f) x5+1024=0 2)343+x3=0 h) x°+17=-15
i) x3+12=139 k) x3-23=-13 1) 87+x°=93 m)x3+0,125=0
3
a)5x3-20=7-3x3 b)65-53x2=16+47x2 ¢) 1,2x5+0,00243 =0,2x5
4 Gibdie Losungen auf zwei Nachkommastellen genau an.
a) x3=100 b) x>=15 c) x4=13,5 d) x6=18,2
ey x3=-75 fy 1,2x4=49 2) 0,3x3=0,68 h) 234x4=38
S  Bestimme die Losungsmenge.
ay (x-3P=8 by 2x-1y=16 c) (04x+ 1Y =243
d) (7Tx-3)} =216 e) (5x-3)3-8=0 f) (x +7.3)* =256
g (9-5x)7-2=0 h) (84x —81)* =81 i) (7x-238=1038
k) (107-x ~23)? = 1018 ) 125-1002=(12-0,1x)* m)(6,5x-6,5)%+363=0
6 1 1 1 1
a) x> =11 b) x* = c)x*=8 d) x5 =1
e V2x =1 f) 4=12x HVx—1=2 h) V1-2x =-0,1
7 — 3 — 5 6 ——
a) yx3=2 b) yx2 =2 c)yx2=2 d) yx3> =10-3
2 2 H 3
e)x’=3 fyx5=2 g xi=1 h) x4 =0,001
8 J— —
a) Vx2+3~-1=0 b)\fx3~\'2+l=0 ¢)5-Vx3-5=-238

9  Berechne die x-Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen von g und f.
a) gx—=>x3 fixr—=6x b)gx—=xfix—=6x0+%x5 ) gx—=>x3+2x% fix— x4 +2x2
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Lambacher Schweizer Band 10, S. 42 — Ergebnisse

Aufgabe 2

a) L ={xv20}, b)L=40, ¢) L = {¥/20}, d) L = {—¥/20},

e) L = {£5}, f) L = {—4}, g) L ={-7}, h) L = {-2},

i) L = {3}, k) L ={v10}, )L ={v6}, m) L = {-0,5}.
Aufgabe 3:

a) 518 —20=7-32% = 83 =27 = P =T =3, — s=3 alsoL={3},

b) 65 — 5322 = 16 + 4722 <= 49 = 1002> <= 22 = L <= 2 = +-L, also
L ={+5},

¢) 1,22° +0,00243 = 0,22° = 25 = -2 = 3 0 ;= 3 alsoL={-03}.
Aufgabe 4:
a) Eine Losung: v/100 = 4,64, b) eine Losung: v/15 ~ 1,72,

c) zwel Losungen: j:\/13 ~ 11,92, d) zwei Losungen: £/18,2 ~ £1,62,

e) eine Losung: — $/ == ~ —0,51, f) zwei Losungen: + ¢ 4— ~ +1,42,
g) eine Losung: ¢ % ~ 1,31, h) zwei Losungen: + ¢ %—i ~ +0,63.
Aufgabe 5:

a) (r—3)>=8 <= v—-3=2 <= x =5, also L = {5},

b) (2 —1)'=16 < 20-1=42 < 20 =3 V 2r=-1 < z=3 Vo =-1
alsoL ={3, -1},

c) (0,4x +1)° =243 =3% < 04z +1=3 <= z =25, also L = {5},

d) (Tx —3)*=216=6> < Tx—3=6 < z=2 also L ={2}.

e) bz —3)3—-8=0 < (br —3)3 =23 < H2-3=2 < z=1,also L = {1},
f) (2 +73) =256 =28 =41 «—= 24+73=44 < 2=-33 V x=-11,3, also
L={-33; —11,3},

g) (9-52)"—2=0 < (9-52)" =2 < 9—br= V2 < z=1(9—V2)~ 1,58,
also]L:{é(Q—{/i)},

h) (84z —81)4 =81 =31 <= 84z —81 =43 «= 84z =84 V 8z =78 = z =

1V x—%,also]L_{l,%,

Aufgabe 6:

Definitionsbereich und Losungsmengen der Gleichungen:

a) D =[0,00[, L = {121}, b) D = [0,00[, L = {49},

c) D = [0,00[, L = {8} = {512}, d) D =10,00], L = {1},

e) D=R,L={i}, f) D =R, L = {32},

g) D =R, L={9},

h)y D=R, {1-2r=-0,1 < 1-22=-10"2 < 2z = 1,001 < z = 0,5005,
also I = {0,5005}.

2d Mathematik (Kg) 2 10. Mai 2010



Aufgabe T:

Definitionsbereich und Losungsmengen der Gleichungen:

a) D = [0,00[, L = {V4}, b) D =R, L={£V8}={x2v2},
o) D=R,L= {i\/_} = {+4v2}, d) D =[0,00[, L = {1076},

¢) D =[0,00[, L= {32} = {3v3}, f) D = [0,00], L = {37} = {4v2},
g) D = [0,00[, L = {1}, f) ID = [0, 00, L = {0,0001}.
Aufgabe 8:

Definitionsbereich und Losungsmengen der Gleichungen:

a) D=R, V12+3-1=0 < V22+3=1 = 22+3 =13 =1 «— 22 =
4 <= z=242,also L ={£2},

b) Va3 — 2+ 1 = 0 hat keine Losung, da v/... nie negativ, insbesondere nie = —1
sein kann, also I = (),

c) D =R, 5—vVa3—5 = —238 <= Va3-5 =243 = 3 <+ 2* -5 =
3% = 23 =3P 45 = 1z = V32545 = /847288609448 ~ 9462,6, also
I = {/847288609448 }.

Aufgabe 9:
a)f(x):g(x)<:>x3—6x<:>x(x —6)—O<:>x:()\/x_j:\/_
b) f(z) = g(x) < 625+2° =27 < 0=2"—625 —2° =25(2® — 62— 1)

)
r=0V z2=3++v/94+1=34+v10,
c) fl) =g(z) &= ' +222 =23+22? < 0=2'-23=232x—-1) < 2=
0V xz=1
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2d Mathematik (Kg) 10. Mai 2010
Ubungen zu Exponential- und Logarithmusfunktionen

(Aus: Lambacher Schweizer, Lehrbuch Klasse 10, S. 83-85)

1  Zeichne die Graphen der Exponentialfunktionen. Bestimme am Graphen die Schritt-
weite fiir die Verdopplung bzw. die Halbierung der Funktionswerte.
a) x —0,5-1,6% b) x +— 3.0,7% c) x+—0,25-2,5% d) x — 4.0,85%

2 Von welchen der Funktionen liegen die Graphen jeweils achsensymmetrisch zuein-
ander beziiglich der y-Achse?

fi: x —3* f: x —0,2% fi: x —>5" ;o x— 6,25

o x — %x fo: x> (%‘/,x ;1 x—0,3* for x — (3%/}"

3 Bestimme zu jeder Funktion diejenige Funktion, deren Graph symmetrisch beziiglich
der y-Achse zum Graphen der ersten Funktion liegt. Gib dazu auch jeweils an, welche der
Funktionen monoton wachsend, welche monoton fallend ist.

a) x — 4* b) x — 0,7* ¢) x— 3,75% d) x—2,7%

&) x> (& 0 x—(23] x> h) x = 0.1*

4  Wie kann man aus dem Graphen von x > 2* die Graphen erhalten von

a) X > 2842, b) x> 2%+ ¢) x—=> 25+ 1, d) x — 2%%7

5  Zeichne den Graphen der Funktion. Zeichne den Graphen der Umkehrfunktion durch
Spiegeln an der Geraden y = x. Gib die Funktionsvorschrift der Umkehrfunktion an.

a) x > 42" b) x— 2-(3" c) x> 5-1g(x) d) x = 3-log,(x)
6  Bestimme zu folgenden Funktionen jeweils die Umkehrfunktion.
a) x — 5 b) x > 2-3% c) x+—0,2-4,5" d) x —> 4.2%
e) x —> logg (%) f) x—3-1g(x) g) x — 4-logs(x) h) x —= 0,5-1g(x2)
7  Lise dic Exponentialgleichungen moglichst geschickt.
a) 3" = % b) 5*=0,04 c) 32 =8 d) 8°=0,25
e) 255 =0,2 f) 16" =+ g) 6255 =125 h) 243*=1
i) 0,5%=16 k) 0,2 =125 1) 0,25%=128 m) 0,04* =125
8 Bestimmey, a bzw. x. (
a)y= 10g7(49) b) y = log5(0,008) c) y=log,s(8) dyy= 10g27|%’)
e) logdm |=- f) loga(%) =4 9 logy; (x) =3 h) log (x) =3
9  Gib die Losungen der Exponentialgleichungen auf 2 Nachkommastellen genau an.
a)2-3*=0_8 b) 5.3 =2 o (2 =v2 d)4+3:2°=69
e)3.24=7 £) 2,8-1,6' *=32 P4 157=65 m5-27 =11
i 4.3=2 ©02:03'=03 122} “I\8 m) 2.3 =35
I'l) 5x+1 - 82x 0) 2, 83x 1, 5% =10 p) 0,4-3, 2% — 23x 1 q) 34x 4% = 5x+2

10 Lése durch eine geeignete Substitution,

a) 84+2 - 82X =240 b) 67** + 6% * =78 ¢) 96 (1" +3.2%2 =15
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11 Bestimme die Losungen.

a)lg(1-3x)=08 Db)lg(x2-24)=3 ¢) log,(x—1)=2,5 d)log;(1-x)=-0,3

12 Forme mit Hilfe der Logarithmenregeln um.

a) lg(2ux) b) Ig(3x2) c) log,(5u?) d) log,;(7Tu2xd)
‘ (1) 1 4

©) le (] £) log,(7) ® log,55) h) logs 5]

i) 1gl(x +y)] k) lgiVl+aj 1) 1g( 1 J m) log, [——}

' -y 4+ x ) ka~\l+a,

13 Driicke durch einen einzigen Logarithmus aus.

a) 2-1g(0) +3-1g(y) - Ig (@) b) log, (p) - 5 -log,(q) + §-log, (1)

c) 3-log, (b) + 3 -log, (b + x) d) —lg(u) - 2-1g(v) - 1-1g (W)

e) 2-[lg(x) - 1g(y)] f) 2-1g(a) - 3-[lg(b) + 1g(a)]

14 Lsse die Gleichungen.
a) lg(x)+1lgR) =1g(l1+x) bylg(x)=2-lgx)+lg(1+x) c¢) log,(x)+8=1log,(7x-8)

15 Vereinfache.

a) 1o+ D b) 1028 c) 10—2<1g(x) d) lo—lgf\x] €) lo[lg(x)l2
16 Ein exponentielles Wachstum erfolgt tiglich um 3% (7 %; 40 %; 0.3 %; —1 1 %; -4 %).
‘o‘oﬁs Berechne die Verdoppelungs- bzw. die Halbwertszeit.

N‘SB/M‘&

" Aus 1000 DM 17 Berechne zu dem Angebot der Land-Sparkasse den jihrlichen Wachstumsfaktor

werden in 6 Jahren |  (Zinsfaktor) und daraus die durchschnittliche Zunahme des Kapitals.

1500 DM Vergleiche mit der Angabe der Sparkasse.
Wertzuwachs pro Jahr
83% 18 Direktor Knauf betrachtet die Umsatzsteigerung seiner Firma von 1980 bis 1995.

IMRE LAND Er meint, 75 % in 15 Jahren ist ja nicht viel, gerade 5 % pro Jahr.

SPARKASSE Nimm an, der Umsatz ist jedes Jahr um genau p % gestiegen. Berechne diese durchschnitt-
liche Zunahme.

Fig. 1
19 Die Entwicklung des Exports der Bun-
desrepublik Deutschland kann fiir den Zeit- ~ Aufstieg zur Exportnation Nr. 1
raum von 1960 bis 1970 durch eine Expo- gzzgf;}g:;?;gzsggggﬁk
nentialfunktion beschrieben werden. n Mrd DM
a) Wihle x =0 fiir das Jahr 1960. Bestim-
me die Termdarstellung der Exponential-
funktion. Benutze dazu die Werte von 1960
und 1970.
b) Priife, in wie weit die librigen Angaben
der Grafik zu dieser Funktion passen.

20 Bei der Entladung eines Kondensators
wird alle 5 Sekunden die Spannung gemes-
sen.

Handelt es sich bei der. Funktion t > ‘U um { (Zeitin s) o015 110115120
eine Exponentialfunktion? Wenn ja, gib ihre
Termdarstellung an.

U (Spannung in V) | 10 | 6,8 | 4,6 | 3.1 | 2,1
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21 Eine unter Hochspannung stehende t (Zeitin s) ol 201 40|60 |80]100
Ionisationskammer wird mit dem radioakti-
ven Edelgas Radon 220 gefiillt. Es wird die
Stromstiirke in Abhéngigkeit von der Zeit
gemessen.

a) Trage die Messwerte in ein Koordinatensystem auf logarithmischem Papier ein.
b) Ermittle die Halbwertszeit.

¢) Wie lautet die Termdarstellung der Funktion Zeir — Stromstirke?

I (Stromstiirke

m10ta) | 43|24 19 1AL

22 Frische Milch ist ein guter Nihrboden fiir Keime. | ml Milch enthielt eine halbe
Stunde nach dem Melken 1300 Keime. Eine Stunde spiiter waren es 7310 Keime.

a) Berechne die Anzahl der Keime unmittelbar nach dem Melken, wenn man exponentielles
Wachstum der Keime annimmit.

b) Wie viel Keime enthielt 1 m/ der Milch 1 Stunde nach dem Mclken?

23 Die Empfindlichkeit von Filmen wird sowohl in amerikanischen ASA-Werten als auch
in deutschen DIN-Werten angegeben. Die Zuordnung ASA -— DIN kann niiherungsweisc
durch DIN =1 + k-1g(ASA) beschrieben werden. Bestimme k.

Kontrolliere dein Ergebnis mit den iibrigen Werten der Tabelle.

24 Der pH-Wert eines Stoffes ist der negative Zehnerlogarithmus der Wasserstoffionen-
Konzentration (genauer: H;O+Konzentration in mol/l). Ist z.B. der pH-Wert einer Seifenld-
sung 8,5, so betrigt die H*-Konzentration 103 mol/l.

a) Welchen pH-Wert hat eine Lauge mit doppelt so hoher H*-Konzentration?

b) Der Regen mit dem bisher hichsten Siiuregehalt hatte den pH-Wert 2,4. Wie viel Mal
groBer als in reinem Wasser (pH-Wert 7) war die H*-Konzentration?

25 Die Stirke von Erdbeben wird mit der sogenannten Richter-Skala gemessen. Dabei
wird das Erdbeben mit einem schwachen, kaum wahrnehmbaren Beben verglichen. Ist das
Beben k-mal so stark wie dieses, dann wird ihm die Stirke 1g (k) zugeordnet.

a) Wie viel Mal stirker ist ein Erdbeben der Stirke 7 auf der Richter-Skala als ein Erdbeben
der Stiirkc 67

b) Das Erdbeben von 1906 in San Francisco, = a —
das grofe Teile der Stadt zerstorte, hatte
eine Stirke von 8,3. Im Jahr 1978 ercignete
sich auf der Schwiibischen Alb ein Beben
der Stirke 5,8. Wie viel Mal stiarker war das
Beben in San Francisco?

26 Fig. 1 zeigt den Beginn einer Folge
geometrischer Figuren. Das Konstruktions-
prinzip ist bei jedem Schritt dassclbe:

Jede Strecke wird gedrittelt. Uber dem mitt-
leren Stiick wird ein gleichseitiges Dreieck
Laufgesetzt®.

a) Offensichtlich wird die Linge des Strek-
kenzuges von Schritt zu Schritt gréfler. Um
welche Art von Wachstum handelt es sich?
b) Berechne dic Linge des Streckenzuges
nach 4 (40; 400; 100000) Schritten.

Fig. |
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Lambacher Schweizer Band 10, S. 83—85 — Ergebnisse

Aufgabe 2:

Die Spiegelung eines Graphen an der y-Achse erreicht man, indem man im Funkti-
onsterm x durch —x ersetzt! Fiir Exponentialfunktionen bedeutet dies: f(x) = a® und
g(z) = a=® haben Graphen, die bzgl. der y-Achse spiegelbildlich zueinander sind. Wegen
g(z) = a=* = (1)® haben zwei Exponentialfunktionen spiegelbildche Graphen, wenn die
Basen Kehrwerte voneinander sind.
Damit erhalten wir folgende Paare von Funktionen mit spiegelbildlichen Graphen:
1. fi(z) =3" und f5(z) = (3)" =3""
2. fix) =02 = %x =5"" und f3(x)
3. fa(z) =6,25% = (2)* und fs(z) =
4. fo(2) =037 = ()7 und fi(x) = (
Aufgabe 3:

Exponentialfunktionen sind monoton steigend, wenn die Basis a > 1 ist, und monoton
fallend bei a < 1 (@ > 0 in jedem Falle vorausgesetzt).

x
’
)ac

’
x

j.

= ||
Ol\')|_b o

«l

a) f(z) = 4 monoton wachsend, gespiegelter Graph: g(z) = 47 = (1)* monoton
fallend.

b) f(x) = 0,7 monoton fallend,

gespiegelter Graph: g(z) = 0,77% = ({5)" = (12)® monoton steigend.
c¢) f(z) = 3,75 monoton steigend,

gespiegelter Graph: g(z) = 3,757" = (12)™® = (5t)” monoton fallend.
d) f(z) =2,7% = (35)® monoton steigend,

gespiegelter Graph: g(z) = (32)* monoton fallend.

e) f(z) = (2)* monoton fallend,

gespiegelter Graph: g(z) = (2)* monoton steigend.

f) f(z) = ($)® monoton steigend,

gespiegelter Graph: g(z) = (2)” monoton fallend.

g) f(z) = (1)* monoton steigend,

gespiegelter Graph: g(z) = (7+)” monoton fallend.

h) f(z) = 0,1 monoton fallend,

gespiegelter Graph: g(z) = 10 monoton steigend.

Aufgabe 7

a)3*=1=3"2% = x=—

b) 5% =0,04 =155 = 3z =5 2 < z=-2,

€) 32" =8 = 27 =23 < Br=3 < x =3,

d) 8% =0,25 = 232 =272 &= 31 =2 < =2,

) 25° =02 = 520 =51 = 2r =1 x:—g,

f) 16" = 5 <= 24$:2L%:2—% = dz=—3 &= z=—3,

g) 625" =125 <= 57 =5% = =3 < v =2,

h) 2437 = 5 < 3% =372 < br=-2 < z=—2,

) 05" =16 < 277 =2 <= —x=4 < z=—4,

k) 027 =125 <= 5% =53 & x= -3,

1) 0,25 =128 <= 272 =27 < = -1

m) 0,04 =125 <= (155)" =5 < (5)" =5 <= 52 =5 — z=-3.
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Aufgabe 8:

)
) y = logs 0,008 = logs (2% - 1073) = log; 573 = —3,
b) alternativ: y = log; 0,008 <= 5Y = 2 = % =53 &= y=-3,
y=1logy 58 < 0,5y =8 <= 27Y =23 — y=-3,
) 1

y=logy s <= 2TW=1 <= 3 =3"! «—= 3By=-1 < y=—3,
log, 5 =—3 < a3=35 =33 < a=3 (fira>0,a#1),

log, s =—4 <= a*=5=3"? < a=3"7=3% = /3(fira>0,a#l),
4

2) — 1 =273 = (3%)3 = 3* =81 (fiir z > 0),
h) logigz = -2 < z= 1675 =275 = 35 (fir z > 0).

Aufgabe 9:

Exponentialgleichungen 16st man durch Logarithmieren, um die Unbekannte aus dem
Exponenten ‘herunterzuholen’.

In den folgenden Rechnungen bezeichnet log immer den Logarithmus zu irgendeiner
Basis, innerhalb einer Rechnung aber immer derselben Basis. Zur Berechnung der N&he-
rungswerte benutzt man irgendeinen auf dem Taschenrechner verfiigharen Logarithmus,
am naheliegendsten den dekadische Logarithmus log,, = lg.

log 0,4
a)2-3° =08 <= 3" =04 < zrlog3 =1log04d < z = ng:; ~ — 0,83,
(0]
2 2 2 2 2 2 log Z

(F)f=7 = (5)'=z &= zlogg;=log - < 2= > ~ 6,23,

25 3 25 log 2

)
2 7 1 7 1 7
c) 5 (=) =V2 =20 — log2—log3+xlogg = §log2 — mlogg =

1 1 log3 — 1 log2
~log2 —log2+logd =log3 — slog2 <— v = — 55— ~ 2,24,
2 2 log ¢
29

d) 4+3-2" =69 < 2° = é & zlog2 = log2,9 —log3d <= =z =
log2,9 — 1
log29—log3 405

log 2
...n) 5% =827 «—— (2 +1)logh = 2xlog8 <= xz(logh —2log8) = —logh +—=

log 5

= —=  ~0,63
T 2log8 —logs Y

0) 2,837 .15% = 10 <= 3zlog2,8 + xlogl,5 = logl0 <= xz(3log2,8 + log1,5) =
log 1
og 10 ~ 0,66,

3log2,8 4+ log1,5

p) 0,4-3,27 =231 «—— log0,4+ xlog3,2= (3x —1)log2 <= x(log3,2 —3log2) =

logl) <= =z =

3,2 log 0,8
—log2 —1log04 <~— :1:10g2—3 =—log(2-04) — x:_log0,4 ~ —0,24
q) 3% 4% =52 «— 4xlog3+xlogd = (x+2)logh <= x(4log3+log4 —logh) =
2logh
2logh <= z = o8 ~ 0,77.

4log 3 + log4 — log b
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Aufgabe 10:
a) Substituiere z = 8%:
87T2 8% =240 = 8% .z — 2% =240 <= 2° — 642 +240=0

— 2=324+322-240=32+ V784 =324+28 <= 8" =60 Vv 8" =4

log 60 log 4

< xlog8 =1log60 V xlog8 =logd <— = = ~197 V x = ~ 0,67
log 8 log 8
b) Substituiere z = 67:
62
62+~"+62—$:78<:>62~z+—:78<:>62~22+62:78z
13 13 25
2
= 2-"241=0 S —1—— (=
TR TV 1 144
3 2 log 2 g2
e T VT e = 282 1093 Vo r= —23 & 023
2 3 log 6 log6
¢) Substituiere z = 23%:
1,32 1 1 48 3
96- (5)"" 48277 =15 <= 96~ S +3.2-27=15 & — 4+ z=15
z z

3
— 484—122:152 — 22 -202464=0 < 2=10++/100—64=10+6

4 2
e 237 —16=2% v 25" =4=9%2 «= 33 =4V 31 =2 <— T=3 \V; r=3

Aufgabe 11:

lg ist eine abkiirzende Schreibweise fiir den dekadischen Logarithmus log;,. Aufgrund
der Definition des Logarithmus als Exponent: y = log,(z) <= a¥ = =z, erhélt man
folgende dquivalente Gleichungsumformungen und Losungen:

a) lg(1 —3z) =0,8 <= 1—3z =10" <:>$—T%—1,77

b) Ig(z? — 24) =3 <= 22 —24 =10% = 1000 <= 2? = 1024 <= 2z = £32.

o

5
) logy(z — )—27525<:>$—1:2%:\/2_5:4\/§<:>:I;:1—|—4\/§z6,66.
d) logz(1—2)=-03 <= 1-2=3""% «—= 2=1-3"9%%0,28

Aufgabe 12:

Bei den folgenden Umformungen setzen wir voraus, dass alle Variablen nur positive
Werte annehmen kénnen!

a) lg(2ux) = 1g(2) + lg(u) + 1g(z), b) 1g(3z%) = 1g(3) + 21g(x),

c) logy(5u®) = log,(5) + 3108;2( ), d) logs(7Tu?z?) = logs(7)+2logs (u)+3logs(x),
e) 1g(%7) =1g(a) + Ig(x) — lg(b), f) log,(z3-) = —2log, () — log, (v),

g) log,(z253) = —2log,(z) — 3, h) logs(535) = logs(4) — 2 — 5logz(x),

i) 1g[(z + y)?] = 21g(x + y), k) lg(v/1+a) = 51g(1 +a),

D) lg(; =) = —lg(z) — 5lg(1 +a), m) log,(-—=) = —1 — 5 log, (1 +a).
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Aufgabe 13:

w243
a) 2lg(z) +31g(y) —lg(2) =1g(— ),
1 1 L1 pyr

1 — =1 —1 =1 2) =1
b) log,(p) — 5 108,(q) + 7 log,(r) = log,(prig™2) = log,( NG );
c) 3log, (b) + = log,(b+ z) = log, (b* - Vb + z),

1
d) —lg(u) — 21g(v) — 7 Ig(w) = 1g(uv2\%),
x x?
e) 2[lg(z) —lg(y)] = 2lg(§) = lg(y—g)-
1
f) 2lg(a) — 3[1g(b) +1g(a)] = 21g(a) — 31g(b) — 31g(a) = —lg(a) — 31g(b) =lg(—5).
Aufgabe 15:
Wir verwenden die grundlegende Beziehung 10'8(*) = .
a) 101g(-77+1) = + 17 b) 1021g($) — (101g(.77))2 — .TQ,
1 1

10—21g(:c) _ 101g(:c) -2 _ -2 _ - d 10—1g(\/5) -
0 (1089)? =072 = ) =
e) 100s@)* _ 1pls(@) 1) _ (1()11%(56))1%(56) — pls@)
Aufgabe 17:

Sei p der Jahreszinssatz. Dann erhoht sich ein Kapital K in jedem Jahr auf K + K -p =
K (1 + p), wird also mit dem Faktor 1 + p multipliziert. In 6 Jahren wird das Kapital
also sechsmal mit diesem Faktor multipliziert, also insgesamt mit (1 + p)°.

Im vorliegenden Fall ist K = 1000, p unbekannt, und 1500 = K (1 + p)% = 1000(1 + p)°.
Also:

15=1+p)° <= 1+p=Y/15 < p=15-1=0,07=T7%.

Einen Wertzuwachs von 50% in 6 Jahren erhélt man also bei einem jéhrlichen Zinssatz
von 7%.

Aufgabe 18:

Sei p die jidhrliche Umsatzsteigerung. Sie wird als konstant unterstellt und im Aufga-
bentext als ‘durchschnittliche Zunahme’ bezeichnet. Bei einem Umsatzplus von 75% in
15 Jahren, also einem Anwachsen des Umsatzes auf das 1,75-fache innerhalb von 15
Jahren, gilt:

L75=014+p" <= 14+p= /1,75 <= p= /1,75 -1~ 0,038 = 3,8%.

Die durchschnittliche jihrliche Umsatzsteigerung betrigt also nur 3,8%.
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