Studienkolleg an der RWTH Aachen

AT3 Mathematik (Kg) Ersatzklausur 23. Juni 2005

Aufgabe 1:

Es seien a,b,c,d,e, f, A,p,o € IR mit a,d, A,p > 0. In nachfolgender Skizze sind die
Graphen der Funktionen

f1<ZC) = loga('x +b) +c, f2<'x) =dvre + f7 fg(.fC) = Asin(px +90)

skizziert.

a) Welcher Graph gehort zu welcher Funktion?
b) Zeichnen Sie in dieselbe Skizze die Graphen der zugehoérigen Grundfunktionen

gi(x) =log,(x), g2(2) =d*, ga(z) = sinpz.

c) Bestimmen Sie aus den Skizzen Werte fiir die Parameter a,b, ¢, d, e, f, A, p, . Mar-
kieren Sie Hilfslinien und Punkte, mit deren Hilfe Sie diese Werte ermitteln.

Aufgabe 2:

Der Luftdruck nimmt mit zunehmender Hohe ab, und zwar bei einem Aufstieg von
250m um (etwa) 3,15%. Auf Meereshohe herrsche der Luftdruck py = 1013 hPa.
a) Wie hoch ist der Luftdruck auf den Berggipfeln Zugspitze (Deutschland, 2978 m)
und Montblanc (Frankreich, 4100 m)?
b) In welcher Hohe ist der Luftdruck auf die Hilfte gefallen?
¢) Man benutzt die genannte Tatsache zur barometrischen Hohenmessung. Aus dem
gemessenen Luftdruck bestimmt man die Hohe. Leiten Sie eine Formel her, mit de-
ren Hilfe man die Hohe h {iber dem Meeresspiegel aus dem Luftdruck p bestimmen
kann. In welcher Hohe befinden Sie sich bei einem Luftdruck von 730 hPa?

— bitte wenden —



Aufgabe 3:

Auf dem Flachdach eines Hochhauses befindet sich eine 5m hohe Antenne fiir das
Handy-Funknetz. Ein Beobachter sieht den Fufl der Antenne unter dem Blickwinkel
a = 30° zur Horizontalen, wihrend die Antennenspitze unter dem Winkel 3 = 32° zu
sehen ist.

a) Bestimmen Sie die Hohe des Hochhauses.

b) In welcher Entfernung vom Hochhaus befindet sich der Beobachter?

Aufgabe 4:

a) Was versteht man unter dem Rang eines linearen Gleichungssystems? Unter welcher
Bedingung an den Rang ist ein lineares Gleichungssystem universell 16sbar? Was
bedeutet das?

1 -1
b) Gegeben sind zwei Vektoren o = ( —3) , U= ( 0 ) sowie ein unbekannter dritter
0 4
Ty
Vektor w = (SCQ . Welche Bedingung muss  erfiillen, damit die drei Vektoren
Zs3

i, ¥, w linear unabhéngig sind?

c) Begriinden Sie ohne weitergehende Rechnung mit Hilfe des Ranges: Sind i, U, @
linear unabhéngig, so ist jeder weitere Vektor des IR? eine Linearkombination dieser
drei.



Studienkolleg an der RWTH Aachen

AT3 Mathematik (Kg) 2. Klausur 10. Juni 2005
Aufgabe 1:
Gegeben sind drei positive Zahlen a, b, ¢ und 6 Funktionen f1,..., fg mit

fila) =2*, fo() = tan(ca), fo(x) = — cos(52),

f4<$) = %7 f5<$) = loga'xv f6<$) =b".
Teile der Graphen dieser Funktionen sind unter den Kurven A-G in nachstehender
Skizze zu finden.

a) Geben Sie fiir jede der Funktionen fi,..., f¢ an, welche der Kurven A-G ihren
Graphen darstellt.

b) Nennen Sie die Eigenschaften der Funktionen fi,..., fs, mit deren Hilfe Sie die
Graphen identifizieren konnten.

c) Kennzeichnen Sie in der Skizze die Punkte, mit deren Hilfe man die Werte von
a, b, ¢ ermitteln kann. Welche Werte finden Sie?

d) Einer der Funktionsgraphen gehort zu keiner der genannten Funktionen. Bestimmen
Sie einen moglichen Funktionsterm fiir ihn.

Aufgabe 2:

140 ist ein radioaktives Isotop des Kohlenstoffes, das mit einer Halbwertszeit von 5730
Jahren in Stickstoff *N zerfillt.

a) Was versteht man unter der Halbwertszeit? Welche Funktionen haben eine konstante
Halbwertszeit? Bestimmen Sie einen Funktionsterm, der den radioaktiven Zerfall dieses
Isotops beschreibt. Wie gro8 ist die Zerfallsrate pro 100 Jahre? [Zur Kontrolle: 1,2%.]
b) Durch den stindigen Stoffwechsel ist in lebenden Organismen (Pflanzen, Tiere) der
14C-Gehalt konstant gleich

4-10° Atome C in 1 mg Kohlenstoff.

Stirbt der Organismus und hort damit der Stoffwechsel auf, so reduziert sich der *C-
Anteil durch radioaktiven Zerfall.
In einem Gletscher in den Osterreichischen Alpen wurde die mumifizierte Leiche eines
eiszeitlichen Jigers, genannt ‘Otzi’, gefunden. Bei diesem wies man in einer Kohlenstoff-
probe von 1 mg insgesamt

2,3-10° Atome 4C

nach. Bestimmen Sie das Alter von ‘Otzi’.

— bitte wenden —



Aufgabe 3:

a) Um die Hohe h hoher Bauwerke oder eines Berges zu bestimmen, wird die Spitze von
den Enden einer auf das Objekt zulaufenden Standlinie der Lange [ anvisiert und die
Blickwinkel «, 3 ermittelt. Bestimmen Sie die Héhe h in Abhéngigkeit von «, (3, 1.

b) Bei der Vermessung des Koélner Doms ermittelte man bei einer Léinge [ = 20,75 m
die Winkel a = 30° und 3 = 32°. Wie hoch ist der Kélner Dom?

h
o B
Py p—
A B
Aufgabe 4:
1 -1 1
Gegeben sind drei Vektoren o = _; , U= _? , W= 411 im R*.
—2 1 —4

a) Was versteht man unter dem Rang einer Matrix? Welche Bedeutung hat er fiir die
lineare Unabhéngigkeit der Spaltenvektoren?

b) Untersuchen Sie @, ¥, @ auf lineare Unabhéingigkeit.

c) Welche Bedingung muss ein Vektor

T1
x2
€3
T4

e RrR*

8y
I

erfiillen, damit er eine Linearkombination von , v, w ist?
d) Es sei A ein Punkt im R*. Wir betrachten die Menge M aller Punkte X € R* fiir
die gilt

AX = ril + 50 + tif (r,s,t € R).

Was fiir ein geometrisches Objekt ist diese Menge M?



AT3 Mathematik (Kg) 10. Juni 2005
2. Klausur — L6sungen

1) a)/b) f1 hat den Graphen C (Graph verlduft durch den Koordinatenursprung und
beriihrt die z-Achse)
f2 hat den Graphen E (Graph verlduft durch den Koordinatenursprung und beriihrt
nicht die z-Achse)
f3 hat den Graphen G (Graph ist periodisch, Periode 4)
fa hat den Graphen F (Graph verlduft durch Koordinatenursprung und beriihrt
die y-Achse)
f5 hat den Graphen D (Graph verlduft durch (1,0) und steigt monoton)
fe hat den Graphen B (Graph verlduft durch (0, 1))
c¢) Die entscheidenden Punkte sind markiert:

(-1,3)eB = 3=fe(-1)=b"! = b=
) =

(2,1)e D = 1= f5(2) =log,(2) = a=
(L) e E = 1= f3(1) =tan(c) = c= %.
d) Nicht erfasst ist der Graph A. Dieser erscheint periodisch mit der Periode 8 und
der Amplitude 1. Ansatz f(x) = cos(7(x+a)). Die kleinste positive Nullstelle liegt
bei 1, also 5-(1+a) = 5 <= a = 1. Also: f(z) = cos(§(x + 1)). [Alternativ ist
naturhch auch ein Ansatz sin(7 (z + b)) moglich.]
2) a) Unter der Halbwertszeit Versteht man die Zeit, in der sich eine Grofle regelméfig
halbiert:
ft)
2

fEt+T) = fir allet € R.

Monoton fallende Vielfache von Exponentialfunktionen ca™* (a > 1) haben eine
konstante (positive) Halbwertszeit. Wir setzen an (mit ¢ als Zeit in Jahren)

N(t) = No-a* it % _ N(]5V730) — G50 ey = (%)1/5730 _ 9—1/5730
0

Dies ergibt N(t) = Ny - 27%/°70 Der Zerfall pro 100 Jahre betrigt

N(t + 100)

—1—9" 100/5730 ~1 2(7
N () N

1—
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b) Es sei N(t) die Zahl der "*C-Atome in 1 mg Kohlenstoff zur Zeit ¢ (in Jahren)
nach dem Tode des Otzi. Gem#f Aufgabenstellung gilt Ny = 4 - 10° und fiir den
Untersuchungszeitpunkt N(t) = 2,3 - 105. Also

t

23.10° = 4-10°.27t/5730 - log2 = log2.3 — log4

, = “ogglos 0g2,3 —log
log4 — log 2.3

e t=5730. B2 T 0859 575

log 2

Otzi ist somit etwa 4600 Jahre alt.
3) a) Das Dreieck mit der Seitenliinge [ hat die Winkel o und 180° — 3. Der gegeniiber
[ liegende Winkel ist dann 3 — o. Mit dem Sinussatz erhalten wir

l a

sin(f —a) sina

Fiir die Hohe h ergibt sich dann

[sin «
sin( — «)

b) Fiir die Vermessung des Koélner Doms erhilt man damit

h
E:sinﬁ <= h=asinff =

sin 3.

sin 309 sin 329

h=20.75m -
(91 sin 20

= 157,54 m.

4) a) Der Rang einer Matrix ist die Zahl der Nicht-Nullzeilen nach Ende der Gauf-
Elimination. Er gibt die maximale Zahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren an.
b) Wir bestimmen den Rang der aus den Vektoren , ¥, &/ gebildeten Matrix. Rech-
nung zusamien mit c).
c) Wir untersuchen das lineare Gleichungssystem

T =ru+ sV + tw

mit den Unbekannten 7, s,t € IR auf Losbarkeit. Dazu fithren wir mit der erweiter-
ten Matrix das Gaufsche Eliminationsverfahren durch:

1 -1 1|z 1 -1 1| 1-11 T

-1 2 1|xs - 0 1 2|xzo+ux - 0 12 1+ 22

2 —1 4.133 0 1 2.%3—2.%1 0 00$3—2$1—<$2+$1)
=2 1 —4|xzy4 0 —1 —2|z4 + 22 0 00|xy+ 221+ (2 + 1)

Die Koeffizientenmatrix hat also den Rang 2: 4, ¥, sind linear abhéngig. Man
erkennt zugleich, dass u, ¥ linear unabhéngig sind.

Damit & eine Linearkombination von , v, w ist, miissen die folgenden beiden linea-
ren Gleichungen erfiillt sein:

—3x1—x2+23=0 A 3x1+2x22 +24 =0.
Eine einfachere dquivalente Form ist
T3 =3T1 +To = —x4.

d) Da @, ¥, & linear abhéngig, @, ¥ aber linear unabhéngig sind, ist « eine Linear-
kombination von u, v und M ist die Ebene durch A mit «, ¥ als linear unabhhéngigen
Richtungsvektoren.
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Studienkolleg an der RWTH Aachen

AT3 Mathematik (Kg) 1. Klausur 18. Mérz 2005

Aufgabe 1:

a) Was versteht man gemif der Definition unter Aquivalenzumformungen von (Un-)
Gleichungen? Welche Bedeutung haben Aquivalenzumformungen fiir die Losungsmen-
gen? Nennen Sie mindestens zwei Aquivalenzumformungen.
b) Erlautern Sie kurz die Bedeutung des Faktorisierens fiir das Losen von Gleichungen?
c) Losen Sie die nachfolgenden (Un-)Gleichungen iiber der Grundmenge @) durch geeig-
nete Aquivalenzumformungen:

i) 323 + 1472 = 4222,

. 3 2 dr — 4

ii) — = ,

xr+4 x—4 22-16

iii) ar —4 < 3z + 6.

Aufgabe 2:

Die Skizze zeigt eine Gerade und drei Normalparabeln in verschiedenen Lagen. Die
markierten Punkte haben ganzzahlige Koordinaten.

a) Bestimmen Sie Relationsgleichungen fiir die Parabeln und die Gerade. Erldutern Sie
Thre Uberlegungen.

b) Welche Parabeln sind Funktionsgraphen? Bestimmen Sie deren Schnittpunkte.

c) Beschreiben Sie den schraffierten Bereich durch eine Relation.

— bitte wenden —



Aufgabe 3:

Wir betrachten vier Relationen Ry, ..., Ry:
o Ri(z,y) <= y=|zl,
R2<$7y) — Y= ’.Z’— 3’ -2,
R3 ist die Umkehrrelation von R,
der Graph von R, entsteht aus dem Graphen von R3 durch Verschiebung um
1 nach links und 3 nach oben.
a) Bestimmen Sie Relationsgleichungen fiir Rs und Ry.
b) Durch welche geometrischen Operationen gewinnt man die Graphen G g, bzw.
G R, aus dem Graphen von R;?
c) Skizzieren Sie die Graphen der 4 Relationen.

Aufgabe 4:
Gegeben sind die 4 Punkte

A=(3,0,1), B=(6,6,7), C=(12,9,1), D =(0,9,-2).

a) Zeigen Sie, dass der Vektor AD keine Linearkombination 7.7 + 5.7 der Vektoren
ii=AB, 7 = AC ist.

b) Wir betrachten im Tetraeder ABC'D die Verbindungsgeraden g(Map, Mcp) und
g(Mac, Mpp) der Mittelpunkte von einander gegeniiberliegenden Kanten (Skizze!). Un-
tersuchen Sie, ob sich diese Verbindungsgeraden schneiden, und bestimmen Sie ggf. den
Schnittpunkt.



AT3 Mathematik (Kg) 18. Mérz 2005
1. Klausur — Losungen

1) a) Eine Aquivalenzumformung ist eine Umformung einer (Un)Gleichung, bei der
sich der Wahrheitswert nicht &ndert. Dies bedeutet fiir Aussageformen, dass die
Losungsmenge unverdndert bleibt.

Beispiele fiir Aquivalenzumformungen sind:

die Addition/Subtraktion desselben Terms auf beiden Seiten einer (Un)Gleichung,
die Multiplikation beider Seiten einer Gleichung mit derselben von 0 verschiedenen
Zahl.

b) Lésst sich in einer Gleichung mit rechter Seite 0 die linke Seite faktorisieren:

A-B=0,
so kann man die Gleichung dquivalent in zwei (einfachere) Gleichungen aufspalten:
A-B=0<«<= A=0V B=0.

Man erhélt so zwar zwei, aber dafiir einfachere Gleichungen, die man dann getrennt
weiter untersuchen kann.
c) i) Dies ist ein Beispiel fiir das Losen von Gleichungen durch Faktorisieren:

32 + 147z = 422° < 32° — 422 + 1472 = 0 < 3z(2® — 142 +49) =0
—= 3z —-7)?=0<+=32=0V (z—-7)=0 <= 2=0V x="1.

Damit ist die Losungsmenge I = {0, 7}.

ii) Die Definitionsmenge dieser Gleichung ist ID = ® \ {—4, +4} (wie man unschwer
an der Faktorisierung 22 — 16 = (v — 4)(z + 4) ablesen kann.

Uber dieser Definitionsmenge ID gelten die folgenden Aquivalenzen:

3 2 S5z —4
r4+4 x—4 22-16 | - (z )(z +4)(5 0 iiber D (!)
<— 3(r—4)—2(x+4)=5x—4

< r—20=5z2 -4 <— 4r=-16 «<— = —4.

Daraus folgt L = (), denn —4 ¢ D.
iii) Wir formen diese lineare Ungleichung zunéchst wie iiblich um:

ar —4<3x+6 < (a—3)r <10 (%) .

Der néchste Schritt sollte nun eine Division durch a — 3 sein. Diese ist aber nur
dann eine Aquivalenzumformung, wenn a —3 > 0 ist. Wir unterscheiden daher nun
3 Faille.

1. Fall: a —3 >0, d.h. a > 3.

Dann erhiilt man: (x) <= x < -, also L =] — oo, %[ fiir a > 3.

2. Fall: a —3=0,d.h. a =3.
Dann gilt: () <= 0 < 10. Diese Ungleichung ist immer wahr, also L. = @ fiir
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a=3.
3.Fall: a —3<0,d.h.a <3.
Da sich bei Division durch negative Zahlen das Ungleichungszeichen ,umdreht®,
erhélt man: (x) <= z > 9% also L =]-1% oof fiir a < 3.
2) a) Geradengleichung: Auf der Geraden liegen die markierten Punkte P; = (1,1)

und P = (4, —3). Daraus entnehmen wir den Anstieg der Geraden:

o — I 4—1

4
a ——.
3
Die Geradengleichung lautet also y = —%:c + b. Um den y-Achsenabschnitt b zu

bestimmen, setzen wir einen der Punkte, etwa P; = (1,1) in die Gleichung ein und
erhalten:

4 7
l=—--1+4b < b=—.
5 " 3

4 7
Damit lautet die Geradengleichung: y = —37 + -

Die nach links gedffnete Normalparabel mit Scheitel (0, 0) entsteht durch Spiegelung
an der y-Achse aus der nach rechts gedffneten Normalparabel mit dem gleichen
Scheitel, und diese hat die Gleichung x = y? (Umkehrrelation zur Standardparabel
y = x?). Damit hat die nach links gedffnete Parabel die Gleichung —z = 3? (man
ersetzt « durch —x).

Die beiden nach oben gebffneten Normalparabeln kénnen durch Gleichungen in
Scheitelpunktsform y = (z — z5)? + ys beschrieben werden. Die Scheitelpunkte
sind markiert und koénnen der Skizze entnommen werden: S; = (—2,—3) bzw.
Sy = (2,—1). Daraus erhélt man dann die Parabelgleichungen

Pr: y=@+2?-3 und Py: y=(r—2)*-1.

b) Die beiden letzten Gleichungen sind Funktionsgleichungen, die Parabeln P; und
P2 also Funktionsgraphen. Die liegende Parabel kann kein Funktionsgraph sein, da
Parallelen zur y-Achse sie in 2 Punkten schneiden kénnen.

Die Schnittpunkte der beiden Parabeln P; und P, miissen beide Funktionsglei-
chungen erfiillen. Fiir die z-Koordinaten muss daher gelten:

1
(24+2)?-3=(2-2)* -1 < 2°+da+1=2"—42+3 <= 8r =2 <= x = 1

Die y-Koordinate des Schnittpunktes erhélt man durch Einsetzen:

1 49 33
=(--22-1=——-1=2=".
y=(3-2 16 16

Der Schnittpunkt ist damit S = (,32) = (0,25; 2,0625).
c) Der schraffierte Bereich besteht genau aus den Punkten, die unterhalb der Gerade
(y < —32 + ) und oberhalb der Parabel P> (y > (z — 2)? — 1) liegen. Dies sind

genau die Losungspunkte der Relation

4 7
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oder dquivalent

4 7
2P —l<y<-——-z+ .
(z —2) y<-gzr+g
3) a) Da Rs die Umkehrrelation von R; ist, entsteht R3 aus R; durch Vertauschung
von x und y: R3(z,y) <= Ri(y,z) <= =z =ly|.
Da R4 aus Rs3 durch Verschiebung um —1 in 2- und +3 in y-Richtung entsteht,
erhélt man R4 aus R3, indem man x durch z + 1 und y durch y — 3 ersetzt:

Ry(z,y) <= R3(x+1,y—3) <= xz+1=|y—3|.

b) Rs ist die Umkehrrelation von R;, der Graph Gpg, entsteht aus Gg, durch
Spiegelung an der Winkelhalbierenden im I./III. Quadranten.

Rs entsteht aus R;, indem man x durch z — 3 und y durch y + 2 ersetzt, also erhélt
man Gr, aus G, durch Verschiebung um 3 nach rechts und 2 nach unten.

c¢) Aus dem bekannten Graphen G g, , dem Graphen der Betragsfunktion erhélt man
dann die folgenden 4 Skizzen der Graphen von Ry:

4) a) Wir berechnen

ﬁ:<_g>, a:E:@), ﬁ:@:<3>.
-3 6 0

Wir 16sen die Gleichung mit den reellen Unbekannten r, s:

-3 3 9 3r + 9s = -3
ﬁ:r.ﬁ—l—s.ﬁ@ 9 ) =r6|+s|9] < [6r+95=9
-3 6 0 67 = -3

Die letzte Gleichung ergibt r = —% und dann die vorletzte 9s = 12, aber die

erste 9s = —%. Dieser Widerspruch zeigt, dass es keine Losung gibt: AD ist keine
Linearkombination von & und .
b) Wir berechnen durch Mittelung der Koordinaten die 4 genannten Mittelpunkte:

9 1 15 9 15 5
MAB - (57374)7 MCD - (6797_5)7 MAC - (77 571)7 MBD - (37 77 5) .
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Wir erstellen Parameterdarstellungen fiir die beiden Geraden:

9 3
—_ 2 2
X eg(]\JAByj\ICD) e OX :OMAB —}—’r’m = 3 + 7. 6 ,
9
4 —3
15 _9
— 2 2
X EQ(MACvMBD) — OX :OMA()—}—S.M = % +s 3
3
1 2

Die gemeinsamen Punkte beider Geraden miissen beide Gleichungen erfiillen; wir
16sen daher das folgende Gleichungssystem:

9 3 15 _9 3p 4+ 95 =3
5 2 2 2 2
3|+ 6]=( 9 [+s]| 3] = 6r —3s = 2
4 _% 1 % —%r—%s:—?)
[ r 4+ 35 =2 =2-3s
— 4r—25: — 2—38 —2s =1
| 3r + s = 3(2 —3s) =2
r =2-—3s
<~ | —14s = -7 <:>7’—s_§
| —8s = —4

Da das Gleichungssystem losbar ist, schneiden sich die Geraden. Den Schnittpunkt
bestimmt man, indem man den Parameterwert r = % bzw. s = % in die entspre-

2
chende Parameterdarstellung einsetzt. Dies ergibt den

. 21 7
Schnittpunkt: S = ( 1 , 6, 4).
Der Schnittpunkt ist der jeweilige Mittelpunkt von M 45 und M¢cp bzw. von Mac
und M BD-
Hinweis: Aus Ubung (V3), Aufgabe 2 wissen wir, dass die 4 Mittelpunkte Map,
Mgpp, Mpc, Mca ein Parallelogramm bilden. Die Geraden g(Map, Mcp) und
g(Mac, Mpp) sind die Diagonalen darin; diese schneiden sich in ihrem gemeinsa-
men Mittelpunkt.
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