Studienkolleg an der RWTH Aachen

FT2 Mathematik (Kg) Ersatzklausur 9. November 2007

Aufgabe 1:

Gegeben ist die Summenfolge
sn=> k(k+2) (neN).
k=1

a) Beweisen Sie durch vollsténdige Induktion die folgende explizite Beschreibung fiir s,:

1
Sp = én(n +1)2n+7) firallene IN.

b) Zeigen Sie, dass die Folge
Sn

konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert. Begriinden Sie Thre Antwort genau.

Aufgabe 2:

Gegeben ist die ganzrationale Funktion f(z) = 2% — 522 + 4.

a) Bestimmen Sie séamtliche Nullstellen von f sowie deren Ordnungen.

b) Bestimmen Sie die Vorzeichenverteilung von f und skizzieren Sie einen moglichen
Verlauf des Graphen von f.

2
c¢) Berechnen Sie das Integral [ f(x)dz.

~2
d) Welche Fliche schlieBen der Graph von f und die z-Achse ein?

Aufgabe 3:

Gegeben ist ein Tetraeder mit den Eckpunkten A = (1,2,-2), B = (1,—-2,-1), C =
(—1,—2,—-2) und D = (3,-10,5)

a) Bestimmen Sie den Schwerpunkt S dieses Tetraeders.

b) Wo liegt der Fulpunkt F' des Lotes von S in der ‘Bodenebene’ e(A, B,C)? Kann das
Tetraeder auf der Seitenfliche ABC' stabil stehen?

c) Fertigen Sie eine mafistabsgetreue (!) Zeichnung (Léngeneinheit 1cm) des Boden-
dreiecks ABC an und markieren Sie darin die genaue Position des Lotfulpunktes F'.
Erldutern Sie, wie Sie Thre Zeichnung erstellt haben.

Viel Erfolg!



FT2 Mathematik (Kg) 9. November 2007

Ersatzklausur — Losungen

1
1) a) Induktionsanfang n = 1: Es ist s1 = k21 k(k+2)=1-3=3und ~5= = 3; fiir
n = 1 ist die Behauptung bewiesen.
Induktionsschritt n — n + 1:

Sei n € IN fest.

Induktionsvoraussetzung: s, = M

Induktionsbehauptung: s,11 = (n+1)("+2)(2”+9)

Induktionsbeweis:
n+1 n

snp1 = k(k+2)=> k(k+2)+(n+1)(n+3)
k=1 k=1
_ (n+1)(2n—l—7) (n+1)(n+3):(n+1)'2n2+7n+6n—|—18
(Ind.Vor.) 6
(n+1)(2n* +13n+18) (n+1)(n+2)(2n+9)
6 6

Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen und die Induktion vollsténdig.
b) Nach a) erhalten wir

nn+1)2n+7) n+1 2n+7 1 1 7
o _ . — (=4 —)-(24+ ).

¢ 6n3 6n n (6+6n) ( +n)
Aufgrund der Grenzwertsitze folgt

lim ay = (= +0)(2 +0) =

n— 00 6

3) a) Der Schwerpunkt ergibt sich durch Mittelung der Ortsvektoren: S = (1,—3,0).
b) Es sei F' € e(A, B,C) der Lotfupunkt, also

OF = OA + rAB + sAC mitSTJ_@,m.

Nun gilt

s—ﬁ:s—mrmﬂm:(

i < () (P

<—— 224+ 17r+16s=0

o (o (D))

<— —20+16r +20s=0.

Also

und
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Man erhalt
17r +16s = 22 10 1
167 +20s = 20 - )

Daraus ergibt sich fiir F'

~w “‘|5 “‘|5

o—ﬁ:o—/ul_om_lm:( §>+1_0<_2>_1<j>:
7 7 1 7 1 7 0

Da s < 0 ist, liegt der LotfuBpunkt nicht im Innern des Bodendreiecks. (Ebenso
zeigt sich dies an r > 1.) Das Tetraeder kann also nicht stabil auf der Seitenfliche
ABC stehen.

c) Mit Zirkel: Wir bestimmen die drei Seitenléingen des Dreiecks, zeichnen eine

Seite (etwa AB) und schlagen mit dem Zirkel Kreise um die Eckpunkte mit den
anderen Kantenldngen:

|AB| = V17T~ 4,12, |AC|=V20~447, |BC|=V5~224,.
Mit Geodreieck/Winkelmesser: Wir bestimmen einen Winkel, etwa

AB « AC 16

cosa:cosé(fl—B),m): ’EH@’ :\/ﬁ.mmo,éﬁ,

Q. = arccos R 29,80 .

16
V17 -v/20
Wir zeichnen diesen Winkel und tragen auf den beiden Schenkeln die oben berech-
neten Abstédnde d(A, B) und d(A, C) ab.

Aus der Parameterdarstellung AF = 1—70A—B> — %@ kann man dann die Lage von
F relativ zu ABC' bestimmen:
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Studienkolleg an der RWTH Aachen

FT2 Mathematik (Kg) 2. Klausur 27. Oktober 2007

Aufgabe 1:

a) Fithren Sie fiir die rationale Funktion f mit dem Funktionsterm

223 — 322 — 9z + 10

1o)== 513

eine vollstédndige Funktionsuntersuchung durch (Pole, hebbare Liicken, Nullstellen, Asym-
ptote, Randgrenzwerte, Hoch- und Tiefpunkte, Wendepunkte) und skizzieren auf der
Basis Threr Ergebnisse den Verlauf des Graphen in einem Koordinatensystem.

b) Zeigen Sie, dass der Schnittpunkt von Polgerade und Asymptote genau der Mittel-
punkt zwischen den Extrempunkten von f ist. Welche Bedeutung hat Ihrer Meinung
nach dieser Punkt fiir den Graphen?

Aufgabe 2:

Cegeben ist die Funktion f(z) = zln® 2.

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich und die Randgrenzwerte von f. Begriinden Sie
die Grenzwertberechnung genau und formulieren Sie die dabei benutzte Regel.

b) Untersuchen Sie den Graphen von f auf Null-, Extrem- und Wendestellen und skiz-
zieren Sie auf der Basis Threr Ergebnisse den Graphen von f.

c) Zeigen Sie, dass die Verbindungsgerade von Koordinatenursprung und Wendepunkt
den Graphen rechtwinklig schneidet.

Aufgabe 3:

Gegeben sind 6 Punkte A = (3,2,2), B = (-2,5,6), C = (1,0,5) D
sowie A’ = (5,2,1), B' =(-3,6,7) und C' = (1,—1,6).
a) Zeigen Sie, dass diese 6 Punkte einen Tetraederstumpf (siehe
nebenstehende Skizze) bilden und bestimmen Sie die fehlende
Spitze D. Welches der Dreiecke ABC bzw. A’B’C’ bildet die
Bodenfldche? (Ergénzen Sie die Skizze!)

[Kontrollergebnis: D = (1,2, 3), Bodendreieck A’ B'C".]

b) Welcher der Punkte A, B, C hat den groiten Abstand von der
Bodenebene?

c) Bestimmen Sie den Flidcheninhalt der Seitenfliche A’B’BA des
Stumpfes sowie den Winkel zwischen dieser Seitenfliche und dem
Boden.

d) Welches Volumen hat der Tetraederstumpf?

Viel Erfolg!



FT2 Mathematik (Kg) 27. Oktober 2007
2. Klausur — L6sungen

1) a) Liicken sind die Nullstellen des Nenners:
202 =22 —12=0 <= 2>~ -6=0 < (z—3)(x +2)=0.

Damit hat f die Definitionsliicken +3 und —2.
+3 ist keine Nullstelle des Zéhlers, also Pol von f. —2 ist Nullstelle des Zéhlers,
also fithren wir Polynomdivision durch x + 2 durch:

(22 =322 — 92 +10): (z +2) =222 — Tz +5= 2z — 5)(z — 1).
Wir erhalten so die folgende Faktorisierung von f(x)

(e —5)@-—DE+2) Q=51 _ 5. cp,

flx) =

20r —3)(x+2)  2(x-3)
Damit ist —2 eine hebbare Liicke und es gilt
. ~ 27
lim f( ) = thf(ac) = f(-2) = 10" —2,7.

Wir sehen, dass f zwei einfache Nullstellen besitzt (% und +1, jeweils mit VZW)
und dass +3 ein einfacher Pol ist (ebenfalls mit VZW).

Da der Zahlergrad um genau 1 grofler ist als der Nennergrad, hat f ein schrige
Asymptote; wir bestimmen eine Gleichung fiir sie durch Polynomdivision. Wir ge-
hen von [ aus (da f und f sich nur an einer Stelle unterscheiden, haben sie an-
sonsten dieselben Eigenschaften).

1 1
20 — Tz +5): 2z —6) =2 — :
(2x x+5):(2r—6)==x 2+:c—3
Die Gerade mit der Gleichung vy = = — % ist damit Asymptote fiir f fiir den

Grenziibergang * — +o0o. Wir erkennen, dass der Graph die Asymptote nicht
schneidet und fiir x > 3 oberhalb der Asymptote verlduft, ansonsten unterhalb.
Wir berechnen nun (ausgehend von der Asymptotenform) die Ableitungen von f:

f) = —§+< -9

(
flla)=1—(z—-3)7%,
(x) = 2(:1: —3)73.

Wir erkennen, dass f” keine Nullstellen, f also keine Wendestellen hat. Auflierdem
gilt f"(z) > 0 <= =z > 3, also ist f fiir x > 3 linksgekriimmt, ansonsten
rechtsgekriimmt. (Der Kriimmungswechsel findet an der Polstelle statt, daher gibt
es keine Wendestelle.)
Extremstellen sind Nullstellen von f’ mit VZW:
, 1 (r—3)% -1
ff(z) =0 <= 0=1 @_32 " (@_37

— (2-3°=1¢=2-3==41l <= =4V x=2.
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Die Extremstelle +4 ist eine Minimalstelle, da f dort linksgekriimmt ist (f”(4) >
0), wihrend bei +2 ein Maximum liegt. Die Extrempunkte sind

b) Der Schnittpunkt der Polgeraden (Gleichung = = 3) mit der Asymptote (Glei-
chung y = 2 — 1) ist S = (3, 2). Der Mittelpunkt von H und T ist ebenfalls S.
Der Punkt S kénnte ein Symmetriepunkt fiir den Graphen von f sein.

2) a)/b) Wegen des Logarithmusfaktors hat f den Definitionsbereich D ; =0, co[. Es
ist also im Folgenden stets z > 0 und f(x) > 0. Dann gilt

fl#)=0 <= In*z2=0 < z=1.

f hat bei x = 1 ihre einzige Nullstelle. Wegen f(x) > 0 hat f dort notwendig ein
Minimum.
Die Definitionsrander sind 0 und oco. Unmittelbar erhélt man

lim zln’z = co
xr— 00

aus den bekannten Grenzwerten der einzelnen Faktoren, wihrend man an der Stelle
x = 0 die I'Hospitalsche Regel benotigt:

In’ 2 2lnx - x 1

- = lim ———— = lim
xr—0 —,’E_Q r—0 —

2Inzx o2t
= lim
-1 xr—0 ,36_2

= lim 2z = 0.
xr—0

lim zIn? 2z = lim
xr—0 x—0 1~

Mittels Produkt- und Kettenregel erhélt man

1
fliz)y =1’z +z-2lnz- = =In*z+2Inzx,
x

1 2 27 1
f”(;ﬂ):anx__}_—:M
x x
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Damit folgt fiir x € Dy
0=f(z) =lnz(lnz+2) < 2=1V z=e2~0,14,
0=f"(zr) = Inz=—-1 <= r=¢'=037.

f'(z) = Inz(Inz + 2) wechselt an beiden Nullstellen das Vorzeichen, da In z mono-
ton ist. Da f bei 1 ein Minimum hat, ist e~2 eine Maximalstelle von f. Genauso
begriindet man, dass f” an seiner Nullstelle e~! ebenfalls das Vorzeichen wechselt,
so dass dort eine Wendestelle von f vorliegt.
Man erhélt so den folgenden Graphen von f:

yﬂ

¢) Die Verbindungsgerade von Ursprung (0,0) und Wendepunkt W = (e~!, f(e™1))

Anstieg f(:f_ll) = 1. Die Wendetangente hat den Anstieg f'(e71) = Ine 1(2 +
Ine~!) = —1. Damit schneiden sich Ursprungsgerade und Graph rechtwinklig.

3) a) Wir zeigen, dass sich die drei Geraden g(A, A’), g(B,B’) und ¢g(C,C") in einem
Punkt schneiden.

3 2
X €g(A,A) — OX = 2>+r< 0),
2 -1

—2 ~1
X €g(B,B') > 0X = 5>+s< 1),
6 1

X €g(C,C") = OX = (1)> +t<—(1)>.
) 1

Schnittpunktsbestimmung von g(A, A’) und ¢(C,C’) (wegen der Nullen in den
Richtungsvektoren):

(30 () )

<< 2r=-2 AN —t=2 AN 2—r=5+t
<< r=—1 ANt=-2 N 3=3.
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Die beiden Geraden schneiden sich also in einem Punkt D mit den Koordinaten

- (§eo(§)-()

Wir iiberpriifen, dass S auch auf der Geraden g(B, B’) liegt:

1 -2 -1
(ﬁ:<2>:< 5>+s< 1) mit s = —3.
3 6 1

Die negativen Parameterwerte in allen drei Féllen bedeuten, dass die Punkte A, B,
C zwischen der Spitze D und A’ B'C" liegen; also bildet A’ B'C’ das Bodendreieck.
b) Wir berechnen die Absténde mit Hilfe der Hesseschen Abstandsformel. Dazu
bestimmen wir zunéchst eine Gleichung der Bodenebene. Einen Normalenvektor
erhalten wir durch das Vektorprodukt

. -8 —4 38 19
AB x AC" = 4l xl =3]l=(116]=2 8].
6 5 40 20

Eine mogliche Koordinatengleichung hat daher die Form 19z + 8y 4+ 20z +d = 0
und durch Einsetzen von C’ erhalten wir 19 —8+20-6 —d =0 <= d = 131. Da
in der Hesseschen Abstandsformel der Nenner unabhingig vom Punkt ist, geniigt
es die Zéhler zu vergleichen. Diese sind die Betrége der nachfolgenden Zahlen:

A: 19-3+48-2+420-2—131= —18,
B: 19-(—=2)+8-54+20-6—131= —9,
C: 19-14+8-0420-5—131= —12.

Damit hat A den groiten Abstand von der Bodenebene; er betragt

B |- 18] R
AT /102 + 82 1202 /325

~ 0,63

¢) Man berechnet die Fliache des Seitenvierecks A’ B’ BA als Summe von zwei Drei-

ecksflachen.
. -8 -2 4
A’B’xA’A:( 4>><< 0)2(—4),
6 1 8
—1 5 -1
13—B’>><m:<1>><<—3>:< 1).
1 —4 -2

Die Vierecksflache ist daher
1 1 5
AapBa = 5\/96—1— 5\/6 = 5\/6

Der Winkel zwischen der Seitenfliche und dem Boden ist der spitze Winkel zwischen
zwei Normalenvektoren. Wir haben bereits berechnet

19 —1
iy =Mapc =| 8| und 7z =7appa= L.
20 —2
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Damit ist der gesuchte Winkel

173y * s 31
= arCcCOS ————=— = aIrccos

721|722 5v33 -6

= arccos 0,44 = 63,86 .

d) Das Volumen des Tetraederstumpfes ist die Differenz zweier Tetraedervolumina.
Diese betragen ein Sechstel des zugehorigen Spatvolumens und berechnen sich iiber
das Spatprodukt bzw. die Determinante.

1 1 19 —4
j:VA’B’C/D:E(A/B/XA’C’)°A’D:6~2 8|« o]=-12,

20 2
1 1 -5 -2 =2
iVABcpzédet(A_B)‘@‘ﬁ)zédet 3 -2 0 |=-3.
4 3 1

Das Volumen des Tetraederstumpfes betrdgt also 12 — 3 = 9.
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Studienkolleg an der RWTH Aachen

FT2 Mathematik (Kg) 1. Klausur 24. August 2007

Aufgabe 1:

Gegeben ist die Summenfolge

sn:ik(k—Q) (ne IN).

k=1

a) Beweisen Sie durch vollstéandige Induktion die folgende explizite Beschreibung fiir s,,:
1 "
Sp = én(n +1)(2n—5) firallen € IN.

b) Zeigen Sie, dass die Folge

Sn

ap, = (ne N, n>2)

n3 —n

konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert. Begriinden Sie Thre Antwort genau.

Aufgabe 2:

Gegeben ist die ganzrationale Funktion f mit dem Funktionsterm
f(z) = =32° — 22" + 823 + 5a?

a) Zeigen Sie, dass f eine rationale Nullstelle x im Bereich —2 < x < —1 besitzt.

b) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f sowie ihre Vielfachheiten. Welche Bedeutung
hat die Vielfachheit (=Ordnung) einer Nullstelle fiir den Verlauf des Graphen von f?
c¢) Schraffieren Sie moglichst grofie Bereiche der Koordinatenebene, in denen der Graph
von f nicht verlaufen kann und skizzieren Sie auf der Basis Ihrer Ergebnisse einen
moglichen Verlauf des Graphen von f.

Aufgabe 3:

Gegeben ist ein Tetraeder mit den Eckpunkten A = (2,3,—1), B = (2,—1,0), C =
(0,—1,—1) und D = (4,-9,6)

a) Bestimmen Sie den Schwerpunkt S dieses Tetraeders.

b) Wo liegt der Fulpunkt F' des Lotes von S in der ‘Bodenebene’ e(A, B,C)? Kann das
Tetraeder auf der Seitenfliche ABC' stabil stehen?

c) Fertigen Sie eine mafistabsgetreue (1) Zeichnung (Langeneinheit 1 cm) des Bodendrei-
ecks ABC' an und markieren darin die genaue Position des Lotfulpunktes F'. Erlautern
Sie, wie Sie Ihre Zeichnung erstellt haben.

Viel Erfolg!
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1. Klausur — Losungen
1
1) a) Induktionsanfang n = 1: Esist s1 = Y k(k—2) =1-(1 —-2) = —1 und
k=1

12:(=3) —1; fiir n = 1 ist die Behauptung bewiesen.

Induktionsschritt n — n + 1:
Sei n € IN fest.
Induktionsvoraussetzung: s, =
_ (n+1)(n—|—2)(2n 3)

n(n+1)(2n 5)

Induktionsbehauptung: s, +1 =
Induktionsbeweis:

n+1

Snv1 = k(k—2) =Y k(k—2)+ (n+1)(n—1)
k=1 k=1

n(n + 1)(221 —5)
(Ind._Vor.) 6
(n+1)(2n%?+n—-6) (n+1)(n+2)(2n—3) .

2n?2 —5n+6n—6
6

+(n+1)(n—-1)=(n+1)-

6 6

Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen und die Induktion vollsténdig.
b) Nach a) erhalten wir

_nm+1)(@2n-5) 2n-5 2-2
6

T TT6mE —n) 6(n—1) 6—

Aufgrund der Grenzwertsitze folgt

y 2.0 1
im a, = —— = —.
o™ T 620 3

2) a) Wir klammern zunéchst aus f(x) = 22(—323 222 +8x+5). Auler der doppelten
Nullstelle 0 sind die mbglichen rationalen Nullstellen £1, +5, :i: j:5 Im Bereich

—2 <z < —1 liegt davon nur —3. Einsetzen dieser Zahl erglbt tatsachhch
5 52 53 52 5 52 125 50 40
- )=="03 =z-2- -8 )= (——-———-——=+4+5)=0
f(?)) 32<33 32 3+) 32(9 9 3+)

b) Polynomdivision f(x) : (3z + 5) ergibt

f(z) = —2*(Bz +5)(z? —z — 1)

Der quadratische Faktor hat die Nullstellen 1 + ,/1 +1 = 1i\/g Damit hat f

die Nullstellen 0 (doppelt) und drei einfache Nullstellen —3, £ (1 4+ 1/5), an denen
jeweils ein Vorzeichenwechsel stattfindet. Da der fithrende Koeffizient von f negativ
ist, hat f nach der grofiten Nullstelle negatives Vorzeichen.

¢) Damit kann in den nachfolgend schraffierten Bereichen kein Punkt des Graphen
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von f liegen, und zusammen mit den bekannten Nullstellen von f ergibt sich die
skizzierte Kurve als méglicher Verlauf des Graphen:

3) a) Der Schwerpunkt ergibt sich durch Mittelung der Ortsvektoren: S = (2,—-2,1)
b) Es sei F' € e(A, B,C) der Lotfupunkt, also

OT:Oj—l—n@—l—s@ mitSTJ_E,@.
Nun gilt

s—ﬁ:s—/mmﬂrc*:(

i (o Do ()

Also

0 1
<— 224+ 17r+165s=0
und
0 0 -2 -2
ST’*L@:)[ 5)+r -4 ) +s| —4 } 4| =0
-2 1 0 0
<— —20+16r+20s=0.
Man erhalt
17r +16s = 22 _ 10 1
[167“—1—205—20] s rEg As=oy
Daraus ergibt sich fiir F'

W:m+9@_lm:< §>+1_0<_2>_
7 7 I 7\ 7]

()
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Da s < 0 ist, liegt der LotfuBpunkt nicht im Innern des Bodendreiecks. (Ebenso
zeigt sich dies an r > 1.) Das Tetraeder kann also nicht stabil auf der Seitenfliche
ABC stehen.

c) Mit Zirkel: Wir bestimmen die drei Seitenléingen des Dreiecks, zeichnen eine
Seite (etwa AB) und schlagen mit dem Zirkel Kreise um die Eckpunkte mit den
anderen Kantenldngen:

|AB| = V17T~ 4,12, |AC|=Vv20~447, |BC|=V5~224,.
Mit Geodreieck/Winkelmesser: Wir bestimmen einen Winkel, etwa

AB-AC _ 16 o
)EH@)_\/W-\/%N’ ’

COS (v = COS 1(14—B>,m) =

Q. = arccos ~ 29,8% .

16
V17120
Wir zeichnen diesen Winkel und tragen auf den beiden Schenkeln die oben berech-
neten Absténde d(A, B) und d(A4,C) ab.

Aus der Parameterdarstellung AF = 1—70A—B> — %@ kann man dann die Lage von
F relativ zu ABC' bestimmen:

C
A p %AB
LA e . =+
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