AT2 Mathematik (Kg)
Ubungen (5)

Bestimmen Sie Definitions- und Losungsmengen der folgenden Bruchgleichungen:

1) :c—l—6_:c—l—4
x  x+1
5 2
2) =
r—3 3—=x
x 1
3 =1
):c—l 1—=x
4) 2—:(;_ :4—1;
33—z r—3
5) b +1 B z+3
30 — 10z 4z —12
4x x
6) 6r—24 12—3z
r+2 z2-2 1
7 = —
) 6x + 32 2
9 8 1
8)

r+3 -2 zx+1
Losen Sie die nachfolgenden Gleichungen durch Fuaktorisieren:

9) a) (x —3) - (x+1) =0, 10) a) 22 + 16 = 8,
b) (x —3)(z+1)(z —2) =0,

c) 2z —4)3z+1)=0, c) 2z +2)(z+2)+5=09,
d) 622 + 32 = 0, d) 3(z2 + 3) = 36,
e) 222 — 50 = 0, e) x° + dx = 42?2,
f) 22 — 62+ 9 = 0. f) 2z(x + 3) — 45 = (3z — 2)(x — 2).
Losen Sie die nachfolgenden Bruchgleichungen:
1 4
gy 8 _ 10 _ W
r—3 x+3 22-9
3 2 dr —4
12 =
):c—|—4+:c—4 x? — 16
3 2 dr —4
13 — =
) xr+4 x—4 22-16
1 — 4x? + 42
14) 6x + Sr—3  4dx* +

20 +6 3r—9 3x2-—27
33—z 2+ x o — 1
15 —
):c—|—1+:c—3 2 —2x —3
3 2 1
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b) 222 + 6z + 6 = 22 — 2x — 10,

16) - =0

22+ 3z 22— 22
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AT2 Mathematik (Kg) 20. Februar 2006
Ubungen (5) — Loésungen

1) Definitionsbereich ID = @\ {0, —1}. Uber diesem Bereich nimmt der Term z(z+ 1)
nie den Wert 0 an, also ist die Multiplikation damit eine Aquivalenzumformung.
Dies ergibt dann:

w+6_w+4

P | ~z(x+1)
= (v+6)(z+1)=z(x+4)
— 2+ Tr+6=2?+4r | —a?
= Tr 4+ 6=4x | —4x—6
— 3z =—6 53
— =2

L={-2}, denn —2€¢D.

2) Definitionsbereich ID = @ \ {3}. Uber ID gelten die folgenden Aquivalenzen:

5 2
r—3 33—z
5 2
T—3 (x —3) | e=3)
2
— 5—_—1:—2
L=0

z 1
r—1 1—=z
T 1
-1 (r—1
A —w-p | @V
= r=(r—-1)—(-1)
= r=x | —x
— 0=0
L=D=0\{1}.
4) Uber D = @ \ {3} gilt:
2-—x . _4d-u
3—x Cr—3
2—x 4—zx
= —1= —3
—(z —3) x—3 | e=3)
— —-2-z)—(z—-3)=4—1z
<~ 1=4—-=x
<~ r=3
L=0, denn 3 ¢ ID !
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5) Uber D = @® \ {3} gilt:

5e+1  z+43
30 — 10z 4x — 12
5+ 1 x4+ 3

<~ = (—=20)(z -3
“10(z —3)  4(z - 3) [-(=20)(z = 3)
— br+1)-2=(x+3) (-5H)
<~ 10z + 2= -5z — 15
— 152z = —17
— = 17
T
17 17
L={—— denn — — € D!
=15t EEETA
6) Uber D = ® \ {4} gilt:
oz
6r —24 12— 3z
4x x
= 6z — 4
61 3@_n | @Y
— 4o = -2z
— r=0
L= {0}, denn 0 € D.
7) Uber dem Definitionsbereich ID = @ \ {0} gilt:
r+2 -2 1 | 622

6x * 322 2
— (z+2) 2+ (2%2-2)-2=32% | -3

= 1?2 +20+222-4—-322=0 | +4
= 20 =4 |2
<~ r=2

L={2}, denn2e D.

8) Uber dem Definitionsbereich D = @ \ {-3,2, —1} gilt:

9_8_ I
r+3 -2 x+1

0 |(x4+3)(xz—2)(x+1)

— 9 —-2)(z+1) -8z +3)(z+1)—(x+3)(x—2)=0
— 9(2? —2—2) —8(x?> +4x+3) — (22 +2—6)=0
— —42x —36=0
— z=-2
L={-%}, denn —% e D.
9)

AT2 Mathematik (Kg) 3 Ubungen (5) — Losungen



a) (x—=3)(z+1)=0 <= 2-3=0Vzr+1=0 < z=3Vzr=—1,
also L = {—-1, 3}.
b) (z—-3)(z+1)(z—2)=0 <= 2—-3=0Ver+1=0Ver—2=0 <
< r=3Vzr=—-1Vz=2alsoL={-1,2, 3}
c) 2e—4)Bx+1)=0 <= 20 =4V3r=—-1 < xz=2Vzr=-1/3,
also L ={-1/3, 2}.
d) Hier faktorisiert man zunéchst durch Ausklammern und schlieft dann wie oben
weiter: 622 +32 =0 <= 322z +1)=0 < 3x=0V2r = -1 <
< z=0Vz=-1/2, und damit ist L = {—1/2, 0} die Losungsmenge.
e) Hier wird der Term mit der dritten binomischen Formel faktorisiert:
202 —50=0 <= 22 -25=0 < (x+5)(x —5) =0
< r+5=0Ver—-5=0 <= zv=-5Ver=>5 alsoL={-5, +5}.
f) 22— 62 +9=0 < (z-3)?=0 < 2-3=0 < x =3, also L = {3}.
10) a) 224+16=8z <= 22 -82+16=0 <= (2 -4)?=0 <= v -4=0 <
x =4, also L = {4}.
b) 222 + 62 +6 =22 —22r—10 < 2248 +16=0 < (z+4)> =0 <
x = —4, also L = {—4}.
¢) 22 4+2)(z+2)+5=9 & 202 4+62+4-4=0 < 22 +3r =0 <=
2(z+3)=0 < z=0Vz=-3 also L ={-3, 0}.
d) 3(22+3)=36 < 224+3=12 < 22 -9=0
<— (z+3)(r—3)=0 < z =43, also L ={-3, +3}.
e) Auch diese (kubische) Gleichung ist durch Faktorisieren losbar:
2} pdr =42? = 2° 42’ +4r =0 <= z(2® —4x+4)=0
— 2z -2 =0 <= z=0Vz=2,
also L = {0, 2}.
f) 22(x +3) —45 = 3z —2)(z — 2) < 222 +6x —45 =32°> -8z +4 +—
22— 142 +49=0 < (z—7)?=0 < x="T,also L ={7}.
Bei den nun folgenden Bruchgleichungen mufl man zur Bestimmung des Definitionsbe-
reiches die auftretenden Nenner faktorisieren. Dies erleichtert zugleich die Bestimmung
des Hauptnenners.
11) Die Nenner z — 3 und x + 3 werden 0 fiir z = +3 bzw. fir x = —3. Der qua-
dratische (!) Nenner z? — 9 wird mit der dritten binomischen Formel zerlegt:
22 —9 = (z + 3)(x — 3). Dieser Term kann nur dann den Wert 0 haben, wenn
x —3 =0 oder x + 3 = 0 ist. Damit ist der Definitionsbereich der gesamten Glei-
chung D = ® \ {-3,+3}.
Zugleich erkennen wir (x+3)(x —3) als Hauptnenner, mit dem wir dann die Bruch-
gleichung multiplizieren. Uber ID gelten dann die folgenden Aquivalenzen:

8 10 40
r—3 x+3 22-9
8 10 40
— — = (z—3 3
=3 113 @-3aiy | @@L
— 8(z+3)—10(x —3) =40
= —2rx+54=40 | —bH4
= —2r=-14 |: (-2)
— =17

L={7}, denn 7€ D.
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12) Hier benutzt man entsprechend 2% —16 = (z—4)(x+4) und erhélt D = Q\{—4, +-4}.
Uber D gilt dann:

3 . 2 _ bu—d
r+4 -4 22-16
3 2 5 —4
= (z—4 4
proray iy el prgnrs proviry S B C A St
— 3(x—4)+2(x+4)=bx—4
= br —4=>5x—4 | —5x+4
— 0=0
L=D=®)\{—4,+4}
13) Uber D = @ \ {—4, +4} gilt:
3 2 bz—4
r+4 -4 22-16
3 2 5a —4
— — = (z—4 4
71 r-d @oDery | EoYEtY
— 3(x—4)—2(x+4)=>bxr—4
= x—20=>5x—4 | —z+4
= —16 =4z | : 4
= 4=z
L=0, denn —4¢ D!

14) Wir stellen die drei Nenner als Produkte dar (durch Ausklammern bzw. mittels
binomischer Formeln) und erhalten: 2(z + 3), 3(x — 3) und 3(x + 3)(x — 3). Daraus
entnehmen wir den Definitionsbereich ID = ® \ {—3, 3}, sowie den Hauptnenner 6(z —
3)(z + 3). Uber ID gelten dann die nachfolgenden Aquivalenzen:

trre

6x+1 bHr—3 daz?+42

20 +6 3z—9 32227
6z+1  Sz—3  4da®+42
20z +3) 3x—3) 3(x—3)(z+3)

| -6(x — 3)(z + 3)

(62 +1)-3(x — 3) — (5x — 3) - 2(z + 3) = (42 + 42) - 2

1822 — 51z — 9 — (1022 + 24z — 18) =822 + 84

—T75x =175
r=-1
L={-1}, denn —1¢€ D.

15) Hier mufl man zur Bestimmung des Definitionsbereiches die quadratische Gleichung
2? — 2z — 3 = 0 16sen. Da man weder ausklammern noch eine binomische Formel
anwenden kann, fehlen IThnen (noch) die notigen Hilfsmittel. Wenn man jedoch
den Verdacht hat, da dabei die schon durch die anderen Nenner (x + 1, x — 3)
bestimmten Ausnahmen —1, 43 eine Rolle spielen kénnten, so berechne man einmal
das Produkt (z + 1)(x — 3) und erhélt gerade (z + 1)(x — 3) = 22 — 22 — 3. Damit
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folgt ID = @\ {—1,3}. Zugleich erleichtert die Zerlegung 2% —2x—3 = (z+1)(z—3)
auch die weiteren Aquivalenzumformungen iiber ID:

3—:C+2+£C_ 4 — 1
x+1 -3 22-2:-3
33—z 2—1—:(;_ 4 — 1

— = . 1 -3
:c+1+:c—3 (x+1)(z —3) e+ DE=3)
— B-2)(z—-3)+2+x)(zr+1)=4r—1
—= —®+6z-9 + 2 +3z+2=4r-1
— 9r —T=4z -1
<~ or =6
= r=2
L={%}, denn & € .

16) Wieder zerlegen wir zuerst die Nenner in Faktoren. Die ersten beiden durch Aus-
klammern: z(z + 3), x(z — 2). Wir vermuten, dafl der dritte Nenner aus den beiden
Linearfaktoren z + 3 und x — 2 zusammengesetzt ist; in der Tat gilt (x4 3)(z—2) =
22 + x — 6. Damit ist der Definitionsbereich dieser Gleichung D = @ \ {0, —3,2}
und iiber ID gelten die folgenden Aquivalenzen:

3 2 1
22 4+3x 22—-2x 2242x—6
3 2 1

= w($+3)—$<$_2)—($+3)(x_2):O]‘:I;(:lc—l—?))(x—Q)
= 3(rx—2)—2(x+3)—z=0
<~ 3 —6—-2r—-6—-—2=0
— —12=0
L=0.
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