AT2 Mathematik (Kg) 21. Mirz 2006

Ubungen (9)

1) a) Warum erweitert man den Zahlbereich @ der rationalen Zahlen zum Zahlbereich
R aller reellen Zahlen?
b) Was haben @ und R gemeinsam, was unterscheidet sie?
c¢) Geben Sie eine irrationale Zahl an. (Begriindung der Irrationalitét)

2) Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?
a) Jede periodische Dezimalzahl ist eine rationale Zahl.
b) Jede rationale Zahl ist als abbrechende oder periodische Dezimalzahl darstell-
bar.
c¢) Das Produkt zweier periodischer Dezimalzahlen ist wieder periodisch.
d) Das Produkt zweier abbrechender Dezimalzahlen ist eine abbrechende Dezimal-
zahl.
e) Das Produkt zweier irrationaler Zahlen ist irrational.
f) Jede Dezimalzahl ist eine rationale Zahl.

3) Ordnen Sie der Groe nach und berechnen Sie die Absténde zwischen den folgenden
vier Zahlen: 26/33, 0,78, 7/9, 0,78. Geben Sie die Ergebnisse als Dezimal-
zahlen an.

4) a) Stellen Sie als Dezimalzahl dar: 22/7, 17/330, 1009/33300.
b) Begriinden Sie ohne Rechnung, dass 5/7 # 0,7142857 ist.
c¢) Berechnen Sie Summe, Produkt, (beide) Differenzen und Quotienten von 0,010
und 0,0101. Stellen Sie das Ergebnis als Dezimalzahl dar. Kommen unter den Er-
gebnissen irrationale Zahlen vor?

5) Von zwei reellen Zahlen a,b € IR sind die folgenden Teile der Dezimalentwicklung
bekannt: @ = 12,01... und b = 2,11... .
a) Berechnen Sie a + b, a - b, und a — b mit groBtmoglicher Genauigkeit, d. h. ge-
ben Sie moglichst enge Intervalle an, in denen die Ergebnisse mit Sicherheit liegen
miissen.
b) Auf wie viele Stellen hinter dem Komma genau kénnen Sie die Ergebnisse ange-
ben?
c¢) Vergleichen Sie mit den Ergebnissen von 12,01+2,11;12,01-2,11 und 12,01 —2,11.
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1) a) Man erweitert @), weil @ unvollstindig ist. Z. B. gibt es in @ keine Zahl, deren
Quadrat 2 ist.
b) In @ und R kann man dieselben Rechenoperationen (+, —, - und :) durchfiihren
und GroBenvergleiche anstellen (<). Dabei gelten in R alle GesetzmaBigkeiten, wie
wir sie fiir @) zusammengestellt haben.
Der entscheidende Unterschied besteht darin, dass IR im Gegensatz zu @ vollsténdig
ist: Jede Intervallschachtelung, d. h. Folge ineinanderliegender, beliebig eng werden-
der Intervalle enthélt in IR genau eine reelle Zahl.
¢) IR enthilt die positive Zahl /2, deren Quadrat 2 ist. Diese gehort nicht zu @).
2) a), b) und d) sind wahr; c), e) und f) sind falsch.
Gegenbeispiele fiir ¢) und e): 0,428571-2,3 =3 - L =1 bzw. V2. V2 =2.
3) Bei genauerem Hinsehen erkennt man, dass zwei der Zahlen identisch sind: 0,78 =
78/99 = 26/33.
Weiter gilt 7/9 = 0,7 = 0,77. Damit liegen alle Zahlen als Dezimalzahlen vor und
man kann unmittelbar die Groflenvergleiche anstellen:

_ 2 _ _ _ _
g = 0,77 < 3—2 = 0,78 = 0,7878 < 0,7888 = 0,785.

Zur Bestimmung der Abstidnde berechnet man die Differenzen zwischen den Zahlen.
(Dies ist hier direkt mit den Dezimalzahlen moglich, da keine Ubertriage auftreten.)

0,78 — 0,78 = 0,78 88 — 0,78 78 = 0,00 10
__ 2
0,78— = =0
0T 33

0,78 —0,7=10,78 — 0,77 = 0,01

Man kann diese Differenzen auch bestimmen, indem man alle Zahlen in Briiche
umwandelt (warum ist dies moglich?), und dann die Differenzen berechnet.

22 1 -
4) a) — = 3+ - = 3,142857 ,
17 51 1 51 — —
— =—=—-—=0,51:10= 10,051
330 990 10 99 ’ ’ ’
1009 3027 1 3027 1 30 1 — S
= = : = : —) = —-3,030 = .
33300 99900 100 999 100 3+ 999) 100 30=0,03030
b) Ein gekiirzter Bruch mit Nenner 7 stellt eine periodische Dezimalzahl dar, wobei
die Periodenlénge hochstens 7 — 1 = 6 sein kann. Die angebliche Darstellung fiir
5/7 hat aber die Periodenlénge 7.

¢) 0,010 = 10/999 und 0,0101 = 101/9990. Also
10 101 _ 100+101 _ 201

0,010 + 0,0101 = = = =0,0201
10+, 999 + 9990 9990 9990 0,0201,
S S 10-101 101
0,010-0,0101 = 0-10 = 0 = 1l 3
999-9990 999-999 998001
0,0101 - 0,010 =0,0101 — 0,0100 = 0,0001,
— — 101 1 101 - 101
0,0101 : 0,010 = Ol 10 _ 101-999 _ 10 =1,01.

©0990 999  9990-10 100
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Zur Berechnung der umgekehrten Differenz braucht man nur das Vorzeichen zu
dndern. Fiir den umgekehrten Quotienten erhélt man

Nun steht ‘nur’ noch die Umwandlung des Ergebnisses (101/998001) der Multipli-
kation in einen Dezimalbruch aus. Wir wissen zwar, dass dies einen periodischen
Dezimalbruch ergibt (der Nenner dieses gekiirzten Bruches enthélt Primfaktoren
verschieden von 2 und 5), und auch dass die Lénge der Periode héchstens 998000
sein kann. Dies sind aber trotz allem wohl keine ermutigenden Aussichten fiir eine
schriftliche Division.

Ich habe stattdessen ein kleines Programm geschrieben und einen Computer die-
se Rechnungen durchfiihren lassen. Das Ergebnis habe ich spafleshalber auf einem
gesonderten Blatt ausdrucken lassen. Die Periodenlinge ist 2997! Ein Protokoll
der zugehorigen Rechenschritte umfasst rund 130 Seiten. Dies ist nur auf Disket-
te verfiighbar. Gliicklicherweise betrug die Periodenlinge nicht 998000! Allein der
Ausdruck der Periode hitte iiber 300 Seiten umfasst! Man erkennt hier erneut, wie
schwierig es sein kann, mit unendlichen Dezimalzahlen zu arbeiten, und wieviel
unproblematischer ein Bruch ist. Solange man es also vermeiden kann, sollte man
nicht mit Dezimalzahlen arbeiten.

5) Aufgrund der Angaben iiber a und b wissen wir 12,01 < a < 12,02 und 2,11 < b <
2,12. Unter Verwendung der bekannten GesetzméfBigkeiten (hier der Regeln iiber
die Anordnung (T) und (M), siehe Abschnitt iiber rationale Zahlen, S. 10) erhélt
man 12,01 +2,11 < a+b < 12,02+ 2,12, und 12,01-2,11 < a-b < 12,02 - 2,12, also

1412 <a+b<14,14 und 25,3411 < a-b < 254824.

Die Differenz a — b fithrt man am besten auf die Addition zweier Zahlen zuriick: a —
b = a+ (—b), und schlieit dann wie oben, vorausgesetzt, man hat eine Abschdtzung
fiir —b. Diese erhélt man aus der fiir b durch Multiplikation mit —1. Man muss aber
beachten, dass sich dabei die Ungleichungszeichen umkehren! Also: —2,11 > —b >
—2,12 bzw. —2,12 < —b < —2,11. Damit folgt dann (wie oben bei der Addition)

12,01 4 (—2,12) < a + (=b) < 12,02+ (—2,11), also 9,89 <a —b < 9,91.

b) Man erhélt also Summe und Differenz bis auf eine Genauigkeit von 2/100, dies
bedeutet bei der Summe, dass das Ergebnis auf die erste Stelle hinter dem Komma
genau ist (14,1), wiahrend bei der Differenz die erste Stelle hinter dem Komma eine
8 oder 9 ist.

Beim Produkt ist die Genauigkeit viel geringer, der Abstand zwischen den Zahlen
25,4824 und 25,3411 betragt 0,1413! Das Ergebnis ist nur in den Vorkommastellen
genau.

c) 12,01 + 2,11 und 12,01 — 2,11 sind abbrechende Dezimalzahlen, die von a + b
bzw. a — b um hochstens 2/100 abweichen, konnen also als N#herungen dienen.
Beim Produkt ist jedoch Vorsicht geboten: Der Wert 12,01 -2,11 = 25,3411 erweckt
mit seinen 4 Stellen hinter dem Komma den (falschen) Eindruck einer Genauigkeit
auf 4 Stellen; wie wir oben gesehen haben, kann aber der Fehler sogar bis zu 0,1413
betragen! Nicht einmal die erste Stelle hinter dem Komma ist genau.
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101
998001

Ergebnis: 0,00010120230340450560670780891001111221331441551661

77188199210221232243254265276287298309320331342353
36437538639740841943044145246347448549650751852954
05515625735845956066176286396506616726836947057167
27738749760771782793804815826837848859870881892903
91492593694795896998099200301402503604705806908009
11021131241351461571681791902012122232342452562672
78289300311322333344355366377388399410421432443454
465476487498509520563154255356457558659760861963064
16526636746856967077187297407517627737847958068178
28839850861872883894905916927938949960971982994005
01602703804906007108209310411512613714815917018119
22032142252362472582692802913023133243353463573683
79390401412423434445456467478489500511522533544555
56657758859961062163264365466567668769870972073174
27537647757867978088198308418528638748858969079189
29940951962973984996007018029040051062073084095106
117128139150161172183194205621622723824926027128229
33043153263373483593703813924034144254364474584694
80491502513524535546557568579590601612623634645656
66767868970071172273374475576677778879981082183284
38548658768878989099209319429539649759869980090200
31042053064075086097108119130141152163174185196207
21822924025126227328429530631732833935036137238339
44054164274384494604714824935045155265375485595705
81592603614625636647658669680691702713724735746757
76877979080181282383484585686787888990091192293394
49559669779890000110220330440550660770880991101211
32143154165176187198209220231242253264275286297308
31933034135236337438539640741842944045146247348449
550651752853955056157258359460561662763864966067 16
82693704715726737748759770781792803814825836847858
86988089190291392493594695796897999100201302403504
60570680790901011121231341451561671781892002112222
33244255266277288299310321332343354365376387398409
42043144245346447548649750851953054155256357458559
66076186296406516626736846957067177287397507617727
83794805816827838849860871882893904915926937948959
97098199300401502603704805907008109210311412513614
71581691801912022132242352462572682792903013123233
34345356367378389400411422433444455466477488499510
52153254355456557658759860962063164265366467568669
77087197307417527637747857968078188298408518628738
84895906917928939950961972983995006017028039050061
07208309410511612713814916017118219320421522623724
82592702812923033143253363473583693803914024134244
35446457468479490501512523534545556567578589600611
62263364465566667768869971072173274375476577678779
88098208318428538648758868979089199309419529639749
85997008019030041052063074085096107118129140151162
17318419520621722823925026127228329430531632733834
93603713823934044154264374484594704814925035145255
36547558569580591602613624635646657668679690701712
72373474575676777878980081182283384485586687788889
99109219329439549659769879990100210320430540650760
87098109120131142153164175186197208219230241252263
27428529630731832934035136237338439540641742843945
04614724834945055165275385495605715825936046156266
37648659670681692703714725736747758769780791802813
82483584685786887989090191292393494595696797899

Periodenlaenge: 2997

Vorperiode:

0



