AT3 Mathematik (Kg) 27. Miérz 2006
Ubungen (10)

1) Es sei a eine reelle Zahl.
a) Unter welcher Bedingung an a ist v/a definiert? Wie lautet unter dieser Voraus-
setzung die Definition von y/a ?
b) Wie viele Lésungen hat die Gleichung 22 = a (iiber der Grundmenge IR)?. Geben
Sie die Losungsmenge an. (Beachten Sie alle Fille.)

2) Zeigen Sie auf der Grundlage der Deﬁnition
DVEVE-VE b)2VE-VE o -l @2\

3) Berechnen Sie die folgenden Wurzelterme exakt, d. h. stellen Sle sie moglichst ein-
fach dar, ohne Wurzelterme im Nenner und mit moglichst kleinen Radikanden.

_ VB VTS _
a) V612 = b)m—

2 —

[ (V3+ V2P + (V3 - VB)? =

c) V42432 V42 -3 = d)

V3-v2
V3+v2

(\/8+x/ﬁ+\/8—x/ﬁ)2:

4) Welche der nachfolgenden Gleichungen sind allgemeingiiltig (iiber ihrem Definiti-
onsbereich)? Korrigieren Sie die falschen darunter.

a) Va2 = a, b) (va)? = a, Vet =a-\a, d) Vb =ad,
e) Vat = a2, f) (va—vb)(va+ vVb) =a—1b, g) Va>+b> =a+b.

5) Losen Sie die nachfolgenden Gleichungen (iiber der Grundmenge R):

&

e)

a) 22 + 6z + 7 =0, b) z? —8x + 9 =0,
c) 1222 —4x — 1 =0, d) 42? — 142 +9 = 0,
e) 222 +x+1=0, f) 22 =53 -2+ 11 = 0.
6) Bestimmen Sie Definitions- und Losungsmenge der folgenden Gleichungen:
)4x—3 10 DT b)x—2+a:+2 5
a — — =
r—1 z+2 242’ r+2 x—2 ’
)4x—3 10 6z d) 3T + 2 T+ 2
C — =

r—1 z+2 ax+2 r—2 3zx-2
7) Unter dem Goldenen Schnitt versteht man die Unterteilung einer Strecke in zwei
Abschnitte, so dass der groflere Abschnitt sich zur Gesamtlinge verhélt wie der klei-
nere Abschnitt zum gréfleren. Bestimmen Sie das Verhéltnis des goldenen Schnitts.

8) Bestimmen Sie alle Schnittpunkte, die die Parabeln auf dem Skizzenblatt Normal-
parabeln (2) zu Ubungen (7) miteinander haben.
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AT3 Mathematik (Kg) 27. Miérz 2006
Ubungen (10) — Ldsungen

1) a) v/a ist nur definiert fiir a > 0 (weil es fiir a < 0 keine reelle Zahl geben kann,
deren Quadrat a ist). Ist a > 0, so versteht man unter y/a die reelle Zahl, die > 0
ist und quadriert a ergibt.

b) Fiir die Losungsmenge I der Gleichung x? = a iiber IR gilt:

{} falls a < 0,
L=< {0} falls a = 0,
{Va,—+/a} falls a > 0.

Die Anzahl der Losungen ist in den genannten Féllen 0 bzw. 1 bzw. 2. Fiir a > 0
kann man einheitlich sagen: L = {\/a,—+/a}, und die folgende, fiir die Losung
quadratischer Gleichungen fundamentale Aquivalenzumformung festhalten:

Fira>0gilt: |22 =a < z=+va Vz=—Va (%)

2) a) Wir miissen zeigen, dass die linke Seite der Gleichung V23 gleich V6 ist. Nun
ist die Zahl v/6 durch Figenschaften definiert; wir miissen also zeigen, dass v/2-v/3
die Eigenschaften hat, durch die v/6 definiert ist. Wir miissen also zeigen, dass die
linke Seite eine Zahl ist, die 1. > 0 ist und 2. quadriert 6 ergibt.

Nun ist nach Definition v/2 > 0 und /3 > 0, also (aufgrund unserer Rechengesetze)
auch v/2 - v/3 > 0. Damit ist die erste Eigenschaft erfiillt.
Fiir 2. miissen wir die linke Seite quadrieren.

(V2-v3)2=(V2-v3)- (V2-vV3)=v2-vV2 - V3-V/3=2-3=6.

Damit ist auch die 2. Forderung erfiillt: Die linke Seite der behaupteten Gleichung
hat die Eigenschaften, durch die wir v/6 definiert haben, muss also die Zahl v/6
sein. (Es gibt nur eine Zahl mit diesen Eigenschaften!)

Diese hier sehr ausfiihrlich dargestellte Argumentation ist typisch fiir den Umgang
mit Zahlen, die nicht explizit als Dezimalzahlen angegeben sind, sondern durch Ei-
genschaften charakterisiert sind. Will man die Ubereinstimmung gewisser Zahlen
nachweisen, muss man in dieser Situation die definierenden Figenschaften nachwei-
sen! Wir iiben dies noch an den néchsten beiden Beispielen:

b) Wieder zeigen wir, dass die linke Seite eine Zahl ist, die die definierende Eigen-
schaft fiir die Zahl v/8 erfiillt, die also 1. > 0 ist und 2. quadriert 8 ergibt. Wegen
V2 > 0 gilt auch 2-v/2 > 0. Und ebenso einfach folgt (2v/2)? = 22-(v/2)? = 4.2 = 8.
c) Wieder ist die linke Seite eine Zahl > 0 und ihr Quadrat ist

3
Damit ist die Behauptung gezeigt.

144
d) Die linke Seite ist > 0 und ihr Quadrat ist o = 6.
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3) a) V6-v12 =6 V6v2 =6v?2,
VhVTE L VBB 5 5 4
VBB asa VB2 v

¢) VA2 4+ 3242 — 32 = /25 - /T = 5\/T,
Fiir die beiden néachsten Umformungen beachte man die dritte binomische Formel
(a—b)(a+b):a2—b2\:/_ /3

r 2+ 2+ B

Vi T e verive i 2tV
g VE-VE_(-VEWE-VE) _3e2-2BVE_ o

BV (BVaB-v) 32 /
Beachten Sie bei den néchsten Umformungen auch noch die binomische Formel
(a+b)? = a® + 2ab + b*:
£) (V34+v2)2+ (V3-v2)2=(34+2V6+2) + (3 —2V6+2) =10,

g) (\/8+x/ﬁ+\/8—x/ﬁ)2= (8+x/ﬁ)+2-\/8+\/ﬁ-\/8—\/ﬁ+(8—\/ﬁ)=
16+2-\/(8+\/ﬁ)-(8—\/ﬁ):16+2\/64—15:16+2\/E=30.

4) a) Diese Formel ist falsch. Wir wiederholen die Uberlegungen aus dem Unterricht:
Wenn die behauptete Gleichung richtig sein soll, muss die rechte Seite (a) eine Zahl
sein, die 1. > 0 ist und 2. quadriert a? (den Radikanden der linken Seite) ergibt.
Die 2. Forderung ist ganz offensichtlich erfiillt: Quadriert man a, so erhélt man
natiirlich a?. Aber die 1. Forderung a > 0 braucht nicht erfiillt zu sein.

Damit ist die behauptete Gleichung nicht allgemeingiiltig; sie ist richtig fiir a > 0
und falsch fiir a < 0. Allgemeingiiltig wird die Gleichung in der Form

Va? =la .

b) ist definitionsgeméf richtig.
c) ist ebenfalls richtig: Da die Gleichung nur fiir a > 0 definiert ist, gilt a\/a > 0.
Zusammen mit (ay/a)? = a?(y/a)? = a3 ist dann c) bewiesen.
d) hingegen ist falsch, denn die Gleichung ist fiir alle a definiert, aber nur fiir die
nicht-negativen richtig (wie bei a)).
Entsprechend lautet die Korrektur: v/ab = |a3| = la)®.
e) ist richtig, da a? immer > 0 ist, so dass die Probleme von a) nicht auftreten.
f) ist richtig gem&f der dritten binomischen Formel.
g) 1st grob falsch!
5) a) 22 462+7=0 < z=—-34+V9—7=—-3+V2 alsoL = {—3—v2, —3+2}.
b)a: —8r+9=0 << z=4++16— 9—4:|:\/_ 7,also L = {4 — VT, 4+\/_}
1 1 1 1 1

1 1
1202 -4 -1 =0 = 22 - p—- — =0 & g =—-44/—+ — =_+=
) 122° ST T=s V% T2 T 6w
also ist L = {—3%, 3}.

7 9 7 49 9 7 13
2 /
— +9=0 <= 2> ——z+ = = - =4

d) 42* — 14z 51) 0 1x 5% 0 <= =z + 16 6’
also L = {— + — - — —V13}.

Is {4 4\/13,4 3}

)22+a:+1—0<:>x2+1x+1—0<:>a:——1i 1.1
83:11_ 2" T T 1V o
Da1—6—§ < 0 ist, gibt es keine Losung.
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f) Hier wird einige Standfestigkeit im Umgang mit Wurzeltermen bendtigt:

[75 1
2?2 -5V3-x411=0 < z = \/_j: ——11— \/§i§\/31,

alsoIL:{g\/g—l—%\/iﬂ,g 2\/ 1}.
a) Der Definitionsbereich der Gleichung besteht aus allen reellen Zahlen verschieden
von 1 und —2, weil bei deren Einsetzung einer der Nenner 0 wiirde. Also ID =

R\ {—2, +1}. Uber ID gelten die folgenden Aquivalenzen:
4o — 3 10 5z
r—1 x+2 z+2

— 42” + 51 —6— 102+ 10 = 52° — 5z < x

<— (dx —3)(x+2)—10(x —1) =bz(zx — 1)

24 — =42

Wegen —2 ¢ ID ist +2 die einzige Losung.

b) D = R\ {—2,+2}. Uber D gilt
w—2+x+2
r+2 x-2
— 2® —dr+4+2°+4r+4=>52"—20 < 327 =28

/2 2
— =44 ;zﬂ\/gzigx/ﬁ.

Die Losungsmenge ist L = { 21/21, —2/21}.
c¢) Uber D = R\ {-2, +1} gilt:

4:3—3_ 10 _ 6x
x—1 r+2 1 +2
— 422 +520—-6—102+10 =622 —6x — 22> —2—4=0

1
<=>x2—§x—2—0<=>:1:——:|:\/16 \/ lj:\/ 3).

Die Gleichung hat die beiden Losungen 1(1 & v/33).
d) Uber D = R\ {2, 2} gilt

=5 <= (—-2)(x—2)+(z+2)(z+2) =5(z—-2)(z+2)

<— (4 —3)(x+2)—10(x — 1) = 6x(x — 1)

3x—|—2_ T+ 2
xr—2 3r—2
— 92 —4=22—4 < 822 =0 < z=0.

— Bx+2)3z—-2)=(x+2)(z —2)

Die Gleichung hat nur die eine Losung 0.
Sei x der gesuchte groflere Anteil. Dann ist 1 — x der Anteil der kiirzeren Strecke
an der Gesamtstrecke. Die Forderung des goldenen Schnittes lautet dann

1—2z

xr =
T

Wir 16sen nun diese Bruchgleichung. Sie ist definiert fiir = # 0. Dafiir gilt dann

1—:1: 5
< T

441 1 V5
_——i,/ i,/—:-—i—.
< T 1 5 5

=l—z < 2242-1=0
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Da das gesuchte Verhéltnis eine positive Zahl sein muss, ist das Verhiltnis des

goldenen Schnitts ~ 0,618.

Zunéchst lesen wir aus den Skizzen die Scheitelpunkte ab und erhalten damit fiir
die Parabeln die folgenden Gleichungen in Scheitelpunktsform (siehe die Losungen
zu Ubung (7), Aufgabe 1 b)):

2

Pi: y==x Ps: y=—(xv—5)2

Py: y=—x? Ps: y=(x—8)72-3

Ps: y=(r—4)2-2 Pr: y=—(v+6)+2

Py: y=-—a>+4 Ps: y=(x+7)2+1
Um die Schnittstellen (= z-Koordinaten der Schnittpunkte) dieser Parabeln mit-
einander zu bestimmen, muss man % = 28 Gleichungen l6sen. Die Schnittpunkte

erhilt man, indem man die gefundenen Schnittstellen in eine der beiden Parabel-
gleichungen einsetzt. Man erhilt so die Tabelle auf der folgenden Seite, in der jeweils
sdmtliche Schnittpunkte eingetragen sind.
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Schnittpunkte der Normalparabeln (2) von Ubung (7):

Exakte Ergebnisse:

Py | Ps Py Ps Ps Pr Ps
P [(0,0)](Z,42)[(£v2,2) - (% %) —— (-2, %)
| |- —| G® | — %= -
o e @B | - | ch
Pan... T e )
Par . B RS VTS ) R—
Per... . (I ot
PO (=6,2); (=7,1)

Néiherungswerte (zum Vergleich mit der Skizze):

P Ps3 Py Ps Ps Py Ps
Pin...|(0,0)[(1.75,3.0625)| (£1.414, 2) — (3.8125, 14.535) - (—3.57, 12.76)
Pan... — — (2.5, —6.25) — (—2.83, —8.03) —
Psn... —— (5.366, —0.134); (3.634, —1.866)| (5.875,1.516) —— (—1.636,29.77)
Pan... (2.9, —4.41) — (—3.167, —6.03) —
Psn... - (—0.41, —29.26) -
Pen... — (0.367, 55.27)
PrN... (—6,2),(—7,1)
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